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Introduccion general

This text is a compilation of Algebra Conmutativa Elemental.
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Parte 1

Algebra Conmutativa Elemental






Introduccion

Tradicionalmente la Matematica se divide en tres dreas: Algebra, Analisis y Geometria, pero como es
usual esta division no es excluyente, y existen diversas intersecciones que hacen dificil determinar a
qué area pertenece un determinado método o resultado. Tenemos sin embargo que tener en cuenta
que progresivamente se ha producido una algebraizacion de la Matematica, esto es, los métodos
y el lenguaje del Algebra se han extendido por toda la Matematica; de esta forma grupos, anillos
y cuerpos juegan cada vez mas un papel central en los estudios modernos de Algebra, Analisis,
Geometria, Topologia, y otras ramas de la Matemdtica moderna.

El Algebra abstracta o Algebra moderna tiene su origen en dos disciplinas: la teorfa de nimeros y la
teoria de ecuaciones. Por teoria de niimeros nos referimos a la teoria de sistemas de nimeros que
tiene sus origenes en el sistema de los nimeros naturales y llega a los sistemas de niimeros complejos
e hipercomplejos. La fundamentacién de la teoria de nimeros podemos buscarla en los Elementos
de Euclides; texto que dedica una seccion a la teoria de numeros. Sin embargo su fundamentaciéon
moderna se encuentra en P de Fermat hacia 1600, y posteriormente en C. E Gauss, quien introduce
los enteros de Gauss tratando de probar el altimo Teorema de Fermat. Son R. Dedekind y L. Kronecker
quienes desarrollan la teoria de cuerpos de nimeros y de nimeros algebraicos. De estos trabajos
surgen algunos problemas centrales del “Algebra abstracta” sobre dominios de factorizacién y otros,
y también sobre la teoria de niimeros algebraicos.

La segunda motivacién del Algebra abstracta viene de la teoria de ecuaciones y de los estudios de
la resolucién por radicales de la ecuacién de quinto grado. Hacia 1800 Ruffini y Abel probaron que
no era posible obtener una férmula que diese la solucién de una quintica general por radicales, y
en 1820 Galois extiende este resultado a cualquier ecuacién de grado mayor o igual que cinco. En
su trabajo Galois introduce el concepto de grupo y el de accién de un grupo sobre un conjunto;
concepto que serd fundamental para la Matematica moderna.

La confluencia de estas dos teorias puede buscarse en Gauss, quien hacia 1800 prueba que toda ecua-
cion polindmica no constante en el cuerpo de los nimeros complejos tiene al menos una solucion
(Teorema fundamental del Algebra). La teoria de ecuaciones en una indeterminada se puede exten-
der a varias indeterminadas, apareciendo de esta forma los conjuntos algebraicos como los lugares
formados por puntos que son soluciones de sistemas de polinomios multivariados, y que en el caso
en que el cuerpo base es algebraicamente cerrado produce una equivalencia entre conceptos geomé-
tricos (conjuntos algebraicos) y algebraicos (anillos de coordenadas), que permite un tratamiento
algoritmico de los primeros.

En esta parte vamos a describir los fundamentos de la teoria de anillos conmutativos, y algunas de sus
primeras aplicaciones. Concluiremos con un estudio elemental de teoria de mddulos, encaminada a



probar el teorema de estructura de los grupos abelianos finitos y a aplicaciones el estudio de formas
canonicas de matrices.
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Capitulo I

Teoria intuitiva de conjuntos

1 Teoria de cONjUNtOS . . . . . . v i i e e e 7

2 Algebra de proposiCiones . . . . . . . . . .t e e e 15

3 Aplicaciones . . . . . ot e e e e 23

4 Relaciones de equivalenciaydeorden. . . ... ....... ... . ........ 29

5 Cuantificadores . . . . . . . . . e 37

6 Métodos de demostracidn . . . . ... ... .o 43
Introduccion

Vamos a comenzar por una introduccién intuitiva al concepto que es la base del curso: el de conjunto.
Hemos preferido hacer esto asi ya que una introduccién rigurosa del concepto de conjunto exigiria
demasiado esfuerzo a un posible lector novel, y lo apartaria de los objetivos centrales de este curso
que son la introduccién a las técnicas del trabajo matematico, y porque deseamos fijar las notaciones
y el lenguaje que vamos a emplear a lo largo del curso.

Para poder comprender en su totalidad el concepto de conjunto y el dlgebra de subconjuntos es
necesario hacer una pequefa introduccidén al dlgebra de proposiciones; de esta forma ya tendremos
dos ejemplos de dlgebras de Boole.

El concepto de conjunto se complementa con el de funcidn o aplicacién entre conjuntos, veremos la
definicién y algunas de sus propiedades.

Otro concepto de interés es el de relacién. Aqui vamos a estudiar relaciones de equivalencia y de
orden, aunque las segundas las estudiaremos en profundidad en un capitulo posterior.

Acabamos el capitulo con una introducciéon a los cuantificadores y al dlgebra de predicados y con
algunos ejemplos cémo hacer una demostracion.

Me gustaria volver a insistir que la aproximacion a los conceptos aqui tratados no es una aproxi-
macion axiomdtica sino intuitiva. Para una introduccidén a la teoria de conjuntos amena, y a la vez
rigurosa, recomendamos el siguiente texto: [ 10].

1101-00.tex






SEC. 1. TEORIA DE CONJUNTOS 7

1. Teoria de conjuntos

Vamos a considerar un conjunto X como una coleccion de elementos. Los elementos de un conjunto
son distintos dos a dos, esto es, cualesquiera dos elementos de un conjunto o son el mismo elemento
o son elementos distintos, y no hay ningin orden o relacién entre ellos.

Los conjuntos pueden ser definidos de dos formas distintas:
= por extensidn, esto es, haciendo una lista de todos sus elementos, o
= por comprension, esto es, mediante una propiedad que caracteriza a sus elementos.

Ejemplo. 1.1. (Definicion por extension)
Un ejemplo de un conjunto definido por extension es:
A={1,2,a,b,c}.
Segun lo dicho antes, observar que {1, 2, a,a} no es un conjunto ya que en él aparecen dos elementos
repetidos, esto es, un mismo elemento aparece dos veces.
Ejemplo. 1.2. (Definicion por comprension)

Un ejemplo de un conjunto definido por comprension es:

P = {x | x es un nimero natural par}.

Si un elemento x pertenece a un conjunto X, escribimos
xeX,

y si no pertenece, escribimos

x ¢ X.
Ejemplo. 1.3.
En los ejemplos anteriores tenemos que

1€eA={1,2,a,b,c},
1¢ P ={x| x es un nimero natural par}.

Subconjuntos

Dado un conjunto X, un subconjunto de X es un conjunto Y verificando que para cada elemento
y €Y setiene y € X. Escribimos entonces Y C X.

Dos subconjuntos X; y X, de un conjunto X son iguales si X; € X, y X, C X, y escribimos X; = X,.
Si dos subconjuntos X; y X, de un conjunto X no son iguales, entonces decimos que son distintos,
y escribimos X; # X,.

Si X, es un subconjunto de X y X; # X, podemos escribir X; C X 6 X; § X, y decimos que X, es un
subconjunto propio de X.

1101-01.tex
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8 CAR I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Ejemplo. 1.4.
(a) Cada conjunto es un subconjunto de si mismo. Esto es, para cada conjunto X se tiene X C X;
llamamos a X el subconjunto impropio de X.

(b) El conjunto B = {1, 2} es un subconjunto de A= {1,2,a, b, c}. Esto se representa por B C A. En
cambio el conjunto C = {1,2,3} no es un subconjunto de A. Esto se representa por C € A.

(c) El conjunto B, = {2, 1} es igual al conjunto B; esto es, {1,2} = {2,1}.

Si Y es un subconjunto de un conjunto X, a veces los representamos mediante un diagrama de
Venn, esto es, el conjunto X se representa por el interior del cuadrado y el conjunto Y por el interior
de la linea curva.

Operaciones con subconjuntos

Si X; y X, son dos subconjuntos de un conjunto X, podemos definir su unién como el subconjunto
de X definido por:

X UX,={xeX| xeX, 6xeX,},

y su interseccidon como el subconjunto de X definido por:

XiNnX,={xeX| xeX;yxeX,},

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3



SEC. 1. TEORIA DE CONJUNTOS 9

C

Ejemplo. 1.5.
(a) Sea D ={1,a}. Como B = {1,2} y D son subconjuntos del conjunto A= {1,2,a, b, c}, entonces
podemos calcular su unidén y su interseccidn. Se verifica:

BUD=1{1,2,a} y BnNnD={1}.

B D

(b) También B = {1,2} y B, = {2, 1} son subconjuntos del conjunto A; en este caso tenemos
BUB,=B=B, y BnNB,=B=B8,.

Existe un conjunto especial que estd definido por la propiedad de no tener ningin elemento. Este
conjunto se llama vacio y se representa por el simbolo &.
Cada conjunto X tiene un unico subconjunto que no tiene ningun elemento, si representamos por
@ a este subconjunto, entonces & es un subconjunto de X. El subconjunto & se llama subconjunto
vacio o trivial de X.
Si la intersecciéon de dos subconjuntos X; y X, de un conjunto X es igual a &, decimos que son
subconjuntos disjuntos.
Sea Y un subconjunto de un conjunto X, llamamos subconjunto complemento de Y en X al si-
guiente subconjunto de X:

Y=X\Y={xeX| x¢Y}

X

X\Y

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara



10 CAR I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Ejemplo. 1.6.
El complemento de B ={1,2} en A= {1,2,a,b,c} es:

B=/{a,b,c}.

Observacion. 1.7. _
Observa que para cada subconjunto Y de un conjunto X, los subconjuntos Y y Y son siempre dis-
juntos.

Ejercicio. 1.8. —
Sea X un conjunto e Y un subconjunto de X. Probar queY =Y.

SOLUCION. Tenemos que probar que Y C Y y que Y C Y. Para esto tltimo cojamos un elemento
Yy €Y, entonces y € X yademds y ¢ Y, luego y €Y.
Reciprocamente, si y € Y, por definicién y € X y ademdas y ¢ Y, luego y €Y. |

Dado un conjunto X, existe un conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X. A este
conjunto lo llamamos el conjunto de las partes 6 conjunto potencia de X y lo representamos por
P (X).

Ejemplo. 1.9.
(a) El conjunto de las partes del conjunto A= {1,2,a, b,c} es:

Z(A)={o,{1},{2},{a}, {b},{c},
{1,2},{1,a},{1,b},{1,c},{2,a},{2,b},{2,c},{a, b}, {a,c}, {b,c},
{1,2,a},{1,2,b},{1,2,c},{1,a,b},{1,a,c},{1,b,c},{2,a,b},{2,a,c},{2,b,c},
{a,b,c},{1,2,a,b},{1,2,a,c},{1,2,b,c},{1,a,b,c},{2,a,b,c},
{1,2,a,b,c}}.

(b) El conjunto de las partes del conjunto D = {u, v, w} es:
P D) ={2,{u}, {v}, {w}, {w, v}, {w,wh {v,w}, {v,w} {u,v,w}}.
(c) El conjunto de las partes del conjunto & es:
2 (2) ={2}.

Observa que (@) = {@} es un conjunto con un elemento.
(d) El conjunto de las partes del conjunto {@&} es:

2 ({2}) ={2,{2}}.

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3




SEC. 1. TEORIA DE CONJUNTOS 11

A los conjuntos que tienen un nimero finito de elementos los llamaremos conjuntos finitos, y a los
que no tienen un numero finito de elementos los llamaremos conjuntos infinitos.

Ejemplo. 1.10.

(1) El conjunto A={1,2,a, b,c} es un conjunto finito.

(2) El conjunto vacio, @, es un conjunto finito.

(3) El conjunto R de los nimeros reales es un conjunto infinito.

Cuando X es un conjunto finito el nimero de sus elementos lo llamamos su cardinal. También se
define el cardinal de conjuntos infinitos, pero no vamos a tratar este problema aqui.

Ejercicio. 1.11.
Si X es un conjunto con n elementos, probar que el conjunto 2 (X) tiene 2" elementos.

SOLUCION. Subconjunto de X con 0 elementos hay exactamente uno. Subconjunto de X con un
elemento hay exactamente n, el nimero de elementos de X. Subconjuntos de X con dos elementos
hay n(n—1)/2 = (2) En general si t < n, el numero de subconjuntos de X con t elementos es (TZ)
Luego en total tenemos

)+ ()= ()++(n )+ ()-armr==

Dados dos subconjuntos, X; y X,, de un conjunto X llamamos diferencia de X; y X, al subconjunto
X, \ X,, definido por:

O

X\ X, =X, NX,.
Observa que en general se tiene X; \ X, # X, \ X;.

X

X4 X5
[
X1\ X, @ X1\ X,

X\ (X;UX))

Antes de abordar el problema de estudiar las propiedades que verifican la unién, interseccién y
complemento, vamos a estudiar como trabajar con afirmaciones o proposiciones.
Nos planteamos la siguiente pregunta: si X;, X, y X5 son tres subconjuntos de un conjunto X,

¢Qué relacidn existe entre (X; NX,) UX;5 v (X; UX3)N(X,UX5)?

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




12 CAR I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Para establecer la relacidn existente entre ambos conjuntos, tenemos que analizar las expresiones
que nos definen cada uno de ellos:

(xeX;yxeX,) dxeX;

(xeX,6xeX;)y(xeX,6xeX;).

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3
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Ejercicios

Teoria de conjuntos

Ejercicio. 1.12.
SiA,B, y C son conjuntos tales que C € B y B C A, prueba que C C A.

Ref.: 1101e 001 SOLUCION.

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara
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2. Algebra de proposiciones

Una proposicion es una afirmacién. Por lo tanto las proposiciones pueden tomar dos valores:
V, verdadero o,
F, falso.

Vamos a representar las proposiciones por letras mayusculas en negrita A.

Ejemplo. 2.1.

(a) “Hoy es lunes”, es un ejemplo de una proposicidn.

(b) “El hambre en el mundo se puede erradicar”, es un ejemplo de una proposicion.

(c) “(Para sacar dinero del cajero tienes primero que introducir la tarjeta?”, no es una proposicion.

Si Ay B son dos proposiciones, definimos nuevas proposiciones, a las que llamaremos proposiciones
compuestas, o también simplemente proposiciones, mediante las siguientes construcciones:

A AB, que se lee “A'y B”, y su definicidn esta dada por la tabla siguiente.

A|/AANB|B
vi v |V
ANB F|\ F |V
Vi F |F
F|\ F |F

AV B, que se lee “A 6 B”, y su definicién esta dada por la tabla siguiente.

AVB

AVB

< m <>
o< <
o< <|w

A, que se lee “no A”, y su definicidn esta dada por la tabla siguiente

A|-A
—A V| F
F|V

Ejemplo. 2.2.

(a) “Hoy no es lunes” seria la negacion de “Hoy es lunes”.

(b) “El coche es rojo” o “La libreta es amarilla” seria la proposicién “El coche es rojo o la libreta es
amarilla”.

(c) “El coche es mio” y “yo no tengo una bicicleta” seria la proposiciéon “El coche es mio y yo no
tengo una bicicleta”.

1101-02.tex
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16 CAR I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

(d) Podemos negar una proposiciéon compuesta, por ejemplo la negaciéon de “El coche es mio y yo
no tengo una bicicleta” seria: “El coche no es mio o yo tengo una bicicleta”.

Dos proposiciones A y B son equivalentes si A es verdadera cuando B lo es y B es verdadera cuando
A lo es. Dadas dos proposiciones definimos una nueva proposiciéon mediante

A/ A= B|B
|4 |4 |4
A<—B F F Vv
Vv F F
F Vv F

Entonces dos proposiciones A y B son equivalentes si la proposicién A <= B toma solo el valor V.

Ejemplo. 2.3.
Las proposiciones AV B y B V A son proposiciones equivalentes para cualesquiera proposiciones A y
B.

|A|[AVB|B[(AVB) < (BVA)|B|BVA|A|

Al VvV |B — Bl v (A
vi v |V Vv vi v |V
F| v |V % Vi V |F
Vi V |F Vv F| vV |V
F| F |F % F| F |F

Lo mismo ocurre con las proposiciones AAByBAA

Ejercicio. 2.4.
Probar que AAB y B A A son proposiciones equivalentes para cualesquiera proposiciones A y B.

Una proposicién que toma siempre el valor V se llama una tautologia.

Ejercicio. 2.5. _
Probar que para cada proposicion A la proposicion AV A es una tautologia.

Aplicacion a la teoria de conjuntos

Podemos considerar ahora las propiedades elementales de las operaciones que hemos introducido
entre los subconjuntos de un conjunto dado.

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3
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Proposicion. 2.6.
Sea X un conjunto y sean X,,X,,X5 subconjuntos de X, se verifica:

X, UX,UuX;) = (X;UX,)UX; P asociativa
X,NnX,NnX;) = X;NnX,)NX,
X,uX, = X,UX, P conmutativa
X,NX, = X,NX,
XX, = X, P de idempotencia
X, nX, = X,
XHUug = X, E. neutros
X,NX X,
X\Ng = @ P absorcidon
X,UX = X

Otro tipo de propiedades son las siguientes:

Proposicion. 2.7.
Sea X un conjunto y sean X,,X,,X5 subconjuntos de X, se verifica:

X, UX,NnX;) = (X;UX,)N(X,UX;) P distributiva
X;NX,UX;) = (X;NX,)U(X;NXs)
X,uX, = X;NnX, Ley de De Morgan
X,NX, = X, UX,
X,UX, = X E. complementos
X,NX, = @

Observa que en estos casos todos los conjuntos que aparecen son siempre subconjuntos de un mismo
conjunto X.

Para ver que estas igualdades son ciertas, esto es, que los conjuntos que en ellas aparecen son iguales,
vamos a comprobar que tienen los mismos elementos. Haremos esto partiendo de la definicion del
subconjunto correspondiente y obteniendo las consecuencias oportunas.

Para este fin vamos a introducir la siguientes notacién: Cuando de una afirmacion se deduce otra,
escribimos las dos afirmaciones y entre ambas escribimos el simbolo =.

En el parrafo anterior en realidad estamos introduciendo una nueva forma de obtener nuevas pro-
posiciones a partir de otras dadas. Vamos a hacer una justificacion de esto:

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




18 CAR I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Si A’y B son proposiciones, definimos una nueva proposicién mediante

A[A—B[B
vl v |v
A=—B=(-A)VB |F| VvV |V
v| F |F
F| Vv |F

La nueva proposicién A =—> B se lee:

“A implica B”,
“de A se deduce B” 6
“si A entonces B”.

Tal y como hemos sefialado antes indica que si la afirmacién A es verdadera, entonces necesariamente
B también lo es.

Puede parecer extrafio el hecho de que A = B es verdadera cuando A es falsa y B es verdadera
o falsa; esto refleja el bien conocido hecho de que de premisas falsas se podria obtener cualquier
resultado verdadero o falso.

Observar que el Unico caso en que A =—> B es falsa es cuando A es verdadera y B es falsa, esto
significa que no se va a poder deducir un resultado falso de un resultado verdadero.

Para probar las Proposiciones (2.6.) y (2.7.), antes tenemos que probar los resultados sobre propo-
siciones.

En nuestro caso, como ya conocemos que AV B y BV A son proposiciones equivalentes, resulta que
podemos hacer la siguiente demostracion:

DEMOSTRACION. [Propiedad conmutativa de la unién: X; UX, =X, UX, ]

Comprobamos que se tiene X; UX, € X, UX; y también X, UX; C X; UX,. Esto es, vemos que cada
elemento x € X; UX, verifica x € X, UXj.

xeX,UX,=>x€X; VXxeX,
=>x€X, VxeX;
=>x €X,UX,

En forma semejante se tiene que cada elemento x € X, U X, verifica x € X; UX,; basta intercambiar
X1y X, O

Aqui hemos utilizado que se tiene una equivalencia entre las proposiciones AV B y BV A para cua-
lesquiera proposiciones A y B.

Veamos otro ejemplo. Si probamos que son equivalentes las proposiciones =(AV B) y (—A) A (—B),
para cualesquiera proposiciones A y B (ley de de Morgan), esto es, si en la tabla siguiente debajo del

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3



SEC. 2. ALGEBRA DE PROPOSICIONES 19

simbolo < sélo parecen V,

(=|A)|A|(=|B)|<|—|(A|V|B)
F|V|F|F|V| V |F|V|V|V
V|\F|F|F|V|V |F|F|V|V
F\V|F|\V|F| V |F|V|V|F
VIF|V|VI|F| V |V|F|F|F
1 1 1 1
2 2 2

3 3

4

entonces podemos hacer la demostracién de la Ley de De Morgan para conjuntos.

DEMOSTRACION. [Demostracién de la ley de De Morgan: X; UX, = X; NX,]
Comprobamos que se verifican las inclusiones X; UX, CX; NX, yX; N X, CX; UX,.
Para la primera tenemos que ver que cada elemento x € X, UX, verifica también x € X, N X,.

xeX,UX,=>x¢X,UX,
=>x¢X; N x¢X,
=>x€X, A x€EX,
=>xeX,NX,

(I.1)

La inclusién X, NX, € X; UX, se prueba simplemente invirtiendo las implicaciones que aparecen en
la lista (I.1).
xeX;UX, ex ¢X,UX,
Ex¢EX, N xé¢X,
&Xx € )Tl AN Xxe )Tz
exeX, NX,

(1.2)

Esta lista (I.2) podriamos también haberla escrito como

XEX,NX,=>x€EX, AN xXEX,
=>x¢X; N x¢X,
=>x¢X,UX,
=>xeX,UX,

1.3)

Las listas (I.1) y (I.2) se pueden escribir abreviadamente como

xeX;UX, & x ¢X,UX,
SxEX, ANXxEX,
(:)XE)T1 A xe)?z
<:>x€)Tlﬂ)Tz

1.4)
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Ejercicio. 2.8.
Probar todos los resultados que aparecen en la Proposicion (2.6.) y la Proposicion (2.7.) sobre pro-
piedades de la union, interseccion y complementario de subconjuntos de un conjunto dado.

Existen muchos otros resultados sobre la unién, intersecciéon y complementario que nos iran apare-
ciendo a lo largo de este curso, y de otros cursos. Para su demostracién podremos hacer uso de la
misma técnica de demostracién que hemos empleado aqui, pero también podemos hacer uso de los
resultado que ya hayamos probado. Veamos un ejemplo.

Ejercicio. 2.9.
Sean X,,X, subconjuntos de un conjunto X. Probar que se verifica:

(X1 NX,) U X NX,) = (X UX,)N (X NXy)

SOLUCION. En este caso podemos también probar que cada elemento del primer subconjunto es un
elemento del segundo y viceversa. Podéis comprobar que este proceso es largo. Es mejor entonces
utilizar las relaciones que se han establecido en la Proposicion (2.6.) y la Proposicion (2.7.). Tenemos
entonces:

(X, NX,) U (X, NX,)=[X; UX; NX,)]IN[X, U X, NX,)]
= [(X1 UX1) N (Xl UXz_)] ﬂﬂxz UX1) N (Xz UXz)]
=[XNnX, uXy)In[X,uX,)NX]
=X UX,)N(X,UX,)
=X UX,)N(X,NXy)
= (Xl UXz) N (Xl ﬂXz)

O

El subconjunto (X; NX,) U (X; NX,) se llama la diferencia simétrica de X, y X,. La vamos a repre-
sentar por el simbolo A;

X,AX, = (X, UX,) N (X, NX,) = X,AX,.

Producto cartesiano de dos conjuntos

Dados dos conjuntos X e Y, existe un nuevo conjunto, al que llamamos el producto cartesiano de
X e Y, cuyos elementos son:

XxY={(x,y)| xeXyyeY}
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Si X’ e Y’ son subconjuntos de X e Y respectivamente, entonces X’ x Y’ se considera un subconjunto
deX xY.

Ejercicio. 2.10.

Sean X eY conjuntos y X, X, subconjuntos del conjunto X. Prueba que se verifica
(1) X; xYUX,xY =X, UX,)xY.

2) Xy xYNX,xY=(X,NX,)xY.

Ejercicio. 2.11.
Sean X eY dos conjuntos y X', Y’ subconjuntos de X e Y respectivamente. Prueba que se verifica

X'xY' =X'xY)U(X xY").

Observacion. 2.12.

Hasta ahora las operaciones que hemos realizados entre conjuntos en realidad lo han sido entre
subconjuntos de un conjunto dado. Podemos definir la unién o la interseccién de dos conjuntos
arbitrarios, pero preferimos establecer la siguiente convencién o axioma.

Dados dos conjuntos X e Y, existe un conjunto Z talque X CZ eY C Z.

Entonces podemos definir la unién o intersecciéon de dos conjuntos arbitrarios apelando a la defini-
cién de unién e interseccién de subconjuntos de un conjunto.
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Ejercicios

Algebra de proposiciones

Ejercicio. 2.13.

Prueba que [(AV B) ANA] < A.

Ref.: 1101e_002

SOLUCION.

10 de marzo de 2021
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3. Aplicaciones

Sean X e Y dos conjuntos, una aplicacién de X a Y es una regla que permite asignar a cada elemento
del conjunto X un tinico elemento del conjunto Y.

Si f es una aplicacién de X en Y, vamos a representar f mediante:
, f
f:X—Y 6 X—Y

SixeXyf:X—Y esuna aplicacién, llamamos f (x) al inico elemento de Y que asigna f a x,
y lo llamamos imagen de x por f.

El conjunto
Im(f)={f(x)eY | xeX}
se llama la imagen de la aplicacion f, y es un subconjunto de Y.

En general, si X; es un subconjunto de X, llamamos imagen de X; por f al subconjunto f(X;) de Y
definido como:

fE)={f(x)eY | xeX,}.

Si Y; es un subconjunto de Y, llamamos imagen inversa de Y; por f al subconjunto f*(Y;)de X
definido como:

) ={xex| fl)en}
Ejemplo. 3.1.
Sean A = {1,2,a,b,c} y E = {a,fB,7,0} dos conjuntos y f : A— E la aplicacién definida por
fM)=p,7(2)=6, f(A)=a, f(b)=a, f(c)=p.
Entonces la imagen de f es:
Im(f) ={a,B,6}.
La imagen de B = {1,2} C Aes:
fB)={B,5}.

La imagen inversa de F = {y,6} CE es:

fHF)={2}.

Ejercicio. 3.2.

Sea f : X — Y una aplicacion y sean A, B C X subconjuntos de X .
(a) Probar que f(AUB) = f(A)U f(B).

(b) ¢Qué relacion existe entre f(ANB) y f(A)N f(B)?

1101-03.tex
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Ejercicio. 3.3.

Sea f : X — Y una aplicacién y sean C, D €Y subconjuntos de Y.
(a) Probar que f *(AUB) = f}(A)uU f1(B).

(b) ¢Qué relacién existe entre f H(ANB) y fH(A) N f~1(B)?

Vamos a establecer el concepto de aplicacién de forma mas formal. Sean X e Y dos conjuntos, un gra-
fo de aplicacion de X en Y es un subconjunto G del conjunto producto cartesiano X x Y verificando
la siguiente propiedad:

para cada x € X existe un tinico y €Y tal que (x,y) €G.

De la definicién se deduce que si un par (x,y) pertenece a G, el elemento y estd univocamente
determinado por el elemento x, por lo que vamos a representar y por G(x). Asi pues un grafo de
aplicacién G determina una aplicacién

x = G(x),

en el sentido en el que las hemos definido anteriormente. Y reciprocamente, si f:X — Y es una
aplicacion, definimos el grafo de f mediante

Gr(f)={(e,f(x))eX xY | xeX}.

Entonces Gr(f) es un grafo de aplicacion.

La formalizacién del concepto de aplicacién pasa pues por identificar los dos conceptos, el de apli-
cacion y el de grafo de aplicacién.

Ejemplo. 3.4.

Observa que si consideramos la aplicacién f : R — R definida por f(x) = x2, resulta que la gréafica
de la funcién es la pardbola siguiente. Por lo tanto f es una aplicaciéon de R en R y su grafo son los
puntos de la pardbola.

100
g
EQ0
40

20

-10 -5 5 10
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Observa que si consideramos la grafica de una circunferencia x* + y® = 1, esta grdfica no es un
grafo de aplicacion, x — y, de R a R, pues hay puntos, por ejemplo x = % que tienen dos posibles

imagenes: ‘/Tg y _‘/Tg'

4

\\HHH,J/

En resumen. Dados dos conjuntos X e Y, dar una aplicacion f de X aY es lo mismo que dar un
subconjunto G € X XY que es un grafo de aplicacion. En este caso la aplicacion f : X — Y lleva
cada elemento x € X en el tinico elemento y € Y tal que el par (x,y) € G, entonces el elemento y
estd determinado univocamente por x y f, por lo que lo representaremos por f (x).

Dos aplicaciones f, g : X — Y son iguales si para cada x € X se verifica f (x) = g(x)

Tipos de aplicaciones

Sea f : X — Y una aplicacion, decimos que f es sobreyectiva si Im(f) =Y, esto es, si para cada
elemento y € Y existe un elemento x € X tal que f(x)=y.

Llamamos inyectiva a una aplicacién f : X — Y tal que para cualesquiera dos elementos x;, x, € X,
si f(x;) = f(x,), entonces x; = Xx,.

Ejercicio. 3.5.
Sea g : Qt — Q" definida por f (x) = x? para cada x € Q*. Probar que la aplicacién g es inyectiva
¥ no es sobreyectiva.

SOLUCION. Para comprobarlo procedemos como sigue: si g(x;) = g(x,), entonces tenemos x> = x3,
de donde deducimos que x; = x,, ya que ambos son positivos.

Sin embargo g no es una aplicacion sobreyectiva, ya que por ejemplo 2 ¢ Im(g).
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Para comprobarlo basta suponer que esto no fuese cierto, entonces existiria un elemento x € Q* tal
que x% = 2, lo cual es imposible, ya que +/2 no es un niimero racional. a

Ejemplo. 3.6.
La aplicacion f del ejemplo de la pagina 23 no es sobreyectiva ya que y ¢ Im(f ), y no es inyectiva,
ya que, por ejemplo, f(1) = = f(c).

Una aplicacidén f : X — Y que es a la vez inyectiva y sobreyectiva se llama una aplicacion biyectiva
o una biyeccion.

Ejemplo. 3.7.
La aplicacién h : Rt — R™* definida h(x) = x? para cada x € R es una biyeccién.

Composicion de aplicaciones

Supongamos que f : X — Y y g : Y — Z son aplicaciones, definimos una nueva aplicaciéon
gof :X — Z como sigue:

(gof)(x)=g(f(x)) paracada x € X.

La aplicacion g o f se llama la composicidn de f y g. La composicion de f y g se suele representar
también simplemente por gf.

Para cada conjunto X existe una aplicacion especial, llamada identidad en X, a la que representamos
por idy y que esta definida por idy(x) = x para cada x € X.

Lema. 3.8.
Sea f : X — Y una aplicacidn. Se verifica f oidy = f y idyof =f.

Sif : X — Y esuna aplicacidén, llamamos una aplicacion inversa de f a una aplicacion g : ¥ — X
que verifica f og =idy, y go f =idy.

Observacion. 3.9.

En general si una aplicacién f tiene una inversa, esta inversa se representa por f L.

i0JO! No confundir con la notacién f ! utilizada para la imagen inversa de un subconjunto.

Lema. 3.10.
Si una aplicacion f : X — Y tiene una inversa, entonces es una biyeccion.
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Ejercicio. 3.11.
Demuestra que si f : X — Y es una biyeccidon, entonces existe una inversa de f .

Tenemos entonces que una aplicaciéon f : X — Y es biyectiva si y solo si tiene una inversa.

Observacion. 3.12.

Observa que al decir que una aplicacién f : X — Y tiene una inversa hemos dicho que existe una
aplicacién g : Y — X verificando f g =id, y gf = idy, no basta con sélo una de las igualdades, ya
que dada la aplicacién f : {1,2} — {a} existen dos aplicaciones g; : {a} — {1,2}, parai = 1,2,
definidas g;(a) = i, y verificando f g; = id(,;, pero no es biyectiva. En efecto, es fécil ver que f no es
una aplicacién inyectiva.

Ejercicio. 3.13.
Sif :X — Y es una aplicacién, y g,h : Y — X son inversas de f, entonces g = h.

SOLUCION. Paracada y €Y se tiene: g(y) =(g(fh))(y) = ((gf)h)(y) =h(y). O
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Ejercicios

Aplicaciones

Ejercicio. 3.14.
Prueba que para una aplicaciéon f : X — Y son equivalentes:

(a) f esinyectiva.
(b) Existe una aplicacion g : Y — X tal que gf = idy.

Ref.: 1101e_003 SOLUCION.

Ejercicio. 3.15.
Prueba que para toda aplicacion f : X — Y son equivalentes:

(a) f es sobreyectiva.
(b) Existe una aplicacion g : Y — X tal que f g = id,.

Ref: 1101e 004 SOLUCION.
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4. Relaciones de equivalencia y de orden

Una relacién R en un conjunto X es una regla que permite distinguir si dos elementos estdn o no
relacionados. Si dos elementos x, y € X estan relacionados mediante la relacion R escribimos xRy .
Veamos algunas de las propiedades que puede verificar una relacion.
Propiedad reflexiva. Decimos que la relacion R verifica la propiedad reflexiva si para cada elemento
x € X se verifica xRx.

Para todo x € X, xRx.

Propiedad simétrica. Decimos que R verifica la propiedad simétrica si cuando para dos elementos
x,y € X se verifica xRy, entonces también se tiene yRx.

Para todos x,y € X, si xRy, entonces yRx.

Propiedad transitiva. Decimos que R verifica la propiedad transitiva si cuando para tres elementos
x,y,% € X se verifica xRy e yRz, entonces también se verifica xRz.

Para todos x,y,z € X, si xRy e YRz, entonces xRz.

Propiedad antisimétrica. Decimos que R verifica la propiedad antisimétrica si cuando para dos
elementos x, y € X se verifica xRy e yRx, entonces se verifica x = y.

Para todos x,y € X, si xRy e yRx, entonces x =Y.

Vamos a poner ejemplos de relaciones que verifican algunas de estas propiedades.

Ejemplo. 4.1.
Consideramos el conjunto N de los niimeros naturales y definimos aRb si existe ¢ € N tal que a =
b+2c 6 b =a+ 2c. Entonces R verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo. 4.2.
Consideramos el conjunto Z de los numeros enteros y definimos aRb si a — b es un mdiltiplo de 2,
(existe ¢ € Z tal que a—b = 2c). Entonces R verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo. 4.3.
Consideramos el conjunto N de los nimeros naturales y definimos la relacién a | b si existe ¢ € N tal
que b = ac. Entonces | verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Ejemplo. 4.4.
Consideramos el conjunto Z de los numeros enteros y definimos la relacién a | b si existe ¢ € Z
tal que b = ac. Entonces | verifica las propiedades reflexiva y transitiva, y no verifica la propiedad
antisimétrica.

1101-04.tex
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SiR es una relacién en un conjunto X, podemos considerar el grafo de R como el subconjunto
Gr(R)={(x,y)eX xX | xRy}.

Estd claro que definir una relacién en un conjunto X es lo mismo que dar su grafo, esto es, un
subconjunto de X x X.

El uso de grafos permite hacer algunas construcciones sobre relaciones de forma fécil.

Observar los siguientes hechos para un conjunto X y los grafos de relaciones sobre X:

(1) Llamamos D a la diagonal de X x X. .
(11) Dada una relacion R, definimos una nueva relacion R*'™ mediante

Gr(R™) = {(a,b) €X xX | (b,a) € Gr(R)}.

(1) Dadas dos relaciones R; y R, en un conjunto X, definimos una nueva relacién R; oR, en X
mediante:
(a,b) €R; oR, si existe c € X tal que (a,c) €R; y (c,b) €R,.

Podemos caracterizar las propiedades de relaciones en términos de grafos como:

(1) Una relacion R es reflexiva si, y solo si, D € Gr(R).

(2) Una relacién R es simétrica si, y solo si, R = R*™ esto es, si Gr(R) es simétrico respecto a la
diagonal.

(3) Una relacién R es antisimétrica si, y sélo si, RNRS™ C D.

(4) Una relacién R es transitiva si, y s6lo si, RoR CR.

Relacion de equivalencia

Decimos que una relacién R que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva es una
relacion de equivalencia.

SiR es una relacién de equivalencia en un conjunto X, para cada elemento a € X definimos la clase
de equivalencia de a como el subconjunto

a=[a]={x€X| aRx}.

Lema. 4.5.
Sia, b € X, entonces se verificaa = b 6 anb = @, esto es, cada dos clases de equivalencia 6 son
iguales 6 son disjuntas.

SiR es una relacion de equivalencia en un conjunto X, el conjunto de todas las clases de equivalencia
para la relacién R se llama el conjunto cociente de X por R, y se representa por X /R.
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Ejercicio. 4.6.
En el conjunto R x R se considera la relacion

(ay,a3)R(by, by) sia® +al = b> + b2

Probar que R es una relacion de equivalencia en R x R y describir el conjunto cociente.

Si R es una relacién de equivalencia en un conjunto X y X/R es el conjunto cociente, existe una
aplicacién sobreyectiva p : X — X /R que a cada elemento x € X le asocia su clase de equivalencia
p(x) =Xx. Llamamos a p la proyeccion de X sobre X /R.

Relacion de orden

Decimos que una relacién R que verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva es una
relacion de orden.

Un conjunto X junto con una relaciéon de orden se llama un conjunto parcialmente ordenado.
SiY es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado X con relacién orden R, llamamos:

» elemento maximal de Y a un elemento m € Y tal que no existe ningun elemento y € Y tal
que mRy.

= cota superior de Y en X a un elemento ¢ € X tal que yRc para cada elemento y €Y.

» elemento maximo de Y a un elemento m € Y tal que yRm para cada elemento y € Y. Esto
es, un maximo de Y es una cota superior de Y en X que pertenecea Y.

Ejercicio. 4.7.
Demostrar que en un conjunto parcialmente ordenado el elemento mdximo de un subconjunto, si
existe, es unico.

SOLUCION. Sea Y un subconjunto de un conjunto X con una relaciéon de orden R, y supongamos

que Y tiene dos elementos maximos m; y m,. Por ser m; un maximo de Y y ser m, € Y se verifica

m,Rm,.

Por analogos motivos se verifica m,;Rm,.

Entonces como R verifica la propiedad antisimétrica, se verifica m; = m, y el maximo de Y es tinico.
O

También existen las nociones duales, esto es, las nociones de elemento minimal, de cota inferior y
de elemento minimo 6 primer elemento.
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Finalmente, un elemento s € X se dice que es un supremo de Y si es un minimo del conjunto de las
cotas superiores de Y. El concepto dual es el de infimo.

Ejercicio. 4.8.
Escribir las nociones aqui mencionadas para una relacion de orden en X representada por el simbolo
< en vez del simbolo R.

Ejercicio. 4.9. (Orden lexicografico)
Se consideraN x N, y en €l la relacion:

(a,b) <(c,d), sia<codéa=cyb<d.

Demuestra que esta relacidon es una relacion de orden en N x N, y que para dos elementos
(a1,a5),(by, by) € N x N se tiene (a;,a,) < (b, b,) 6 (by, by) < (a;,a,).
En este caso decimos que < es una relacion de orden total en N x N.

Una relacién de orden < en un conjunto X es una relaciéon de orden total si para cualesquiera
elementos x, y € X se tiene x < y 6 y < x. Decimos entonces que (X, <) es un conjunto totalmente
ordenado.

Ejercicio. 4.10. (Orden producto)
Se consideraN x N, y en €l la relacion:

(a,b) <(c,d), sia<cyb<d.

Demuestra que ésta es una relacion de orden en N x N, y que, en general, no es una relacion de
orden total.

Observacion. 4.11.

Es preciso destacar que las definiciones que hemos hecho de conjunto, aplicacién entre conjuntos y
relacién en un conjunto carecen totalmente de rigurosidad. El objetivo hasta aqui ha sido sefialar
que, en este momento, nos interesa mas el manejo de los conceptos que los conceptos en si mismos.

De cualquier forma remitimos al alumno o alumnos interesados en profundizar en estos conceptos
a los libros de la bibliografia para definiciones mds rigurosas de las nociones aqui introducidas.
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Ejercicios

Relaciones de equivalencia

Ejercicio. 4.12. (Propiedad universal del conjunto cociente)

Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A y f : A— B una aplicacion que verifica: si
xRy, entonces f (x) = f(y). Prueba que existe una tinica aplicacién f’ : A/R — B tal que f = pf"’,
donde p : A—> A/R es la proyeccién candnica.

Ref.: 1101e 005 SOLUCION.

Ejercicio. 4.13.
Sean R, y R, relaciones de equivalencia en un conjunto A; si Ry C R,, prueba que existe

P1

A A/R,
e b
A/R,

una tnica aplicacion f : A/R, — A/R, tal que p, = fp,, donde p; : X — A/R;, parai = 1,2, son
las proyecciones candnicas.
Ref.: 1101e 006 SOLUCION.

Ejercicio. 4.14.
Sea f : A—> B una aplicacion; definimos una relacién R, en A mediante:

xRy sif(x)= f(y), para cualesquiera x, y € A.

(1) Prueba que R; es una relacion de equivalencia en A.
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(2) Prueba que existe una tinica aplicacién f’ : AJlR; — B tal que f = pf’, donde p : A— A/R;
es la proyeccion candnica.

A P - A/R;

\ lf’

B

Ref.: 1101e_007 SOLUCION.

Ejercicio. 4.15.
Determina una relacién de equivalencia R en N que tenga asociada la particion:

{{0}1 {1’ 2}3 {35 4? 5}) {61 7’ 8’ 9}3 {10, 111 ]‘2) 133 14}) . '}‘

Ref.: 1101e_008 SOLUCION.

Ejercicio. 4.16.

SiR y S son relaciones en un conjunto X, decimos que S es menor que R, o que R es mayor que S, si
S CR.

Sea R una relacion en un conjunto X que verifica la propiedad transitiva.

(1) Prueba que existe una relacion de equivalencia S que es la mayor entre las relaciones de equi-
valencia menores que R.

(2) Prueba que existe una relacion de equivalencia T que es la menor entre las relaciones de equi-
valencia mayores que R.

Ref: 1101e 012 SOLUCION.

Ejercicio. 4.17.
En el cuerpo Q de los niimeros racionales se define la relacion R mediante:

.. 3y+h
XRy si existe un entero h € Z tal que x = 3
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(1) Prueba que R es una relacion de equivalencia en Q.
(2) Determina el conjunto cociente Q/R.
(3) Estudia si los elementos % y‘g‘ pertenecen a la misma clase de equivalencia.

Ref:1101e 015 SOLUCION.

Relaciones de orden

Ejercicio. 4.18.
Prueba que si A es un subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente ordenado X que contiene
una cota superior, entonces A tiene maximo.

Ref: 1101e 009 SOLUCION.

Ejercicio. 4.19.
Da un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que contiene un subconjunto con al menos
dos elementos maximales y una tinica cota superior.

Ref: 1101e 010 SOLUCION.
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5. Cuantificadores

Sea R el conjunto de los nimeros reales. Para cada nimero natural n definimos un subconjunto C,
de R mediante

C,=[0,n)={reR| 0<r<n}=[0,n).
El menor subconjunto de R que contiene a todos los C, es exactamente [0, 00).

Podemos hablar entonces de la unién de todos los subconjuntos C,, para n un nimero natural, y
representamos esta unién como

7

U{C,| neN} & U,y C,.

Si consideramos ahora un conjunto X y subconjuntos X, de X, entonces también podemos definir la
unién de los subconjuntos X, ; ésta sera:

U{Xn | ne N} 6 UnGNXn:

y sus elementos son:
{x €X | existeunn €N tal que x € X, }.

Aqui hemos utilizado como conjunto de indices el conjunto N, pero esto no es imprescindible y
podriamos haber utilizado otro conjunto, supongamos que I, con elementos i. Tendremos entonces

U{X; | iel} =U; X, ={x€X| existeuniel tal que x € X,}.
La interseccién de los subconjuntos X; se define entonces como
N{X;| iel}=nX;={xe€X| paracadaiel setiene x € X,}.

En todo este proceso nos aparecen dos cuantificadores, el cuantificador existencial, usado en la
definicién de unidn, y el cuantificador universal, usado en la interseccién. Vamos a representar por
d el cuantificador existencial y por V el cuantificador universal.
Escribimos entonces

U{X;|iel}={xeX| diel, x eX;}.

N{X;|iel}={xeX| Viel, xeX;}.

Las afirmaciones que tienen una variable en vez de proposiciones las vamos a llamar funciones
proposicionales, de forma que si A(x) es una funcién proposicional, para cada valor a del argumento
x tenemos que A(a) es una proposicion.

En el ejemplo anterior x € X; es una funcidn proposicional con variable i. Los cuantificadores actian
pues sobre las variables de las funciones proposicionales.
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Ejemplo. 5.1.
(1) Se considera la funcion proposicional P(X) definida por: “X es mayor que 2”.

(11) Se consideran el cuantificador 3 y la proposicion:
dx e C, P(x).

Esta proposicion se lee: existe x en C tal que P(x) es cierta, esto es, “existe un elemento x en
C tal que x es mayor que 2”. Es cierta si C es, por ejemplo, el conjunto {0,1,2,3} y falsa si C
es el conjunto {—1,0,1,2}.

(111) Si se considera el cuantificador V y la proposicién:
Vx €C, P(x).

Esta proposicion se lee: para todo x en C se tiene que P(x) es cierta, esto es, “para todo elemento
x en C se tiene que x es mayor que 2”. Es cierta si C es por ejemplo el conjunto {3,4,5} y es
falsa si C es el conjunto {0, 1,2, 3}.

Relacion de equivalencia y particion de un conjunto

Una particion de un conjunto X es un conjunto de subconjuntos de X, disjuntos dos a dos, cuya
union es X.

SiR es una relacion de equivalencia en un conjunto X, entonces el conjunto de las clases de equiva-
lencia, para la relacién de equivalencia R, forma una particidn de X; la llamamos la particion definida
por la relacion R.

El resultado reciproco también es cierto, esto es, para cualquier particion {X; | i € I} de un conjunto
X, existe una relacion de equivalencia R en X de forma que la particiéon definida por R coincide con
la particion {X; | i € I}.

En efecto, basta definir R como sigue: “si x e y son elementos de X entonces xRy si x e y pertenecen
a un mismo subconjunto X;”.

Lema. 5.2.
La relacion R, asi definida, es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. (1). Propiedad reflexiva. Para cada x € X, ya que la unién de los subconjuntos X;
es X, existe un indice i € I tal que x € X;, luego xRx.

Vx €X, xRx
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(2). Propiedad simétrica. Para cualesquiera x, y € X, si xRy, entonces existe un indice i € I tal que
x,y € X, pero es claro que también se verifica y, x € X;, ya que el orden de los elementos x e y es
irrelevante, entonces yRx.

VxeX,VyeX, xRy = yRx

(3). Propiedad transitiva. Para cualesquiera x, y, z € X, si xRy e YRz, entonces existen indices
i,j€ltalesque x,y €X;ey,z€X;. ComoX; =X;6X,NX; =y se verifica y € X; N X}, resulta
X; =X, luego x,z € X; y tenemos xRz.

VxeX,VyeX,Vze€X, xRy e yRz = xRz

Ejercicio. 5.3.
Se considera el conjunto N = {1, 2}. Determinar una relacion de equivalencia que define la particion

{{1},{2}}.

Ejercicio. 5.4.
Obtener la particion dada por la relacion de equivalencia del Ejemplo (4.1.).

Ejercicio. 5.5.
Dar una relacién de equivalencia en N \ {0} que da la siguiente particion:

{1,...,9},{10,11,...,99},{100,101,...,999},...

Queremos hacer un comentario sobre las notaciones anteriores. Como ya hemos sefialado, el simbolo
— indica que la afirmacidn tras el simbolo es cierta cuando lo es la afirmacién que aparece antes
de él. En la pagina 38 aparece xRy = yRx, esto es, si se verifica xRy, entonces se verifica yRx. Una
forma alternativa de leerlo es la siguiente: xRy implica yRx.

Aqui vamos a usarlo, en combinacién con los cuantificadores en multiples contextos.

Veamos un ejemplo. Consideramos el conjunto A = {1,2,a,b,c} y los subconjuntos B = {1,2} y
B; ={1,2,a}. Como B es un subconjunto de B; se tiene:

Vx €A x€B — x€B,
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Si quisiéramos expresar que B; no es un subconjunto de B tendriamos que escribir:
dx €A x€B,yx¢B

En efecto esta segunda expresion es la negacién de la primera, ya que A = B estd definido como
(-A) V B. En forma simbdlica se escriben

Vx €A, A(x) = B(x)

0 equivalentemente
Vx €A, (-A(x))VB(x)

y su negacion, que seria:

dx € A, A(x) A (=B(x)) = =((=A(x)) vV B(x)).
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Ejercicios

Cuantificadores

Ejercicio. 5.6.

Expresa en términos de cuantificadores las siguientes afirmaciones:

(1) Para todo numero real positivo existe una raiz cuadrada.

(2) Existe un numero real que tiene una raiz cuadrada.

(3) Existe un numero real que no tiene raiz cuadrada.

(4) Para todo numero real existe un nimero entero que es el mayor entre los que son menores.

(5) Existe un numero entero que es menor que todos los nuimeros reales positivos.
(6) No existe un numero entero que es menor que todos los nimeros reales.

Escribe, en términos de cuantificadores, la negacion de cada una de las afirmaciones anteriores.
Ref.: 1101e 013 SOLUCION.
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6. Métodos de demostracion

A continuaciéon vamos a ver cémo hacer demostraciones de algunos resultados en Matemadticas.
Aunque ya hemos hecho alguna en lo que llevamos expuesto, se trata aqui de hacer un pequefio
resumen de estos métodos.

Método directo

Consiste en probar A = B directamente, haciendo uso de las definiciones y resultados previos.

Hasta ahora las demostraciones que hemos hecho son todas directas. Pero existen otros métodos de
hacer demostraciones que vamos a detallar.

Método contra-reciproco

Consiste en probar A =—> B mediante una demostracién directa de la proposicién equivalente, esto
es, (WB) = (—A)

Método de reduccion al absurdo

Consiste en probar A =—> B mediante una demostracion directa de una de las siguientes proposicio-
nes:
AA(-B)=-A ¢

AA(—B) = B.

La siguiente es una demostracion por reduccién al absurdo utilizando el siguiente argumento: “Si de
una afirmacion (A) se deduce una afirmacion (B), que es falsa, entonces la afirmacion (A) es falsa”.

(Nota. Observar la tabla de verdad de =.)

Teorema. 6.1. (Teorema de Euclides)
Existen infinitos nimeros naturales primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que no es cierto el enunciado del Teorema, entonces hay inicamente
un numero finito de nameros naturales primos, sean estos py, ..., p,;. Elnimeroq=p,---p,+1da
de resto 1 al dividirlo por todos los primos conocidos. Tenemos pues un numero distinto de 0 y 1
que no es un producto de nimeros primos, lo que es una contradiccidn.

Afirmacion (A): no es cierto el enunciado del Teorema.
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Afirmacién (B): existe un nimero natural distinto de 0y 1 que no es un producto de niimeros primos.

Hemos probado que A = B, o equivalentemente (—B) = (—A). Y como sabemos que siempre se
verifica —B, tenemos por tanto que se verifica —A, que era lo que queriamos. |

Otro ejemplo de demostracidn por reduccién al absurdo se obtiene al probar el siguiente resultado:

Ejercicio. 6.2.
Demostrar que +'2 no es un niimero racional.

Enunciados de teoremas

Teorema directo: A — B
Teorema contrario: (mA) = (-B)
Teorema reciproco: B = A
Teorema contra-reciproco: (—-B) — (—A)

Son equivalentes
el teorema directo y el contra-reciproco
y también son equivalentes, entre si
el teorema contrario y el reciproco.

Veamos un ejemplo.
Vamos a suponer que X e Y son conjuntos finitos y que f : X — Y es una aplicacion.

Enunciado directo:

Lema. 6.3.
Si f es inyectiva, entonces €ard(X) < 6ard(Y).

El enunciado contra-reciproco, y equivalente, de este Lema es el siguiente:

Lema. 6.4. (Principio del palomar)
Si 6ard(Y) < 6ard(X), entonces f no es inyectiva.
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Es claro que los enunciados son equivalentes:
Vamos a llamar A a la afirmacion “f es inyectiva” y B a la afirmacion “Gard(X) < 6ard(Y)”. Entonces

el Lema (6.3.) se escribe
A—B

y el Lema (6.4.) se escribe
(-B) = (—A).
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Ejercicios

Meétodos de demostracion

Ejercicio. 6.5.
Prueba que todo entero positivo distinto de 1 se escribe de forma tnica, salvo el orden, como un
producto de enteros primos positivos.

Ref: 1101e 011 SOLUCION.

Ejercicio. 6.6.

Si X es un conjunto totalmente ordenado: ¢Necesariamente tiene X un infimo?, {necesariamente
tiene X un minimo?

Estudia también el caso en el que X tiene una cota inferior.

Ref.: 1101e 014 SOLUCION.
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Numeros naturales y enteros
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8 NUMEIOS ENEETOS & v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 53

9 Numeros enteros mOAdulo M . . . . . v v vt e e e e e e e e e e 63

10 Introduccion a los numeros naturales. Axiomasde Peano . ... ........... 69
Introduccion

Los ntimeros naturales: 0,1, 2, ..., son la base de la Aritmética y de la Teoria de Conjuntos. No damos
una introduccién axiomatica a los mismos, sino que, de forma intuitiva, hacemos una aproximacién
a los nameros naturales, dando una lista exhaustiva de las propiedades que de ellos mismos vamos
a necesitar.

Tras estudiar los nimeros naturales, y las operaciones suma y producto, construimos los nimeros
enteros con objeto de poder trabajar en un grupo abeliano, al considerar la suma, o en un anillo,
al considerar conjuntamente las operaciones suma y producto. Haciendo uso de la divisién, y la
divisibilidad, estudiaremos en detalle las propiedades elementales de los nimeros enteros: Teorema
Fundamental de la Aritmética, Teorema de Euclides sobre existencia de infinitos enteros primos,
algoritmo de Euclides para el célculo del méximo comun divisor, etc.

El capitulo finaliza estudiando la aritmética modular: un ejemplo de anillo cociente; dando de esta
forma una lista exhaustiva de los grupos abelianos ciclicos y, por otro lado, ejemplos de cuerpos
finitos, al considerar los enteros médulo un entero primo.
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7. Numeros naturales

Suponemos que el alumno conoce el conjunto N de los nimeros naturales y que en él hay definidas
dos operaciones (binarias): suma, representada por el signo “+”, y producto, representada por el
signo “.”, o simplemente por la yuxtaposicién de elementos. Estas operaciones verifican las siguientes
propiedades.

La suma:

(1) Propiedad asociativa. a + (b +c¢) = (a + b) + ¢, para todos a, b,c € N.
(11) Propiedad conmutativa. a + b = b + a, para todos a, b € N.

(111) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento O € N tal que para todo a € N tenemos
O+a=a.

El producto:

(1) Propiedad asociativa. a(bc) = (ab)c, para todos a, b,c € N.
(11) Propiedad conmutativa. ab = ba, para todos a, b € N.

(111) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 1 € N tal que para todo a € N tenemos
la =a.

(1v) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma. a(b +c) = ab + ac, para todos
a,b,c eN.

Con estas propiedades podemos manejar los nimeros naturales y obtener gran parte de sus pro-
piedades. Existe ademas otro concepto fundamental en el conjunto N: podemos definir en N una
relacién de orden, en la forma obvia,

a < b si existe x € N tal que a + x = b,

y para esta relacién el conjunto N es bien ordenado, esto es: cualquier subconjunto no vacio X € N
tiene un primer elemento (un minimo).

Resulta entonces:

= que los nimeros naturales estan ordenados en una sucesion 0,1,2,3,...
= que para cada numero natural n hay un siguiente n+ 1,

= que cada numero natural n, distinto de O, tiene un anterior, esto es; existe m € N tal que
n=m+1,
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m etc.

Como consecuencia de estas ideas intuitivas podemos enunciar y demostrar el primer resultado de
nuestra teoria, el Principio de induccién.

Lema. 7.1. (Primer Principio de induccidn)
Sea X € N un subconjunto de nimeros naturales verificando las dos propiedades siguientes:

(1) 0€X,
(2) six es un numero natural tal que x € X, entonces x +1 € X,

entonces X = N.

DEMOSTRACION. Consideremos el subconjunto ¥ = N\ X. Si Y # @, existe un primer elemento,
llamémoslo y; como y # 0, existe z € N tal que z + 1 = y. Es claro que z ¢ Y, entonces z € X, y
aplicando la hipétesis (2) obtenemos y = z+1 € X; lo que es una contradicciéon. Como consecuencia
Y =@ ypor tanto X = N. |

Existe un Segundo Principio de induccién que es una consecuencia directa del Primero, y cuya de-
mostracién dejamos al alumno.

Lema. 7.2. (Segundo Principio de induccion)

Sea X C N un subconjunto verificando las dos siguientes propiedades:

(1) 0€X,

(2) si x es un numero natural, distinto de 0, tal que y € X para todos los niimeros naturales y
anteriores a x, entonces x € X,

entonces X = N.
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Ejercicios

Numeros naturales

Ejercicio. 7.3.
Sea n un numero natural, demuestra por induccidn los siguientes resultados:

(2) 12 +22+... 4 n? = MllOnt])

_ (n(n+1))?
(3) 1°4+2° 4. +nd=(2EH)

_ n(n+1)4
@ (°+25+-+n%)+(Q7+27+---+n7)=2(252) "
(5) 1+3+---+(2n—1)=n?

Ref.: 1102e 001 SOLUCION.

Ejercicio. 7.4.
Sean a, b,n numeros naturales, demuestra por induccidn el siguiente resultado.

(a+b)'= Zn: (ril)aib"_i.

i=0

Ref.: 1102e_002 SOLUCION.

Ejercicio. 7.5.

Comprueba que sin = 0,1,2,...,40, entonces n> —n + 41 es un nuimero primo, y que sin = 41,
evidentemente no lo es. Este ejercicio nos advierte sobre el Principio de induccion: el que un resultado
sea cierto para los primeros nuimeros naturales no significa que sea cierto para todos los nimeros
naturales.

Ref.: 1102e 002 SOLUCION.
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Ejercicio. 7.6.
Sea c > 1 un numero real y sea n un niimero natural. Demuestra que se verifica (1 +c)" > 1+ nc.

Ref.: 1102e_004 SOLUCION.

Ejercicio. 7.7.
Demuestra que para todo nimero natural n mayor ¢ igual que 4 se verifica 2" < n!

Ref.: 1102e 005 SOLUCION.

Ejercicio. 7.8.
Demuestra que para todo numero natural n mayor 6 igual que 3 se verifica2" —1>2n+1.

Ref.: 1102e_006 SOLUCION.

Ejercicio. 7.9.
Se define S(k,n) =1*+2f+---+n* =" i* paran,k €N.

(1) Prueba que se verifica (n+1)*"' —(n+1) = (kzl)S(k, n)+---+ (kJ{l)S(l, n).
(2) Calcula S(k,n) parak =1,2,3,4,...

Ref: 1102e 007 SOLUCION.

Ejercicio. 7.10. ) )
Calcular el valor de S = 1> + (”) 4o+ (") .

Ref.: 1102e_008 SOLUCION.
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8. Numeros enteros

Al igual que en el caso de N, suponemos que el alumno conoce el conjunto Z de los nimeros enteros,
y que en €l hay definidas dos operaciones: suma y producto, que verifican las siguientes propiedades.

La suma:

(1) Propiedad asociativa. a + (b +c) = (a + b) + ¢, para todos a, b,c € Z.
(11) Propiedad conmutativa. a + b = b + a, para todos a, b € Z.
(1r1) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 0 € Z tal que para todo a € Z tenemos
O+a=a.
(1v) Existencia de elemento opuesto. Dado a € Z existe b € Z tal que a+ b = 0.

El producto:

(1) Propiedad asociativa. a(bc) = (ab)c, para todos a, b, c € Z.
(11) Propiedad conmutativa. ab = ba, para todos a,b € Z.
(1r1) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 1 € Z tal que para todo a € Z tenemos
la =a.
(1v) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma. a(b + c¢) = ab + ac, para todos
a,b,ceZ.

Estas operaciones nos permiten estudiar la aritmética de Z de forma f4cil, mds adelante haremos un
estudio similar en el caso de un anillo (conmutativo).

El primer hecho a tener en cuenta es que Z verifica la siguiente propiedad: si n,m € Z verifican
nm =0, entonces n =0 6 m = 0, esto es; Z es un dominio de integridad.

Sean d,n € Z numeros enteros, decimos que d es un divisor de n, 6 que n es un multiplo de d, si
existe otro numero entero m tal que n = dm. Si d es un divisor de n escribiremos d | n, y si no lo es,
entonces escribimos d { n.

Los numeros enteros divisores de 1 se llaman elementos invertibles: los elementos invertibles en Z
sonly—1.

Cada numero entero no nulo y no invertible n tiene siempre cuatro divisores distintos; estos son:
1, =1, ny —n; a n y —n los llamaremos divisores impropios de n, y a los restantes, que no son
invertibles, los llamaremos divisores propios de n.

Dos numeros enteros n,m se llaman asociados si n | my m | n, es facil demostrar que n y m son
asociados si, y solo si, n = £m; esto es, se diferencian al multiplicar por un elemento invertible.

El uso de los divisores nos permite definir nimeros enteros especiales: los nimeros primos. Un
numero entero, distinto de 0, 1 y -1, es primo si no tiene divisores propios. Es claro que si p es
un nimero entero primo, entonces —p también lo es, y por tanto, dado un niimero primo siempre
existe un nimero entero primo positivo asociado a él, que puede diferenciarse de él en el signo.
Los niimeros primos nos permiten dar una expresion sencilla y manejable (en algunos casos) de los
numeros enteros.
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Teorema. 8.1. (Teorema fundamental de la Aritmética)
Todo numero entero n distinto de 0,1 y —1 se expresa de forma, esencialmente, tnica del siguiente
modo:

€r

n=£p,“---p°,

donde p; < -+ < p, son numeros enteros primos positivos y donde e, . ..,e, y r son nimeros enteros
pOsitivos.

Esta descomposicion es interesante como mas adelante veremos al estudiar el maximo comun divisor
y el minimo comtn multiplo. Antes de pasar a esto vamos a enunciar y demostrar un resultado clasico
de la teoria de numeros en el que aplicaremos el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Teorema. 8.2. (Teorema de Euclides)
Existe un numero infinito de enteros primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que existan Unicamente s enteros primos, p,, ..., p,, definimos n =
p1--+Ps + 1. Entonces n es distinto de 0,1 y —1, y ademas no es divisible por ningtn entero primo,
lo que es una contradiccién con el Teorema Fundamental de la Aritmética. a

Sean n y m numeros enteros positivos, definimos el maximo comun divisor, mcd, de n y m como
el mayor niimero entero positivo d que divide a n y m; es claro que d siempre existe, y que siny m
tienen las siguientes expresiones en funcidon de nimeros enteros primos positivos

e
n:pll...pir’ei>0,

m:q{l...qfs’fj>0’

entonces podemos obtener una expresion sencilla para d de la siguiente forma: primero extende-
mos las expresiones anteriores para que consten de los mismos factores primos, posiblemente con
exponentes nulos, asi obtenemos expresiones del tipo siguiente:

e e
n=p, p
— 8 g
m_pll...ptt’
cont=>r,t>sydonde e;, g; = 0, entonces

hy hy
d:pl pt 5
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con h; = min{e;, g;}. De la misma forma se define el minimo comun multiplo, mcm, M de n'y m,
como el menor nimero entero positivo multiplo de n y m; siguiendo con las anteriores notaciones
tenemos

l l
M =py---p/,
con [; = max{e;, g;}. Es un facil ejercicio comprobar que se verifica la siguiente igualdad:

dM = nm,

como consecuencia calculado d 6 M conocemos el otro.
Dos nuiimeros enteros n y m se llaman primos relativos si med{n, m} = 1.

Vamos a determinar el mcd y el mem de dos nimeros enteros segin sus propiedades de divisibilidad;
resulta que el med, d, de n y m verifica la siguiente propiedad:

dln, d|m,y

si x es otro nimero entero tal que x | ny x | m, entonces x | d.

Es facil ver que un numero entero d que verifica la propiedad anterior es el mcd de ny m 6 su
opuesto, por lo tanto esta propiedad caracteriza al mcd. De forma andloga es sencillo comprobar
que la siguiente propiedad caracteriza al mcm.

n|lM, m|M,y

si x es otro nimero entero tal que n | x y m | x, entonces M | x.

Existen otras formas de representar el mcd y el mem (positivo 6 nulo) de dos nimeros enteros n 'y
m, estas son (n,m) y [n, m] respectivamente.

Recordemos rapidamente el Algoritmo de la divisidon en Z.

Teorema. 8.3. (Algoritmo de la division en Z)

Dados dos numeros enteros a y b, con b > 0, existen dos uinicos niimeros enteros q y r verificando:
(1) a=bg+r,

(2) 0<r<b.

DEMOSTRACION. Llamemos S = {a — bs | s € Z,a — bs > 0}, tenemos que S es no vacio ya que
a — b(—a?) > 0; entonces S tiene un primer elemento r = a — bq. Por hipétesis r > 0; si r > b,
entonces r = b + r’, y despejando el valor de r’ tenemos

r'=r—b=a—bgq—b=a—b(g+1)€ES,

y ya que r’ < r, llegamos a una contradiccién, luego r < b y se tiene que el enunciado es cierto a
falta de la unicidad. Supongamos que tenemos dos expresiones distintas

a=bq+r=>bq +r
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con 0 < r,r’ < b, entonces restando una de la otra tenemos la igualdad
0=b(g—q)+(r—r"),
de donde deducimos que r —r’ =0, esto es que r = r’, y por tanto también q = q’. a

r se llama el resto y g el cociente de la divisiéon de a por b.

Division por un entero arbitrario no nulo

Dados n,m € Z, con m # 0, vamos a probar que existen varios modos de dividir n por m, esto es,
obtener una expresion del tipo n = gm+r, con g, r € Z verificando ciertas propiedades. Segtn estas
propiedades podremos obtener unicidad en esta expresion, tal y como ocurre en la divisiéon cuando
m es un entero positivo. Vamos a estructurar estos modos de divisién a través de diferentes criterios
de, cada uno con sus propiedades.

Criterio 1. El caso en el que m es un entero positivo no nulo. Dados n,m € Z, m > 0, existen
q,r € Z, Unicos verificando

() n=gqm+r,

(M 0<r<m.
Criterio 2. El caso en el que m es un entero arbitrario no nulo. Dados n,m € Z, m # 0, existen
q,r € Z, unicos verificando

(1) n=gm+r,

() 0<r<|m]|.
Criterio 3. El caso en el que m es un entero arbitrario no nulo, con el resto no necesariamente
positivo. Dados n,m € Z, m # 0, existen ¢, r € Z, verificando

() n=gm+r,

a) |mil<r<|m|.

En este caso no podemos afirmar la unicidad del resto; en general tenemos dos posibles valores, uno
positivo y otro negativo.

Criterio 4. El caso en el que m es un entero arbitrario no nulo, con el resto iinico no necesa-
riamente positivo. Dados n,m € Z, m # 0, existen g, r € Z, nicos verificando

() n=gm+r,

{_lmlJ {lmlJ |
— | <r<|—|, stmes pat,
2 2

=5 ] s
— | <r< o , Sl m es impar.
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Observa que en este caso el resto tiene el valor absoluto minimo, de entre los posibles; eligiendo
el positivo en caso de igualdad. La ventaja de esta division es que los posibles restos se toman en
un conjunto mas reducido de elemento, eso si, afectados del signo, para tener en cada caso | m |
posibles restos.

Vamos a calcular el med de dos niimeros enteros utilizando el Algoritmo de la divisiéon, pero antes
veamos una propiedad interesante del mcd. Sean n y m nimeros enteros (positivos), consideramos
el conjunto

T={an+bm| a,b € Z},

y hacemos (T N N) \ {0}, este conjunto es no vacio ya que n € (T NN) \ {0}; existe por tanto un
primer elemento d de (T NN) \ {0}, supongamos d = a,n + b,m con a,, b, € Z. Vamos a demostrar
que d es el med de n 'y m. Para ver que d | n hacemos la division de n por d obteniendo n =dq +r
con 0 < r < d, entonces

r=n—dq=n—(ayn+bym)q =n(l—ayq) —mbygqe T NN,

lo que es una contradiccidn salvo que r = 0, y en este caso d | n. De igual forma se tiene d | m. Es
sencillo comprobar que si x es otro numero entero tal que x | n y x | m, entonces también x | d,
luego d es el med de ny m.

El resultado anterior se conoce como Identidad de Bezout, y se enuncia como sigue.

Lema. 8.4. (Identidad de Bezout)
Sean n y m niumeros enteros (positivos) y sea d su mcd, entonces existen nimeros enteros a y b
tales que d = an+ bm.

Algoritmo de Euclides para el calculo del mcd

Una justificacién de este algoritmo la veremos mas adelante al estudiar los DE, baste por ahora
hacer uso del mismo para habituarnos a la aritmética de Z. Este algoritmo consiste en tomar los dos
numeros n y m, ordenarlos de mayor a menor y hacer divisiones sucesivas de la siguiente forma:

(1) Dividimos n por m obteniendo un resto r;.
n=mq,+r;, 0<r, <m.

Resulta que el med de n y m es el mismo que el de m y r,. (Hacer como ejercicio).
(2) Dividimos m por r, obteniendo un resto r,.

m=riqy+ry, 01y <ry.

Al igual que antes tenemos que el med de m y ry es igual al med de r; y 1.
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(3) Dividimos r; por r, obteniendo un resto rs.
ri=ryoq3+rs, 0<ry3<r,.

Al igual que antes tenemos que el med de r; y r, es igual al med de r, y 5.
(4) Este proceso se repite hasta llegar a un resto igual a cero, resulta que el ultimo resto no nulo es

el med de n y m; ademads este proceso nos permite también obtener niimeros enteros a y b que
verifican la Identidad de Bezout.
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Ejercicios

Numeros enteros

Ejercicio. 8.5.
Determina el nimero de soluciones en N de la siguiente ecuacion

X+2Y=n, conné€N.

Ref.: 1102e 011 SOLUCION.

Ejercicio. 8.6.
Calcula d, el mcd de 24230 y 586, y encontrar nimeros enteros a y b tales que d = 24230a + 586b.

Ref: 1102e 012 SOLUCION.

Ejercicio. 8.7.

Hasta ahora hemos realizado la division por niimeros enteros positivos y hemos estudiado el med
y el mcm para nimeros enteros positivos, haz las definiciones necesarias para extender la teoria a
todos los numeros enteros (no nulos).

Ref.: 1102e 013 SOLUCION.

Ejercicio. 8.8.
Aplica el Algoritmo de la division a los enteros 48 y —7.

Ref.: 1102e 014 SOLUCION.

Ejercicio. 8.9.
Calcula el mcd y la Identidad de Bezout de 92 y 108.

Ref.: 1102e 015 SOLUCION.
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Con la definiciéon de med y mem dada por la relacién de divisibilidad, resolver los siguientes ejerci-
cios.

Ejercicio. 8.10.
Prueba que dados dos enteros primos relativos no nulos a y b se verifica(a+b,ab) =1 = (a—b,ab).

Ref.: 1102e 016 SOLUCION.

Ejercicio. 8.11.
Prueba que si a, b, c son enteros y a es positivo, entonces (ab,ac) = a(b,c).

Ref: 1102e 017 SOLUCION.

Ejercicio. 8.12.
Prueba que si a, b, c son enteros tales que (a,c) =1 y(b,c) =1, entonces (ab,c) = 1.

Ref: 1102e 018 SOLUCION.

Ejercicio. 8.13.
Sean a, b enteros y d = (a, b), prueba que si x € Z verificaa | x y b | x, entonces ab | dx.

Ref.: 1102e 019 SOLUCION.

Ejercicio. 8.14.
Sean a, b enteros no nulos y d = (a, b), prueba que a/d y b/d son primos relativos.

Ref.: 1102e 020 SOLUCION.
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Ejercicio. 8.15.
Sean a, b, c enteros, prueba que (a, (b,c)) = ((a, b),c).

Ref.: 1102e_021 SOLUCION.

Un numero entero p se llama primo si es distinto de 0,1 y —1, y no tiene factores propios, esto es;
sus unicos factores son 1 y £p.

Ejercicio. 8.16.
Sea p un numero entero distinto de 0, 1 y —1; demuestra que p es primo si, y sdlo si, para cada par
de numeros enteros a, b se tiene que sip | ab, entoncesp |a 6 p | b.

Ref.: 1102e 041 SOLUCION.

Ejercicio. 8.17.
Sea n un numero entero positivo, demuestra que (zn”) es divisible por cada numero primo p tal
quen < p < 2n.

Ref.: 1102e 042 SOLUCION.

Ejercicio. 8.18.
Sean q, m,n numeros enteros, siendo n y m positivos, demuestra que

q—1[q"—1,

y deduce que si m | n, entonces
q"—1|q"—1.

Ref.: 1102e_043 SOLUCION.
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Ejercicio. 8.19.
Sean q, m,n numeros enteros, siendo n y m positivos yq # 1, sig™—1 | q"— 1, demuestra que m | n.

Ref.: 1102e 044 SOLUCION.

Ejercicio. 8.20.
Vamos a estudiar en este ejercicio una primera division de los niimeros enteros primos.

(1) Demostrar que todo nuimero entero primo distinto de 2 es de la forma 4n + 1 6 de la forma
4n—1.

(2) Demostrar que el producto de niimeros enteros de la forma 4n+ 1, n € Z, es otra vez de esta
forma.

(3) Deducir que hay infinitos primos de la forma 4n — 1.

Ref: 1102e 045 SOLUCION.

Ejercicio. 8.21.

Sip es un nimero entero primo positivo, demuestra que para todo entero positivo n el niimero n® —n
es divisible por p.

Ref.: 1102e_046 SOLUCION.
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9. Numeros enteros modulo m

Vamos a trabajar ahora mdédulo un entero (positivo) m, resulta que cualquier nimero entero n puede
expresarse de forma unica como n =mq+r, con 0 < r < m, entonces diremos que n es congruente
con r moédulo m y lo representamos por n = r (mod m); para cada nimero entero 0 < r < m,
llamamos clase de equivalencia de r al conjunto

r={ne€Z| n=r (modm)};

esto es, el conjunto de todos los niimeros enteros que tienen resto r al hacer la divisién por m. Es
claro que dos enteros s y t pertenecen a la misma clase de equivalencia si, y sélo si, su diferencia es
un multiplo de m.

Definimos s =t (mod m) sis y t estdn en la misma clase. Tenemos exactamente m clases de equiva-
lencia distintas, estas son: 0, 1,...,m— 1. El conjunto formado por todas estas clases se representa
por Z,,.

Resulta que en Z,, es posible definir operaciones que lo dotan de estructura de anillo conmutativo, y
en algunos casos de cuerpo. Vamos pues a estudiar cémo dotar de estructura a Z,,. Para ello vamos
a introducir algunos conceptos nuevos.

Sea X un conjunto, definimos una relacién £ en X como un subconjunto del conjunto producto
X x X, y diremos que el elemento x € X esta relacionado con el elemento y € X si el par (x, y)
pertenece a &, esto se representa por:

xRy si, ysolosi, (x,y) € Z.

De entre las propiedades que puede 6 no verificar una relaciéon destacamos las siguientes:
(1) Propiedad reflexiva. Para cada elemento x € X se tiene xZ x.
(11) Propiedad simétrica. Si para dos elementos x,y € X se verifica X%y, entonces también se
tiene yZx.
(111) Propiedad antisimétrica. Si para dos elementos x,y € X se tiene xZy e yZ X, entonces se
tiene x = y.
(1v) Propiedad transitiva. Si para tres elementos x,y,z € X se tiene xZy e y%z, entonces se
tiene x#z.

Una relacion # que verifique las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva se llama una relacién
de equivalencia, y se llama una relacién de orden si verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

Ejemplos. 9.1.
1. En el conjunto N de los niumeros naturales la relacién < es una relacion de orden, y también
lo es en el conjunto Z de los niimeros enteros.

2. En el conjunto N de los niimeros naturales la relacion | es una relacién de orden, sin embargo
en el conjunto Z de los nameros enteros no lo es.

1102-03.tex
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3. En el conjunto de los nimeros enteros la relacién “...es asociado a ..." es una relaciéon de
equivalencia.

4. En el conjunto de los nimeros enteros la relacién “... es congruente con ... mddulo m" es una
relacion de equivalencia.

Si Z es una relacion de equivalencia en un conjunto X, dado un elemento x € X llamamos clase de
equivalencia de x al conjunto
x={yeX| xZy},

Las clases de equivalencia verifican las siguientes propiedades:

(1) Para cada x € X tenemos x € x.
(2) Parax,y €X sixNy # &, entonces X =y.

DEMOSTRACION. (1). Es claro ya que x% x para cada x € X.

(2). Sea w € x y supongamos que existe g € x Ny, entonces tenemos las siguientes relaciones entre
estos elementos: xZw, xZz e yRz. Por las propiedades simétrica y transitiva tenemos que zZw
y por la propiedad transitiva tenemos yZw, luego w € y. La otra inclusion se prueba de forma
andloga. a

Sea X un conjunto, una particion de X es una familia de subconjuntos {X; | i € I} verificando las
dos siguientes propiedades:

O U{X;|iel}=X.

(i) X; NX; =@ para cada par de elementos distintos i, j € I.

Al considerar las clases de equivalencia para una relaciéon de equivalencia tenemos el siguiente re-
sultado:

Teorema. 9.2.
Sea X un conjunto, dar una relacion de equivalencia # en X es equivalente a dar una particion de
X.

DEMOSTRACION. Si &Z es una relaciéon de equivalencia en X, entonces de la familia {x | x € X}
podemos extraer una particiéon dejando una clase y eliminando todas las clases iguales a ella. Por
otro lado, si {X; | i €I} es una particion definimos una relacion #Z mediante

xRy si di€l, talque x,y €X;,

es claro que £, asi definida, es una relaciéon de equivalencia, y que la particién dada por las clases
de equivalencia es exactamente {X; | i € I}. |

Sea X un conjunto y £ una relacion de equivalencia en X, llamamos X /% = {x | x € X} y definimos
una aplicaciéon pg : X — X /2% mediante pg,(x) = Xx. El conjunto X /% se llama conjunto cociente
de X por la relacion & y la aplicacién p4 se llama proyeccion candnica.
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Teorema. 9.3. (Propiedad universal del conjunto cociente)
Si Z es una relacion de equivalencia en un conjuntoX y f : X — Y una aplicacion verificando que si

xRy, entonces f(x) = f(y), entonces existe una tnica aplicacién f : X/& — Y tal que f = f op,.

X Pz

X/|%

DEMOSTRACION. Definimos f (a) = f(x), donde x es un representante de la clase a. Es claro que si
f es un aplicacion entonces es la inica que hace conmutar el anterior diagrama, veamos pues que es
una aplicacién. Para esto tenemos que comprobar que a cada elemento de X /% hace corresponder
un tnico elemento de Y; como f estd definida en funcién de los representantes de las clases que
forman X /2, tenemos que ver que esta definiciéon no depende de los representantes que elijamos.
Sean x e y dos representantes de la misma clase a, esto es; X = a =y, entonces xZy y por tanto
f(x)=f(y), luego f esuna aplicacion. O

Volvamos ahora al caso de los enteros médulo m, si consideramos la relacién de equivalencia “...es
congruente con ... médulo m", y la representamos por =,,, entonces el conjunto cociente Z/ =,, es
precisamente Z,,.

Vamos a definir operaciones suma y producto en Z,,. Sean x,y € Z,,, definimos

X+y=x+Yy,

X-y=Xxy.
Asi definidas, estas dos operaciones verifican las mismas propiedades que la suma y el producto de
numeros enteros. Falta aun comprobar que podemos hacer las anteriores definiciones; esto es, que
en ellas no importa el representante que se elija en cada una de las clases x e y. Para comprobar
esto supongamos que X = x’ e y = y’, se verifica entonces que x —x’ e y — y’ son muiltiplos de m,
tenemos que
(x+y)=("+y)=(x—xV+(y—y)
es un multiplo de m;
xy—x'y'=xy—xy' +xy'=x'y'=x(y =y )+ (x—x)y’

es un multiplo de m, asi pues las definiciones de suma y producto son correctas y tenemos que Z,,

es un anillo conmutativo. El cero es la clase 0, y el uno es la clase 1.

Estudiemos la aritmética de estos anillos, el primer anillo con el que nos encontramos es Z,, resulta
que es un cuerpo. Lo mismo le ocurre a Zs, Zs, Z,, Z,;, - ... Esto podemos ponerlo en un Lema y
obtenemos:
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Lema. 9.4.
Sea m un entero positivo, Z,, es un cuerpo si, y solo si, m es un nuimero entero primo positivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que m sea un numero entero primo positivo, entonces para cada
0 < n < m tenemos que n y m son primos relativos, luego existe una expresion 1 = an + bm con
a, b € Z, entonces tenemos 1 = an. Por otro lado, supongamos que Z,, sea un cuerpo, entonces para
cada ntimero entero 0 < n < m existe otro niimero entero a tal que 1 = an, entonces 1 —an es un
multiplo de m y por tanto existe b € Z tal que 1 —an = bm, como consecuencia 1 = an + bm, esto
es; 1 es un divisor de n y m, por lo tanto n y m son primos relativos, y m no es divisible por ningin
numero entero positivo menor que él, esto es m es primo. O

Como se desprende de la demostracion de este Lema, la Identidad de Bezout juega un papel impor-
tante en el estudio de los anillos del tipo Z,,.

Si m no es un numero entero primo resulta que el anillo Z,, tiene una propiedad especialmente
extrafia: existen elementos no nulos cuyo producto es nulo. A tales elementos los llamaremos divi-
sores de cero, también incluimos entre los divisores de cero al cero del anillo. Por ejemplo, en Zg
los elementos 2 y 3 son no nulos y se verifica 2 -3 = 0, luego son divisores de cero. Los divisores de
cero de Zg son: 0,2,3 y 4; y los elementos 1 y 5 son elementos invertibles.
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Ejercicios

Numeros enteros mdédulo n

Ejercicio. 9.5. B
Calcula el inverso de 3 en Z,, en Zq,3 ¥ €n Zsgg; -

Ref.: 1102e_031 SOLUCION.

Ejercicio. 9.6. L L
Resuelve en Zs las ecuaciones 2X +3=3X+1yX*+X +3=0.

Ref.: 1102e 032 SOLUCION.

Ejercicio. 9.7.
Sean a y b nimeros enteros positivos y M = [a, b]. Prueba que si x =y (mod a) y x = y (mod b),
entonces x =y (mod M).

Ref.: 1102e 033 SOLUCION.

Ejercicio. 9.8.
Prueba que el cuadrado de un numero entero es congruente con 0, 1 6 4 mdédulo 8.

Ref.: 1102e 034 SOLUCION.

Ejercicio. 9.9.
Prueba que si x es un niimero entero impar no divisible por 3, entonces x> es congruente con 14
mddulo 24.

Ref.: 1102e 035 SOLUCION.
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Ejercicio. 9.10.
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en congruencias

x =2 (mod 3)
{XE3(mOd 5)
x =2 (mod 3)
{xEB(mod4)

3x =2 (mod5)
7x =4 (mod 10)

Ref.: 1102e_036 SOLUCION.

Ejercicio. 9.11.

Tres agricultores trabajan juntos y al recoger la cosecha se la reparten en partes iguales, van a mer-
cados diferentes donde ademds usan medidas de peso distintas, en uno son de 70 kilos, en otro de
150 y en el tercero de 190. Cada uno vendié todo lo que pudo en medidas enteras. Al regreso de los
mercados el primero traia 60 kilos, el segundo 110 y el tercero 140. (Cual era el peso minimo de la
cosecha que habian recogido estos tres agricultores?

Ref.: 1102e 037 SOLUCION.

Ejercicio. 9.12.
Determina todos los niimeros enteros x que verifican las condiciones:

» Su cuadrado es congruente con 3 mddulo 6.
= Su triple es congruente con 5 mddulo 25.
= Su inverso mddulo 49 es 6.

Ref.: 1102e 038 SOLUCION.
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10. Introduccion a los numeros naturales. Axiomas de Peano

Numeros naturales

Los nimeros naturales se pueden definir axiomaticamente como una terna (N, 0,s), en donde:

(1) N es un conjunto.
(m) 0 N.
(1) s : X — N es una aplicacién inyectiva tal que 0 ¢ Im(s)
(1v) Principio de induccidn. Todo subconjunto Y € N que verifica 0 € Y y para todo x € N tal que
x €Y se tiene x°* =s(x) € Y coincide con N.

Los elementos de N se llaman nimeros naturales.

Lema. 10.1.
En Ia situacion anterior se tiene Im(s) = N\ {0}.

DEMOSTRACION. Definimos Y = {0}UIm(s). Esclaroque 0 € Y, ysix € Y, entonces x° € Im(s) C Y.
Por el axioma de induccion se tiene Y = N. O

Dada una aplicacién f : X — X definimos f" para cada n € N de la siguiente forma:

O =1idy,
f" =fof" paracadan€N.

Observa que esta definicion es correcta, ya que esta definida para cada elemento de N.

Dados dos aplicaciones f,g : X — X, decimos que f y g conmutan si f o g = g o f; esto es,
fg(x)=gf(x) para cada x € X.

Proposicion. 10.2.
Dadas dos aplicaciones que conmutan f,g : X — X se tiene f"g™ = g™ f", para cadan,m € N.

En particular se tiene f"f™ = f™f" para cada aplicacion f : X — X y todos n,m € N.

1102-04.tex
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Proposicion. 10.3.
Para toda aplicacién f : X — X se tiene (f™)™ = (f™)", para todos n,m € N.

Dados numeros naturales n,m € N, definimos la suma mediante:

n+m=s"(m).

Lema. 10.4.
Para toda aplicacion f : X — X se tiene f"f™ = f™™, para todos n,m € N.

Proposicion. 10.5.
Para numeros naturales n,m € N se verifica:

(1) n+0=n.

2) n+m*=((n+m).

(3) La suma es conmutativa

(4) La suma es asociativa.

(5) La suma es cancelativa: sin+ m = h + m, entonces n = h, para todos n,mh € N

(6) La suma verifica la propiedad de absorcion: si n + m = 0, entonces n = m = 0, para todos
n,me&N.

Dados numeros naturales n,m € N, definimos el producto mediante:

nxm=(s")"(0).

Lema. 10.6.
Para toda aplicacion f : X — X se tiene (f")™ = f™™, para todos n,m € N.
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Proposicion. 10.7.
Para numeros naturales n,m € N se verifica:

(1) nxm’=nxm+n.

2) nx0=0.

(3) n x0°=n. (El elemento 0° lo representamos por 1.)

(4) (s")™(k) =nxm+k, para todos n,mk € N.

(5) EIl producto es conmutativo.

(6) EI producto es asociativo.

(7) EIl producto es distributivo con respecto a la suma.

(8) El producto es integro: sin x m =0, entoncesn =0 6 m = 0.

Ejercicio. 10.8.
Prueba que para todos los niimeros enteros n,m, k € N se verifica: sin x k = m x k y k # 0, entonces
n=m.

Dados numeros naturales n,m € N, definimos la potencia mediante:

Proposicion. 10.9.

Probar que para niimeros naturales n,m,k € N se verifica:
(1) k™ = kn+m'

(2) (kn)m = knm.

(3) n*m* = (nm)~.

Para numeros enteros n, m € N definimos
n<msiexiste x eNtalquen+x =m.

Escribimos n < m cuandon < my n # m.
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Proposicion. 10.10.
La relacion “<” es una relacion de orden total en N.

Ademas esta relacion de orden es compatible con la suma y el producto en el siguiente sentido:

Proposicion. 10.11.
Dados numeros naturales n,m, k € N, se verifica:

(1) Sin<m, entoncesn+k <m+k.
(2) Sin<m yk# 0, entonces nk < mk.

En particular los reciprocos también son ciertos.

En particular (N, <) verifica una propiedad muy interesante: es un conjunto bien ordenado; esto
es, cada subconjunto no vacio tiene un minimo (primer elemento).

Proposicion. 10.12.
(N, <) es un conjunto bien ordenado.

Corolario. 10.13.
No existen niimeros naturales x tales que 0 < x < 1.

Proposicion. 10.14. (Segundo principio de induccion)
SiY € N es un conjunto con la propiedad x € Y si para todon € N tal que n < x se tienen €Y,
entonces Y = N.

iEstudiar la unicidad de esta construccién!
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Numeros enteros

Una vez construidos los nimeros naturales observamos que no todo nimero natural tiene un opues-
to, simétrico para la suma. La pregunta es si es posible construir otro sistema de nimeros que ex-
tienda al sistema N de los nimeros naturales, y en el que cada elemento tengo un opuesto. La
construcciéon que presentamos a continuacion nos responde a esta pregunta en afirmativo.

Consideramos el producto cartesiano N x N, y en él definimos la operacién suma a partir de la
operaciéon suma en N; en este caso tenemos:

(ny,n,y) + (my, my) = (n; + my,n, + my), para (ny,n,),(m;,m,) €N xN.

Lema. 10.15.
El par (N x N, +) es un monoide conmutativo.

A continuacion definimos en N x N una relacién mediante:

(ny,ny)Z(my, my) siny +my, =n,+m,, para (n;,n,),(m;,m,) ENxN,

Lema. 10.16.
La relacion Z en N x N es de equivalencia y es compatible con la operacion suma.

En particular, en el conjunto cociente N x N/ % existe una operacion suma definida por:

(ny,n,y) + (my, my) = (n; + my,n, + my), para(ny,n,),(m;,m,) €N xN.

Llamamos al conjunto N x N/Z simplemente Z. Observa que cada elemento de Z es la clase de un
par, por ejemplo (n,,n,); debido a que la relacién de orden en N es total, se tiene n; < n, 6 n, < n.
En el primer caso existe x € N tal que n, = n,+x; y por tanto (n,, n,)% (0, x); representamos a (0, x)
por —y. En el segundo existe y € N tal que n; = n, + y; y por tanto (n,,n,)%(y,0); representamos
a (y,0) por +y. De forma que los elementos de Z son de la forma +x 6 —x, siendo x € N, y se tiene
+0 = —0. Los elementos de Z los llamamos ntimeros enteros.

Proposicion. 10.17.
El par (Z,+) es un grupo abeliano.
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Tenemos una aplicacion i : N — Z definida i(n) = +n, para cada n € N, que evidentemente es
inyectiva, por lo que podemos identificar N con su imagen en Z, y por tanto a n con +n para cada
neN.

Lema. 10.18.
En la situacién anterior se tiene i(n + m) = i(n) + i(m), para todos n,m € N.

Si S;,S, son semigrupos (resp. grupos) y f : S; — S, es una aplicacidon que verifica f(x + y) =
f(x)+ f(y), para todos x,y € S;, decimos que f es un homomorfismo de semigrupos (resp.
grupos).

SiS,,S, son monoidesy f : S; — S, es una aplicacién que verifica f(x +y) = f(x) + f(y), para
todos x,y €S,y f(0) = 0 decimos que f es un homomorfismo de monoides.

Un homomorfismo de semigrupos, monoides o grupos que tiene un inverso se llama un isomorfismo.

Lema. 10.19.
La aplicacion i : N — Z es un homomorfismo de monoides.

Ejercicio. 10.20.
Prueba que si f : G; — G, es un homomorfismo de grupos, entonces:

(1) f(0)=0y
(2) f(—a)=—f(a), para todo a € G,.

La construccidn del sistema de nimeros enteros verifica una propiedad con respecto a los homomor-
fismos de monoides y de grupos.

Teorema. 10.21.
Dado un grupo G y un homomorfismo de monoides f : N — G, existe un unico homomorfismo de
grupos f' : Z—> G tal que f'i = f.
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En particular el sistema de los nimeros enteros estd determinado de forma dnica, salvo isomorfismo,
a partir del sistema de los nimeros naturales.

En el conjunto N x N podemos definir un producto mediante:
(ny,n,) x (my,my) = (ny X my, ny, x my), para (ny, n,), (my, m,) € NxN.

Ya que la relacion de equivalencia # es compatible con el producto en N x N, en el conjunto cociente
Z existe una operacion producto definida;

(ny,ny) x (my,my) = (n; x my,n, X my), para (ny,n,),(m;,m,) € NxN.

Lema. 10.22.
El par (Z, x) es un monoide conmutativo, con elemento uno igual a +1, y elemento cero igual a +0.

Lema. 10.23.
La aplicacién i : N — Z es un homomorfismo de monoides que conserva el cero, cuando conside-
ramos el producto en N y en Z.

Observa que el producto definido en Z es el tnico que hace que la aplicacién i : N — Z sea un
homomorfismo de monoides.

Proposicion. 10.24.
La terna (Z,+, x) es un anillo conmutativo

Los elementos de Z de la forma +n, con n € N\ {0} los llamamos ntimeros positivos, y el conjunto
de todos ellos se representa por Z*, y los elementos de la forma —n, con n € N\ {0}, los llamamos
numeros negativos, y el conjunto de todos ellos se representa por Z.

La relacién de orden definida en N tiene un andlogo en Z si definimos:
x < y si existe n € N tal que y = x + (+n).

Dados conjuntos parcialmente ordenados X e Y, una aplicacién f : X — Y que verifica: si x; < x5,
entonces f(x;) < f(x,) se llama un homomorfismo de orden.
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Proposicion. 10.25.
La aplicacion i : N — Z es un homomorfismo de orden.

Ejercicio. 10.26.

Sea S un semigrupo con operacion X; prueba que existe un tinico monoide Mg y un homomorfismo
de semigrupos j : S — Mg tal que para cada monoide M y cada homomorfismo de semigrupos
f :S — M existe un unico homomorfismo de monoides ' : Mg — M tal que f'j = f.

SOLUCION. La construccidon de Mg es la siguiente: Mg = S U {1}, y la operacién ® en M, estd
definida:

S®t=sXt, para todoss,t €S
1®s=s5s=s®1, paratodos €S
1®1=1.

Ejercicio. 10.27.

Sea M un monoide conmutativo con operacion “+” y elemento neutro “0”; prueba que existe un
unico grupo G,, y un homomorfismo de monoides j : M — G,, tal que para cada grupo G y cada
homomorfismo de monoides f : M — G existe un tinico homomorfismo de grupos f' : Gy, — G
talque f'j=f.

SOLUCION. La construccion de Gy, es la siguiente: en M x M consideramos la relacion

(ny,n,)#(m,, m,) si existe h € M tal que n; + my + h=n,+m; +h,
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para todos (ny,n,),(m;,m,) € M x M.

Esta relacién es de equivalencia, y es compatible con la operacion en M x M definida componente a
componente. Tenemos pues una operacion en G, = M x M /# definida:

(n1,n3) ® (my, my) = (ny + my, ny + my), para todos (ny,n,),(my, my) €M x M.

El par (G,,, ®) es un grupo abeliano; el opuesto de (n,,n,) es (n,,n;), y la aplicacién j : M — G,
definida j(x) = (x,0) es un homomorfismo de monoides que verifica la propiedad pedida.

s®t=s+t, paratodoss,t €S
086s=s=s5®0, paratodos €S
0®0=0.
Observa que, en general, j no es inyectiva; lo es si, y sélo si, M es un monoide cancelativo. m|

Ejercicio. 10.28.
Prueba que si M es un monoide conmutativo cancelativo, entonces la aplicacion j : M — G, es
inyectiva. El reciproco también es cierto.

Ejercicio. 10.29.
Prueba que si M es un monoide conmutativo, multiplicativo con elemento cero, entonces G, es el
grupo trivial. El reciproco también es cierto.
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Ejercicios

HACER
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11. Operaciones en un conjunto

En esta seccidn vamos a introducir algunas nociones para simplificar la exposicién de lo que sigue. Si
X es un conjunto, una operacion binaria, o simplemente una operacion, “o” en X es una aplicacién
o:X xX — X. La imagen del par (a,b) € X x X se suele representar por a o b en vez de o(a, b),
y algunas veces simplemente por ab. Vamos a ir imponiendo a la operacidn “o” propiedades y a
obtener resultados sobre la aritmética de los elementos de X.

Semigrupos

Una operacién “o” en un conjunto X se llama asociativa si para cada terna de elementos a, b,c € X
se verifica la igualdad:
ao(boc)=(aob)oc.

Un conjunto X con una operacién “o” que verifica la propiedad asociativa se llama un semigrupo.
Para resaltar respecto a qué operacion el conjunto X tiene la estructura, en este caso de semigrupo,
se suele decir que el par (X, o) es un semigrupo.

El primer resultado que destacamos es el siguiente, en un semigrupo (X, o) se verifica la propiedad
asociativa generalizada.

Lema. 11.1. (Propiedad asociativa generalizada)
Sea (X,o) un semigrupo, y sean a,...,a, € X, entonces el resultado de la operacion sobre la lista
a,...,a, no depende de como estén dispuestos los paréntesis.

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracion por induccién sobre n. Para n=0, 1, 2y 3 el resultado 6
es evidente 6 no tiene sentido. Supongamos que n > 3,y que el resultado es cierto para cada conjunto
de menos de n elementos, si 1 < k < n podemos llamar q; - - - a; al resultado de la operacion sobre la
lista a,, ..., a;, y entonces por la hipétesis de induccién éste es un elemento perfectamente definido
de X. Vamos a elegir una disposicion especial de los paréntesis,

(- ((ayaz)az) - - - a1 )ay

a la que vamos a llamar forma estandar. Para probar el resultado tinicamente tenemos que probar
que para cualquier 1 < k < n se verifica

(a; - ap)(Agsr - a,) = (- ((a1az)az) - - - a,1)a,.

Cuando k = n—1 el resultado se deduce inmediatamente aplicando la hipédtesis de induccidn, ya
que tomando la forma estandar para (a; - - - a,_;) resulta:

(a;--ay,1)a, = (- ((aq1a5)az) -~ a,_1)a,
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es la forma estandar para a;---a,; si k < n—1, por la hipétesis de induccién podemos tomar la
forma estdndar para q,,, - --a, y aplicando la propiedad asociativa tenemos:

(@) @ )(as - ap) = (a1 @) (@sr -~ apr)a,) =

((ay - @ )@y -+~ apq))a, = (ay -+ apq)ay,
tomando ahora la forma estdndar para (a; - - - a,_;) tenemos el resultado. O

Como consecuencia, dada una lista a;,...,a, de elementos de un semigrupo X, el resultado de la
operacion sobre esta lista no depende de la disposicidn de los paréntesis y se representa por a, - - - a,
y también abreviadamente por ]_[?=1 a;.

Una construccién elemental que puede ser realizada en un semigrupo es la definiciéon de las poten-
cias (positivas) de un elemento. Sea X un semigrupo y a € X, definimos

al =a,

a"'=qa"oaq, paraneN, n> 1.

El elemento a” se llama la n-ésima potencia de a; n se llama el exponente y a la base de la potencia.
El siguiente resultado se prueba por induccién sobre los exponentes de las potencias.

Lema. 11.2.

Sea (X, 0) un semigrupo, a € X y n,m nimeros enteros positivos, entonces se verifica:
(1) anam — an+m’

(2) (am)n = qm",

DEMOSTRACION. Primer paso: demostramos que aa™ = a™*! para cada entero positivo m. Hacemos
induccion sobre m, para m = 1 tenemos:

Supongamos que el resultado sea cierto para un entero positivo m y vamos a probarlo para m + 1,
desarrollando la siguiente expresién tenemos:

aa™!=a(a"a) = (aa™a = a™a = a"*?,

entonces el resultado es cierto para todo entero positivo m.

Segundo paso: demostramos que a"a™ = a™*™ por induccién sobre n. Para n = 1 y para todo entero
positivo m el resultado es cierto por el primer paso; supongamos que el resultado es cierto para
un entero positivo n y para todo entero positivo m, vamos a probarlo para n + 1, desarrollando la
siguiente expresioén tenemos:

n+1am — (aan)am — a(anam) — aarH—m — an+1+m’

a
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como consecuencia el resultado es cierto para cada par de enteros positivos n y m.

Tercer paso: demostramos que (a™)" = a™ por induccion sobre n. Para n = 1 y para todo entero
positivo m el resultado es cierto trivialmente; supongamos que el resultado es cierto para un entero
positivo n y para todo entero positivo m, vamos a probarlo para n + 1, desarrollando la siguiente

expresion tenemos:
(am)n+1 — (am)nam = q™Mq™" = Clmn+m — am(n+1),

como consecuencia el resultado es cierto para cada par de enteros positivos n y m. a

Semigrupos conmutativos

Una operacion “o” en un conjunto X se llama conmutativa si para cada par de elementos a,b € X
se verifica la igualdad:
aob=boa.

Si (X, 0) es un semigrupo y “o” es conmutativa, entonces (X, o) se llama un semigrupo conmutativo.
En un semigrupo conmutativo podemos establecer nuevas propiedades como en el Lema (11.2.).

Lema. 11.3.
Sea (X, o) un semigrupo conmutativo, a, b € X y n un entero positivo, entonces se verifica

a"b" = (ab)".

DEMOSTRACION. Probamos el resultado haciendo induccion sobre n. Para n = 1 el resultado es
cierto, supongamos que sea cierto para un entero positivo n, vamos entonces a probarlo para n + 1.
Desarrollamos la siguiente expresién:

a™'p"! = a"ab"b = a"b"ab = (ab)"(ab) = (ab)"*.

entonces el resultado es cierto para todo entero positivo n. O

Este Lema puede generalizarse inmediatamente a mas de dos elementos en la siguiente forma, obte-
niendo la propiedad conmutativa generalizada sean a,..., a, € X, entonces se verifica para cada
entero positivo n la igualdad:

Monoides

Una operacién “o” en un conjunto X se dice que tiene un elemento neutro si existe e € X tal que
para cada a € X se verifica:
aoce=a=eoa.
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Si (X,0) es un semigrupo y “o” tiene un elemento neutro, entonces (X, o) se llama un monoide,
y si (X, 0) es un semigrupo conmutativo, entonces se llama un monoide conmutativo. La primera
propiedad que hay que estudiar en un monoide es la unicidad del elemento neutro.

Lema. 11.4.
Si (X, 0) es un monoide, entonces existe un tinico elemento neutro.

DEMOSTRACION. Supongamos que e y f son elementos neutros, entonces se verifica:

e=ef =f.
O

Por la unicidad del elemento neutro, en algunas ocasiones, se suele representar un monoide como
una terna (X, o, e) haciendo referencia asi al elemento neutro. La segunda propiedad que se verifica
en un monoide tiene relacién con las potencias de un elemento a € X. Si X es un monoide con ele-
mento neutro e, definimos a® = e, como consecuencia en un monoide tenemos definida la potencia
de cualquier elemento con exponente un nimero natural.

Grupos

Supongamos que “o” es una operacién en un conjunto X que tiene un elemento neutro e, un elemento
a € X se dice que tiene un inverso si existe un elemento b € X verificando:

aob=e=boa.

La primera propiedad elemental sobre los elementos inversos que se verifica en un monoide es la
unicidad del inverso.

Lema. 11.5.
Sea (X, o, e) un monoide, entonces si a € X tiene un inverso, este es 1inico.

DEMOSTRACION. Supongamos que b y ¢ son inversos de a, entonces se verifica:
b=eb=(ca)b=c(ab)=ce=c.
O

Como consecuencia de la unicidad que establece el Lema anterior el inverso de un elemento a € X
en un monoide, cuando existe, se suele representar por a '. La siguiente propiedad nos permite
calcular algunos inversos de elementos especiales de forma simple.
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Lema. 11.6.
Sea (X,o,e) un monoide y sean a,b € X elementos que tienen inverso, entonces ab también tiene

inverso y se verifica:
(ab) '=b"'al.

DEMOSTRACION. Basta unicamente considerar las siguientes cadenas de igualdades:
(b'a(ab)=bHalta)b=bleb=b"'b =,
(ab)(bla D =a(bb VNal=aea=aal=e,

y utilizar la unicidad del elemento inverso de ab. O

No siempre existe el inverso de un elemento de un monoide, sin embargo la existencia de inversos
es deseable. Por esta razén introducimos el siguiente concepto. Llamamos grupo a un conjunto X
con una operacion “o” que es asociativa, tiene elemento neutro y tal que cada elemento tiene un
inverso; si ademds la operacién es conmutativa, el grupo se llama grupo abeliano.

Tenemos las siguientes relaciones entre las estructuras hasta ahora introducidas:

semigrupo < monoide « — grupo

N

semigrupo monoide grupo

conmutativo conmutativo abeliano
En un grupo podemos extender la definicién de potencias a exponentes enteros definiendo
- _ -1
"= (@),

para n un entero positivo. El siguiente Lema recoge los resultados sobre este particular.

Lema. 11.7.

Sea (G,0) un grupo, a € G y n,m € Z, entonces se verifica:
(1) at*q™ = an+m'

@ @ =am.

Si ademas G es un grupo abeliano, entonces para cada par de elementos a,b € G se verifica:
(3) a"b" = (ab)".
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DEMOSTRACION. (1). Conocemos que el resultado es cierto para todo par de nimeros enteros no
negativos, supongamos que ambos son negativos, entonces se tiene la siguiente igualdad

ata™ = (a—n)—l(a—m)—l — ((a—m)(a—n))—l — (a—m—n)—l — an+m.

En el caso en que n es negativo y m es no negativo podemos probar el resultado haciendo induccién
sobre m; para m = 0 el resultado es cierto para todo valor de n, vamos a probarlo para m = 1 y para
cualquier valor de n, basta simplemente con desarrollar la siguiente expresion:

ClnCl — (a—n)—la — (aa—n—l)—la — (a—n—l)—la—la — (a—n—l)—l — an+1;

supongamos ahora que el resultado sea cierto para m > 1 y para cualquier valor de n, y vamos a
probarlo para m + 1, desarrollamos la siguiente expresidon:

anam+1 — anama — an+ma — Cln+m-4—1’
y por tanto el resultado es cierto para cuando n es negativo y m es no negativo. En el caso en que n
es no negativo y m es negativo se hace de la misma forma.

(2). Aligual que antes el resultado es cierto para n y m enteros no negativos, para probar el resultado
basta con probar que se verifica la igualdad

(a™1)" = a " para cada entero no negativo n,

hacemos la demostracién por induccién sobre n, para n = 0 el resultado es cierto, supongamos que
se verifique para n y vamos a probarlo para n + 1; se verifica:

(a—l)n+1 — (a—l)na—l — a—na—l — a—n—l,

por lo tanto tenemos el resultado. Ahora simplemente tenemos que considerar los distintos casos de
los exponentes n y m para reduciendo al caso de exponente positivo o nulo obtener el resultado; por
ejemplo, si m es negativo y n es no negativo se verifica:

(am)n — ((a—m)—l)" — (a—m)—n — ((a—m)n)_l — (a—mn)—l = g™

Los restantes casos se resuelven de la misma forma.
(3). Es inmediato aplicando los resultados anteriores. |

Hasta ahora hemos utilizado notaciéon “multiplicativa” para la operacion en el conjunto X. Supon-
gamos que en X existe una operacion representada por “+”, y llamamos a + b al resultado de la
operacion sobre el par (a, b) € X x X. Entonces se suelen emplear las siguientes definiciones, que ex-
presan para una operacion “aditiva” las reglas y propiedades que hemos estudiado en este capitulo.
Asi tenemos que para a € X se define:

O-a=ce, donde e es el elemento neutro, si existe,
(n+1)-a=n-a+a, para n entero positivo 6 nulo,
(—n)-a=—(n-a), para n entero positivo 6 nulo,
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y donde —a representa el inverso de a, que se suele llamar opuesto de a. Los resultados contenidos
en los Lemas (11.2.), (11.3.), (11.4.), (11.7.) se escriben ahora en la siguiente forma:

(n+m)-a=n-a+m-a,
(mn)-a=n-(n-a),

para todo elemento a € X y para todos n,m € N*,N,Z segun que (X,+) sea un semigrupo, un
monoide 6 un grupo; si la operacién es conmutativa, entonces se verifica:

n-(a+b)=n-a+n-b,

para todo par de elementos a, b € X y para todo n € N*, N, Z segin que (X, +) sea un semigrupo, un
monoide 6 un grupo.

Recapitulando, sobre la notacién aditiva 6 multiplicativa tenemos las siguientes diferencias Cuando
la notacién es aditiva el elemento neutro se suele representar por 0, y se llama cero, y el inverso de
a € X se representa por —a y se llama opuesto de a; si la notaciéon es multiplicativa, el elemento
neutro se representa por 1, y se llama uno, y el elemento inverso de a € X se representa por a !, y

se llama inverso de a.

notacién elemento neutro | elemento neutro | reiteracion de la
operacién

aditiva 0 cero —a opuesto n-a

multiplicativa 1 uno a~! inverso a"

Subgrupos

Sea (G, o) un grupo, un subconjunto S € G se llama un subgrupo si es cerrado para la operacion
“o” y el par (S,0) es un grupo. Resulta que los subgrupos pueden caracterizarse facilmente de la
siguiente forma:

Proposicion. 11.8.
Sea (G,o) un grupo y S € G un subconjunto no vacio, son equivalentes:

(1) S es un subgrupo.
(2) Para cada par x,y €S se tiene xy ' €8S.

DEMOSTRACION. Si S es un subgrupo de G ysi y € S, entonces y ' € S y por ser cerrado para
la operacién, si x € S, entonces tenemos xy ' € S. Por otro lado, si S verifica la propiedad del
enunciado, entonces tomando x € S se verifica e = xx~' € S, entonces aplicando la propiedad al par
e,x €Sresultaque x ' =ex ' €S,ysix,y €S, entonces yaque y ! €S, aplicando la propiedad al
par x,y ! €S tenemos que xy = x(y~1)™! € S, por lo tanto si recopilamos los resultados obtenidos
resulta:
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= S es cerrado para la operacion.
= S tiene un elemento neutro, ya que e € S.
» Cada elemento de S tiene un inverso en S, ya que si x €S, entonces x ! € S.

Luego S es un subgrupo de G. a

Grupos finitos

Vamos a estudiar con detalle los grupos finitos, esto es; los grupos que tienen un numero finito de
elementos. Un elemento a € G se dice que tiene orden n si n es el menor entero positivo tal que
a" = 1; si para ningtn entero positivo n se tiene que a" = 1, entonces decimos que el orden de a es
infinito, representamos el orden de a abreviadamente por o(a).

Lema. 11.9.
Sea G un grupo y a € G, definimos (a) = {a" € G | n € Z}, entonces {(a) es un subgrupo de G, y si a
tiene orden finito n, entonces {(a) tiene exactamente n elementos.

DEMOSTRACION. Es claro que (a) es un subgrupo de G ya que es cerrado para la operacién en G,
contiene al elemento neutro y contiene al inverso de cada elemento. Supongamos que o(a) = n es
finito, entonces se verifica:

aa"'=a"la=1,

y por tanto a™ ! es el inverso de a. Consideramos el conjunto A= {a' € G| 0 <i < n— 1}, entonces
A es un subgrupo de G, ya que es cerrado para la operacién: si a',a’ € A, entonces tenemos que

ad =13 i
at ™ sii+j>n—1.

Contiene al elemento neutro, ya que 1 = a® € A. Si a' € Acon i # 0, entonces a" es el inverso de
a' ya que a'a™ = a" = 1. Es claro que en este caso se verifica A = (a). Vamos a contar el niimero de
elementos de A, si existen a' =a’ con 0 <i < j < n—1, entonces tenemos 1 = a’a’ = a’™, lo que es
una contradiccion con la propiedad que define a n; luego en A existen exactamente n elementos.

O

El subgrupo (a) se llama el subgrupo ciclico generado por a en G. Un grupo G se llama ciclico si
existe a € G tal que G = (a). Llamamos orden de un grupo finito G a su niumero de elementos, y lo
representamos por | G |. Para cada elemento a € G de orden finito se verifica o(a) =| (a) |. Vamos a
ver que en un grupo finito todo elemento es de orden finito.

Lema. 11.10.
Si G es un grupo finito, entonces cada elemento a € G tiene orden finito.
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DEMOSTRACION. Consideramos la sucesién a,a?,d?,... de elementos de G, ya que G es finito, no
todos los elementos de la sucesién son distintos, luego existen al menos dos que son iguales, supon-
gamos que n < m y que a" = a™, entonces existe k € N* tal que m = n + k, desarrollando tenemos
a® = a™ = a"**, de donde se deduce que 1 = a*, y por tanto a tiene orden finito. O

Como consecuencia de los Lemas anteriores, para cada elemento a de un grupo finito G se verifica
o(a) <| G |; y podemos afinar més en esta relacién, vamos a demostrar que o(a) divide a | G |.

Si G es un grupo y S es un subgrupo de G, definimos la relacién ~ mediante:
a~bsiab™€S.

Esta es una relacion de equivalencia en G, vamos a determinar la clase de equivalencia de a € G,
tenemos:

a={beG| b~a} ={beG| ba!eS}
={beG| existes€ S, ba ! =s}={be G| existes €S, b =sa}
={saeG|seS} = Sa.

Llamamos a Sa una clase a la derecha de S en G. Vamos a contar el numero de elementos de Sa.

Lema. 11.11.
Sea G un grupo y S un subgrupo de G, entonces existe una biyeccion entre cada dos clases a la
derecha de S en G.

DEMOSTRACION. Basta ver que existe una biyeccion entre S y cada clase a la derecha Sa de S en G.
Definimos
f:S—>8a: f(s) =sa.

Es claro que f es sobreyectiva. Ademas, si s,t € S verifican f(s) = f(t), entonces sa = ta, luego
s =t,y f es también inyectiva. O

Teorema. 11.12. (Teorema de Lagrange)
Sea G un grupo finito y S un subgrupo de G, entonces el orden de S divide al orden de G.

DEMOSTRACION. La relaciéon ~ en G es de equivalencia y las clases de equivalencia dan lugar a una
particién de G; ya que las clases de equivalencia son las clases a la derecha de H en G tenemos una
particion de G, por ejemplo G = Sa; U...USa,, entonces el nimero de elementos de G es igual a r
por el nimero de elementos de S. Luego |G| = r|S|, y tenemos el resultado. |
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Como consecuencia, para cada elemento a de un grupo finito G se tiene que o(a) divide a | G |. Dado
un grupo finito G y un subgrupo S, se llama indice de S en G al numero entero |G|/|S|, y se nota
por [G:S].
De forma andloga es posible definir las clases a la izquierda de H en G, obteniéndose analogos
resultados.

Grupos cocientes

Sea G un grupo, una relacion de equivalencia #Z en G se dice compatible con la estructura de grupo
si verifica:

(1) Siay,a,,be Gya;Za,, entonces a,bZa,b.

(2) Siay,a, € Gy a;Ra,, entonces a;' Za, .

Un subgrupo N C G se dice normal si para cadan € N y cada g € G se tiene gng™' € N.

Lema. 11.13.
Sea G un grupo con elemento neutro e y # una relacion de equivalencia en G. Son equivalentes:

(1) Si Z es una relacion de equivalencia compatible con la estructura de grupo de G, entonces el
conjuntoe = {x € G| xRe} C G es un subgrupo normal.

(2) SiN C G es un subgrupo normal, la relacion %y, definida a;%Zya, si (1102_1 € N es una relacion
compatible con la estructura de grupo de G, y N =e.

DEMOSTRACION. (1). Es claro que e € e. Si a;,a, € €, entonces a,%Ze, luego a,'Re, y se tiene
a,a,' €e.Sia€eyx €G, se tiene xax 'Rxex ' =e, y por tanto xax ' €e.

(2). Es claro que Z, es una relacién de equivalencia, veamos que es compatible con la estructura
de grupo de G. Sean ay, a,, b € G tales que a,%Zya,, entonces a,a,' € G, y para cada b € G se tiene
a;b(ay,b) ™ = a,a;' €N, luego a,bRya,b. Sea a,,a, € G tales que a,Zya,, entonces a;a,’ €N,y
se tiene a,'a, = a,'a,a,'a, €N, luego a;'a, €N, y por tanto a;' Zya, . O

Tenemos entonces una correspondencia biyectiva entre relaciones de equivalencia en G compatibles
con la estructura de grupo y subgrupos normales de G.

Dados Z, y N en esta correspondencia, en el conjunto cociente G/%, podemos definir una estruc-
tura de grupo mediante:

a, a, = a,a,.

Se tiene, de forma natural, que la proyeccion candnica p : G — G/Z, es un homomorfismo de
grupos; para dada dos elementos a;, a, € G se tiene p(a;) = p(a,) si, y solo si, a;Zya, si, y sélo si,
a; az_1 € N. Representamos a G/Z, por G/N, y lo llamamos el grupo cociente de G por el subgrupo
normal N.

En conclusién, tenemos:
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Teorema. 11.14. (Propiedad universal del grupo cociente)

Sea G un grupo y N € G un subgrupo normal, para cada homomorfismo de grupo f : G — H tal
que f(n) = e, para cadan € N, existe un tinico homomorfismo de grupos f’ : G/N — H tal que
f = f'p. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

p

G G/N

|
f J
H
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Ejercicios

Operaciones en un conjunto

Ejercicio. 11.15.
Demuestra que (N, +) es un monoide conmutativo y que (Z,+) es un grupo abeliano.

Ref.: 1103e 001 SOLUCION.

Ejercicio. 11.16.
Demuestra que (N, -) y (Z,-) son monoides conmutativos.

Ref.: 1103e_002 SOLUCION.

Un monoide X se llama cancelativo si para todos a, b, c,d € X se verifica que si ac = bc 6 da =db,
entonces a = b.

Ejercicio. 11.17.
Demostrar que (N, +) y (Z,+) son monoides cancelativos, y que (N, -) y (Z,-) no Ilo son.

Ref.: 1103e_003 SOLUCION.

Ejercicio. 11.18.
Demostrar que todo grupo G es un monoide cancelativo.

Ref.: 1103e_004 SOLUCION.

Ejercicio. 11.19.

Sea G un grupo, demostrar que G es un grupo abeliano si, y solo si, para todos a,b € G se verifica
(ab)? = a®b>.

Ref.: 1103e 005 SOLUCION.
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Ejercicio. 11.20.
Sea G un grupo, demostrar que si para todo a € G se verificaa® = e, entonces G es un grupo abeliano.

Ref.: 1103e_006 SOLUCION.

Ejercicio. 11.21.
Llamamos grupo lineal general GI(R,2) al conjunto de las matrices 2 x 2 con coeficientes en R y
determinante no nulo. Demostrar que GI(R,2) es un grupo no abeliano.

Ref.: 1103e_007 SOLUCION.

Ejercicio. 11.22.
Consideramos el conjunto

u= () ()2 (o) )

demostrar que M es un subgrupo del grupo lineal general GI(R, 2).
Ref.: 1103e_008 SOLUCION.

Ejercicio. 11.23.
Si G es un grupo, se define el centro de G como

Z(G)={g G| gx =xg, pata todo x € G},

demostrar que Z(G) es un subgrupo de G.
Ref.: 1103e 009 SOLUCION.
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Ejercicio. 11.24.
Calcular el centro de GI(R, 2).

Ref.: 1103e_010 SOLUCION.

Ejercicio. 11.25.

Sea X = {1,...,n} un conjunto finito con n elementos, llamamos S, al conjunto de todas la apli-
caciones biyectivas de X en X. Demostrar que S, es un grupo con operacion la composicion de
aplicaciones. Calcular el nimero de elementos de S,,.

Ref.: 1103e 011 SOLUCION.

Ejercicio. 11.26.
Determinar todos los subgrupos del grupo aditivo de los niimeros enteros.

Ref.: 1103e 012 SOLUCION.

Ejercicio. 11.27.
Demostrar que la interseccion de una familia de subgrupos de un grupo G es un subgrupo de G.

Ref: 1103e 013 SOLUCION.

Ejercicio. 11.28.

Sea G un grupo y H,K subgrupos de G tales que para algunos a,b € G se tiene Ha = Kb. Demostrar
que H =K.

Ref.: 1103e 014 SOLUCION.
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Ejercicio. 11.29.

Si G es un grupo y a € G tiene orden finito n, entonces para cada numero entero positivo h tal que
a" =1 se verificao(a) =n | h.

Ref.: 1103e 015 SOLUCION.

Ejercicio. 11.30.

Sea G un grupo y a,b € G elementos que verifican ab = ba de drdenes n y m respectivamente; si
(a) n (b) =1, demostrar que o(ab) = mcm{n, m}.

Ref.: 1103e 016 SOLUCION.

Ejercicio. 11.31.
Sea G un grupo y a, b € G elementos de G verificando ab = ba. Si el orden de a es n y el orden de
b es m, y ambos son primos relativos, demostrar que entonces el orden de ab es nm.

Ref:1103e 017 SOLUCION.

Ejercicio. 11.32.
Dado un grupo G, llamamos exponente de G al supremo de los drdenes de los elementos de G.
Demostrar:

(1) SiG tiene exponente finito, entonces existe un elemento a € G tal que el orden de a es igual al
exponente de G.

(2) Siel orden de G es finito, entonces el exponente de G es un divisor del orden de G.

(3) Si G es abeliano y el exponente de G es finito, entonces el orden de cada elemento divide al
exponente de G.

Ref.: 1103e 018 SOLUCION.
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Ejercicio. 11.33.
¢Sia y b son elementos de un grupo y tienen orden finito, es necesariamente ab de orden finito?

Nota: Considerar el grupo de matrices cuadradas con determinante no nulo y coeficientes en Q, y

los elementos
_(0-1 b— 01
a=\1 0) Y °T\=11)

Ref.: 1103e 019 SOLUCION.
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12. Definiciéon de anillo y homomorfismo de anillos

Un anillo es una terna (A, +, o), formada por un conjunto no vacio A, y dos operaciones binarias en
A verificando los siguientes axiomas:
(D (A,+) es un grupo abeliano. El elemento neutro lo notamos por 0 y lo llamamos cero 6 ele-
mento nulo del anillo.
(11) (A, o) es un monoide. El elemento neutro lo notamos por 1 y lo llamamos uno del anillo. Si
a,b €A, el elemento a o b se notard también por ab.
(111) Para cada terna a, b, c € A se verifica:

ao(b+c)=aob+aocy (b+c)oa=boa+coa.

Si el monoide (A, o) es conmutativo el anillo se llama conmutativo. Cuando 0 = 1, el anillo se
llama trivial, en nuestro desarrollo vamos a considerar anillos no triviales y conmutativos, salvo que
digamos lo contrario.

Un elemento r € A se llama un divisor de cero si existe 0 # s € A tal que rs = 0. Un anillo A se llama
dominio de integridad si no tiene divisores de cero no nulos.

Un elemento r € A se llama invertible, o una unidad, si existe s € A tal que rs = 1; el elemento s se
llama el inverso de r. Un anillo en el que cada elemento no nulo es invertible se llama un cuerpo.
Los siguientes resultados son obvios a partir de la definicién y puede decirse que constituyen la base
de la aritmética de los anillos.

Lema. 12.1.
Sea A un anillo, se verifica:

(1) Los elementos cero y uno estdn determinados de forma tnica.
(2) Para cada elemento el opuesto y el inverso, si existen, estan determinados de forma tnica.

Proposicion. 12.2.
Sea A un anillo, se verifica:
(1) rO =0 para todo r € A.
(2) A tiene mds de un elemento si, y sélo si, 0 # 1.
(3) (—r)s =—(rs) =r(—s), para todos r,s € A. En particular (—1)r = —r.
(4 (n-r)s=n-(rs)=r(n-s), para todosr,s €Ayn € Z.
n m n m o
G) X, ri)(zjzlsj) = 21:1,]':1 ris;, para todps oS €Ayn,méeN*.
(6) Formula de Newton. (r +s)" = Z?:O ('Z)rls“_l, para todosr,s € Ayn € N.

1103-02.tex
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DEMOSTRACION. (1). Consideramos el siguiente desarrollo:
r0O+r=r0+r1=r(0+1)=rl=r,

y simplificando por r tenemos r0 = 0.

(2). Si 0 =1, entonces para cada r € A se tiene r =r1 =r0 = 0, luego todo elemento de A es nulo
y por tanto A = {0}. Es evidente que si A tiene un sélo elemento, entonces 0 = 1.

(3). Consideramos el siguiente desarrollo:
(=r)s+rs=(—r+r)s=0s=0,

luego (—r)s es el opuesto de rs y por tanto tenemos el resultado. De la misma forma se demuestra
que r(—s) =—(rs).

(4). Para n entero positivo 6 nulo hacemos la demostracién por induccién sobre n. Paran = 0,1 el
resultado es evidente; supongamos que sea cierto para n, entonces se verifica:

(n+1)-r)s=n-r+r)s=nm-r)s+rs=n-(rs)+rs=((n+1)-(rs).

y por tanto el resultado es cierto para todo entero positivo 6 nulo. Si n es negativo, entonces aplicando
el apartado (3) se verifica:

(n-r)s =(—(=n)-r)s =—((—=n)-r)s = —=((=n) - (rs)) = n- (rs),

ya que —n es un entero positivo en este caso, luego el resultado es cierto para todo numero entero.

(5). Hacemos la demostracion por induccion sobre n y m enteros positivos. Supongamos que n =1,
probemos el resultado para todo entero positivo m; si m = 1, 2 el resultado es evidente, supongamos
que sea cierto para m, y estudiemos el caso de m + 1, desarrollando la siguiente expresidon tenemos:

m+1 m m
rl (Zj:1 sj) - 1”1 (Z]‘:rsj +Sm+1) - rl (Zj:1sj) + r15m+1

_ m _ m+1
= Zj:] IS+ TriSmy1 = Zj:l S,

por tanto el resultado es cierto para n = 1 y para todo nimero entero positivo m. Supongamos ahora
que sea cierto para n y para todo entero positivo m, vamos a probarlo para n + 1, desarrollando la
siguiente expresién tenemos:

(22_11 ri)(Z?:] Sj) = (Z?:] T + rn+1) (Z;nzl Sj) = (2?21 ri) (Z;‘n:1 Sj) + i1 (Z;nzl Sj)

nm m nm m n+lm
- Zi:l,j:l riSj + Z]‘:l rn+1sj - Zi:l,j:l risj + 21:1 rn+15j - Zi:l)j:l risj:

por tanto el resultado es cierto para todo par de nimeros enteros positivos n y m.

(6). La demostracion de este hecho en un anillo (conmutativo) es andloga a la ya realizada en el
caso de numeros naturales. O
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Corolario. 12.3.
Sea A un anillo, para a,b € A y para n,m € Z se verifica:

(n-a)(m-b)=(nm)- (ab).

DEMOSTRACION. Aplicando los resultados obtenidos en la Proposicién podemos hacer el siguiente
desarrollo:
(n-a)im-b)=n-(a(m-b))=n-(m-(ab)) = (nm)- (ab).

O

Ejemplos. 12.4.

(1) El conjunto Z de los nimeros enteros con la suma y el producto usuales es un anillo. También
lo son los conjuntos de los nimeros racionales, @, de los niimeros reales, R y de los numeros
complejos, C. Sin embargo el conjunto N de los nimeros naturales no es un anillo, ya que (N, +)
no es un grupo abeliano.

(2) Consideramos el conjunto M,(C) de las matrices cuadradas de orden 2 sobre el cuerpo de los
numeros complejos, y definimos la suma y el producto usuales, entonces obtenemos un anillo
no conmutativo.

(3) Consideremos el conjunto H formado por todas las combinaciones de la forma
a, +a,i+a,j+ask,

donde a,,a,,a,,a; € R, y verificando las siguientes relaciones:

(N2l 1 o J] K

1 1 i j| k
i [ i—1] k|—j
i S
k k| jl—il—1

las operaciones en H se definen: la suma componente a componente y el producto por distribu-
tividad aplicando las relaciones anteriores; resulta que H es un anillo no conmutativo, ademas
cada elemento no nulo tiene un inverso. Los elementos de H se llaman cuaternios. Un anillo
verificando estas propiedades se llama un anillo de division.

Dados dos anillos Ay B, una aplicacién f : A— B es un homomorfismo de anillos si verifica:

(1) f(r+s)=f()+f(s), para todos r,s € A.
(2) f(rs)=f(r)f(s), para todos r,s € A.
3 f(H=1
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Lema. 12.5.
La composicion de dos homomorfismos de anillos, si estd definida, es un homomorfismo de anillos.

Proposicion. 12.6.
Sea f : A— B un homomorfismo de anillos, entonces se verifica:

(1) f(0)=0.
(2) Para cada a € A se tiene f(—a) = —f(a).

DEMOSTRACION. (1). Se verifica f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), luego f(0) =0.
(2). Dado a € A se verifica:

0=f(0)=f(a—a)=f(a)+f(—a),
luego f(—a) =—f(a). |
Si f : A— B es un homomorfismo de anillos, definimos la imagen de f como

Im(f) = {f(a) | a €A}.

Lema. 12.7.
Con la notacion anterior Im(f) verifica las siguientes propiedades:
(1) Para x,y €Im(f) se tienen x —y € Im(f), esto es; Im(f) es un subgrupo aditivo de B.

(2) El producto de dos elementos de Im(f ) pertenece a Im(f).
(3) 1 Im(f).

En general diremos que un subconjunto S € A de un anillo A verificando las propiedades (1-3) del
Lema anterior es un subanillo de A. Los subanillos pueden caracterizarse de la siguiente forma:

Lema. 12.8.

Sea A un anillo y S un subconjunto de A, son equivalentes:

(a) S es un subanillo de A.

(b) S es un anillo con operaciones la restriccion de las operaciones de A y con elemento uno el uno
de A.

(¢) Lainclusioni: S — A es un homomorfismo de anillos.
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DEMOSTRACION. (a)=(b). Si S es un subanillo, entonces la restricciéon de las operaciones en A
definen operaciones en S, ademas (S, +) es un grupo abeliano, (S, ) es un monoide conmutativo y
1 € S es el elemento uno.

(b)=(c). Es evidente.

(c)=(a). Resulta que tenemos en este caso S = Im(i), y como la imagen de un homomorfismo de
anillos es un subanillo, entonces S es un subanillo de A. O

Proposicion. 12.9.
Sea A un anillo y {S; | i € I} una familia de subanillos de A, entonces N{S; | i € I} es un subanillo
de A.

DEMOSTRACION. Sean x,y € NS;, entonces tenemos x,y € S; para cada i € I, ya que cada S; es un
subanillo resulta que x —y,xy € S;, luego tenemos x —y,xy € NS;. Es claro que 1 € NS,. a

Ejemplos. 12.10.
Este resultado nos permite la construcciéon de subanillos de una forma cémoda; vamos a estudiar
varios casos:

(1) Dado un subconjunto X de un anillo A, lamamos subanillo de A generado por X a la intersec-
cion de todos los subanillos de A que contienen a X, esto es; el menor subanillo que contiene a
X.

(2) Como caso particular de esta construcciéon vamos a definir la suma de dos subanillos, 6 en
general de una familia de subanillos. Sean S; y S, subanillos de un anillo A definimos S; V S,
como el subanillo generado por el subconjunto S; US,; es facil ver que

S, VS, = {sumas finitas de productos s;s, € A con
s; €S;, 1 =1,2y coeficientes en Z}.

En general el menor subanillo que contiene a cada uno de los elementos de una familia de
subanillos {S; | i € I} es el subanillo generado por el subconjunto unién U{S; | i € I}, y se
representa por V{S; | i € I}; sus elementos son sumas finitas Y. t;, donde t; es un producto de
elementos de U{S; | i € I}.

(3) Si S es un subanillo de A y X es un subconjunto de A, el subanillo de A generado por SUX se
nota por S[X]. Sus elementos son expresiones del tipo s, + .. s;x;, en donde s; €Sy Xx; esun
producto de elementos de XA-

(4) Cuando X consta de un sélo elemento X = {x}, resulta que el subanillo generado por x tiene
una forma especialmente sencilla, sus elementos son

{ng-1+ny-x+---n.-x"| ng,nq,...,n, €2},

por lo que el subanillo se representa por Z[x].

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




102 CAPR III. ANILLOS CONMUTATIVOS

(5) Si X consta de mds de un elemento, entonces el subanillo generado por X se obtiene a partir
de los subanillos generados por cada uno de sus elementos, y como consecuencia tenemos una
facil descripcion del mismo.

Si f : A—> B es un homomorfismo de anillos, para X € B definimos la imagen inversa de X como
fiX)={a€A| f(a)€X},yparaY C A definimos la imagen directa de Y como f(Y) = {f(y) €
B| yeY}.

Proposicion. 12.11.
Si f : A— B es un homomorfismo de anillos, se verifica:

(1) SiS es un subanillo de A, entonces f (S) es un subanillo de B.
(2) SiT es un subanillo de B, entonces f "'(T) es un subanillo de A.

DEMOSTRACION. (1). Sean x,y € f(S), entonces existen a,b € S tales que x = f(a) e y = f(b), y
tenemos:

x—y=f(a)=f(b)=f(a—D),

ya que S es un subanillo de A resulta que a —b € S y por tanto x — y € f(S); por otro lado:

xy = f(a)f (b) = f(ab),

ya que S es un subanillo de A resulta que ab € S y por tanto xy € f(S); finalmente es claro que
1=f(1)ef(S).

(2). Sean x,y € fI(T), entonces tenemos f (x), f(y) € T, y por tanto se verifica:
fa=y)=r)—f(y)eT,
fey)=f)f()eT,
luego x —y,xy € f~}(T), y yaque f(1) =1, resulta que f ~!(T) es un subanillo de A. |

Como consecuencia de esta Proposicion obtenemos un resultado ya conocido sobre la imagen de un
homomorfismo de anillos.

Corolario. 12.12.
Si f : A— B es un homomorfismo de anillos, entonces Im(f) es un subanillo de S.

Ejemplos. 12.13.
(1) Las siguientes inclusiones son inclusiones de anillos: ZCQ CR S C C H.
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(2) El subanillo Z[i] de C es el subanillo generado por i en C, y esta formado por los siguientes
elementos:
Zli]={a+bi| a,beZ}.

Z[1i] se llama el anillo de los enteros de Gauss.

(3) El conjunto 2Z de los niimeros enteros pares no es un subanillo de Z ya que no contiene al
elemento uno, y por lo tanto no es un anillo.

cO
0c
tanto su imagen es un subanillo (conmutativo) de M,(R).

(4) La aplicacién f : R — M,(R) definida f(c) = ( ) es un homomorfismo de anillos, por lo

(5) Otro subanillo (conmutativo) de M,(R) es el siguiente:

(G2 eses)

este subanillo es precisamente la imagen del homomorfismo de anillos
f :C— M,y(R),
definido por
fla+bi)= (_“b Z)
Si f : A— B es un homomorfismo de anillos, definimos el nucleo de f
Ker(f)={a €Al f(a)=0}.

El ntcleo sirve, entre otras cosas, para caracterizar aquellos homomorfismos de anillos que son
aplicaciones inyectivas.

Lema. 12.14.
Sea f : A— B un homomorfismo de anillos, entonces f es una aplicacién inyectiva si, y solo si,

Ker(f) = {0}.

DEMOSTRACION. Si f es una aplicacién inyectiva, entonces para a € Ker(f) se verifica f(a) =0 =
£(0), luego a =0, y por tanto Ker(f) = {0}. Supongamos ahora que Ker(f) = {0}, entonces si para
a, b € A se verifica f(a) = f(b), se tiene f(a—b) = f(a)— f(b) =0, y por tanto a — b € Ker(f) y
resulta a = b, luego f es inyectiva. |
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Lema. 12.15.
Con la notacién anterior, Ker(f) verifica las siguientes propiedades:

(1) Ker(f) es un subgrupo aditivo de A.
(2) Para elementos a € A y x € Ker(f) se tiene ax € Ker(f).

DEMOSTRACION. (1). Sean x,y € Ker(f ), entonces se verifica:
fx=y)=fx)—f(y)=0-0=0,

luego x — y € Ker(f).
(2). Supongamos ahora que a € Ay que x € Ker(f ), entonces se verifica:

flax) = f(a)f (x) = f(a)0=0.
O

En general diremos que un subconjunto a € A de un anillo A verificando las propiedades (1-2) del
Lema anterior es un ideal de A.

Proposicion. 12.16.
Sea A un anillo y {a; | i € I} una familia de ideales de A, entonces N{q; | i € I} es un ideal de A.

DEMOSTRACION. Sean x,y € N{a; | i € I}, entonces x,y € a; para cada i € I, ya que cada q;
es un ideal resulta que x —y € a;, luego x —y € N{a; | i € I}. Por otro lado, sean a € Ay
x € N{a; | i €I}, entonces x € a; para cada i € I, ya que q; es un ideal resulta que ax € qa;, y por
tanto ax € N{a; | i €1}. |

Dado un subconjunto X de un anillo A, llamamos ideal de A generado por X a la interseccion de
todos los ideales de A que contienen a X y lo representamos por (X) é XA. Los elementos de (X)
pueden ser descritos de forma simple como:

X)= {Zaixi | a; €A, x; eX,neN}.
i=1

Cuando X = {x,,...,X,}, el ideal (X) se suele escribir (xi,...,X,), si n = 1, se representa también
por xA, y se llama ideal principal generado por x.
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Dada una familia de ideales {a;, | i € I}, llamamos suma de la familia al ideal generado por X =
U{a,; | i €1}, sus elementos son de la forma

n

E :ajxij:

Jj=1

cona; €A i;€l, x; €a; yneN, yse suele representar por Y. {a; | i €I}.
Si ay b son dos ideales de A, llamamos producto de a y b al ideal

abZ{Zaibil aiEa,bieb,neN}.

i=1

Lema. 12.17.

Para un anillo A e ideales a,b y K de A, se verifica:
(1) a(b+K)=ab+akK.

(2) abCanb.

DEMOSTRACION. Es un fécil ejercicio para el lector aplicado. a

Sea A un anillo, dos ideales a y b de A se llaman comaximales 6 primos relativos si a + b = A. Para
ideales comaximales existen propiedades interesantes que relacionan el producto y la interseccion.
Veamos dos de estas propiedades.

Lema. 12.18.
Sea A un anillo y b,a,,...,a, ideales de A, sib+a;, =A, 1 <i < n, entoncessA=b+a;:---q, =
b+ (a;N...Na,).

DEMOSTRACION. Ya que se verificaa; ---a, € a;N...Na,, basta probar que A= b+a, - - - a,. Hacemos
induccidén sobre n. Si n =1 el resultado es cierto. Vamos a ver qué ocurre con n = 2, tenemos

A:b+a1:b+az,

luego existen a;,a, € b, b; € a,, b, € a, tales que 1 = a; + b; = a, + b,, y haciendo el siguiente
desarrollo tenemos:

1=a,+(a; + b;)by, =a,+a, b, + b;b, €b+a;0,,
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Supongamos ahora que el resultado es cierto para n, y vamos a probarlo para n+ 1, por hipétesis se
verifica:
A=b+a;--a, A=b+a,,

y aplicando el resultado para el caso n = 2 resulta que A=b +a,---a,a,,,, de donde se deduce el
enunciado del Lema. a

Proposicion. 12.19.
Sea A un anillo e a4, ...,qa, ideales de A tales que a; +a; =A, 1 <i,j<n, i # j, entonces a; -+ a, =
anN...Na,.

DEMOSTRACION. Hagamos la demostracion por induccién sobre n; para n = 1 el resultado es cierto;
vamos a probarlo para n = 2, resulta que A = a; + a,, luego existen a; € a,, a, € a, tales que
1 =a, + a,, entonces para cada x € a; N a, se tiene:

x =(a; + ay)x = a;x + a,x € a,a,,

y por tanto a; N a, = a;a,. Supongamos que el resultado es cierto para n y vamos a probarlo para
n+ 1; usando el Lema anterior tenemos que a,,,, verifica a,,; + a; - - - a, = A, entonces aplicando el
resultado para n = 2 tenemos:

(aN..na)Nagyy =(ag--a) Ny = (ag - ay)a, o,

y tenemos el resultado. a

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento de los ideales ante los homomorfismos de anillos,
estudiemos primero la imagen y preimagen de un ideal.

Lema. 12.20.
Sea f : A—> B un homomorfismo de anillos, se verifica:

(1) Sia es un ideal de A, entonces f (a) es un ideal de Im(f).
(2) Sib es un ideal de B, entonces f ~'(b) es un ideal de A.

DEMOSTRACION. (1). Es claro que f(a) es un subgrupo de Im(f ), por otro lado, sean a € Im(f) y
x € f(a), entonces existen b€ Ae y € atales que f(b)=ay f(y)=x,y se verifica:

ax = f(b)f(y) = f(by),
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ya que a es un ideal deA, resulta que by € a, luego ax = f(by) € f (a); por lo tanto f (a) es un ideal
de Im(f).

(2). Tenemos que f1(b) es un subgrupo de A, ysia € Ay x € f~*(b), entonces se verifica f (x) € b,
y tenemos:

flax) = f(a)f (x) €b,
luego ax € f1(b) y f1(b) es un ideal de A. O

Como consecuencia de este Lema tenemos un resultado ya conocido sobre el nicleo de un homo-
morfismo de anillos.

Corolario. 12.21.
Para cada homomorfismo de anillos f : A— B se tiene que Ker(f) es un ideal de A.

Al igual que en el caso de subanillos, que eran caracterizados como las imdgenes de los homomorfis-
mos de anillos, podemos caracterizar los ideales como los nticleos de los homomorfismos de anillos,
para ello necesitamos de la siguiente construccidn.
Sea A un anillo y a € A un ideal de A, definimos en A una relacién, que es de equivalencia, =,
mediante:

r=,ssir—se€a.

También se suele escribir a = b (mod a).

Teorema. 12.22.
Sea A un anillo y a € A un ideal, existe una tnica estructura de anillo en A/ =, de forma que la
proyeccion candnica p : A— A/ =, sea un homomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION. Antes de definir operaciones en A/ =,, vamos a establecer una notacién mds sen-
cilla, llamaremos al conjunto A/ =, simplemente A/a, y la clase del elemento a € A, cuyos elementos
son:

{x€eA| x=a+y, y<€a},

la representaremos por a + a. Si pretendemos que la proyecciéon candnica p : A — A/a sea un
homomorfismo de anillos se debe de verificar:

(a+a)+(b+a)=p(a)+p(b)=pla+b)=(a+b)+a,

(a+a)(b+a)=p(a)p(b)=p(ab) =ab +a,
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por lo tanto haremos esta definicién para las operaciones en A/a, tenemos que probar que la defini-
cién anterior no depende de los representantes elegidos; sean a+a = a’+ay b+a = b’ +a, entonces
tenemos a —a’, b — b’ € a y se verifica:

(a+b)—(a’+b)=(a—d)+(b—Db')€aq,

ab—a’'b’=ab—ab’'+ab’'—a’b’=a(b—b')+(a—a’ )b’ €a.

Finalmente el elemento uno es la clase del uno, 1+a, y (A/a,+,) es un anillo. Por la construccién es
claro que esta es la tnica estructura de anillo posible en A/a de forma que p sea un homomorfismo
de anillos. a

Observacion. 12.23.
Dado un anillo A, una relacién de equivalencia % en A se dice compatible con la estructura de anillo
de A si verifica:

(1) Sia,,a,,beAya,Za,, entonces (a, + b)Z(a, + b).
(2) Sia;,a, €Ay a;Za,, entonces (—a; )% (—a,).
(3) Sia,,a,,beAya,Za,, entonces (a;b)%(a,b).

Existe una biyeccién entre relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de anillo en A e
ideales de A dada por;

R <=0

a &=,
El anillo A/a se llama el anillo cociente de A por a y esta caracterizado por la siguiente propiedad
universal.

Teorema. 12.24. ( Propiedad universal del anillo cociente)
Sea a un ideal de un anillo A, para cada homomorfismo de anillos f : A— B verificando a C Ker(f ),
existe un unico homomorfismo de anillos f’ : AJa— B tal que f'p=f.

P Ala

|

B

A

DEMOSTRACION. La existencia de f’ verificando las condiciones del enunciado fuerza a hacer la
siguiente definicidn:
f'la+a)=f'(p(a)) = f'p(a) = f(a),

es necesario entonces comprobar que f’, asi definida, no depende del representante de la clase a+a
elegido, y que es un homomorfismo de anillos. Para lo primero supongamos que a +a = a’ + a,
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entonces se tiene a—a’ € a C Ker(f), y se verifica f (a—a’) = 0, esto es; f(a) = f(a’). Por otro lado,
sia+a,b+a€A/a, entonces se tiene:

flllata)+(b+a)=f'((a+b)+a)=f(a+b)=f(a)+f(b)=f'(a+a)+f'(b+a),

f'lla+a)(b+a))=f'(ab+a)=f(ab)=f(a)f (b) = f'(a+a)f'(b+a),
ffA+a)=f1)=1,

luego f’ es un homomorfismo de anillos. a

Corolario. 12.25.
En la situacién anterior, si f es sobreyectiva, entonces f' también lo es, y si a = Ker(f ), entonces f’
es inyectiva.

DEMOSTRACION. Si f es sobreyectiva, ya que f = f’p, resulta que f’ también lo es. Si a = Ker(f),
entonces calculando el nticleo de f’ tenemos:

Ker(f)={a+a€A/a| f'la+a)=0}={a+ac€A/a]| f(a)=0}=

{a+a€A/a| acKer(f)}={a+acA/a| aca} ={0+a},
luego f’ es inyectiva. O

Un homomorfismo de anillos f : A— B se llama un isomorfismo si es una aplicacién biyectiva;
si f es un isomorfismo, entonces existe una aplicacién f ! : B — A definida f~!(b) = a tal que
f(a) = b, como consecuencia f f ' =1,y f'f = 1,, yresulta que f ! es también un homomorfismo
de anillos; f ! se llama el homomorfismo inverso de f.

Teorema. 12.26. ( Primer Teorema de isomorfia)
Sea f : A— B un homomorfismo de anillos, entonces existe un isomorfismo f’ : A/ Ker(f) —
Im(f) que hace conmutar el diagrama.

A 4 B
b
A/ Ker(f) ———Im(f)

donde p es la proyeccion candnica e i es la inclusion.
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DEMOSTRACION. Consideramos el homomorfismo f : A— B, aplicando la propiedad universal del
anillo cociente A/ Ker(f), existe un tinico homomorfismo de anillos g : A/ Ker(f) — B verificando:

f=2gp,

A / B
b
A/ Ker(f)

Ahora consideramos el homomorfismo g : A/ Ker(f) — B, aplicando el Corolario (12.25.) g es
una aplicacidn inyectiva; se verifica Im(g) = Im(f ), y tenemos una factorizacion de g a través de la
imagen de f:

B
T
AfKer(f) Im(f)

f/
donde i es la inclusién, y f’ estd definida f’(a + Ker(f)) = f (a); entonces f’ es una biyeccion, y por
tanto un isomorfismo. O

Para representar que f es un isomorfismo de A en B se escribe f : A= B, y para representar simple-
mente que existe un isomorfismo de A en B se escribe A= B.

Corolario. 12.27.
Sea f : A— B un homomorfismo de anillos e a un ideal de B, entonces existe un isomorfismo de
anillos

f 2 A/f7H(a) — Im(f)/(aNIm(f))
definido por f'(a + f *(a)) = f(a) + (anIm(f)), para cada a € A.

DEMOSTRACION. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo de homomorfismos de anillos:

A—2m(f) LB
b

Im(f) B

anIm(f) a

donde seguimos con la notacién del Primer Teorema de isomorfia, ademas g es la proyeccién cand-

. . . ey . . I
nica. Y podemos considerar la composicién qf’p que es sobreyectiva; entonces su imagen es mrlrﬁ}),
y para calcular su nucleo basta estudiar como estd definida; tenemos:

qaf'p(a) =qf (a) = f(a) + (anIm(f)),
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por tanto el ntcleo es {a € A| f(a) € anIm(f)} = f'(a). Y aplicando el Primer Teorema de
isomorfia tenemos el resultado. O

Teorema. 12.28. ( Segundo Teorema de isomorfia)
Sea A un anillo, S un subanillo e a un ideal de A, entonces se verifica:
(1) S+ a es un subanillo de A que contiene a a como ideal.

(2) SNaesunideal deS.
(3) Existe un isomorfismo f : % — ST:”‘ definido por f(s+(SNa)) =s+a, para cadas €8S.

DEMOSTRACION. (1). Definimos S+a={s+y | s €S, y € a}, entonces vamos a probar que S + a
es un subanillo de A, para s; + y;,5, + ¥, €S + a se verifica:

(51+y1)—(sa+y2)=(s;—5)+(y1—¥2) €S +a,

(s1+y szt y2) =818+ (51Y2 + yaS2 + y1y2) €S+,
finalmente 1 € S + a, luego tenemos el resultado. Es claro que a € S + a es un ideal.

(2). Es claro que para x, y € SNa se tiene x —y € SNa; supongamos que x € SNays € S, entonces
sx € S ya que los dos factores pertenecen a S, y por estar S C Ay ser a un ideal tenemos sx € a,

luego sx € SNayesunideal de SNa.

(3). Consideramos la composicién de homomorfismos de anillos S S S+a 2, S?, donde p es la

proyeccién candnica e i es la inclusién. Los elementos de X2 son de la forma (s + y)+acons €S,

a
Yy € a, por lo tanto se pueden escribir como s+a, con s € S, y como consecuencia pi es una aplicacion
sobreyectiva ya que para cada s € S se verifica pi(s) = s + a. Vamos ahora a calcular el nucleo de pi,

tenemos:
Ker(pi)={s€ S| pi(s)=0}={s€S|s+a=0}={s€S|s€a}=SNaq;

y aplicando el Primer Teorema de isomorfia resulta que existe un isomorfismo f : Sinu = % definido
f+(SNa)=s+a. |

Teorema. 12.29. ( Tercer Teorema de isomorfia)
Sea A un anillo e a un ideal de A, se verifica:

(1) Existe una biyeccion, que conserva el orden, entre los ideales de A que contienen a a y los ideales
de A/a, definida por b — b/a.
(2) Para ideales a C b de A se tiene (A/a)/(b/a) = A/b.
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DEMOSTRACION. (1). Supongamos que b es un ideal de A verificandoa Cb CA,yseap:A— A/a
la proyeccién canoénica, entonces p(b) es un ideal de A/a ya que p es una aplicacion sobreyectiva,
ver Lema (12.20.). Los elementos de p(b) son {j+a| j € b}, por esta razdn se suele representar por
b/a; por esta descripcién de los elementos de p(b) se deduce facilmente que p~*p(b) = b. Sea ahora
¢ € A/a un ideal, entonces p~(c) es un ideal de A, ver Lema (12.20.), que contiene a a; se verifica
p(p~'(c)) = ¢, entonces las aplicaciones p y p~! establecen una biyeccién entre los ideales de A/a y
los ideales de A que contienen a a, es claro que si a € b; € b, C A, entonces se tiene p(b;) € p(b,), y
por lo tanto esta biyeccién mantiene el orden.

(2). Supongamos que tenemos ideales a C b de A, entonces existe un homomorfismo de anillos f :
A/a— A/b inducido por la propiedad universal del anillo cociente, y definido por f(a+a) = a+b;
ademas este homomorfismo es sobreyectivo; vamos a calcular su ntcleo,

Ker(f)={a+acA/al| fla+a)=0}={a+a€A/a| a+b=0}=
{a+a€A/a|l acb}=0b/a,
segun la biyeccién establecida en el apartado (1). a

Sea {A; | i € I} una familia de anillos, consideramos el producto cartesiano [ [{A; | i € I}, y las
proyecciones canénicas p; : [ [{A; | i €I} — A}, para j € I. Tenemos:

Lema. 12.30.
Existe una tnica estructura de anillo en [ [{A; | i € I} de forma que las proyecciones candnicas p i
j €1, sean homomorfismos de anillos.

DEMOSTRACION. Los elementos de [ [{A; | i € I} los representamos por (g;);, con q; € A;. Si
cada p; es un homomorfismo de anillos resulta que la suma y el producto han de estar definidos
componente a componente, y el elemento uno es la upla que tiene el elemento uno de cada anillo
A;, como consecuencia las operaciones se deben definir de la siguiente forma:

(a;); +(b;); = (a; + by);,

(a;)i(b;); = (a;b;);;

falta ahora comprobar que con estas operaciones y el elemento uno antes mencionado el producto
cartesiano es un anillo, pero esto es inmediato. O

El anillo | [{A; | i € I} con las operaciones definidas antes se llama anillo producto de la familia
{A; | ieTI}.
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Teorema. 12.31. ( Propiedad universal del anillo producto)
Sea {A; | i € I} una familia de anillos y {f; : A— A, | i € I}, una familia de homomorfismos de
anillos, entonces existe un tinico homomorfismo de anillos f : A— [ [{A; | i € I} tal que fi =pif,
paracadaje€l

A

| .
f\
A
. p

DEMOSTRACION. Si f existe verificando las condiciones del enunciado y la imagen de a € A es (q;);,
entonces se verifica:

a; =p;(f(a)) =p;f(a) = fi(a),
por lo tanto vamos a definir f de esta forma, esto es;
fa)=(fi(a));

asi definida f ‘es una apl}cac1on, y es la tinica que ver1ﬁc:%1 p;f = f; para cada j e.I' . Veamos que es
un homomorfismo de anillos y esto acabard la demostracion; sean a, b € A, se verifica:

f(a+b)=(fi(a+Db)); =(fi(a) + fi(b)); = (fi(a)); + (fi(b)); = f(a) + f (D),

f(ab) = (fi(ad)); = (fi(a)f;i(b)); = (fi(a));(fi(B)); = f(a)f (b),
f()= (fi(l))i = (11')1"

Proposicion. 12.32.
Sea {f; : A;— B; | i € I} una familia de homomorfismos de anillos, y p; : | |A; = A;, q; : [ | B; = B;
las proyecciones candnicas, entonces existe un tinico homomorfismo de anillos

G| [alien—] |1 ien
que verifica: q;(f;); = f;p; para cada j € 1. Ademds
Ker((f)) =] [{Ker(f) | ie1}.
[1A—2—A4
(fi)i: lfj

A
l—[Bi q; B]

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




114 CAPR III. ANILLOS CONMUTATIVOS

DEMOSTRACION. Consideramos las composiciones f;p;, aplicando la propiedad universal del anillo
producto, resulta que existe un tinico homomorfismo de anillos f : [ JA; — [ | B; verificando pif =
fip;j, este es el homomorfismo que verifica las condiciones del enunciado. Finalmente destacar que
para (a;); € [ [A; se verifica f((a;);) = (f:(a;));, y que por esta razén a f se suele representar por
(f;);- Vamos a calcular el nucleo de (f;);, tenemos:

Ker((f;);)={(a;); € l_[Ai | (f):((a;);) =0}
= {(ai)i € l_[Ai | (fi(a)); =0}
={(a;); €[ ]A; | fi(a;) =0 para cada i €I}
={(a;); €] [A;| a; € Ker(f;) para cada i € I}
— [ TKer(7) | i <1},

Lema. 12.33.
Sea {A; | i € I} una familia de anillos y {a; | i € I} una familia de ideales con a; ideal de A;, para
cadai €1, se verifica:

(1) [{a;| i €1} esunideal de [ [{A; | i € I}.

; [[{A | ieT}
(2) Existe un isomorfismo Llienx =,
[ } [[{a;l i€l}
DEMOSTRACION. Es un fécil ejercicio para el lector. |

Teorema. 12.34. (Teorema chino del resto)

Sea A un anillo e ay,...,aq, ideales propios de A tales que a; + a; = A, paral < i,j < n, i # j,
entonces el homomorfismo candnico f : A— ]_[{§ | 1 <i< n} essobreyectivo. Ademas Ker(f) =
G N...Na,=a;- - a,.

DEMOSTRACION. El homomorfismo f estd inducido por las proyecciones candnicas p; : A— f, por
lo tanto esta definido:

fla)=(a+ay,...,a+a,), paratodoac€A;
el calculo del ntcleo es sencillo:

Ker(f)={a€A| f(a)=0}={a€A| a+a;=0 V1i<i<n}=
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{fa€Al a€q; Vi<i<n}=a,N...Na,=a;---a,

donde para la ultima igualdad hemos aplicado la Proposiciéon (12.19.). Para estudiar la sobreyecti-
vidad hacemos induccién sobre n; para n = 1 el resultado es cierto; supongamos que sea cierto para
n 'y vamos a probarlo para n+ 1, esto es; tenemos que probar que dados x;,...Xx,,; €A, existe x €A
tal que

x=x;(modq;), 1<i<n+1;

por la hipétesis de induccién resulta que existe y € A tal que
Yy =x;(moda;) paral<i<n;
yaquea,,,+a;, =Aparatodo 1 <i < n, resulta, aplicando el Lema (12.18.) que tenemos la igualdad
A=a,+a;-ra,=a,,ta;N...Na,
y por tanto podemos expresar y — X,,,; de la siguiente forma:

y—X,,,=a+b, cona€a,;,b€a;N...Na

n»

definimos entonces x = y — b, vamos a comprobar que x asi definido verifica las condiciones del
enunciado.
X —Xpt1 :y_b_xn-H =da €y,

x—x;=y—b—x;=(y—x;)—b€aq;, paratodol<i<n.
|

Sea A un anillo, un ideal m de R se llama maximal en A si es un ideal propio de A, esto es; m #A, y
para cada ideal b de A verificandom C b C A, setienem =06 b =A.

Lema. 12.35. (Teorema de Krull)
Sea A un anillo, y a un ideal propio, entonces existe un ideal maximal m de A tal que a € m.

DEMOSTRACION. Llamamos I' al conjunto de todos los ideales propios de A que contienen a a, esto
es;
I'={bCA]| besunideal propio de Ay a C b}.

La familia I es no vacia ya que a € I', ademés sib; C b, C... C b, C... es una cadena ascendente de
elementos de I', entonces Ub,, es un ideal propio de Ay contiene a a. Aplicando el Lema de Zorn, en
I" existen elementos maximales, sea b € I' maximal, entonces b es un ideal maximal de A y tenemos
el resultado. a
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Corolario. 12.36.
Todo anillo A contiene al menos un ideal maximal.

DEMOSTRACION. Basta tomar a = 0 en el Lema anterior. O

Proposicion. 12.37.
Sea A un anillo y m un ideal de A, son equivalentes:

(a) m es un ideal maximal de A.
(b) A/m es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Supongamos que m sea un ideal maximal, y consideremos el cociente A/m, si
0 # a+m € A/m, entonces a ¢ m, y tenemos (a) + m = A, y como consecuencia existen r € Ay
m € m tales que 1 = ar + m; tomando clases resulta que 1+ m = (a + m)(r + m), y por tanto A/m
es un cuerpo. Supongamos ahora que A/m es un cuerpo, y que existe un ideal m C b C A, entonces
para y € b\ m se verifica que y +m es no nulo en A/m, entonces existe un inverso, s + m; existe pues
memtalque ys+m=1, yyaque mC b, resulta que 1 = ys + m € b, esto es; b =A por tanto m es
un ideal maximal. a

Sea A un anillo, un ideal p de A se llama primo si es un ideal propio y para cualesquiera elementos
a,b € Ase tiene que si ab € p, entoncesa €p 6 b € p.

Lema. 12.38.
Sea A un anillo, todo ideal maximal de A es un ideal primo.

DEMOSTRACION. Sea m un ideal maximal de A, y a,b € A tales que ab €m, sia ¢ mexistenr €Ay
m € m tales que ar + m =1, y por tanto b = abr + mb € m. a

Proposicion. 12.39.
Sea A un anillo y p un ideal de A, son equivalentes:

(a) p es un ideal primo de A.
(b) A/p es un dominio de integridad.
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DEMOSTRACION. Supongamos que p es un ideal primo y sean 0 # a + p,b +p € A/p, entonces
a,b ¢ p y por tanto ab ¢ p, luego 0 # ab+p = (a +p)(b +p), y A/p es un dominio de integridad.
Supongamos ahora que A/p es un dominio de integridad, si para a, b € A se verifica ab € p, entonces
en el anillo A/p se tiene: 0 =ab+p = (a+p)(b+p), yportantoa+p =0, estoes;acpdéb+p=0,
estoes; b €p. O

Sea A un dominio de integridad, consideramos el producto cartesiano
X =Ax(A\{0}),
y en X definimos una relacién, que es de equivalencia;
(a,s) ~ (b, t)siat =sb.

La clase de (a,s) en X/ ~ la notaremos por a/s. Y el conjunto cociente X/ ~ lo notaremos por K;
los elementos de K se llaman fracciones. En K definimos dos operaciones:

a/s+ b/t = (at+ bs)/(st)y

a/sob/t =(ab)/(st).
Y una aplicacién
p :A—> K definida p(a) = %.

Lema. 12.40.

En la situacién anterior las operaciones ‘“+” y no dependen de los representantes elegidos, y
(K,+,0) es un anillo con elemento uno igual a 1/1. Ademads p : A— K es un homomorfismo de
anillos inyectivo.

“.
[¢]

DEMOSTRACION. Vamos a comprobar que la definicién de las operaciones no dependen de los
representantes elegidos; supongamos a/s = a’/s’ y b/t = b’/t’, entonces tenemos que probar
(at + bs)/(st) = (a’t’ + b’s")/(s't") desarrollamos la siguiente expresion:

(at + bs)s't’ —(a’t’ + b's")st =
(ats’'t’ + bss't’ —a’t'st + b's'st =
(as’—a’s)tt’ + (bt’—b't)ss' =0,

luego las dos fracciones son iguales; para probar que (ab)/(st) = (a’b’)/(s’t") desarrollamos la
siguiente expresion:
abs't’ —a’b’st =

abs't’ —a’sbt’ +a’sbt’' —a’b’st =
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(as’"—a’s)bt’ +a’s(bt’—b't) =0,
luego las dos fracciones son iguales. Probar que (K, +,0) es un anillo y que p es un homomorfismo
inyectivo de anillos es un sencillo pero laborioso ejercicio. O

Corolario. 12.41.
En la situacion anterior K es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Y conocemos que K es un anillo, falta probar tiinicamente que cada elemento no
nulo tiene un inverso; sea 0 # a/s € K, entonces a # 0 y por tanto podemos considerar la fraccién
s/a, es claro entonces que (a/s)™* =s/a. |

El cuerpo K se llama el cuerpo de fracciones de A. Tenemos pues una descripcién de los elementos
de K en funcién de las imagenes de los elementos de A de forma sencilla,

a/s =p(a)p(s)™.

Teorema. 12.42. (Propiedad universal del cuerpo de fracciones)
Sea A un dominio de integridad y f : A— B un homomorfismo de anillos tal que f (a) es invertible
en B, si a # 0, entonces existe un tinico homomorfismo de anillos f' : K — B tal que f = f'p

A

DEMOSTRACION. Al igual que en otros resultados similares, supongamos que existe la aplicacion f’
verificando las condiciones del enunciado, entonces resulta:

f(a/s)=f"(p@ps) ™) =rf"(pl@)f (p(s)™) =
f'le(@)f (p(s) ™ = fla)f ().

Entonces hacemos esta definicién: f’(a/s) = f(a)f(s)™ . Falta demostrar que f’ estd bien definida
y que es un homomorfismo de anillos, evidentemente es el inico que verifica las condiciones del
enunciado. Sea a/s = a’/s’, entonces as’ — a’s = 0, y se verifica f(a)f(s’) — f(a’)f (s) = 0, luego
f(a)f(s) ™' = f(a’)f(s"). Probar que f’ es un homomorfismo de anillos es hacer un sencillo calculo.

O

Ejemplo. 12.43.
El ejemplo mds conocido de cuerpo de fracciones de un dominio de integridad es el cuerpo Q de los
numeros racionales, que es el cuerpo de fracciones de Z.
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Ejercicios

Definicion de anillo y morfismo de anillos

Ejercicio. 12.44.
Determinar todos los subanillos e ideales del anillo Z de los ntimeros enteros.

Ref.: 1103e 031 SOLUCION.

Ejercicio. 12.45.
Sean nZ y mZ ideales de Z. Determinar su suma, su interseccion y su producto.

Ref.: 1103e_032 SOLUCION.

Ejercicio. 12.46.
Si A es un anillo, un homomorfismo de anillos f : A— A se llama un endomorfismo de A. Sea A
un anillo y f : A— A un endomorfismo, demostrar que

{acAl fla)=d}

es un subanillo de A, se llama el subanillo fijo para f .
Ref.: 1103e_033 SOLUCION.

Ejercicio. 12.47.
Sea A un anillo, demostrar que existe un tinico homomorfismo de anillos f, : Z — A. Resulta que
Im(f,) es el subanillo de A generado por el 1. f, se llama el homomorfismo caracteristico de A.

Ref.: 1103e_034 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.48.
Si A es un anillo, llamamos caracteristica de A al nimero entero positivo ¢ nulo n tal que nZ =
Ker(f,), y se representa por car(A) .

(1) Demuestra que sicar(A) = n # 0, entonces n es el menor niimero entero positivo tal quen-1 = 0.

(2) Demuestra que siA es un dominio de integridad, entonces car(A) = 0 ¢ es un nimero primo.

(3) ¢Bajo qué condicion para las caracteristicas de dos anillos A y B podemos asegurar que no existe
un homomorfismo de anillos de A enB?

(4) Calcula la caracteristica de los siguientes anillos Z, Q y Z,,.

(5) Demuestra que si S es un subanillo de un anillo A, entonces car(S) = car(A).

(6) Sip es un entero primo positivo y A es un anillo de caracteristica p, demuestra que paraa,b € A
se verifica (a + b)? = a? + b*.

(7) Endomorfismo de Frobenius. SiA es un anillo de caracteristica p, con p entero primo positivo,
demuestra que f : A— A definido f (a) = a? para cada a € A es un endomorfismo de A.

Ref.: 1103e_035 SOLUCION.

Ejercicio. 12.49.
Consideramos los subanillos de R siguientes:

Z[V2], Z[V2,v/3], Z[V2], Z[V3,V2].

(1) Describir los elementos de cada uno de ellos.
(2) ¢Existe algtin homomorfismo de anillos de Z[v/2] en Z[+/3]? (Y de Z[v/2] en Z[v/2]?

Ref.: 1103e_036 SOLUCION.

Ejercicio. 12.50.
Sea A un anillo, probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es un cuerpo.
(b) Los unicos ideales de A son el cero y el total.
(c) Todo homomorfismo de anillos f : A— B es inyectivo.

Ref.: 1103e 037 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.51.
Demostrar que si A es un dominio de integridad, entonces se verifica la propiedad cancelativa del
producto para los elementos no nulos.

Ref.: 1103e_038 SOLUCION.

Ejercicio. 12.52.

Sea A un anillo, un elemento a € A se llama idempotente si a> = a. Demuestra que si todos los
elementos de un anillo son idempotentes, entonces el anillo tiene caracteristica 2. Demuestra que
en un dominio de integridad los tinicos elementos idempotentes que existen son el cero y el uno.

Ref.: 1103e 039 SOLUCION.

Ejercicio. 12.53. (Anillo de Boole de las partes de un conjunto)
Sea X un conjunto no vacio, llamamos A al conjunto de las partes de X, esto es; A= ?(X). En A
definimos dos operaciones:
AAB=(ANB)U(A'NB),
AVB=ANB,

donde A’ y B’ representan los complementos de A y B, respectivamente, en X. Demostrar que
(A, A, V) es un anillo con elemento uno el elemento X.

Ref.: 1103e 040 SOLUCION.

Ejercicio. 12.54.

Sea A un anillo, un elemento a € A se llama nilpotente si existe un nimero entero positivo n tal que
a" = 0. Demostrar que los elementos nilpotentes de un anillo forman un ideal. Demostrar que en un
dominio de integridad el tinico elemento nilpotente que existe es el cero.

Ref.: 1103e 041 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.55.
Demostrar que todo dominio de integridad finito es un cuerpo.

Ref.: 1103e_042 SOLUCION.

Ejercicio. 12.56.

Si A es un anillo, un automorfismo f de A es un endomorfismo de anillos f : A — A que es
un isomorfismo. Sea A un anillo y u € A un elemento invertible, definimos f, : A — A mediante
f,(a) =uau™!, para cada a € A. Demostrar que f, es un automorfismo de A.

Ref.: 1103e 043 SOLUCION.

Ejercicio. 12.57.
Determinar para qué valores de m se tiene que Z,, es un dominio de integridad.

Ref.: 1103e_044 SOLUCION.

Ejercicio. 12.58.
Determinar los ideales del anillo Z,,. Dar una representacion grdfica de los ideales de los siguientes

anillos: Z,, Z, Zg, y en general de Zyy1..pn PATADy, ..., P, €NLETOS primos positivos y ey, . .., e, enteros
pOsitivos.
Ref: 1103e 045 SOLUCION.

Ejercicio. 12.59.

Dados dos nimeros enteros positivos n y m, dar condiciones para que exista un homomorfismo de
Z, enZ,,.

Ref.: 1103e 046 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.60.
Si A es un anillo de caracteristica no nula m, demostrar que existe un unico morfismo de anillos
f :Z,,— A, y que este homomorfismo es inyectivo.

Ref.: 1103e_047 SOLUCION.

Ejercicio. 12.61.
Demostrar que el anillo Z,, tiene un elemento nilpotente no nulo si, y solo si, m es divisible por el
cuadrado de un numero entero primo. Determinar los elementos nilpotentes de Z,,.

Ref.: 1103e 048 SOLUCION.

Ejercicio. 12.62.
Demostrar que los anillos Z,,,, y Z, x Z,, son isomorfos si y sélo sin y m son primos relativos.

Ref.: 1103e 049 SOLUCION.

Ejercicio. 12.63.
Demostrar que el producto de dos dominios de integridad no es nunca un dominio de integridad.

Ref.: 1103e_050 SOLUCION.

Ejercicio. 12.64.
Sea {A; | i € I} una familia finita de anillos, demostrar que a es un ideal del producto | [, A; si, y
solo si, a = [ |, a; para una familia de ideales {a; | i €I}, donde a; = p;(a) para cadai €.

Ref.: 1103e 051 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.65.
Determinar explicitamente los siguientes isomorfismos de anillos, cuando los haya:

(1) Zgg/6Zgs = Ty X Zs.
(2) Zyg)4T4s = Ty X Ty ?

Ref:: 1103e 052 SOLUCION.

Ejercicio. 12.66. (Funcion ¢ de Euler)
Si A es un anillo, llamamos % (A) al conjunto de los elementos invertible de A.

(1) Demostrar que (% (A),-) es un grupo abeliano.
Para cada numero entero positivo n definimos

¢ (n) = numero de enteros positivos menores que n
primos relativos con n.

(2) Demostrar que para cada niumero entero positivo n se verifica o(n) = Card(%(Z,)).
que p p ¥ n
(3) Demostrar que si n y m son numeros enteros positivos primos relativos, entonces se verifica:
q y pP p
p(nm) = () (m).
(4) Demostrar que si p es un numero entero primo positivo, entonces para cada entero positivo e
se tiene (p®) = p* —p* L.
(5) Demostrar que sin = pil -y parapy,...,p, €Nteros primos positivos y e, ..., e, enteros posi-

tivos, entonces se verifica:
-
1
p(n)= nl_[(l——).
i=1 Di

Ref.: 1103e_053 SOLUCION.

Ejercicio. 12.67. (Ideales primos de Z.)

Estudia los siguientes enunciados:
(1) Demuestra que un ideal nZ de Z es primo si, y sélo si, n es cero 6 un nimero entero primo

positivo.
(2) Demuestra que en Z todo ideal primo no nulo es maximal.

Ref.: 1103e_054 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.68.
Sea f : A— B un homomorfismo de anillos.

(1) Sip es un ideal primo de B, demostrar que f ~'(p) es un ideal primo de A.

(2) Sif essobreyectiva y m es un ideal maximal de B, demostrar que f ~(m) es un ideal maximal
de A.

(3) Sif essobreyectiva y q es un ideal primo de A tal que Ker(f) C q, demostrar que entonces f (q)
es un ideal primo de B.

(4) Sif es sobreyectiva y m es un ideal maximal de A tal que Ker(f) € m, demostrar que entonces
f (m) es un ideal primo de B.

(5) Demostrar que si f es sobreyectiva, entonces existe una correspondencia biyectiva entre los
ideales primos (resp. maximales) de A que contienen al niicleo de f y los ideales primos (resp.
maximales) de B.

Ref.: 1103e 055 SOLUCION.

Ejercicio. 12.69.
Llamemos G = Z[i] al anillo de los enteros de Gauss, demostrar que es un dominio de integridad y
que su cuerpo de fracciones es Q[1].

Ref.: 1103e_056 SOLUCION.

Ejercicio. 12.70.
Describir el cuerpo de fracciones del anillo Z[ +/2].

Ref.: 1103e_057 SOLUCION.

Ejercicio. 12.71.

La construccion del cuerpo de fracciones se puede extender de la siguiente forma. Sea A un anillo,
y sea S un subconjunto cerrado para el producto y que contiene al uno, esto es; un subconjunto
multiplicativamente cerrado. En el producto cartesiano

X=AxS
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definimos una relacion de equivalencia
(a,s) ~ (b, t) sidu S tal que u(at —sb) =0.

La clase de (a,s) la notamos por a/s, y el conjunto cociente X/ ~ lo notamos por ST'A. En S'A
definimos dos operaciones:
a/s+b/t=(at+ bs)/sty

a/sob/t =(ab)/(st).

Entonces (S™'A, +, 0) es un anillo con elemento uno igual a 1/1. Existe un homomorfismo de anillos
p : A — ST'A verificando la siguiente propiedad universal: para cada homomorfismo de anillos
f :A—> B tal que f (s) es invertible en B para cada s € S, existe un tinico homomorfismo de anillos
f':ST'TA— B talque f = f'p.

S7!A
B

Comprobar todas las afirmaciones contenidas en las lineas anteriores. Calcular el niicleo de p.
Ref.: 1103e_058 SOLUCION.

Ejercicio. 12.72. (Subanillos de Q.)
Tomemos & un conjunto de niimeros enteros primos de Z, y definimos

P = {productos finitos de elementos de 2} U {1},

(1) Demostrar que P es un subconjunto de 7Z multiplicativamente cerrado.

(2) Demostrar que P~'Z es un subanillo de Q.

(3) Demostrar que todo subanillo de Q es de esta forma.

(4) Como consecuencia deducir que Q no contiene ningtin subanillo propio que sea un cuerpo.

Ref.: 1103e 059 SOLUCION.

Ejercicio. 12.73.
Demostrar que todo cuerpo de caracteristica cero contiene un subcuerpo isomorfo a Q.

Ref.: 1103e_060 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.74.

Sean a,b € A, con a # 0 y no divisor de cero. Si (a) C A es un ideal primo y (a) € (b) %A, prueba
que (a) = (b).

Ref.: 1103e 061 SOLUCION.

Ejercicio. 12.75.
Sea D un dominio de integridad, y p € D. Son equivalentes:

(a) p es irreducible.
(b) p#0 y(p) € D es un ideal maximal en el conjunto de los ideales principales propios de D.

Ref.: 1103e_062 SOLUCION.

Ejercicio. 12.76.
Sea D un dominio de integridad y 0 # a € D un elemento no invertible.

(1) Sipara todo x € D tal que atx existenu,v € D tales que ua+vx = 1, entonces a es un elemento
primo.
(2) Prueba que esta condicion no es equivalente a ser primo.

Ref.: 1103e_063 SOLUCION.

Ejercicio. 12.77.
SeaD unDFUya,,...,a, € D elemento que son primos relativos dos a dos (no nulos y no invertibles).

(1) Sia,---a, es una potencia m—ésima, entonces cada a; es un elemento asociado a una potencia
m—ésima.
(2) (Es cada a; una potencia m—ésima?

Ref.: 1103e 064 SOLUCION.
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Ejercicio. 12.78.
Sea D un DI. Prueba que son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) Cada ideal primo no nulo de D contiene un ideal primo no nulo principal.

Ref: 1103e 023 SOLUCION.

Ejercicio. 12.79.

Sea k € Z un niimero entero libre de cuadrados, y definimos N : Z[v'k] — Z mediante N(a +

bvk) = a® — kb>. Prueba:

(1) N(afB) = N(a)N(B) para todos a, 3 € Z[Vk].

(2) N(a) = %1 si y solo si a € Z[Vk] es invertible.

(3) a ~ f3, son asociados, entonces N(a) = =N (f3), y el reciproco no es cierto en general.

(4) SiN(a) € Z es irreducible, entonces a € Z[v'k] es irreducible, y el reciproco no es cierto en
general.

Ref.: 1103e_066 SOLUCION.

Ejercicio. 12.80.
Sea D un domino que contiene un cuerpo K tal que dimy (D) < 0o. Prueba que D es un cuerpo.

Este ejercicio es una extension de aquel que dice que todo dominio de integridad finito es un cuerpo.
Ref: 1103e_067 SOLUCION.
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13. Dominios euclideos

Divisibilidad
Sea D un dominio de integridad, abreviadamente DI, y sean a, b € D, decimos que

(1) a divide a b, a|b, si existe ¢ € D tal que b = ac. También decimos que b es un mdltiplo de a 6
que a es un divisor de b.

(2) Sia no divide a b lo representamos por a t b.

(3) a es invertible si existe x € D tal que ax = 1. Llamamos % (D) al conjunto de los elementos
invertible de D.

Vamos a reunir en un Lema las principales propiedades de la relacién de divisibilidad.

Lema. 13.1.
Si D es un DI, se verifica:

(1) La relacion de divisibilidad es reflexiva y transitiva. Una relacion que verifica estas dos propie-
dades se llama un preorden en D.

(2) Para todo a € D tenemos que a|0.

(3) Sia € D, entonces 0|a si, y sélo si, a = 0.

(4) Siue D, entoncesu € 2 (D) si, y sélo si, u|1.

(5) Siue (D), entonces u|a para todo a € D.

(6) Siae€ D yue€ %(D) verifican a|u, entonces a € % (D).

DEMOSTRACION. (1).Es claro que para cada a € D se tiene a = al, luego a|a; sean ahora a, b,c € D
tales que a|b y b|c, entonces existen e, f € D tales que b = ae y ¢ = bf, y por tanto tenemos las
igualdades c = bf = aef, de donde se deduce que ajc.

(2). Es claro, ya que para cada a € D se verifica 0 = a0, luego a|O.

(3). Si 0|a, entonces existe b € D tales que a = 0b, y por tanto a = 0.

(4). Sea u € D, se verifica u|1 si, y sélo si, existe v € D tal que 1 = uv, y esto pasa si, y sélo si, u es
invertible.

(5). Siu e (D), entonces u|1, y como para cada a € D se tiene 1|a, resulta que u|a.

(6). Sialuyue (D), entonces tenemos u|1, luego a|1, y por tanto es invertible. a

Sean D un DI, y a, b elementos de D. Decimos que a es asociado a b si a|b y b|a, y lo notamos por
a~b.
Al igual que antes, vamos a reunir en un Lema las propiedades de la relacién de asociacion.

1103-03.tex
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Lema. 13.2.
Sea D un DI, se verifica:

(1) Sia,b €D, entonces a ~ b si, y sélo si, existe u € % (D) tal que a = bu.
(2) La relacién de asociacidon es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. (1).Sia ~ b, existen c,d € D tales que a = bc y b = ad, deducimos entonces que
a=adcyb=bcd. Sia=0, entonces b =0 =a; si a # 0, entonces de a = adc deducimos 1 = dc,
luego d y ¢ son invertibles y tomando u = ¢ tenemos el resultado.

(2). Probar que la relacién ~ es de equivalencia es ahora un simple ejercicio. a

Maximo comun divisor y minimo comun maultiplo

Vamos a desarrollar en un DI la aritmética que ya hemos visto en el anillo Z. Sea D un DIy a,b € D,
llamamos maximo comun divisor de a y b, y se representa por mcd{a, b} 6 (a,b), a un elemento
d € D tal que d|a, d|b, y si e € D verifica e|a, e|b, entonces e|d. De la definicién se deduce que el
mcd no es Unico, aunque si existe una cierta unicidad segun el siguiente Lema.

Lema. 13.3.
SeaD un DI, ya,b,d,d’ € D, se verifica:

(1) Sid yd’' son dosmcd de a y b, entoncesd ~ d’.
(2) Sid =mcd{a,b} yd ~d’, entonces d’ = mcd{a, b}.

DEMOSTRACION. (1).Ya que d y d’ son mcd de a y de b, resulta que d|d’ y d’|d, luego d ~ d’.

(2). Sid ~ d’, entonces d’|d, y por tanto d’|a y d’| b; sea ahora e € D tal que e|a y e|b, entonces
e|d, pero como d|d’, resulta que e|d’, y por tanto d’ es un med de a y b. O

Dos elementos a, b € D se llaman primos relativos si su mcd es igual a 1.

Proposicion. 13.4.
Sea D un DI, ya, b, c € D, si existen los mcd, se verifica:
(1) (ac,bc)={(a,b)c.

2) ((a,b),c)=(a,(b,c)).
(3) (a,b) ~a si, y sdlo si, a|b.
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4 (a,0)=ay(a,1)=1.

(5) Si(a,b)=1y(a,c)=1, entonces (a, bc) = 1.
(6) (a,b) =(a+kb,b) para todo k € D.

(7) Si(a,b)=1, alc y b|c, entonces ab|c.

DEMOSTRACION. (1). Llamamos d; = (a, b) y d, = (ac, ba), entonces d,c|ac y d,c|bc, luego d,c|d,.
Ya que c|ac y c|bc, existe e, tal que e,c = d,, entonces e,c|ac y e,c|bc, luego tenemos e,|a y e,|b 'y
por tanto e,|d,, de donde se deduce que d, ~ e,c|d;c.

(2). Llamamos d, = (a, b), d, = ((a, b),c), d3 = (b,c) y d, = (a, (b, c)); tenemos d,|d,, luego d,|a,
d,|b y d,|c, entonces d,|d; y d,|d,. Andlogamente se tiene d,|d,, y por tanto d, ~ d,.

(3). Si (a,b) ~ a, entonces a ~ (a,b) y por tanto a | b. Por otro lado, si a|b, entonces a|(a,b) y
a~(a,b).

(4). Es claro que (a,0) = a, ya que a|0. Si d|(a, 1), entonces d es invertible y d ~ 1.

(5). Si (a,b) =1, aplicando (1) tenemos que (ac, bc) = c; por otro lado (a,ac) = a por (3); ahora,
aplicando (2), tenemos

1=1(a,c)=1(a,(ac,bc)) = ((a,ac), bc)=(a, bc).

(6). Sead, =(a,b) yd, = (a+ bk, b), tenemos d, |a y d,|b, entonces d, |d,; reciprocamente, d,|b y
d,|a + bk, entonces d,|a y resulta que d,|d,, de donde d; ~ d,.

(7). Si(a,b) =1, entonces (ac, bc) = c. Por otro lado, si a|c, entonces a = (a, c), luego ab = (ab, cb)
y ab|cb; de la misma forma ab|ac, luego ab|(ac,cb) =c. O

La apostilla “si existen los med” es necesario hacerla, ya que en un DI no siempre existe el mcd de
dos elementos.

Sea D un DI, y a, b € D, llamamos minimo comun multiplo de a y b, y se representa por mcmf{a, b}
6 [a,b], a un elemento m € D tal que a|m, b|m, y si n € D verifica a|n, b|n, entonces m|n. De la
definicion se deduce que el mcm no es tinico, aunque si existe una cierta unicidad segun el siguiente
Lema cuya demostracién es andloga a la realizada en el caso del mcd.

Lema. 13.5.
Sea D un DI, y a,b,m,m’ € D, se verifica:

(1) Sim ym’ son mem de a y b, entonces m ~ m’.
(2) Sim=mcm{a, b} ym~ m’, entonces m’ = mecm{a, b}.

Resultados andlogos, salvo (5) y (6) de la Proposicién (13.4.), se verifican para el mem. La apostilla
“si existen los mcm” es necesario hacerla, ya que en un DI no siempre existe el mcm de dos elementos.
También puede ocurrir que exista el med y no exista el mem.
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Proposicion. 13.6.

SeaD un DI, ya, b, c € D, si existen los mcm, se verifica:
(1) [ac,bc]=[a,b]c.

@) [[a,bl,c]=1a,[b,c]].

(3) [a,b] ~ a si, y sélo si, bla.

(4) [a,0]=0.

Ejemplos. 13.7.

(1) En el anillo Z[+/—5] los elementos 2(1 + +/—5) y 6 no tienen med, ya que 2 y 1 + +/=5 son
divisores comunes y no existe otro divisor comtin que sea multiplo de 2 y 1+ +/—5.

(2) Consideramos el anillo Z[+/—5], los elementos 1 + +/—5 y 2 tienen med igual a 1, y no tienen
mem.

En cambio la existencia de mcm implica la existencia de mcd como prueba el siguiente Lema.

Lema. 13.8.

Sea D un DI, y0 # a,b € D, si existe elmcm dea y b, m = [a,b], entoncesm #0 yd = % es un
mced dea y b.

En particular, si existe [a, b], se verifica: (a,b)[a,b] = ab.

DEMOSTRACION. Ya que tenemos ab # 0y m|ab, se tiene m # 0 y existe x € D tal que ab = xm;
ya que a|m y b|m, existen a’, b’ € D tales que aa’ = m = bb’; desarrollando ahora la expresion de
ab tenemos:

ab=xm=xad, ab=xm=xbb’,

simplificando tenemos las siguientes expresiones de a y b:
b=xa, a=xb/,

luego x|a y x|b. Supongamos que existe e € D tal que e|a y e|b, entonces existen a”,b” € D tales
que a =ea” y b =eb”; definimos m’ = %, entonces m’ = a”b = b”a, de donde se deduce que a|m’
y b|m’, se tiene pues m|m’, luego existe m” € D tal que m’ = mm”; sustituyendo estos valores en la
expresion de ab resulta:

xm=ab=m'e=mm”e,

y simplificando por m resulta x = m”e, de donde se deduce que e |x y que x es un med de a y
b. O

Un DI verifica la condicion MDC, o es un GCD-dominio, si cada par de elemento de D tiene un
mcd.
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Dominio de factorizacion unica

Sea D un DI,

(1) Un elemento a € D se llama divisor propio 6 un factor propio de un elemento b € D si a no
es invertible, a|b y b {a.

(2) Un elemento a € D se llama irreducible en D si no es cero ni invertible y no tiene divisores
propios.

Lema. 13.9.
Sea D un DI, se verifica:
(1) Para todou € D, siu € %(D) entonces u no tiene divisores propios.

(2) Sia € D es un elemento irreducible, y b € D verifica b ~ a, entonces b es irreducible.
(3) Sia € D es invertible y b € D verificaa ~ b, entonces b es invertible.

DEMOSTRACION. (1). Si u € % (D), los Unicos divisores de u son invertibles, por tanto no tiene
divisores propios.

(2). Sia ~ b, tenemos que a y b tienen los mismos divisores. Por otro lado, ¢ es un divisor propio
de a, también c es un divisor propio de b. Por tanto a es irreducible si, y sélo si, lo es b.

(3). Si a es invertible, entonces a|1, y si a ~ b, entonces b|a; combinando los dos resultados tenemos
b|1, y b es invertible. a

Sea D un DI, llamamos

(1) D* al conjunto D \ {0}.

(2) Un elemento a € D* \ %(D) tiene una factorizacion en elementos irreducibles si existen
elementos irreducibles p,,...,p, € D talesque a =p; - p,.

(3) Un DI en el que todo elemento no nulo y no invertible tiene una factorizacién en elementos
irreducibles se llama un dominio atémico.

(4) Dos factorizaciones en elementos irreducibles de a € D*\ % (D), a = p;-**Py = q1 """ Q> S€
llaman esencialmente iguales si n = m y existe o € S, tal que q; ~ p,(i), 1 <i < n.

(5) Un elemento a € D*\ % (D) tiene una factorizacion unica en elementos irreducibles si tiene
una factorizacién en elementos irreducibles y cada dos factorizaciones en elementos irreducibles
son esencialmente iguales.

(6) Un DI es un dominio de factorizacion unica, abreviadamente DFU, si cada elemento no nulo

y no invertible, tiene una factorizacién tinica en elementos irreducibles.
Ejemplos. 13.10.

(1) Todo cuerpo es un DFU.

(2) No todo DI es un DFU. Es claro que el anillo Z[ v—5] es un DI ya que est4 contenido en el cuerpo
C, sin embargo el elemento 6 tiene dos descomposiciones en elementos irreducibles que no son
esencialmente iguales:

6=(1++v—5)(1—+v—5)=2x3.

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




134 CAPR III. ANILLOS CONMUTATIVOS

Igual ocurre para las siguientes factorizaciones de 9,
9=(2++v/=5)(2—+V—5)=3x3.

(3) El anillo Z[v—6] es un DI y no es un DFU. (Estudiar distintas descomposiciones del elemento

6 € Z[V/—6].)

Sea D un DI, un elemento p € D se llama primo si p no es cero ni invertible y verifica, para cualquier
par de elementos a, b € D, que si p|ab, entonces p|a 6 p|b.

Ejercicio. 13.11.
Sea D un DI y 0 # a € D, demostrar que a es un elemento primo de D si, y sélo si, el ideal (a) de D
es un ideal primo no nulo.

Lema. 13.12.
En un DI todo elemento primo es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que p € D es primo, y que a un factor propio de p, entonces existe
b € D tal que p = ab y b no es invertible. Ya que p es primo, ha de dividir a uno de los factores,
pero p t a, luego necesariamente p | b y por tanto p ~ b, esto es; a es invertible, lo que es una
contradiccion. O

El reciproco de este resultado no es cierto en general como prueba el Ejemplo (2) de (13.10.), ya
que 2| (1 + v—5)(1 — +/—5), y sin embargo 2 } (1 + +v—5) ni 2 { (1 — +/—5). Sin embargo existen
anillos en los que los conceptos de elemento irreducible y elemento primo coinciden.

Teorema. 13.13. (Condiciéon de primo, CP)
En un DFU todo elemento irreducible es primo.

DEMOSTRACION. Sea p € D un elemento irreducible de un DFU, y supongamos que p | ab, para
algunos a,b € D; si a € % (D), entonces b ~ p y p|b; andlogamente ocurre si b € % (D). Suponga-
mos ahora que a, b ¢ % (D), entonces existen factorizaciones en elementos irreducibles de a y de b,
supongamos que

a=p; Py y b=gq;--q,

ya que p |ab, existe ¢ € D tal que ab = pc, y sustituyendo los valores de a y b en esta expresion
tenemos las siguientes igualdades:

(p1---p-)(q;---q;) = ab =pc,
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por la unicidad de la descomposicién existe i € {1,...,r} 6 j € {1,...,s} talque p ~ p; 6 p ~ g, esto
es; pla 6 p|b, y por tanto p es un elemento primo de D. a

Ya que todo elemento irreducible es primo, podemos dar una caracterizacién de DFU atendiendo a
elementos primos.

Proposicion. 13.14.
Sea D un dominio de integridad, son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) Cada elemento no nulo y no invertible tiene una factorizacion en elementos primos.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Dado un elemento no nulo y no invertible a con factorizacién en primos
a = p,--p,, tenemos que probar que ésta es Unica. Si existe otra a = ¢, -**q,,, COMO p;:*-p, =
q1***qn, Se tiene que p;|q; - - q,,, y €Xiste q; tal que p;|q;, como ambos son primos, son irreducibles,
y se tiene p; ~ g;, supongamos que q; = q;; simplificando por p, se tiene p,---p, = gy q,,. Por
induccién sobre la longitud de la factorizacion tenemos el resultado. |

Tenemos también la siguiente caracterizacion de DFU.

Proposicion. 13.15. ([ 13, Theorem 5])
Sea D un dominio de integridad, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) Cada ideal primo no nulo contiene elemento primo.
(c) Cada ideal primo no nulo estd generado por elementos primos.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Dado un ideal primo no nulo p, para 0 # a € p existe un factor primo
de a que pertenece a p.

(b) = (a). Si cada ideal primo no nulo contiene un elemento primo, llamamos
H = {productos de elementos primos}.

Si existe un elemento no nulo y no invertible a tal que a ¢ H, como H es un conjunto multiplicativo
saturado, su complemento es una union de ideales primos, sea D \ H = U;p;. Como a € D \ H, existe
un ideal primo p; tal que a € p;. Como p; NH = &, se tiene que existe un elemento primo en p; que
no pertenece a H, lo que es una contradiccion.

(a) = (c). Dado un ideal primo 0 # p € D, si {a; | i € I} es un sistema de generadores, para cada
a; tenemos una factorizaciéon en elementos primos: a; = p;; - * * p;,,» POr tanto uno de los factores, sea
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pij> pertenece a p; podemos sustituir a; por p;; y tenemos un sistema de generadores formado por
elementos primos. a

Un dominio de integridad D verifica la condicién de cadena de divisores, abreviadamente CCD, o
equivalentemente la condicion de cadena ascendente para ideales principales, abreviadamente
CCAP, si no existe una sucesion infinita a,, a;, . .. tal que a,,, |a; para cada indice i > 1, o equivalen-
temente, no existe una cadena ascendente estricta de ideales principales (a,) € (a;) € (a,) C -+

Ejercicio. 13.16.
Si D es un DI son equivalentes:

(1) D verifica la CCAP
(2) Cada conjunto no vacio de ideales principales tiene un elemento maximal.

SOLUCION. (b) = (c). Es evidente.

(a) = (b). Dado un conjunto no vacio de ideales principales, I', tomamos un elemento (a;) €T.. Si
(a,) no es maximal, existe (a,) € T tal que (a;) g (a,). Siguiendo el proceso construimos una cadena
estrictamente ascendente de ideals principales, lo que es una contradiccion. a

Ejercicio. 13.17.
Si D es un DI, para un elemento no nulo y no invertible a € D son equivalentes:

(a) a es irreducible.
(b) (a) es un ideal maximal en el conjunto de los ideales principales propios no nulos.

SOLUCION. (a) = (b). Si a es irreducible, tenemos 0 # (a) & D. Si existe un ideal principal (a) C

(b) g D, existe ¢ € D tal que a = bc; como b no es invertible, se tiene que ¢ lo es, y por tanto

(a) = (b).

(b) = (a). Supongamos que (a) es maximal en el conjunto de los ideales principales propios no

nulos. Si a = bc, y b no es invertible, entonces (a) € (b) g D, por tanto (a) = (b), y c es invertible.
O

Ejercicio. 13.18.
Sea D un DI. Si D verifica la CCD, entonces cada elemento no nulo y no invertible tiene una factori-
zacion en irreducibles.
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SOLUCION. Sea 0 # a € D no invertible, si a no es irreducible, tiene una factorizacién propia:
a = a, b;. Si a; no es irreducible, existe una factorizacién propia: a; = a,b,, etc. Si en el proceso no
encontramos un factor irreducible, tenemos una sucesioén infinita a, = a, a,, a,, ..., con a,,,|a;, para
i > 1, lo que contradice la CCD. O

Proposicion. 13.19.
Todo DFU verifica la CCD.

DEMOSTRACION. Dada una sucesion de divisores ay,a,,..., se tiene a;,, | a;, por tanto a;,, tiene
como factores a ag,ay,...,a;. Si a; t aj.,, para j = 0,1,..., llegamos a una contradiccion con el
numero de posibles factores no asociados. O

Ejercicio. 13.20.
Si D es un dominio que verifica la CCD, entonces D[X ] verifica Ia CCD.

SOLUCION. Dada una cadena ascendente de ideales principales (F;) € (F,) C ---. Se tiene F,, |F,,
y por tanto grad(F,,,) < grad(F;) < grad(F,), para cada i > 1. Existe un indice n tal que grad(F,) =
grad(F,,,;) = :--, y como F,, | F; para i > n, existe aq; € D tal que F; = q;F;,;, y tenemos una
cadena de ideales principales (Ic(F,)) € (lc(F,;)) € ---, que por hipdtesis estabiliza. Por tanto
existe m > n tal que (Ic(F,,)) € (Ic(F,,;1)) € - -+, y se tiene Ic(F;) ~ 1c(F,,,) para i > m. En particular,
ya que lc(F;) = a;1c(F;,,), se tiene que a; es invertible para i > m, y por tanto (F,,) = (F,.1) ="
estabiliza. O

Teorema. 13.21.
Sea D in DI, son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) D verifica la CCD y la CP

DEMOSTRACION. Es claro que (a) = (b).

(b) = (a). Dado 0 # a € D no invertible, si a no es irreducible, existe una factorizaciéon a = a,b;.
Si a; no es irreducible, existe una factorizacién a; = a,b,, etc. No en este proceso no se encuen-
tra un elemento irreducible q;, tenemos una sucesién infinita de divisores a;, a,,..., lo que es una
contradiccion. Por tanto cada elemento no nulo y no invertible tiene un factor irreducible.
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Dado 0 # a € D no invertible, existe una factorizacién a = p,b,, con p, irreducible, si b; no es
irreducible, existe una factorizaciéon b; = p,b,, etc. Si en este proceso no se encuentra un b; irre-
ducible, tenemos una sucesién infinita de divisores b, b,, ..., lo que es una contradiccién. Por tanto
todo elemento no nulo y no invertible es un producto de irreducibles.

Dado 0 # a € D, si a tiene dos factorizaciones a = p;---p, = q; * * - q,, la demostracion en el Teore-
ma (13.34.) prueba que t = sy que, salvo una permutacién, los p’s y los g’s son los mismos. a

Lema. 13.22. (Criterio de Nagata)

Sea D una dominio de integridad, A4 el conjunto de los productos de elementos primos de D y x € D
un elemento irreducible. Se verifica:

(1) A& C D es un subconjunto multiplicativo.

(2) x/1 € N71D es irreducible 6 invertible.

(3) x € D es primo si, y solo si, x/1 € 4D es invertible 6 primo.

DEMOSTRACION. (1). Es inmediato.

(2). Si existe una factorizacién propia x/1 = (a/s)(b/s), entonces xs = ab. Sis = p, - -+ p,, se tiene
ab = xp,---p,, y cada p; divide a a 6 a b, simplificando se tiene a’b’ = x, con a’ un divisor de a y
b’ un divisor de b. Como x es irreducible entonces a’ 6 b’ es invertible. Si a’ es invertible, entonces
a/s es invertible.

(3). (=). Si x es primo, entonces D/xD es un dominio, y &/ 'D/xA'D = A47(D/xD) es un
dominio 6 es cero. En el prime caso x/1 es invertible, y en el segundo x/1 es invertible.

(«). Si x/1 es invertible, existen a € D, s € A tales que ax =s = p, --- p,. Si existe p; tal que p;|x,
entonces x es primo; en caso contrario, p; - -+ p,|a, y x es invertible, lo que es una contradiccién.

Si x/1 es primo y x|ab, entonces x/1|(a/1)(b/1), y se tiene x/1|a/1 6 x/1|b/1. En el primer caso
existena’ € Dy s € A tales que xa’ = as = ap; - - - p,. Si existe p; tal que p;|x, entonces x es primo;
en caso contrario, p; ---p,|a’, y existe a” € D tal que xa” = a, por tanto x|a. O

Corolario. 13.23. (Criterio de Nagata para DFU)
Con la notacidn anterior. Si D es un dominio de integridad, son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) Cada elemento no nulo no invertible tiene una factorizacién en irreducibles y 4D es un DFU.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Si 4~ 'D es un DFU, cada elemento irreducible x € D es primo, y se
tiene el resultado. O

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3




SEC. 13. DOMINIOS EUCLIDEOS 139

Ejercicio. 13.24.
Si D es un DFU, para cada subconjunto multiplicativo %, (0 ¢ ) se tiene que %D es un DFU.

DEMOSTRACION. [Uno] Dado un subconjunto multiplicativo % € D, definimos

Y, ={p| p esirreducible y un factor de un elemento de X},
Y, ={p| pesirreducible y p ¢ %, }.

Tenemos los siguientes hechos:
(1) pe %, si, ysélosi, p/1 € Z71D es invertible.

(=). Es claro.

(<).Si(p/1)(a/s) =1, se tiene pa =s € X, luego p € %;.
(2) Sip € o,, entonces p/1 € 7'D es irreducible.
Sip/1=1(a/s)(b/s), se tiene ps = ab, y por tanto p 6 divide a a é divide a b. Si p|a, los factores

irreducibles de b son de X;, y por tanto b/s es invertible.
(3) Z7!D es atémico (cada elemento no nulo y no invertibles es un producto de irreducibles).

Dado a/1 € ~7'D no nulo y no invertible, se tiene a = p;**p,q; ***qy> CON p; € 17 ¥ q; € Xy,
entonces a/1 =(p,/1)---(p,/1)(q;/1)---(q,,/1) es una factorizacién en irreducibles.
(4) Cada elemento irreducible de ¥7'D es de la forma u(q/1), con u € ©7'D invertible y q € %,.

Sia/s esirreducible,ya =p; -+ p,q, ***qn, entonces a/s = (p,/s)(p2/1) -+ (p,/1)(q;/1) - - (q,,/1),
y por tanto m = 1.
(5) Las factorizaciones en irreducibles son tinicas.

Dadas dos factorizaciones u(q;/1)---(q,/1) =u'(q;/1)---(q;/1), se tiene q; - - q,,5; = ¢ - q},

con s,,s, € X. Por ser D un DFU, se tiene q,---q,, ~ q;-**q,, y por tanto la factorizacién es
Unica.

O

DEMOSTRACION. [Dos] Aplicamos que D es un DFU si, y sélo si, cada ideal primo no nulo contiene

un elemento primo (Teorema de Kaplansky). Dado un ideal primo no nulo 3 € £7'D, existe un ideal

primo p C D tal que pNX = @&, y p=~1D = P. Por la hipétesis existe un elemento primo p € p. Falta

probar que p/1 € =7!D es primo. Si p/1|(a/s)(b/s), existe c/t tal que (p/1)(c/t) = (a/s)(b/s),

luego ps?c = abt, como p } t, se tiene p|a é p|b. Si p|a, existe d € D tal que a = dp, se tiene

entonces a/s = (p/1)(d/s). O

Ejercicio. 13.25.
Si K es un cuerpo, el anillo [X,X '] es un DFU.
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SOLUCION. Si K es un cuerpo, entonces K[X] es un DFU, y K[X,X '], que es una localizacién de
K[X], es un DFU. |

Teorema. 13.26. (Condicion maximo comun divisor, MCD)
Si D es un DFU entonces cada par de elementos de D tiene un mcd y un mcm.

DEMOSTRACION. Consideramos la relacién de asociacion en el conjunto de los elementos irreduci-
bles de D, y una familia de representantes de las clases de equivalencia, llamémosla &, entonces
cada elemento a de D no nulo, que no es invertible, admite una expresién unica en la forma:

er

a=u e, ..
- pl pr’

donde u € (D), p;,...,p, € & son elementos irreducibles distintos, e;,...,e, y r son numeros
enteros positivos. Entonces el med y el mem de un par de elementos de D existen, y se pueden
describir facilmente atendiendo a sus factorizaciones. a
Lema. 13.27.

Todo dominio de integridad D que verifica la condicion MCD también verifica la CP

DEMOSTRACION. Si p es irreducible, para cada 0 # a € D se tiene mcd{p,a} = 1. Dados a,b € D
tales que med{p,a} = 1 = mcd{p, b}, entonces mcd{ab, p} = 1, por tanto p es primo. a

Como consecuencia tenemos:

Teorema. 13.28.
Sea D in DI, son equivalentes:

(a) D es un DFU.
(b) D verifica la CCD y la MCD.

Ejercicio. 13.29.
SiD es un DFU y p = pD un ideal primo, no existen ideales primos q tales que 0O ; q g p.

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3




SEC. 13. DOMINIOS EUCLIDEOS 141

SOLUCION. Supongamos que existe un ideal primo q verificando la condicién, para 0 # x € q existe
x; € D tal que x = tx;. Por ser q primo, se tiene x; € ¢, y existe x, tal que x; = tx,, por tanto
X = t?x,, y X, € q. Por tanto, para cada n € N existe x, € q tal que x = t"x,, lo que es imposible en
un DFU. O

Ejercicio. 13.30.
Sea D un DFU, para cada elemento primo p € D se tiene que D,y es un dominio de valoracion
discreta.

SOLUCION. Dado p € D, se tiene que pD = p es un ideal primo de altura 1, esto es, no existen ideales
primos 0 & q & p. Como consecuencia, Dy, es un anillo de dimensién 1; es un DFU, y cada ideal no
nulo es maximal, por tanto D, es un DIB por tanto noetheriano, y sus ideales son las potencias de
PD(p).- =

Dominio de ideales principales

Aunque los DFU se pueden caracterizar a partir de la propiedad de que cada par de elementos tiene
un mcd, no vamos a continuar por este camino, sino que vamos a introducir nuevas clases de anillos
y probaremos que estan contenidas en la clase de los DFU. La primera esta formada por los anillos
en los que todos los ideales son principales.

Si D es un DI, decimos que D es un dominio de ideales principales, abreviadamente DIP, si todo
ideal de D es principal. Veamos las propiedades elementales de los DIP y que todo DIP es un DFU.

Lema. 13.31.
En un DIP cada elemento irreducible genera un ideal maximal.

DEMOSTRACION. Supongamos que D es un DIP y que p € D es irreducible; ya que p no es invertible,
tenemos que (p) es un ideal propio; sea (x) un ideal verificando: (p) € (x) € D, entonces p € (x) y
por tanto existe ¢ € D tal que p = xc, ya que p es irreducible, resulta que, uno de los dos, x 6 c es
invertible. Si x es invertible, entonces (x) = D, y si c es invertible, p ~ x y (p) = (x). O

Corolario. 13.32. (Condicion de primo)
En un DIP cada elemento irreducible es primo.
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DEMOSTRACION. Si D es un DIP y p € D es irreducible, entonces (p) es un ideal maximal de D,
luego es un ideal primo, y como consecuencia, ver Ejercicio (13.11.), tenemos que p es un elemento
primo. O

Proposicion. 13.33.
Sea D un DIP y (a;) € (a,) € ... una cadena ascendente de ideales, entonces existe m tal que
(a,,) = (a,,;x) para cada k > 0.

DEMOSTRACION. Ya que U(aq;) es un ideal de D, existe a € D tal que U(a;) = (a), y existe m € N*
con a € (a,,). Como consecuencia (a) < (a,,) € U(q;) = (a), y (a) = (a,,) = (a,,,«) para cada k > 0.
O

Teorema. 13.34.
Todo DIP es un DFU.

DEMOSTRACION. Sea D un DIP y a € D un elemento no nulo que no es invertible,

(1). Vamos a probar que a tiene un factor irreducible; si a es irreducible entonces tenemos el resul-
tado, supongamos que no lo es, entonces existe una factorizacién a = a,a’, con a,, a; no invertibles.
Si a, es irreducible tenemos el resultado, en caso contrario tenemos una factorizacién a, = a,a,
con a,, a, no invertibles; si a, es irreducible tenemos el resultado, en caso contrario tenemos una
factorizacion ... Siguiendo el proceso tenemos una sucesion de factores a,,a,, ..., y si no encontra-
mos una factor irreducible, esta sucesion se prolonga indefinidamente, ya que a;|a;_;, para cada i,
obtenemos asi una cadena de ideales:

(@E(a)C(a)C...

y aplicando la Proposicién (13.33.), la cadena es estacionaria, esto es; existe m tal que (a,,) = (a,,41)
para cada k > 0, veamos qué se deduce de estas igualdades, tenemos a,, ~ a,,,, ver Ejerci-
cio (13.42.), luego a/ , es invertible, lo que es una contradiccién, y por tanto, necesariamente en
este proceso tenemos que encontrar un factor irreducible de a.

(2). Vamos a probar que cada elemento no nulo y no invertible tiene una factorizacién en elementos
irreducibles; sea a un elemento verificando estas propiedades, si a es irreducible, entonces tenemos
el resultado; en caso contrario, aplicando el anterior resultado, existe un factor irreducible p, de a,
esto es; existe una factorizaciéon a = p, b, si b, es irreducible, entonces tenemos el resultado, en
caso contrario, aplicando el anterior resultado, existe una factor irreducible p, de b, y una factori-
zacién b, = p,b,, si b, es irreducible, entonces tenemos el resultado, en caso contrario seguimos y
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determinamos p; y bs ... Siguiendo el proceso tenemos una sucesién de factores b;, b,,... y si no
encontramos un factor irreducible b;, entonces esta sucesion se prolonga indefinidamente, tenemos
que b;|b,_; para cada i, obtenemos asi una cadena de ideales:

(@< (b)) (b)) C<...

y aplicando la Proposicion (13.33.), la cadena es estacionaria, existe m tal que (b,,) = (b,,.x) para
cada k > 0, y de estas igualdades se deduce que b,, ~ b,,,;, entonces de la factorizacién b,, =
Pm+1bmsa e deduce que p,,.; es invertible, lo que es una contradiccién, por lo tanto algtn b; es
irreducible y a tiene una factorizacién en elementos irreducibles.

(3). Vamos a probar que dos factorizaciones en elementos irreducibles son esencialmente iguales,
supongamos dos factorizaciones de un elemento no nulo a que no es invertible, por ejemplo:

Pi'Pr=a=(q; g

con py,...,Prq1,---,qs elementos irreducibles; vamos a hacer induccién sobre r; si r = 1, entonces
q;---q, es irreducible, luego s = 1 y tenemos p; = q;; supongamos que r > 1, consideramos p,,
por el Corolario (13.32.) resulta que p, es primo, y por tanto existe j € {1,...,s} tal que p,|q;, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que j = s, entonces p, ~ ¢, y existe u € % (D) tal que
P, = uq,, por tanto tenemos la igualdad

D1 Dr—qU4s =Py "Pr =41 "G5

simplificando por g, llegamos a la igualdad

P1 DU =(q1°" g5 1,

es claro que el primer miembro es un producto de r—1 factores irreducibles, luego se verificar—1 =
s—1, y por tanto r = s, ademas por la hipétesis de induccién existe una permutaciéon o € S,_; tal
que q; ~ Py, Si 0(i) #1r—1y q; ~ poyid, si o(i) =r —1, de donde se deduce el resultado. |

Como consecuencia, ya que sabemos que cada ideal del anillo Z de los nimeros enteros es principal,
resulta que Z es un DFU. Un sencillo Corolario de este Teorema es:

Corolario. 13.35. (Teorema fundamental de la Aritmética)
Para cada numero entero n, no nulo y distinto de +1, existe una factorizacion tunica en la forma

n=(£)p; - p’,

donde p.,...,p, Son enteros primos positivos, y e,,...,e, y I son enteros positivos.

No todo DFU es un DIP
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Ejemplo. 13.36.
Consideramos el anillo de polinomios Z[X ]. Es un DFU, como veremos mas adelante, y no es un DIB
ya que (2,X) no es un ideal principal.

En los DIP existe una estrecha relacion entre el mcd de dos elementos y estos, que generaliza los
resultados conocidos para nimeros enteros.

Proposicion. 13.37.
SeaD un DIPya,b,d € D, son equivalentes:

(a) d esunmcd dea yb.
(b) (d)=(a, D).

DEMOSTRACION. Supongamos que (e) = (a, b), entonces a, b € (e), luego e|a y e| b, por lo tanto
e|d y como consecuencia (a, b) € (d) € (e) € (a, b). Reciprocamente, supongamos que (d) = (a, b),
entonces d|a y d|b, supongamos que existe e € D tal que e|a y e|b, entonces existen a’, b’ € D tales
que a =ed’ y b =eb’, y existen u,v € D tales que d = ua + vb, y sustituyendo los valores de a y b
tenemos d = uea’ + veb’, de donde se deduce que e|d, y d esun med de a y b. a

Corolario. 13.38. (Teorema de Bezout)
SeanD un DIPya,b € D, sid es un mcd de a y b, entonces existen u,v € D verificandoua+vb =d.

Dominios euclideos

Aunque hemos ganado en eficacia a la hora de representar los ideales — en un DIP todos los ideales
son principales — resulta que no es posible desarrollar la aritmética de forma satisfactoria en un DIB
como se hizo en el caso del anillo Z. Por ejemplo, dados a, b € D sabemos que existe el med, y sid es
un mcd, entonces existe una igualdad de ideales (d) = (a) + (b), 6 de elementos, d = ua + vb, para
u,v € D, sin embargo no conocemos ningin método para calcular u y v. Es por eso que nos vemos
en la necesidad de introducir una nueva clase de anillos; probaremos que todos los elementos de
esta nueva clase son ejemplos de DIP y por tanto también de DFU.

Dado el conjunto N de los numeros naturales, consideramos un nuevo elemento w ¢ N, y el conjunto
N U {w}. En él definimos una relacion de orden mediante:

a<b, ya,beN,

asbsi {b=w, yaeNU{w}.

Con esta definicién tenemos que N U {w} es un conjunto bien ordenado.
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Llamamos dominio euclideo, abreviadamente DE, a un anillo D que es un DI y en el que existe una
funciéon 6

6:D— NU{w},
verificando:

(1) 6(0)=Inf{6(a)| a€ D\ {0}}.
(2) 6(ab)= 6(a), para todos a, b € D*.
(3) Paratodos a,b € D, existen g, r € D verificando:

(1) a=bgq+r
() r=0,66(r)<o6(b)sir#0.

La aplicacion 6 se llama la funcién euclidea de D.

Ejemplos. 13.39.
(1) El principal ejemplo de DE es el anillo Z de los nimeros enteros, donde podemos tomar como
funcién & la funcién valor absoluto en Z \ {0}, y 6(0) = w.

(2) En el anillo Z[i] de los enteros de Gauss, si consideramos la funcién
5 :7Z[i]* — N; 8(a+ bi) = a*+ b2,

y 6(0) = w, tenemos también un DE. Equivalentemente podemos tomar la funcién & definida
mediante 6(a+ bi) = v a2+ b2, para a+ bi # 0. De esta forma, tomando el médulo del niimero
complejo, generalizamos la situacion del anillo Z de los anillos enteros.

(3) También es un DE el anillo Z[+/2] con la funcién
§:Z[V2]* — N; 8(a+ bv2)=|a®>—2b?|, sia+ bvV2 #£0,
y 6(0) = w.

(4) En cambio el anillo Z[v—5] no lo es, para probarlo nos remitimos el siguiente Lema y al hecho
de que Z[v—5] no es un DFU.

0, sia#0,

(5) Todo cuerpo K es un DE, podemos definir 6 : K* — N mediante 6(a) = { 1 siqa=0

Lema. 13.40.
Todo DE es un DIP
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DEMOSTRACION. Sea D un DE con funcién euclidea 6, y a un ideal de D; si a = 0, entonces a es
principal; supongamos ahora que a es no nulo y consideremos 0 # a € a de forma que 6(a) sea
minimo entre las imdgenes por 6 de los elementos de a. Para cada x € a podemos hacer la divisién
por a y obtenemos elementos q, r € D tales que x = aq +r verificando r =06 6(r) < 6(a); sir #0,
entonces se verifica 6(r) < 6(a), y ya que r = x —aq € a, llegamos a una contradiccion, por lo tanto
se verifica que r = 0 y como consecuencia x = ag, esto es; x € (a), tenemos pues (a) CaC (a),ya
es un ideal principal. a

No todo DIP es un DE. La demostracién de este hecho no cae dentro de lo que podemos hacer en
este curso; para un ejemplo remitimos a los ejercicios.

Veamos algunas propiedades aritméticas de los DE.

Proposicion. 13.41.

Sea D un DE, ya,b,u € D, se verifica:

(1) 6(1) <6(a).

(2) 6(1)=06(u) si, y sélo si,u € (D).

(3) Sib#0,a|bybta, entonces 6(a) < &6(b).

DEMOSTRACION. (1). Es claro que 6(a) =6(1 xa) > 6(1).

(2). Supongamos que 6(1) = 6(u), entonces existen q,r € D talesque 1 =ug+rconr =06
6(r) < 6(u), y ya que por la propiedad (1) se tiene 6(r) = 6(1) = 6(u), se verifica necesariamente
r =0, ypor tanto 1 = uq y u es invertible. Por el contrario, supongamos que u sea invertible, entonces
existe v € D tal que 1 = uv, y se verifica 6(1) = 6(uv) = 6(u), de donde se deduce 6(1) = 6(u).
(3). Por hipétesis, a|b y se tiene 6(b) = 6(a); si b { a, hacemos la division de a por b y encontramos
q,r € D talesquea=bg+rconr=00606(r)<d(b); yaque bta, ocurre que r # 0. Por otro lado
existe ¢ € D tal que b = ac, y entonces tenemos la igualdad a = acq + r, de donde se deduce que
al|r, y entonces 6(r) > 6(a). Uniendo estos resultados tenemos 6(b) > 6(r) = 6(a). m|

Deseamos destacar aqui que los elementos q y r que aparecen en la definicion de DE no estan
determinados de forma tnica, por ejemplo, si consideramos el anillo Z de los niimeros enteros y los
numeros 41 y 5, las posibles divisiones de 41 por 5 son dos:

41=5x8+1, 41=5x9—4,

Algoritmo extendido de Euclides

Como ya conocemos, el algoritmo de Euclides es un proceso para calcular un med de dos nimeros
enteros; vamos a desarrollarlo para un DE. Dados a,b € D, si a = 0, entonces mcd{a, b} = b,
igual ocurre si suponemos que b = 0. Supongamos que a # 0 y b # 0, entonces existen q;,r; € D
verificando:

a=bg,+r, conr,=0606(r;)<d(b)sir,#0.
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Si r; = 0, entonces a | b y tenemos que mcd{a, b} = b. En caso contrario tenemos: mcd{a, b} =
mcd{b,r; =r —sq,}. Entonces existen q,, r, € D verificando:

b=rq,+r,, conr,=00608(ry)<o6(ry)sir,#0.

Reiterando el proceso, en el caso en que todos los r,, son no nulos, obtenemos las siguientes sucesio-
nes:

ro=D>b.
a=roq; try, o(ry) < 6(ry).
o =T1qy t+ T, o(ry) < 6(ry).

rn—Z = rn—lqn + T'n, 5(rn) < 5(rn—l)-
In—1 = "nAn+1 + Tat1s 6(rn+1) < 6(rn)-

y tenemos una sucesién estrictamente descendente de niimeros naturales,
6(rg)>06(r)>...>06(r,)>...

esta sucesion debe ser finita, luego necesariamente algtin r; = 0. Supongamos que r,,,.; = 0, entonces
tenemos la cadena de igualdades

mcd{a, b} = mcd{ry,r;} =... =mcd{r,_,, 1, } =mcd{r,_,,r,} =71,

yr,eselmeddeayb.
También es posible ahora calcular el med como una combinacidn lineal de a y b; tenemos

r, =au; + bvy, conu; =1,v; =—q;.
Supongamos que para 1 < j < i tenemos
r; =au; + by,
entonces haciendo un pequeiio cdlculo tenemos
Fign = Fio1 — TG = (au_y + bviy) — (aw; + bv;)qi = aluiy —uiqiq) + b(viey — viqisq),

y se verifican las igualdades:
Uipr = Ui — U Qi1 Y
Vigr = Vie1 — Vibit1-
Veamos ahora algunas aplicaciones del algoritmo de Euclides. Supongamos que D es un DE.

(1) Calculo de inverso moédulo un elemento. Supongamos que a, b € D son elementos tales que
mcd{a, b} = 1, entonces existen u,v € D tales que 1 = ua + vb, y tenemos ua = 1 (mod b),
luego u es el inverso de a médulo b.
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(2) Resolucion de ecuaciones lineales en un DE. Sean a, b, t € D, vamos a estudiar las raices de
la ecuacion
aX + bY =t.

Llamamos d a un med de a y b. En el caso en que d t t, tenemos que la ecuacién
aX+bY =t

no tiene solucién en D, ya que en caso de existir una solucién x, y € D, se verificaax+by = t,
luego d | t. Supongamos por tanto que d | t, entonces existe t" € D tal que t = dt’; por el
algoritmo de Euclides, existen u, v € D tales que d = ua + vb, y las soluciones a la ecuacién son
de la forma:

X =ut'—k(b/d), Y =vt'+k(a/d),

con k € D.

(3) Algoritmo chino del resto. Supongamos que tenemos solamente dos congruencias. Para ele-
mentos a, b,n,m € D con m y n primos relativos, (n,m) = 1, el problema consiste en encontrar
x € D tal que x = a (mod m) y x = b (mod n). El método para encontrar x lo dividimos en tres
pasos:

(1) Hallar a € D tal que am = 1 (mod n).
(1) Hallar € D tal que 8 = (b —a)a (mod n).
(111) Tomamos entonces como solucién x = a + fSm;

es claro que x es solucién ya que

x —a = fm =0 (mod m).
x—b=a+pm—b=a+(b—a)am—b =0 (mod n).

También son soluciones todos los elementos de la forma a + fm + knm, para k € D. En el caso
en que haya mds de dos congruencias,

x =q; (modm;),i=1,...,n,

con los m; primos relativos dos a dos, para encontrar una solucién procedemos como sigue:
() Definimos

M. — 1 si k=1 1
= l_[f;lmi G k>1 parak=1,...,n.

Tenemos que M; y m; son primos relativos parai =1,...,n.

(11) Hallamos a; € D tal que a;, M, =1 (mod m,).

(1) Hallamos 3, € D tal que 8, = (a; — by_;)ay (mod m,), donde b; = a; (mod m;) y b, =
bl(_l + ﬂkMk- .,

(1v) Finalmente tomamos como soluciéon x = b,,.

Al igual que en el caso de dos congruencias, también son soluciones todos los elementos de la forma
b,+km,---m, parak € D.
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Ejercicios

Dominios euclideos

Ejercicio. 13.42.

Demuestra que en un DI se verifican las siguientes condiciones:

(1) a|b si, y solo si, (b) € (a). Para todos a,b € D.

(2) a es un factor propio de b si, y solo si, (b) S (a). Para todos a,b € D.
(3) a ~ b si, ysolo si, (a) = (b). Para todos a,b € D.

(4) ue %(A) si, y solo si, (u) =A. Parau € D.

(5) a=0si, ysolo si,(a)=0. Paraa € D.

Ref.: 1103e 071 SOLUCION.

Ejercicio. 13.43.
Sea D un DI, y p,q € D dos elementos irreducibles, si p|q, demuestra que p ~ q.

Ref.: 1103e_072 SOLUCION.

Ejercicio. 13.44.
En el anillo Z[ v—5] definimos una aplicacién N : Z[ +/—5]* — N mediante N(a+b+/—5) = a>+5b2.

(1) Demuestra que N(xy) = N(x)N(y), para cada x,y € Z[v/—5]".
(2) Demuestra que u es invertible si, y sélo si, N(u) = 1.
(3) Demuestra que si x ~ y, entonces N(x) = N(y).
(4) Demuestra que si a es un factor propio de b, entonces N(a) es un factor propio de N(b).
(5) Demuestra que 2,3,1+ +/—5 y 1 — +/—5 son elementos irreducibles.
(6) Demuestra que 2,3,1+ +/=5 y 1 — +/=5 no son primos.
(7) Demuestra que un med de 2 y 1+ +/=5 es 1, y que no existe el mcm.
(8) Demuestra que no existe el med de los elementos 2(1 + +/—=5) y 6.
(9) Demostrar que el ideal b = (2,1 + +/—5) no es principal.
(10) Demostrar que b* = (2).

Ref.: 1103e 073 SOLUCION.
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El Lema (13.8.) nos asegura que si en un dominio D dos elementos no nulos a y b tiene un mcm,
también tienen un mcd. El resultado reciproco no es siempre cierto como el siguiente ejemplo prueba.

En el anillo Z[v/—5] los elementos 1+ +v—5,1— +/—5,2 y 3 son irreducibles, y por tanto el mcd de
cada par es igual a 1. Todos ellos tienen un multiplo comtn, ya que verifican (1+ +/=5)(1—+/—5) =
6=2x3.

Si consideramos el elemento x = 2(1 + +/—5), resulta que es un multiplo comtinde 2y 1+ v=5, y
no tiene divisores propios distintos de éstos y sus asociados, por lo que es un candidato a ser el mcm.
Sin embargo no divide al multiplo comtin 6. En consecuencia, no existe el mem de 2y 1+ +/—5.

El siguiente ejercicio nos asegura la existencia de mem cuando existe el med de cada par de elemen-
tos.

Ejercicio. 13.45.
Sea D un DI, si todo par de elementos de D tiene un mcd, entonces todo par de elementos de D tiene
un mcm.

Ref.: 1103e 020 SOLUCION.

Ejercicio. 13.46.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) El anillo Z[+/5] tiene un nimero infinito de elementos invertibles.
(2) Determina a € 7 para que 1 —+/5 y a + +/5 sean asociados.

Ref:: 1103e 065 SOLUCION.

Ejercicio. 13.47.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Demuestra que el anillo Z[ +/10] no es un DFU.
(2) Demuestra que el anillo Z[ +/5] no es un DFU.

Ref.: 1103e 074 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.48.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Determina los elementos invertibles de los anillos, Z[i] y Z[v—3].

(2) Demuestra que sid € Z es libre de cuadrados y verifica d < —1, entonces el anillo Z[ v/ d] tiene
unicamente dos elementos invertibles, +1.

(3) Demuestra que los elementos £(1 + +/2)" € Z[+/2] son invertibles, y que por lo tanto este anillo
tiene infinitos elementos invertibles.

Ref: 1103e 075 SOLUCION.

Ejercicio. 13.49.
Demuestra que en un DFU para cada dos elementos a y b se verifica:

ab ~ (a,b)[a,b].

Ref.: 1103e 076 SOLUCION.

Ejercicio. 13.50.
Sea D un DFU, sid|x y(d,x) =1, prueba que d|y.

Ref.: 1103e 021 SOLUCION.

Ejercicio. 13.51.

SeaD un DFUya, b € D elementos no nulos. Sid = mcd{a, b} y se tienen las factorizacionesa = da’,
b =db’. Prueba que med{a’, b’} = 1.

Ref: 1103e 022 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.52.
En la demostracion del Teorema (13.34.) hemos utilizado que todo DIP verifica las dos condiciones
siguientes:

(1) Todo elemento irreducible es primo. (Condicién de primo).
(1) Toda cadena ascendente de ideales principales es estacionaria. (Condicidn de cadena de divi-
sores).

Probar los siguientes resultados:

(1) Un DI es un DFU si, y sdlo si, verifica la condicion de primo y la condicién de cadena de divisores.

(2) Siun DI verifica la condicion de cadena de divisores (CCD), entonces cada elemento no nulo que
no es invertible tiene una factorizacion en elementos irreducibles. (Notar que esta factorizacion
no ha de ser necesariamente esencialmente uinica).

(3) El anillo Z[ v/—5] verifica la condicién de cadena de divisores.

Ref.: 1103e 077 SOLUCION.

Ejercicio. 13.53.
Sea D un DI, demuestra que son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) D es un DIP
(b) D es un DFU, y cada ideal de la forma (a, b) es principal.

Ref.: 1103e 078 SOLUCION.

Ejercicio. 13.54.
Sea D un DIB demuestra las siguientes propiedades:

(1) Cada ideal propio de D es igual al producto de un nimero finito de ideales maximales, los cuales
estdn determinados de forma tunica salvo en el orden.
(2) Un ideal propio a de D se llama primario si para cualesquiera elementos a,b € D se verifica:

ab € aya ¢ a implica b" € a para algiin entero positivo n.

Demuestra que un ideal a de D es primario si, y sdlo si, existe p € D primo y n € N* tal que
a=(p").
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(3) Sean a;, 1 < i <r, ideales primarios de D tales que a; = (p;') para cada i y ademds p; » p; si
i # j. Demuestra que entonces se tiene a,-+-a, =a; N...Na,.

(4) Demuestra que todo ideal a de D se puede escribir, de forma tinica salvo en el orden, como una
interseccion de un numero finito de ideales primarios

Ref: 1103e 079 SOLUCION.

Ejercicio. 13.55.
Demuestra que el subanillo de Q formado por todas las fracciones que se pueden escribir en la forma
- con m impar es un DIP

Ref.: 1103e 080 SOLUCION.

Ejercicio. 13.56.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Da un ejemplo de un DFU y de un ideal primo no nulo en él que no sea maximal.
(2) Demuestra que si D es un DIE entonces todo ideal primo no nulo es maximal.

Ref.: 1103e 081 SOLUCION.

Ejercicio. 13.57. (Nivel avanzado)
Un entero a se llama un residuo cuadrdtico médulo el primo p si la congruencia x* = a (mod p)

tiene solucion. Definimos el simbolo de Legendre (%) mediante:

a 0 sia =0 (mod p).
(—) = 1 sia # 0 (mod p) y a es un residuo cuadratico médulo p.
p —1 sia # 0 (mod p) ya no es un residuo cuadratico médulo p.

Es de destacar que (%) =1 si, y s6lo si, a + pZ es un cuadrado en el anillo Z,.
(1) Demuestra que para cada par de numeros enteros a y b se verifica:

G)G)-(5)
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p—1

(2) Demuestra que si p # 2, entonces (f—)) =1 si, y sélo si, a = =1 (mod p).

Ref.: 1103e_082 SOLUCION.

Ejercicio. 13.58. (Nivel avanzado)

Sea p un entero primo positivo de la forma 4n+1 y sea q un entero primo positivo tal que (%) =-1.
Demuestra que Z[ ,/pq] no es un DFU.
Ref.: 1103e_083 SOLUCION.

Ejercicio. 13.59.
Resuelve los siguientes enunciados:

(1) Estudia si es un DFU el anillo Z[ v—3].
(2) Estudia si es un DE el anillo

D={a+bz| a,bEZ,zzé(—1+v—3)}.

(3) ¢Es 43 un nimero primo en estos anillos?

Ref.: 1103e 084 SOLUCION.

Ejercicio. 13.60.
Demuestra que Z[ v —2] es un DE.

Ref.: 1103e_085 SOLUCION.

Ejercicio. 13.61.
Estudia los siguientes enunciados:
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(1) Haz la division de 7 + 2i y 3 —4i en el anillo de los enteros de Gauss.
(2) Halla elmed y elmem de 11+ 7i y3+ 7i en Z[i].

(3) Halla el med y el mem de 8+ 6i y 5—15i en Z[i].

(4) Halla elmcd y el mem de 16+ 7i y 10 —5i en Z[1].

Ref.: 1103e_086 SOLUCION.

Ejercicio. 13.62.
Demuestra que 1 — 2i es primo en Z[1i].

Ref.: 1103e 087 SOLUCION.

Ejercicio. 13.63.
Sea D un DE, demuestra que las tinicas soluciones de la ecuacion aX + bY = t son las siguientes:

x =ut'—k(b/d), y=vt'+k(a/d),

donde d = mcd{a, b}, t =dt’ y k varia en D.
Ref.: 1103e_088 SOLUCION.

Ejercicio. 13.64.
Calcula todas la soluciones en Z de las siguientes ecuaciones:

(1) 35X —44Y =18.
(2) 84X +54Y =—24.

Calcula todas la soluciones en Z[i] de las siguientes ecuaciones:

(3) (11+7)X + (3 +7i)Y =4.
4) (8+6i)X +(5—15i)Y =—100.

Ref.: 1103e_089 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.65.

El nimero de pdginas de un libro es mayor que 400 y menor que 500. Si se cuentan de 2 en 2 sobra
1. Si se cuentan de 3 en 3 sobran 2. Si se cuentan de 5 en 5 sobran 4. Si se cuentan de 7 en 7 sobran
6. ¢Cuantas pdginas tiene el libro?

Ref.: 1103e_090 SOLUCION.

Ejercicio. 13.66.
Resuelve en Z[i] el siguiente sistema de congruencias.

X=1i (mod 3)
xX=2 (mod 2 +1)
x=1+i (mod 3+ 2i)
x=3+2i (mod4+i)

Ref.: 1103e 091 SOLUCION.

Ejercicio. 13.67.
Resuelve en Z el siguiente sistema de congruencias.

(mod 2)
(mod 3)
(mod 5)
0 (mod 49)

b T S S o
U1

= NN =

Ref.: 1103e_092 SOLUCION.

Ejercicio. 13.68.
Resuelve en Z el siguiente sistema de congruencias.

x=1 (mod5)
x=3 (mod9)
x=5 (mod 11)
x =2 (mod 14)
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Ref.: 1103e 093 SOLUCION.

Ejercicio. 13.69.

¢Qué es incorrecto en la siguiente demostracion de que en un DI todo elemento irreducible es primo?
Si p € D irreducible, y a,b € D tales que p|ab y p +a, p { b, entonces, ya que (p,a) =1 = (p, b),
aplicando el apartado (5) de la Proposicion (13.4.), tenemos (p,ab) = 1, y por tanto p { ab, lo que
es una contradiccion.

Ref.: 1103e 094 SOLUCION.
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14. Anillos de polinomios

Sea A un anillo conmutativo y X una indeterminada, esto es; un simbolo que no pertenece a A,
llamamos polinomio en X con coeficientes en A a una expresién formal del tipo

ag+a X +---+aX",

con ay,dy,...,a, €A, n € Nydonde X?,...,X" son nuevos simbolos que estdn relacionados con X.
Representamos el conjunto de todos los polinomios en X con coeficientes en A por A[X ].

Sean, en lo que sigue, p(X) =ay+a; X + -+ a,X"yq(X)=by+ b, X +---+ b, X™ dos elementos
de A[X].

Diremos que p(X) y q(X) son iguales si a; = b;, para 0 < i < min{n,m} ya; =06 b; = 0 si
i,j = min{n, m}.

Definimos a continuacién dos operaciones binarias en el conjunto A[X]; sean p(X) y q(X) como
antes, entonces definimos una operaciéon suma mediante:

p(X)+q(X) = (ag + by) + (a; + b)X + -+ + (a, + by )X",
y una operacion producto:
p(X)q(X) - aobo + (aobl + albo)X + c + thl + et + anmen+m,

donde a, =0sik>ny b, =0sil>m, h=max{n,m}yt,=ayb;+a;b,_;+---+a,_;b; +a;b,.

Lema. 14.1.
En la situacién anterior A[X | es un anillo con elemento uno igual al polinomio 1.

Dado un polinomio p(X) = ay + a;X + --- + a, X", llamamos coeficientes de p(X) a los elemen-
tos day,...,q,; si a, # 0 se llama coeficiente lider de p(X) y a, se llama coeficiente 6 término
independiente de p(X).

El polinomio p(X) es constante si n = 0. Si a, # 0, entonces n se llama grado de p(X), y lo notamos
grad(p(X)). El polinomio constante p(X) = 0 diremos que tiene grado —oo.

Si X4,...,X, son indeterminadas sobre A, definimos por recurrencia el anillo de polinomios en las
indeterminadas X, ...,X, con coeficientes en A como A[X;,...,X,] =A[X4,...,X,_;][X,]. Podemos
definir el grado en cada una de las indeterminadas, ya que para cada 1 < i < r existe un isomorfismo

AlXy, . X ZAX X, X, XX

1104-01.tex
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Como consecuencia cada elemento de p(X,,...,X,) € A[X,,...,X,] se expresa de forma tinica como
una suma finita de la siguiente forma:

PX1, X )= D0 g XY X

.....

dondea, ., €A.Acadauno delossumandos de esta suma lo llamamos un término de p(X,...,X,),
y cada X ' -X;" lo llamamos un monomio. Definimos el grado del término ag, . X . X o
del monomio X}’ ---X? simplemente como la suma e; +--- + e, de los grados en cada una de las
indeterminadas, y decimos que un polinomio es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo
grado.

Volvamos ahora a la situacidn de polinomios en una indeterminada. Vamos a estudiar la aritmética
del anillo A[X].

Lema. 14.2.
Sea A un anillo y p(X), q(X) € A[X], entonces se tiene que grad(p(X)q(X)) < grad(p(X)) +
grad(q(X)). Y siA es un DI, y los polinomios son no nulos, se verifica la igualdad.

DEMOSTRACION. Tenemos que p(X)q(X) = ayby+:--+a,b,X"™. Sia,b,, = 0, entonces se verifica:
grad(p(X)q(X)) < grad(p(X)) + grad(q(X)). Si A es un DI, entonces a,b,, # 0 y grad(p(X)q(X)) =
grad(p(X)) + grad(q(X)). O

Corolario. 14.3.
Sea A un anillo, son equivalentes:

(a) A esun DI
(b) A[X] es un DI.

Sea A un anillo, definimos una aplicaciéon t : A— A[X ] mediante t(a) = a para cada a € A.

Lema. 14.4.
En la situacidn anterior t es un homomorfismo inyectivo de anillos. Luego podemos identificar A con
su imagen por t en A[X].
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Corolario. 14.5.
Si A es un DI, entonces los elementos invertibles de A[X ]| coinciden con los de A.

DEMOSTRACION. Es claro que todo elemento invertible de A es también invertible en A[X ]. Supon-
gamos que p(X) € A[X] es invertible, entonces existe q(X) € A[X] tal que p(X)q(X) = 1, entonces,
aplicando el Lema (14.2.), tenemos que 0 = grad(1) = grad(p(X)q(X)) < grad(p(X)) + grad(q(X)),
por tanto grad(p(X)) =0, y p(X) es un polinomio constante, esto es; pertenece a A. a

Teorema. 14.6. (Propiedad universal del anillo de polinomios)
Sea A un anillo y f : A— S un homomorfismo de anillos. Para cada s € S existe un tinico homo-
morfismo de anillos f, : A{IX]— S tal que f,(X) =s y f = f,t.

—— A[X]

\ lfs

S

A

DEMOSTRACION. Sea p(X) = ay, + a;X + -+ + a, X" un polinomio en A[X ]. Definimos f,(p(X)) =
fi(ag)+ f,(a;)s+-- -+ f,(a,)s". Asi definido f, es un morfismo de anillos y verifica f,(X) =sy f = f,t.
Para probar la unicidad, podemos aplicar que X y A generan el anillo A[X ]. |

Como consecuencia, esta propiedad universal determina salvo isomorfismo el anillo de polinomios
en una indeterminada X, esto es; si Y es otra indeterminada, entonces los anillos A[X ] y A[Y ] son
isomorfos.

Otra consecuencia del Teorema (14.6.) es la siguiente: para cada elemento r € A existe pues un
unico homomorfismo de anillos e, : A{LX] — A inducido por la identidad en A y el elemento r € A.
El homomorfismo e, se llama homomorfismo de evaluaciéon en r. La imagen del polinomio p(X)
por e, la notaremos simplemente por p(r).
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Proposicion. 14.7.
Sea g : A— B un homomorfismo de anillos, y X una indeterminada, entonces g induce un dnico
homomorfismo de anillos entre los anillos de polinomios g’ : A{LX]— B[X] haciendo conmutativo

el diagrama:
4

A B
AlX]———BIX]

Donde t, y tz son los homomorfismos canénicos de A en A[X ] y de B en B[X ] respectivamente.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la Propiedad Universal del anillo de polinomios cuando
tomamos f =tzgy b =X € B[X] |

Divisibilidad

Teorema. 14.8. (Algoritmo de Euclides)

SeaA un anillo y p(X), q(X) € A[X], con q(X) # 0 y coeficiente lider invertible en A. Entonces existen
polinomios, tnicos, ¢(X), r(X) € A[X] que verifican:

(1) pX)=qX)cX)+r(X) y

(2) grad(r(X)) < grad(q(X)).

DEMOSTRACION. Demostracion por induccion sobre el grado de p(X). Si grad(p(X)) < grad(q(X)),
basta tomar ¢(X) =0y r(X) = p(X). Supongamos que grad(p(X)) > grad(q(X)). Si grad(q(X)) =0,
entonces tomamos ¢(X) = p(X)q(X)™! y r(X) = 0. Supongamos ahora que el resultado es cierto
para todos los polinomios de grado menor que el de p(X), y fijando notacién sean n = grad(p(X)) =
grad(q(X)) = m > 0; definimos

p1(X) = p(X) — (a,b; X" "q(X),
es claro que grad(p,(X)) < n, y entonces, por la hipétesis de induccién tenemos

p1(X) = q(X)e,(X) + i (X)
grad(r, (X)) < grad(q(X))

Se tiene entonces la siguiente igualdad:

p(X) =q(X)[c1(X) + (a, b, DX ™ ] + ry(X).

} con ¢;(X) y r1(X) tnicos.
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Por tanto tinicamente queda probar la unicidad de esta descomposiciéon. Supongamos que tenemos
dos descomposiciones

p(X) =qX)e;(X) + (X)) = q(X)ca(X) + (X)),

con grad(r;(X)) < grad(q(X)), i =1, 2.
Entonces tenemos:
r1(X) — (X)) = q(X)[c, (X) — (X)),

y si ¢, (X) —c,(X) # 0, entonces se verifica:
grad(r,(X) — ry(X)) = grad(q(X)[c;(X) — c,(X)] =

grad(q(X)) + grad(c,(X) — cy(X)) = grad(q(X)) > grad(r,(X) — (X)),

lo cual es una contradiccion. Entonces ha de ser necesariamente ¢, (X) = ¢,(X), y como consecuencia
r(X) = ry(X). O

Vamos a dar nombre a los polinomios que nos aparecen en el anterior Teorema. El polinomio c¢(X)
se llama cociente de p(X) por q(X), y r(X) se llama resto, estos polinomios no estdn determinados
de forma unica.

Corolario. 14.9.
Si K es un cuerpo, entonces K[X] es un DE con funcién euclidea 6 definida por 6(p(X)) =

grad(p(X)).

Tenemos pues perfectamente determinada la aritmética de los anillos de polinomios K[X ] con coefi-
cientes en un cuerpo K. Mds complicado es el estudio de la aritmética de otros anillos de polinomios,
como por ejemplo el anillo Z[ X ]. La técnica a emplear serd reducir, en parte, el estudio del anillo Z[X ]
al estudio del anillo Q[X ] del que conocemos perfectamente su aritmética. Ver Corolario (14.9.).

Sea A un anillo, y p(X) € A[X], un elemento a € A se llama raiz 6 un cero de p(X) si p(a) = 0.
Vamos a traducir en términos de la aritmética del anillo A[X ] el hecho de que a sea una raiz de un
polinomio.

Lema. 14.10.
Sea A un anillo y p(X) € A[X ], para cada a € A existe un tinico polinomio c(X) € A[X ] verificando:

p(X) = (X —a)e(X) + p(a).
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DEMOSTRACION. Aplicando el Algoritmo de Euclides a los polinomios p(X) y X — a, resulta que
existen polinomios ¢(X) y r(X) tales que p(X) = (X —a)c(X)+r(X) y grad(r(X)) < grad(X —a) =1,
luego r(X) es un polinomio constante; aplicando e, tenemos:

p(a) = e,(p(X)) = e,((X —a)e(X) + r(X)) = (a—a)c(a) + r(a) = r(a),

entonces tenemos el resultado p(X) = (X —a)c(X) + p(a). |

Corolario. 14.11.
Sea A un anillo, p(X) € A[X] y a € A. Son equivalentes:

(a) p(X) es divisible por X — a.
(b) a es una raiz de p(X).

Una generalizacidn de este resultado es el siguiente:

Proposicion. 14.12.
SeaAunDIL p(X) €A X]ya,,...,a, €Araices de p(X) distintas dos a dos, entonces (X —a)...(X—
o) | p(X).

DEMOSTRACION. Para k = 1 el resultado es exactamente el Corolario (14.11.). Supongamos que
k > 1y que el resultado sea cierto para todo conjunto de menos de k raices. Entonces (X —a,)...(X—
o) | p(X), luego existe un polinomio q(X) tal que p(X) = (X —a,)...(X — a;)q(X); aplicando e,
tenemos:

0=p(a;) =(a;—a,)...(a; —a)q(ay),

yyaque a; # a; parai =2,...,k, resulta que ha de ser g(a;) = 0. Como consecuencia (X—a;) | ¢(X)
y tenemos q(X) = (X — a1)qy(X), entonces p(X) = (X —a,)...(X — o3 )(X — a;)q,(X), de donde
deducimos que (X —a,)...(X —a;) | p(X). O

La hipétesis de ser A un DI es necesaria como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo. 14.13.
Tomamos A = Z¢ y p(X) = X? + 5X, tenemos p(X) = (X + 3)(X +2) = X(X + 5), entonces raices de
p(X)son 0, 1, 2 y 3, sin embargo X (X + 5)(X + 3)(X + 2) no divide a p(X).

Corolario. 14.14.
SeaA un DI, p(X), q(X) € A[X ] polinomios de grado n; si existen n+1 elementos distintos a, . .., a,
tales que p(a;) —q(a;) =0, paral <i < n+ 1, entonces p(X) = q(X).
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Corolario. 14.15.
SeaA un DIy p(X) € A[X ]; si p(X) se anula en todos los elementos de un subconjunto infinito de A,
entonces p(X) = 0.

Formula de interpolacion de Lagrange

Sea A un DI. Vamos a determinar un polinomio p(X) € A[X ] verificando que en elementos distintos
a,...,a, € Atome los valores b,,...,b, €A, y cuyo grado sea como maximo n— 1. Tal polinomio si
existe es tinico, ya que si existen dos p(X) y q(X), como los grados son menores que n, y p(X)—q(X)
tiene n raices, resulta que p(X)—q(X) = 0. Para probar su existencia basta con definirlo; definimos
polinomios p;(X) como:

X—a) - X—a 1 )X—a4) - X—a,)

(@i —ay)--(a; — a1 )(a; = ajyy) -~ (@, —a,)

pi(X) =
y finalmente p(X) se define como:

p(X)=b;p;(X)+---+ b,p,(X).

El método de interpolaciéon de Lagrange es un caso particular de la resolucién de sistemas de con-
gruencias, supongamos que queremos determinar un polinomio p(X) tal que en el punto a; tome el
valor b;, para i=1,...,n; entonces tenemos el sistema

p(X)=b; (mod X —a;)},_,

..... n

El polinomio p(X) es entonces una solucidn al anterior sistema.
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Ejercicios

Homomorfismos

Ejercicio. 14.16.

Sea A un anillo, y ¢ : ALX ] — A[X ] un homomorfismo tal que @, = id,. Supongamos que p(X) =

f&X) eAX],

(1) SiA es un dominio de integridad (DI), {qué condicion tiene que verificar f (X) para que ¢ sea
un isomorfismo?

(2) ¢Qué ocurre cuando A no es un DI?

Ref.: 1104e 026 SOLUCION.

Modulos

Ejercicio. 14.17. (Ejemplo de un médulo que no es ciclico)

Sea F un cuerpo y X una indeterminada sobre F. Se considera el anillo A = F[X™] y el A-médulo
M = F[X]; se tiene que M no es un A-mdédulo ciclico, y que necesita al menos m elementos en un
sistema de generadores.

Ref.: 1104e_030 SOLUCION.
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15. Factorizacion de polinomios

Sea A en esta seccion un DFU y p(X) € A[X ], definimos el contenido de p(X) = ay+a; X +---+a, X"
como

C(p(X)) = mCd{QO) ay, ..., an}'
Un polinomio p(X) se llama primitivo si c(p(X)) = 1.

Lema. 15.1.

Sea A un DFU y p(X) € A[X] un polinomio no constante, entonces existe un polinomio primitivo
q(X) € A[X] tal que p(X) = cq(X), donde ¢ = c(p(X)). Esta descomposicion es tinica en el siguiente
sentido: Si ademds p(X) = ¢’q'(X), con q'(X) € A[X ] primitivo y ¢’ € A, entonces c y ¢’ son asociados
enAyq(X) yq'(X) son asociados en A[X ].

Teorema. 15.2. (Lema de Gauss)
Sea A un DFU, el producto en A[X ] de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) y q(X) son polinomios primitivos; si p(X)q(X) no es un
polinomio primitivo, entonces existe un elemento irreducible, y por tanto primo, d € A tal que d
divide a todos los coeficientes de p(X)q(X). Sabemos que existen coeficientes de p(X) y de q(X) que
no son multiplos de d, sean a; y b, los coeficientes con subindice menor que no son multiplos de d.
El coeficiente de X**" en p(X)q(X) es:

a0b5+r +eeta br+1 + asbr + as+1br—1 +ee+ Cls+rb0

es un multiplo de d, asi como todos los sumandos salvo posiblemente ab,. Por tanto d también
divide a a,b,, de donde se deduce que d | a, 6 d | b,, lo que es una contradiccién. a

ST

Corolario. 15.3.
Sea A un DFU, para cada par de polinomios p(X),p’(X) € A[X] se verifica: c(p(X)p'(X)) ~

c(p(X))ec(p’(X)).

1104-02.tex
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DEMOSTRACION. Tenemos que p(X) = cq(X) y p'(X) = ¢'q'(X) con ¢ = c(p(X)), ¢’ = c(p'X)) v
q(X), q'(X) primitivos. Entonces tenemos p(X)p'(X) = cc’q(X)q’(X) con q(X)q’(X) un polinomio
primitivo, por tanto

c(p(X)p'(X)) ~ cc’ = c(p(X))c(p’(X)).

Sea K el cuerpo de fracciones de A.

Proposicion. 15.4.

Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K. Si p(X) € K[X ] es un polinomio no constante, entonces
existen a, b € A verificando que p(X) = ab™'q(X) con q(X) € A[X] un polinomio primitivo. Ademds
q(X) esta univocamente determinado salvo asociados (elementos invertibles de A).

DEMOSTRACION. Ya que K es el cuerpo de fracciones de A, tenemos
p(X) = (aghy™) + (a;b7X + -+ + (a,b, X"

para a;, b; € A. Podemos tomar b = mcm{b,,...,b,}, entonces b # 0, y todos los coeficientes del
polinomio bp(X) pertenecen a A, luego bp(X) € A[X ]. Ademas, ya que p(X) no es constante, tampoco
bp(X) lo es. Calculamos el contenido de bp(X) y lo llamamos a, entonces bp(X) = aq(X) con q(X)
un polinomio primitivo en A[X ]. Por tanto p(X) = ab'q(X). Para estudiar la unicidad, supongamos
que p(X) = ab1q(X) = ¢cd'q'(X) con a,b,c,d € Ay q(X),q'(X) polinomios primitivos en A[X].
Entonces adq(X) = cbq’(X), y por ser q(X) y ¢’(X) primitivos resulta que ad y cb son asociados,
luego q(X) y ¢’(X) son también asociados. O

Lema. 15.5.
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K, si p(X) € A[X] es un polinomio primitivo y paraa,b € A
el polinomio ab™'p(X) tiene todos sus coeficientes en A, entonces b | a.

DEMOSTRACION. Ya que ab™'p(X) € A[X], podemos escribirlo en cq(X), con ¢ = c(ab™*p(X)) y
q(X) un polinomio primitivo en A[X ]. Entonces ap(X) = bcq(X), de donde se deduce que a y bc son
asociados, luego b | a. a

Teorema. 15.6.
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K, si p(X) € A[X ] es no constante e irreducible, entonces
p(X) € K[X] es irreducible.
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DEMOSTRACION. Sip(X) € A[X] es no constante e irreducible, entonces es primitivo, ya que en caso
contrario tendriamos una factorizacion propia p(X) = c(p(X))q(X) con q(X) un polinomio primitivo
en A[X ]. Supongamos ahora que p(X) = p;(X)p,(X) es un factorizaciéon en K[X ] con los p;(X) no
invertibles. Entonces existen polinomios primitivos g;(X) € A[LX ] y elementos a, b, ¢, d € A tales que
p1(X)=ab'q;(X) y po(X) = cd*q,(X). Por tanto tenemos

p(X) = ac(bd)"q;(X)q,(X)
y

bdp(X) = acq;(X)q,(X).

Ya que p(X), ¢;(X) y q,(X) son polinomios primitivos, tenemos que p(X) y g,(X)q,(X) son asociados
en A[X], y por ser p(X) irreducible, resulta que q,(X) 6 q,(X) es invertible, luego un polinomio
constante, lo que es una contradiccion. O

Como consecuencia los tinicos elementos irreducibles en A[X ] son los elementos irreducibles de A y
los polinomios primitivos irreducibles no constantes.

Teorema. 15.7.
Si A es un DFU, entonces A[X ] es un DFU.

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 # p(X) € A[X] es no constante, y consideremos p(X) como
elemento de K[ X ]. Ya que K es un cuerpo, tenemos que K[X ] es un DE, y por tanto un DFU. Entonces
existe una factorizacion de p(X):

pX)=p;(X)---p,(X)

con los p;(X) € K[X ] irreducibles y por tanto primos en K[X ]. Como ya conocemos, podemos escribir
pi(X) = a;b;'q;(X) con a;, b; € Ay ¢;(X) polinomios primitivos en A[X ]. Ya que p;(X) es irreducible
en K[X ], entonces q;(X) es irreducible en A[X ], y tenemos la siguiente expresion para p(X):

pX)=(a;---a,)(b;---b,) " q(X) - q,(X).

Ya que el producto finito de polinomios primitivos es primitivo, resulta que a, - - - a, | b; - - - b,, enton-
ces existe un elemento d € A tal que

p(X) =dq;(X)---q,(X).

Por ser A un DFU, existe una factorizacién de d en elementos irreducibles; d = d; ---d,. De esta
forma llegamos a una factorizacién de p(X) en irreducibles

p(X) =d; -~ dyq;(X)---q,(X).
Para probar la unicidad supongamos que

p(X) = ey -ehy(X)---h,(X)
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con los e,, € A irreducibles, 1 < m < t, y los h,(X) € A[X] irreducibles, 1 < u < v. Aplicando el
Lema de Gauss tenemos que ¢,(X)---q,(X) y h;(X)---h,(X) son polinomios primitivos en A[X ] y
por tanto son asociados, de donde se deduce la unicidad. O

Corolario. 15.8.
Si A es un DFU, entonces para indeterminadas X, ...,X,, el anillo A[X,,...,X,] es un DFU.

Criterios de irreducibilidad

Sea A un DI con cuerpo de fracciones K. Si p(X) es un polinomio con coeficientes en A, decimos que
p(X) es irreducible (en A[X ]) si no existen polinomios (que no son invertibles) p;(X), p,(X) € A[X]
tales que p(X) = p;(X)p,(X). Esto es, es un elemento irreducible del anillo A[X ].

Vamos a estudiar en este apartado algunos criterios de irreducibilidad de polinomios.

Es necesario destacar que si un polinomio p(X) tiene una raiz en A, entonces tiene un factor de grado
uno, y por tanto es reducible en A[X]. El reciproco no es cierto, en general, salvo que el grado de
p(X) sea dos 6 tres y A sea un cuerpo. Entonces para estudiar la reducibilidad de un polinomio lo
primero que hay que hacer es estudiar si tiene 6 no raices.

El siguiente algoritmo que nos permite calcular las raices de polinomios en A[X ] en K. Es aplicable
cuando el numero de elementos invertibles del anillo A es pequefio, y es ttil para el cdlculo de las
raices racionales de los polinomios con coeficientes enteros.

Lema. 15.9.
Sea A un DI con cuerpo de fracciones K. Si a,b € A son primos relativos, b # 0 y ab™' es una raiz
del polinomio p(X) =ay+:--+a,X" € A[X], entoncesa |a, y b | a,,.

DEMOSTRACION. Siab™! es una raiz de p(X), entonces se verifica:
0=plab N =ay,+a,(ab)+---+a,(ab™ )"

Multiplicando por b" resulta
a,b" +a,ab™ ' +---+a,a" =0,

entonces b divide a a, y a divide a a,. a

Otro criterio de irreducibilidad para DI es el siguiente:
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Teorema. 15.10. (Criterio de irreducibilidad por reduccién)

Sean Ay S dos DIy f : A — S un homomorfismo de anillos. Si p(X) € A[X] verifica que
grad(f (p(X))) = grad(p(X)) y f (p(X)) es irreducible en S[X ], entonces p(X) no se escribe como un
producto de dos polinomios no constantes de A[X ].

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) admite una descomposicion del tipo anterior

p(X) = p1(X)p,(X)

en A[X ], aplicando f tenemos:

f(p(X)) = f (p1(X)p2(X)) = £ (p1(X))f (p2(X)).

Ya que grad(p(X)) = grad(f (p(X))), resulta que grad(p,(X)) = grad(f (p;(X))), parai =1, 2. Luego
f(p(X)) no es irreducible en S[X ]. O

Veamos a continuacidn algunas aplicaciones de este dltimo criterio.

Ejemplo. 15.11.

El polinomio p(X) = X3+ X2 + 15 es irreducible en Z[X].

Consideramos la proyecciéon candnica Z — Z, y el homomorfismo inducido entre los anillos de
polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X3 +X2+1, ya que f(p(X)) es irreducible en
Z,[X ], resulta que p(X) no puede descomponerse en Z[X ].

Ejemplo. 15.12.

El polinomio p(X) = X*+ 2X3 + 7X? —4X + 5 es irreducible en Z[X].

Consideramos la proyeccion candnica Z — Z, y el homomorfismo inducido entre los anillos de
polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X* + X? + 1, que admite la descomposicién
(X? +X + 1)?, luego no es irreducible en Z,[X]. Consideramos la proyeccién canénica Z — Z, y
el homomorfismo inducido entre los anillos de polinomios g : Z[X ] — Z5[X ]. Entonces g(p(X)) =
X*+2X3+ X%+ 2X + 2, que admite la descomposicién (X + 1)(X> + X2 + 2), luego no es irreducible
en Zs[X]. Uniendo los dos resultados obtenidos tenemos que p(X) es irreducible en Z[X]. Ya que
una posible descomposicién en irreducibles en Z[X ] induce una descomposicién en Z,[X ], con lo
cual la descomposicion en Z[X ] seria en producto de dos polinomios de grado dos. Y esa misma
descomposicion induce en Z;[X ] una descomposicion en producto de polinomios de grado como
maximo dos, lo que es una contradiccion con la descomposicion que hemos hallado en Z;[X ] como
un producto de un polinomio de grado uno y un polinomio de grado tres.

Vamos a restringir nuevamente el anillo en consideracién, vamos a imponer la condicién de ser un
DFU.
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Teorema. 15.13. (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein)
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K. Si p(X) € A[X] es no constante y existe un elemento
primo d € A verificando:

(1) dta,,
2 dZJ(aOy
3 d|a;,0<i<n-—1,

entonces p(X) es irreducible en K[X ]. Ademas si p(X) es primitivo en A[X ], entonces también es
irreducible en A[ X ].

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) € K[X] es reducible, entonces

p(X) = p1(X)p,(X)

con p,(X), p,(X) € K[X] no invertible (no constantes). Existen pues elementos a,b,c,e € Ay
q;(X), g,(X) polinomios primitivos en A[X ] tales que

p1(X) = ab_lql(X) po(X) = Ce_l%(X),

Tenemos por tanto
bep(X) = acq,(X)qz(X).

Simplificando por los factores comunes de be y ac podemos suponer que son primos relativos. Ya
que d ¢ a,, si d | be entonces d | c((ac)q;(X)q,(X)) = ac, lo que es una contradiccién, entonces
d } be. Por otro lado, si d | ac, entonces d | c(p(X)), y por tanto d | a,, lo que es una contradiccién.
Supongamos que

GX)=co+--+c, X", ¢, #0,r=>1,

qz(X):d0+"‘+dsXS, ds#O,SZ].,

entonces de d | a, y d? } a, deducimos que d 6 divide a c, 6 a d, (solamente a uno de los dos).
Supongamos que d | d,, ya que d no divide a todos los coeficientes de g,(X) por ser este un polinomio
primitivo, resulta que podemos encontrar un indice t tal que d t d, y d | d; para todo j < t. Si
consideramos ahora el coeficiente de indice t de bep(X), resulta

bea, = (ac)(cyd, +cyd,_; + -+ +c,dy),

de donde deducimos que d divide a la tltima suma (por ser t <s < n) y a todos los sumandos menos
al primero c,d,, lo que es una contradicciéon. Como consecuencia p(X) es un polinomio irreducible
en K[X]. El resto se sigue de forma sencilla. |

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) € K[X ] es reducible, entonces

p(X) = p1(X)p,(X)
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con p;(X),p,(X) € K[X] no invertible (no constantes). Existen pues elementos a,b,c,e € Ay
q,(X), g,(X) polinomios primitivos en A[X ] tales que

pi(X)=ab™'q,(X) po(X) = ce™'q5(X),
Tenemos por tanto
bep(X) = acq,(X)qz(X). (V1)

Simplificando por los factores comunes de be y ac podemos suponer que son primos relativos. Ya
que d ¢ a,, si d | be entonces d | c((ac)q;(X)q,(X)) = ac, lo que es una contradiccién, entonces
d { be. Por otro lado, si d | ac, entonces d | c(p(X)), y por tanto d | a,,, lo que es una contradiccion.
Los polinomios en la ecuacién (IV.1) tienen coeficientes en A. Reducimos médulo d y tenemos

bea, X" =acq,(X)q,(X)

Observa que el término de la izquierda es un monomio, luego es un producto de dos monomios, esto

es, ¢,(X) y g,(X) son monomios; como son no constantes, resulta que los términos independientes
de q,(X) y de Q,(X) son multiplos de d. Esto es una contradiccién, ya que entonces d? | a,. m|

Criterio de descomposicion

Hasta ahora hemos tratado de determinar si un polinomio p(X) € A[X] es o no irreducible. Vamos
ahora a tratar de encontrar, cuando es reducible, una descomposiciéon en producto de polinomios no
constantes.
En general los métodos de descomposicion son mas complicados que los criterios de irreducibilidad.
Sin embargo, vamos a estudiar el método de descomposicién de Kronecker que es particularmente
sencillo cuando se aplica a polinomios, con coeficientes no excesivamente grandes, en el anillo Z[ X ].
Consideramos p(X) € Z[X], un polinomio ménico no constante de grado n. Si p(X) admite una
factorizacion p(X) = p;(X)p,(X) en Z[X ], entonces, por ejemplo, grad(p,(X)) < n/2. Llamemos s
a la parte entera de n/2. Si tomamos s + 1 elementos distintos a,,. .., a, de Z, al valorar p(X) en q;
tenemos:

p(a;) =pi(a)py(a;), 0<i<s.
Luego p,(a;) es un divisor de p(a;), y como p(a;) tiene un numero finito de divisores, resulta que
p,(a;) toma valores en un conjunto finito. Por la formula de interpolacion de Lagrange, existe un
unico polinomio q(X) de grado menor ¢ igual que s tal que q(a;) = p;(a;), 0 < i < s, entonces
q(X) = p,(X) y tendriamos de esta forma determinado un factor de p(X).
Entonces si no conocemos previamente la factorizaciéon de p(X), consideramos todas las posibles
elecciones de colecciones d,, ..., d; con d; | p(a;), 0 <i <s. Si calculamos en cada caso el polinomio
de interpolacién de Lagrange, q(X), tal que q(a;) = d;, 0 < i < s, resulta que si p(X) es reducible,
alguno de estos polinomios debe ser un factor de p(X); en cambio, si es irreducible evidentemente
ninguno lo es.
Hemos encontrado pues un método de factorizacién de polinomios que también es un criterio de
irreducibilidad. Finalmente destacar que este método puede ser aplicado también a cualquier DFU A
que tenga un numero finito (pequefio) de elementos invertibles y en el que tengamos algin método
que permita calcular la descomposicion en irreducibles.
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Ejemplo. 15.14.
Estudiar si es reducible en Z[X] el polinomio p(X) = X7 —2X% +3X° —2X3+6X2—4X + 4 y,si lo
es, encontrar una descomposicion en irreducibles.

Ya que el grado es siete, resulta que s = 3. Consideramos esta vez tres elementos de Z: a, = —1,
a; =0,a,=1.

Valoramos p(X) en a; obteniendo: p(a,) = 10, p(a;) =4, p(a,) =6.

Consideremos los divisores dy, =2, d; =1, d, = 2.

Construimos el polinomio de interpolacién de Lagrange

X(X —1) (XD - (1

—1-0)(—1—-1) " (0+D0-1  “(1+1(IA-0) =XE+1

qX)=2

Y resulta que X2 + 1 es irreducible y es un divisor de p(X):
pX) = (X2 + 1)(X° —2X* +2X° + 2X2 — 4X +4)

Estudiamos ahora el polinomio p,(X) = X> —2X* + 2X3 + 2X? — 4X + 4. Ya que su grado es cinco,
resulta que s = 2. Consideramos tres elementos de Z: a, =—1, a; =0, a, = 1.

Valoramos p,(X) en a; obteniendo: p,(a,) =5, p,(a;) =4, p,(a,) =3.
Consideremos los divisores d, =5, d; =2, d, = 1.
Construimos el polinomio de interpolacion de Lagrange

X(X—1) X +1)(X —1) (X +1)X
(—1-0)(=1—-1) “(0+1D0-1)  (1+11-0)

q(X)=5

1
- gx(x— )= 20— 1)+ 5 (7 +X)
1 2 2
= (X —4X +4)=X?-2X +2.

Y resulta que X2 — 2X + 2 es irreducible y es un divisor de p,(X):
po(X) = (X*—2X +2)(X® +2).

Ya que el otro factor es irreducible, resulta que hemos obtenido una descomposicion en irreducibles
de p(X) en la siguiente forma:

p(X)=X*+1)(X*—2X +2)(X> +2).

Es conveniente destacar que en el ejemplo anterior, en el primer paso, hemos tomados menos ele-
mentos a; de lo que indicaba el numero s, esto puede ser arriesgado en casos generales, ya que
estamos descartando a priori posibles factores de p(X) de grado cuatro.
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Ejercicios

HACER
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16. Derivada de un polinomio. Raices multiples

Nos encaminamos ahora a estudiar las raices multiples de un polinomio. Para ello vamos a introducir
la derivada de un polinomio de forma algebraica. Sean Aun DIy X, T dos indeterminadas. Para cada
p(X) € A[X] consideramos el polinomio p(X + T) € A[X, T ]. Este polinomio se puede escribir como
un elemento de A[X ][ T] en la forma

pX +T)=poX)+p,(X)T +---+p,(X)T",

con p;(X)€AX],0<i<m.
Es inmediato comprobar que p,(X) = p(X), y que T | p(X + T) — p(X). Definimos la derivada
formal del polinomio p(X) como el inico polinomio Dp(X) € A[X ] que verifica p(X + T) —p(X) =
Dp(X)T (mod T?).
Vamos a comprobar que Dp(X) estd determinado de forma tnica. Supongamos que q(X) € A[X]
verifica:

p(X +T)— p(X) = q(X)T (mod T2),
entonces q(X)T = Dp(X)T (mod T?), y por tanto existe un polinomio h(X,T) € A[X, T] tal que
q(X)T—Dp(X)T = T?h(X, T), simplificando por T tenemos q(X)—Dp(X) = Th(X, T), luego q(X) =
pD(X).
Es claro de lo anterior que Dp(X)=p;,(X)=a; +a,X +---+a, X" L.

Lema. 16.1.

Sea A un DI, la derivada define una aplicacion D : A[X | — A[X] verificando:
(1) D(p;(X) + p2(X)) = Dp1(X) + Dp,(X), para p,(X), po(X) € A[X].

(2) D(ap(X)) =aDp(X), parap(X) €A[X]ya €A.

(3) D(p1(X)p,(X)) = Dp1(X)p,(X) + p1(X)Dp,(X), para p,(X), p,(X) € A[X].

DEMOSTRACION. (1) Tenemos p;(X + T) — p;(X) = Dp,;(X)T (mod T?) y p,(X + T) — p,(X) =
Dp,(X)T (mod T?), y sumando ambas expresiones

(p1(X + T) + po(X + T)) — (p1(X) + p2(X)) = (Dp1(X) + Dp,(X))T (mod T?).

Luego D(p;(X) + p,(X)) = Dp;(X) + Dp,(X).
(2) Tenemos p(X + T)—p(X) = Dp(X)T (mod T?) y multiplicando por a tenemos

ap(X + T)—ap(X) = aDp(X)T (mod T?).
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Luego D(ap(X)) = aDp(X).

(3) Tenemos las expresiones p;(X + T) — p;(X) = Dp;(X)T (mod T?) y p,(X + T) — p,(X) =
Dp,(X)T (mod T?). Multiplicando la primera por p,(X + T) y la segunda por p,(X) y sumando
tenemos:

Pi(X + T)p,(X + T) — py(X)po(X) = (po(X + T)Dp1(X) + p1(X)Dp,(X))T (mod T2),
y ya que p,(X + T) = p,(X) + Dp,(X)T (mod T?), tenemos:
p1(X + T)po(X + T) — p1(X)p2(X) = (p2(X)Dp1(X) + p1(X)Dpo(X))T (mod T?).

Luego D(p;(X)p,(X)) = p1(X)Dp,(X) + po(X)Dp;(X). O

Si p(X) € A[X]y a € A es una raiz de p(X), llamamos multiplicidad de a al mayor nimero entero
positivo k tal que (X — a)* | p(X). Las raices de multiplicidad uno se llaman raices simples, las de
multiplicidad mayor que uno se llaman raices multiples. Por extensidén las raices de multiplicidad
cero son los elementos de A que no son raices del polinomio.

Tenemos de forma inmediata que si a,,...,a, son raices de p(X) con multiplicidades kg,...,k,,
entonces (X —a) --- (X —a, )" | p(X).

Proposicion. 16.2.
Sea A un DI y p(X) € A[X ] un polinomio, si a € A entonces son equivalentes:

(a) a es una raiz multiple de p(X).
(b) p(a)=Dp(a)=0.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea a una raiz multiple de p(X), entonces existe k > 1 tal que p(X) =
(X — a)¥q(X) para algtin polinomio q(X) € A[X]. Aplicando D tenemos:

Dp(X) = k(X —a)*'q(X) + (X —a)*Dq(X),

y valorando en a tenemos que Dp(a) = 0.

(b) = (a). Ya que p(a) = 0, resulta que a es una raiz de p(X), y se tiene una factorizacion p(X) =
(X —a)q(X). Aplicando D tenemos:

Dp(X) = q(X) + (X —a)Dq(X),

y valorando en a tenemos
0=Dp(a) =q(a),
por tanto X — a | ¢(X), y a es una raiz multiple de p(X). |
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Corolario. 16.3.
Sea A un DI, p(X) € A[X] un polinomio y a € A, si a es una raiz de p(X) de multiplicidad k > 1,
entonces a es una raiz de multiplicidad k —1 de Dp(X).

Vamos a tratar de afinar el resultado anterior, para ello necesitamos restringir el tipo de anillos al
que se va a aplicar.

Si A es un anillo, existe un tinico homomorfismo de anillos f : Z — A, definido por f(n) = n1, para
cada n € Z. El nucleo de f es un ideal de Z generado por un entero positivo 6 nulo m. El entero m
se llama la caracteristica del anillo A. Es claro que si A es un DI, entonces la caracteristica de A es
cero 6 un numero primo; en este caso, el subanillo Im(f) se llama subanillo primo de A.

Teorema. 16.4.
Sea A un DI de caracteristica cero. Si a € A es una raiz de multiplicidad k > 1 de un polinomio
p(X) € A[X ], entonces a es una raiz de multiplicidad exactamente k — 1 de Dp(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) = (X — a)*q(X), con q(X) € A[X ], entonces tenemos:
Dp(X) = k(X —a)'q(X) + (X — a)*Dq(X) =

=X —a) ' (kq(X) + (X — a)Dp(X)).

El segundo factor no se anula para a, luego la multiplicidad de a en Dp(X) es exactamente k — 1.
O

Ejemplo. 16.5.
Consideramos p(X) = X°+1 € Zs, es claro que p(X) = (X +1)°, luego —1 es una raiz de multiplicidad
cinco de p(X). Sin embargo Dp(X) =0, y el Teorema (16.4.) no es aplicable.

Sin embargo, para caracteristica distinta de cero tenemos el siguiente teorema.

Teorema. 16.6.
Sea A un DI y p(X) € A[X ] un polinomio con Dp(X) = 0, se verifica:

(1) Sila caracteristica de A es cero, entonces p(X) es constante.
(2) Sila caracteristica de A es m # 0, entonces p(X) = q(X?) para algiin polinomio q(X) € A[X].
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DEMOSTRACION. Tenemos Dp(X) = a; + 2a,X +---+ na, X", entonces la primera parte es inme-
diata. Para la segunda tenemos que ia; = O paratodoi =1,...,n, luego a; = 0 si i no es un multiplo
de p, y por tanto el polinomio p(X) tiene una expresion del tipo siguiente:

pX)=ag+a,XP +ay,X* +---+a,,X'?,

que es un polinomio del tipo indicado. a

Teorema. 16.7. (Féormula de Taylor)
Sea A un DI de caracteristica cero, si p(X) € A[X ] es un polinomio de grado n, entonces p(X) tiene
una expresion del tipo

Dp(a)(X_a)erJr D"p(a)

p(X)=pla) + = e

X —a)",

para todo a € A.

DEMOSTRACION. Tenemos la siguiente expresion para p(X):
pX)=p((X—a)+a)=Dbo+b;(X—a)+---+b,(X—a)".

Se trata entonces de determinar los coeficientes b;. Si denotamos por D" aplicar r veces D, entonces
tenemos:

) 0 sir>i
D'(b;(X —a)) =1 .,. ) i .
(bi( )) i(i—1)---(i—r+1bX—a) " sir<i

Por tanto, valorando en a tenemos:

0 sir>i
D'(b;(X —a))(a)=< r'b, sir=i
0 sir<i

Entonces D"p(a) = r!b, y como consecuencia podemos calcular el valor de cada b,, esto es, b, =
D"p(a)
— O

r!

Para finalizar veamos una aplicacidn de este tltimo resultado.

Corolario. 16.8.

Sea A un DI de caracteristica cero, p(X) € A[X] y a € A, entonces son equivalentes:
(a) a esraiz de p(X) de multiplicidad k > 1.

(b) p(a)=Dp(a)=...=D""p(a) =0 y D*p(a) # 0.
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DEMOSTRACION. (1) = (2). Tenemos (X —a)* | p(X), luego p(X) = (X — a)*q(X), siendo q(a) # 0.
Se tienen entonces la igualdad:

Dp(X) = (X — &) (kq(X) + (X — a)Dq(X)) = (X — a)'q, (X)),
donde q;(X) = kq(X)+(X—a)Dq(X), y a no es raiz de g, (X ). Si continuamos de esta forma tenemos:

D*p(X) =X—a)*((k—1)q;(X) + (X —a)Dq;(X)) = (X — a)?q,(X),
DM1p(X) = (X — o)1 (X),
D*p(X) =q(X),

donde los polinomios g,(X), ..., q;(X) se han ido construyendo de la misma forma que q,(X), y para
los cuales a no es raiz. Se tiene entonces el resultado.

(2) = (1). Aplicando la férmula de Taylor para p(X) en a € A tenemos:

D*p(a)
k!

p(x) = (K —a) -+ TEO gy = (x — a)q0),

donde q(X) = % +--- 4 %(X —a)"* € A[X] verifica q(a) # 0, luego a es una raiz de exacta-

mente multiplicidad k de p(X). a
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Ejercicios

Raices multiples

Ejercicio. 16.9.

Sea K un cuerpo de caracteristica cero, f (X) € K[X] y a # 0 una raiz de f (X). Demuestra que a es
una raiz doble de f (X) =X"+a,_ X" '+---+a,X +a, si, y sélo si, es raiz de a,_; X" ' +2a, , X"+
-+++(n—1)a; X + na,.

Ref.: 1104e_002 SOLUCION.

Ejercicio. 16.10.
Se considera el polinomio X> —4X? + 5X + k € Q[X], halla k € Z para que el polinomio admita una
raiz doble, y en ese caso resolver la ecuacién X3 —4X?+5X + k = 0.

Ref.: 1104e 010 SOLUCION.

Ejercicio. 16.11.
Estudia los siguientes enunciados:

(a) Demuestra que el polinomio f(X) = X3+ 2X? +5X + k € Z es irreducible sobre Q si k es impar.
(b) Demuestra que f (X) no tiene raices multiples sea cual sea el valor de k.
(c) Para k impar di si son 6 no cuerpos los siguientes anillos cocientes:

QIX1/(f (X)), RIX1/(f(X)), CIX]/(fX)).

Ref.: 1104e 011 SOLUCION.
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17. Polinomios simétricos

Consideramos A[ X, ..., X, ], el anillo de polinomios en las indeterminadas X, ..., X, con coeficientes
en A.

Cada permutacion o € S, define un homomorfismo de anillos
fo 1AXy,... . X, ] —AX,,.... X, ]! foX)=X,;,1<i<T

Es claro que f, es un isomorfismo de anillos con inverso f,-:.

Un polinomio p(X) € A[X,...,X,] se llama simétrico si es invariante por f,, para cada o € S,, esto
es, f,(p(X)) = p(X), para todo o € 8S,.

Ejemplo. 17.1.

(1) Los polinomios XX +---+X*y [[{X; =X, | i #j, 1 <1i,j < r} son polinomios simétricos en
AlXy,. ., X, ]

(2) Todo polinomio de A[X ] es simétrico en A[X ].

(3) El polinomio X; + X, no es simétrico en A[X;,X,,X;], aunque si lo es en A[X;,X,].

Lema. 17.2.
Sea A un anillo, el conjunto Sim(A[X;,...,X,]) de todos los polinomios simétricos de A[X1,...,X,]
es un subanillo de A[X, ...,X,] que contiene a A.

DEMOSTRACION. Ya que todo polinomio constante es simétrico, tenemos una inclusién de anillos
A C Sim(A[X4,...,X,.]). Supongamos que p, q € Sim(A[X4,...,X,]), entonces aplicando f, tenemos:

folp+a)=f.(P)+fs(@)=p+q,
fo(pa) = fo(P)f5(@) = Pq.

O
Recordemos que un polinomio en A[X,,...,X,] se llama homogéneo si todos sus monomios tienen
el mismo grado. Todo polinomio de A[X},...,X,] se puede expresar de forma tinica como una suma
de polinomios homogéneos. Para cada 0 # p € A[X;,...,X,] tenemos pues una Unica expresion del

tipo

P=Dotp1t+ " +Dy
con p; € A[X,,...,X,] homogéneo de grado i, 0 < i < n, para un cierto entero no negativo n, con
P, # 0. Los polinomios p; se llaman las componentes homogéneas de p.
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Proposicion. 17.3.
Un polinomio p € A[X;,...,X,] es simétrico si, y sdlo si, cada una de sus componentes homogéneas
lo es.

Como consecuencia de esta Proposicién podemos reducir el estudio de los polinomios simétricos al
estudio de los polinomios simétricos homogéneos, ver Teorema (17.4.)

Vamos a determinar la estructura del anillo Sim(A[X,,...,X,]). Para ello en primer lugar vamos a
ver que existe un conjunto de r polinomios que genera Sim(A[X},...,X,]) como anillo.

Para ello consideramos el polinomio p = p(X,,...,X,,T) € A[X,,...,X,,T] = A[T][Xy,...,X,],
definido por:
p=(T—X,)-(T—X,).
Tenemos que p € SIm(A[T ][ X4, ...,X,]). Como elemento del anillo A[X;,...,X,][T] el polinomio p
se escribe en la forma
p=T +(—1)e; T+ (=1 e, T2 +---+(=1)"te, ;T +(—1)"e,,

donde cada sumando es un polinomio de grado r en las indeterminadas T, X, ..., X,. Por lo tanto
cada e; es un polinomio homogéneo de grado i. Y es facil comprobar que cada e; es un polinomio
simétrico en A[ X, ..., X, ].
Los polinomios e; se llaman polinomios simétricos elementales en las variables X, ..., X,, y tienen
las siguientes expresiones:

e =20 X=X, +-+X,,
62 - Zi1<i2Xi1Xi2 :X1X2 +X1X3 + e +Xr_1Xr,

e, = Zi1<...<ir XX, =X XX,
que se representan abreviadamente también por

(X1), X1X5), -y (XX, X ),

th ZX1X2, cee ZX1X2"‘Xm
respectivamente.

El siguiente Teorema prueba que estos polinomios son un conjunto de generadores del subanillo
Sim(A[X,,...,X.]).

0 por

Teorema. 17.4. (Teorema fundamental de los polinomios simétricos)
El subanillo de A[X;,...,X,] generado por A y los polinomios simétricos elementales e, e, ..., e,
coincide con Sim(A[X;,...,X,]).
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Un enunciado equivalente a éste, que es el que vamos a demostrar, es el siguiente:

Todo polinomio simétrico homogéneo del anillo A[X,,...,X,] se puede expresar como un polinomio con
coeficientes en A en las variables eq, e,, ..., e,.

DEMOSTRACION. Definimos una relacién de preorden entre los monomios, no nulos, de un polino-
mio simétrico homogéneo a partir de:

aXfl .. ,Xfr > bxill .. .Xfr, a y b no nulos,

si para el primer entero t tal que k, # h, se tiene k, > h, (orden lexicografico). Por ejemplo, se tiene
X?X2 > X?X,X3. Supongamos que p es un polinomio simétrico homogéneo no nulo, agrupamos
en un sélo monomio todos los monomios aX fl e X fr y bX ill e X fr que verifiquen k; = h; para todo
1 <i < r.Deestaforma larelaciéon definida anteriormente entre los monomios de p define ahora una
relacion de orden estricta. Consideramos el mayor monomio de p al que vamos a llamar aX ]f e X fr.
Tenemos que k; = k, > - -+ = k,, ya que si existen indices i < j tales que k; < k;, entonces el monomio

k ki k; k L .
aX; - X X Xf es mayor que aX;" -- -Xfr, lo que es una contradiccién. Determinamos ahora

b . . k
un producto e;" - -efr tal que el monomio mayor sea precisamente X, ---X ff, para ello observamos
que deben de verificarse las siguientes relaciones:

ky+ky+--+k,=b +2b,+-+-+rb,,
ky=by+b,+---+b,,
ky=by+---+b,,
ky=bs+---+b,,

Tenemos entonces que b; = k; —k;,,, paral <i <r, siendo k,,; =0.
La diferencia
— by b,
q = p —ae, +-- er 5
es cero 0 es un polinomio simétrico y homogéneo, del mismo grado que p, cuyo monomio mayor es
mas pequefio que el monomio mayor de p. En el primer caso tenemos la igualdad:
b,

oo

by
p:ael ceep

y en el segundo podemos aplicar a q el mismo proceso que a p. Obteniendo un nuevo polinomio
simétrico y homogéneo que es cero 6 es del mismo grado que g y cuyo monomio mayor es mas
pequefio que el monomio mayor que q.

Este proceso en algiin momento ha de llegar a obtener un polinomio cero, y entonces tendremos una
descomposicién de p como una combinacién de los polinomios simétricos elementales. O

Una propiedad de esta descomposicién es que es inica. Supongamos que tenemos dos expresiones
p = h(eq,...,e.) = k(eq,...,e.) de p como polinomio en los e; con coeficientes en A, entonces se
verifica:

0=h(eq,...,e.)—k(es,...,e.)=1(eq,...,e,) =q(Xq,...,X,).
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Vamos a ver que cada coeficiente de (e, ...,e,) es cero; en caso contrario existe algtin monomio no
nulo; supongamos que [; = aei’1 . -eff es un monomio no nulo de [(e,,...,e,) de grado maximo. Sea
aXf e X ,’f el mayor monomio de [, entonces tenemos la igualdades b; = k; —k;,;, paral <i <r
y ky = --- > k.. Ya que q(X4,...,X,) es nulo, debe de existir otro monomio de [(e;,...,e,) que
contenga un monomio no nulo del tipo a’X f '... X% Sieste monomioesd’e; - - e, entonces también

se verifica ¢; = k; —k;;; = b;, para 1 <i < n, lo que implica la igualdad de los monomios ae,* ---efr

ya'el'---e, y esto es una contradiccion.
r

Podemos enunciar el resultado, asi obtenido, en una forma mas sencilla, y obtener, como consecuen-
cia, una descripcion completa del anillo Sim(A[X 4, ..., X,]).

Corolario. 17.5.
Existe un isomorfismo de anillos

w:AX,,...,X,]— Sim(A[X,,...,X,]),

definido por w(a) = a paratodoa €Ay w(X;) =e;, paral <i <r.

Veamos a continuacién cémo se utiliza el método seguido en la demostracién del Teorema para ex-
presar un polinomio simétrico homogéneo como una combinacidn lineal de los polinomios simétricos
elementales.

Ejemplo. 17.6.
Sea p el polinomio simétrico p = (X; + X,)(X; + X3)(X, + X5). Si desarrollamos p obtenemos

P =XIXo+X*X3 + X1 X2 42X, XX + X2X, + X2X5 + X X2,

Si ordenamos sus monomios en forma descendente, el mayor resulta ser X?X,, entonces k; = 2,
k, =1y k; = 0. Tenemos, segun la notacion del Teorema, que b; =1, b, =1y by = 0. Llamamos q
al nuevo polinomio:

q=p—ejejel =p—eje, ==X, X,Xs.

Finalmente resulta que ¢ = —e;, luego la expresion de p es:
p == 6162 - 63.

A continuacién vamos a mostrar otro método mas prdctico, para calcular la expresién de p en funcién
de los polinomios simétricos elementales, cuando el nimero de indeterminadas es pequefio.

Como ya conocemos por el Corolario (17.5.), p admite una expresién unica en funcién de los poli-
nomios e; con coeficientes en A. Vamos a considerar una expresion general con coeficientes indeter-
minados, e intentar calcular cuales deben ser estos coeficientes.
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Ya que p es un polinomio simétrico y homogéneo de grado 3, consideramos todos los polinomios de
grado tres que podemos formar con los polinomios simétricos elementales. En este caso son: 2, e e,
y e5. Y ahora se considera la combinacion lineal en A

p= aef + feje, + yes.

La expresion anterior es una igualdad de polinomios en X;, X, v X5. Resulta que la igualdad se
sigue manteniendo al evaluar las indeterminadas X;, X, y X5. Luego dando valores a X;, X, y X,
obtenemos relaciones que han de verificar a, 8 y y. Veamos algunas de ellas:

X, =1, X,=0=X;, 0=a(l)+B(0)+v(0),
de donde resulta que a = 0. Tenemos la siguiente expresién de p:
p = Peie; +res.

Damos ahora los valores:

X, =1=X,, X3=0, 2=p(2)+7y(0),
de donde resulta que 3 = 1. Tenemos la expresion de p

P =eje,+ves.

Damos ahora los valores:

X =1=X,,Xs=-2, 2=0+7y(-2),
de donde resulta que y = —1. La expresion definitiva de p es:

P =¢é,6, —¢€;3.

Resultante

Veamos que el uso de los polinomios simétricos permite estudiar facilmente cuando dos polinomios,
con coeficientes en un DI, tienen raices comunes. Conviene aclarar algo en este punto. Supongamos
que A es un DI con cuerpo de fracciones K, y sean p,q € A[X]. Puede ocurrir que alguno de estos
polinomios no tenga sus raices en K. Este problema lo solucionamos admitiendo el siguiente hecho:
Sea p un polinomio con coeficientes en un cuerpo K, entonces existe otro cuerpo F, que contiene a K
como subcuerpo, tal que p tiene en F[X] una descomposicion en la siguiente forma: p(X) = a,(X —
a;)- (X —a,). Podemos por tanto suponer que en F se tiene también una descomposicion de g
como q(X) = bm(X - ﬁl) Tt (X - ﬁm)

Sea Aun DIy sea K su cuerpo de fracciones. Sean p(X),q(X) € A[X ] dos polinomios con expresiones:

PX)=ay+aX+...+a,X", a,#0,n>1,
qX)=by+bX+...+b,X™, b, #0,m > 1.
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Lema. 17.7.
En la situacién anterior, si A es un DFU, son equivalentes:

(a) Los polinomios p(X) y q(X) tienen de mcd un polinomio no constante. (iNo son primos relati-
vos!).
(b) Existen polinomios no nulos p,(X) y q;(X) € A[X] tales que

grad(p,(X)) <n—1, grad(q;(X))<m—1 y p(X)q,(X)=q(X)p;(X).

DEMOSTRACION. (a)=(b). Sea d(X) un mcd de p(X) y g(X) en K[X ] no constante, entonces p(X) =
d(X)p,(X) yq(X) =d(X)q;(X), de donde resulta que p(X)q;(X) = q(X)p,(X). Ademas, se tiene que
grad(p,(X)) < grad(p(X)) = ny grad(q,(X)) < grad(q(X)) = m.

(b)=(a). Por la hipdtesis (b) tenemos p(X)q,(X) = q(X)p,(X). Factorizamos ambos miembros en
factores irreducibles en K[X]. Al ser el grado de p,(X) estrictamente menor que el de p(X), algtin
factor irreducible ha de dividir a p(X) y no a p,(X), luego debe dividir a q(X), y por tanto p(X) y
q(X) tienen un mcd no constante. O

Supongamos que los polinomios p,(X) y q;(X) tienen las expresiones

piX)=co+c X+...+c, X",
gX)=dy+d X +...+d,,_ X",

entonces de la igualdad del Lema se deduce p(X)q,(X)—q(X)p,(X) = 0, luego los n+ m coeficientes
de este polinomio son iguales a cero, si escribimos esto en una lista tenemos las siguientes igualdades:

andm—2 +an—1dm—1 _bmcn—z _bm—lcn—l =0
andm—l _bmcn—l = OJ
Que es un sistema de ecuaciones lineales en las incégnitas d,, . . . ,d,,,_;, —Cg, - - - , —C,_1 - (El considerar

—c; es para que los coeficientes vayan afectados por el signo “+”). Es pues un sistema homogéneo
de n + m ecuaciones en n + m incognitas. Este sistema tiene soluciéon (no trivial) si, y sélo si, el
determinante del sistema es igual a cero.

El determinante de este sistema de llama la resultante de Euler-Sylvester-Cayley de p(X) y q(X).
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Proposicion. 17.8.

En la situacion anterior los polinomios p(X) y q(X) tienen un mcd no constante si, y solo si, su
resultante es igual a cero.

La resultante de p(X) y q(X) se suele representar por R(p(X),q(X)), y tiene la expresion

aO al ...... an_1 an 0 0
0 aO al ...... an_1 an 0
O . 0 aO al ...... an—l an

R(p(X),q(X)) =

(pCO.q) =, TR G
0 bo bl """ bm—l bm 0
0 0 bO bl ...... bm_1 bm

donde el determinante tiene n + m filas, m filas para los a; y n filas para los b;.

Observacion. 17.9.
En algunos textos la resultante aparece también descrita como

A a g v e a, @ 00
0 a, Qi a; a, 0
O 0 an an_ ...... a, a
R(p(X),Q(X))Z b.b EPEEERIREY bll bO 0 1- 00
0 bm bm—l ...... bl bO -0
O O bm bm—] ...... bl bo

Es facil observar que ambas expresiones dan el mismo valor, y que esta expresion se tiene al trabajar
por columnas.

Ejemplo. 17.10.

Se consideran los polinomios
p(X)=2+3X +4X?,
q(X)=1+5X+6X%+7X3.

La resultante de p(X) y q(X) es:

23400
02340
R(p(X),q(x))=[0023 4
15670
01567

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




192 CAP. IV. ANILLOS DE POLINOMIOS

Llamamos matriz resultante de p(X) y q(X) a la matriz

(ao al ...... an_l an 0 0 \
0 ao al ...... an_l an 0
0 ) O a a ------ an_ an
MR(PO,qEN=| 5 3 0 "y g g
0 bO bl ...... bm—l bm .- 0
\ 0 0 bo bl """ bm—l bm}
m—1

Observa que para los polinomios p;(X) = X'y q,(X)= ;H d.X', de gradosm—1yn—1,

respectivamente, se tiene

0

(CO’ 5 Cne1s dO) cee dn—l)MR(p(X); CI(X)) = (607 cees em+n—1)ﬂ

m+n—1

siendo p;(X)p(X) +q;(X)q(X) = 2 eX".
Para los dos siguientes resultados, ver también el Teorema (17.13.).

Proposicion. 17.11.
Dados dos polinomios p(X) y q(X), de grado n y m, respectivamente, existen polinomios p,(X)
¥y q,(X), de grado menor que m y n, respectivamente, tales que p,(X)p(X) + ¢,(X)q(X) =

R(p(X), q(X)).

DEMOSTRACION. Ya que se tiene adj(MR(p(X),q(X)))MR(p(X),q(X)) =R(p(X),q(X))I,,,,_1, basta
considerar la primera fila de la matriz adj(MR(p(X),q(X))), y escribirla como

(COJ ) Cm—17 dO’ ey dn—l);
se tiene entonces

(co> > Cme1,dps - - -, dp JMR(p(X), (X)) = (R(p(X), ¢(X)), 0, ..., 0).

m—1

Basta definir p;(X)=>" ¢X'y ¢;(X) = Z::()l dXx'. O

Corolario. 17.12.
En Ia situacién anterior los polinomios p,(X) y q,(X) son tnicos si R(p(X),q(X)) # 0.
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DEMOSTRACION. Supongamos que R(p(X),q(X)) # 0 y que existan polinomios p;(X) y q5(X), de
grado menor que m y n, respectivamente, tales que p;(X)p(X) + q;(X)q(X) = R(p(X),q(X)), en-
tonces se tiene (p,(X) — p5(X))p(X) + (g,(X) — g5(X))q(X) = 0. Conocemos que son equivalentes
R(p(X),q(X)) = 0y p(X) y g(X) no son primos relativos; por lo tanto, en nuestro caso p(X) y
q(X) son primos relativos, y por tanto q(X)|(p,(X) — p5(X)), lo que implica p,(X) = p;(X), ya que
grad(p;(X)) < grad(q(X)). Del mismo modo se prueba que q,(X) = g5(X). O

Vamos a calcular otras expresiones mas ttiles de la resultante. Si p(X) € A[X ], podemos suponer
que p(X) tiene n raices, a,,...,a,, en K, el cuerpo de fracciones de A. Tenemos

p(X) = an(X_al) ot (X _an):
los coeficientes de p(X) estan determinados por las raices mediante las igualdades:

aO/an :(_1)nza1"'an :(_1)na1"'am
a/a, =" Dlaj...a,,

.an—l/an:(_l)zal =—(a; +--+a,),

por tanto los a;/a,, 0 < i < n—1, son polinomios simétricos en los a;, 1 < j < n.

Teorema. 17.13.

En la situacion anterior se verifica:

(1) La resultante R(p(X),q(X)) es un polinomio homogéneo de grado m en los a;, y de grado n en
losb..

j

(2) Existen polinomios P(X) y Q(X), con coeficientes polinomios en los a; y b; y grados acotados
porn—1 ym— 1, respectivamente, verificando R(p(X),q(X)) = p(X)Q(X) + q(X)P(X).

(3) Sip(X) tiene raices a,, ..., a,, y q(X) tiene raices f3,, ..., B,,, en K[X], entonces

R(p(),q(x)) =a" | Jale) =1 br [ [p(8)
i=1 j=1

— o [ 1] T8

i=1 j=1

DEMOSTRACION. (1). Si calculamos la resultante de los polinomios Tp(X) y q(X), resulta que las m
primeras filas del determinante estdn multiplicadas por T, y es claro que se tiene

R(Tp(X),q(X)) = T"R(p(X),q(X)),

por tanto R(p(X),q(X)) es un polinomio homogéneo de grado m es los a;. Andlogamente se tiene
para los b;.
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(2). Consideramos R(p(X ), q(X)); multiplicamos la columna k por X"™™* y la sumamos a la columna
n + m; hacemos esto para todo k verificando 1 < k < n+ m — 1. El determinante R(p(X),q(X)) no
cambia de valor, pero la columna n + m es:

X™p(X), X" *p(X), ..., p(X), X" q(X), ..., q¢(X).
Desarrollando el determinante por esta columna tenemos:
R(p(X),qX)) =pCO)(d; +d X +---+d _ X" ) +qC)(c,+c X +---+c X",

siendo los coeficientes d;, ¢; polinomios en los a; y b;.

(3). Para una indeterminada T definimos R(T) = R(p(X),q(X)— T). Para cada 1 <i < n llamamos
v; = q(a;). Se verifica R(y;) = 0 para cada i, ya que p(X) y q(X) —y; tienen a a; como raiz comun.
Al hacer el desarrollo del determinante R(T) obtenemos un polinomio de grado n en T cuyo coefi-
ciente lider es: (—1)"a,". (Esto es consecuencia de que el sumando con mayor grado en T se obtiene
multiplicando los elementos de la diagonal de R(p(X),q(X)— T)). Ya conocemos las raices de este
polinomio, que son: v4, ..., v,, entonces R(T) tiene la siguiente expresion:

R(T) =) "a(T—=y) - (T=y)=ai(y1—=T)-(r, = T).
Ademas tenemos la igualdad:

vi=q(a)=bn| (-8

j=1

Ahora evaluando R(T) en T = 0 tenemos:

R(p(X),q(x)=R(O0) = ay [T, vi =& [T, (bn [T (2= B))
= ayby [T T (= 6y).

Para comprobar el resto basta considerar las igualdades
p(B)=a,| [(B;—a) =a,(~1)"] [(i—B)
i=1 i=1

y hacer los siguientes calculos:

(=1 T, p(B) = (1) b” [T (au(~ 1" T (@ — B,))
= (=1mbrar (-1 m [T, [T, (@ — ) = R(p(X), q(X)).

O

Observa que la resultante de dos polinomios se obtiene como una expresién polinémica de los co-
eficientes, y también como un producto de las diferencias de las raices, que sabemos que existen en
algtin cuerpo F 2 K 2 A, por tanto p(X) y q(X) tienen una raiz comun si, y sélo si, su resultante es
nula.

Vamos a estudiar un algoritmo para el cdlculo de la resultante de dos polinomios basado en el algo-
ritmo de Euclides, de forma que reduzcamos al minimo el nimero de operaciones a hacer.
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Lema. 17.14.
En la situacion anterior se tiene:

R(p(X),q(X)) = (=1)""R(q¢(X), p(X)).

DEMOSTRACION. Es consecuencia de que si en un determinante se permutan entre si dos filas,
entonces el valor del determinante cambia de signo. a

Lema. 17.15.
Consideremos polinomios p(X), q(X) € A[X ] verificando:

q(X) =pX)c(X) + r(X), con c(X),r(X) € AlX] y grad(r(X)) < grad(p(X)),

entonces
R(p(X),q(X)) = ay #CIR(p(X)), r(X)).

DEMOSTRACION. Vamos a utilizar la nota anterior para suponer que las raices de p(X) estan en K,
tenemos entonces:

R(p(X),q(X))=al [T, q(a) = a TT;_;(p(a)ec(a) + r(a,))
= aT l_[?:l r(ai) — arrln—grad(r(X))agrad(r(X)) 1_[;1:1 r(ai)
= a e CCIR(p(X), r(X)).

O

Vamos a aplicar los Lemas anteriores, para calcular la resultante de dos polinomios, p(X) y q(X).
Supongamos que grad(p(X)) < grad(q(X)), entonces existen polinomios c¢(X) y r(X) verificando
g(X)=pX)c(X)+r(X) y grad(r(X)) < grad(p(X)). Se tiene entonces:

R(p(X),q(X)) = a™ #CCIR(p(X), r(X)) = (—1)redrENgm-erdrGIR(r(X), p(X)).

Evidentemente este proceso podemos reiterarlo hasta llegar a que uno de los dos polinomios sea
constante. En el siguiente Lema resolvemos este caso.
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Lema. 17.16.
Sia € A, entonces R(p(X),a) = a".

DEMOSTRACION. Trivial. O

Podemos, en este punto, completar la definicién de resultante definiendo para a, b € K no nulos
R(a, b) =1 y si alguno de ellos es cero, entonces R(a, b) = 0.

Ejercicio. 17.17.
Calcula la resultante de los polinomios

p(X)=X*+10X3+ 35X2% + 50X + 24,
q(X) =X>+30X*+355X3 + 2070X?2 + 5944X + 6720.

SOLUCION. Tenemos las siguientes divisiones:

c,(X)=X+20,

r1(X) = 120X3 + 1320X2 + 4920X + 6240,
CZ()() = I%a)( - T%a:
ro(X) =5X? + 39X + 76,

{ 384
{cg(x) = 24X +
{

4(X) = pX)cy (X) + 11 (X)), {

p(X) = r1(X)cy(X) + rp(X),

=,
504 2016
r3()() = _g_)< + 5 >

25 95
C4(X) = mx + 5042

r4(X)=0.

r(X) = ry(X)es(X) + r3(X),

ro(X) = r3(X)es(X) + (X)),

Luego la resultante de p(X) y q(X) es O. a

Ejercicio. 17.18.
Calcula la resultante de los polinomios

p(X)=X*+10Xx3 + 35X2 + 50X + 24,
q(X)=X>+35X*+485X3 +3325X% + 11274X + 15120.
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SOLUCION. Tenemos las siguientes divisiones:

_ (X)=X+25,
9(X) = p(X)er(X) + 1, (X), { 1(X) = 200X + 240X + 10000X +14520,
c,(X) = 2(1)0X - %’
2(x) 9X2 387X + 8;L6’

{Cg(X) — ZOOX + 680 680

p(X) =11 (X)cy(X) + ry(X),

r1(X) = ry(X)es(X) + r3(X), (X) = 392X + 1736

ra(X) = r3(X)cy(X) + ry(X), c(X) = 393  s60°

r(X) =55

Luego la resultante es:

R(p(X),q(X))=R(p(X), r(X)
= (—1)pdeENednBNR(r, (X), p(X)) = R(r1 (X)), p(X))
= R(r,(X), p(X)) = 200% &24C=CNR(r, (X), 1, (X))
= 200R(r(X), (X)) = 200(—1)821 (N erd:0NR(r, (X)), 1, (X))
= 200R(r,(X), r,(X)) = 200 x 92782dsCNR(1, (X)), r5(X))
=200 x 9R(r,(X), r3(X))
=200 x 9(_1)grad(rz(X))grad(rg(X))R(rg(X)’ r,(X))
= 200 x 9R(r5(X), 75(X)) = 200 x 9 x 392178dDR(r,(X), r, (X))
=200 x 9 x 392R(r3(X), r4(X))
=200 x 9 x 392r,(X) =200 x 9 x 39214
= 2073600.

Discriminante

Un caso particular de resultante es el discriminante de un polinomio. Si p(X) € K[X] tiene todas sus
raices a4,...,a, en un cuerpo F 2 K, definimos el discriminante de p(X) como

Discr(p(X)) = a>* l_[(al- —a;)*
i>j

Ya que por la definicion el discriminante de p(X) es un polinomio simétrico en las raices de p(X),
entonces admite una expresién en funcién de los coeficientes del polinomio. En particular es un
elemento de K.Y podriamos dar una definicion alternativa del mismo en funcién tinicamente de los
coeficientes de p(X). Vamos a relacionarlo con la resultante de p(X) y Dp(X).

Lema. 17.19.
En la situacion anterior tenemos

R(p(X), Dp(X)) = (—1)" % a,Discr(p(X)).
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DEMOSTRACION. Ya que tenemos

p(X)=gq,] |&x-a),
i=1

entonces " n
ppX)=a, > (| | &x=a,).
i=1 j=1,j#i
y por tanto

n
pp(a)=a, | | (@;—ay.
j=Lj#i

Si tratamos de escribir ahora el discriminante en funcién de Dp(«;), tenemos:

Discr(p(X)) = a> l_[(ai —a;)*=al"%a] l—[(ai —a;)*=

i<j i<j

El ntimero total de factores (a; — a;) es n(n— 1), y necesitamos cambiar el signo de la mitad, esto
n(n—1)

es, de =—, entonces tenemos:

=a2(-1)"7 | [Dp(ay).
i=1
Ahora bien, la siguiente expresion de la resultante de p(X) y Dp(X) se deduce del Teorema (17.13.).
R(p(x),Dp(x)) = a' ' [ [ Pp(ay),
i=1

luego tenemos la igualdad:

R(p(X), Dp(X)) = (—1)"7 " a,Discr(p(X)).

Lo habitual es que el coeficiente lider sea igual a 1, en este caso tenemos la férmula:

R(p(X), Dp(X)) = (—1)"7 Discr(p(X)).

Veamos a continuacion algunos ejemplos de célculo del discriminante.

Ejercicio. 17.20.
Cdlculo del discriminante del polinomio general de grado 2

p(X)=ay+a,X +a,X* €K[X].
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SOLUCION. Vamos a calcular el discriminante usando las raices. Supongamos que las raices son a,

y a,, entonces tenemos:
Discr(p(X)) = a(ay — ;) = a2(a2 + o —2a, a,)
20 2 4 2 _ _ 2 2_
=a;((a; + a7 +2a,a,) — 4oy a,) = a;((a; + ay)* —4aya,)
20 2 — a2 _
= az(( a,/a,)* —4ay/a,) = aj —4a,a;.

Vamos ahora a calcularlo usando la resultante.

a a; 4y

a,'R(p(X), Dp(X)) = (—1a;" |2a; a; 0
0 2a,a,

n(n—1)

Discr(p(X)) = (=1) 2

1 2, 2 20 Y — 2
= —a, (4aqa; + aja, —2aja,) = af —4aya,.

Observa que hemos utilizado la nota que aparece en la pagina 191 sobre el célculo de la resultante.

O
Ejercicio. 17.21.
Cdlculo del discriminante del polinomio general de grado 3
p(X) =ay+a; X +a,X*+ a;X® € K[X].
SOLUCION. Vamos a calcularlo usando la resultante.
as; a, a, a; O
- 0 a; a, a; q
Discr(p(X))=(—1)"7 a;'R(p(X),Dp(X)) =—a;'|3a32a, a; 0 0
0 3a;2a, a; O
0 O 3a;2a,q
= ala® — 4a;a® — 4ada, —27a2a2 + 18a5a,a, a,.
Como consecuencia el discriminante del polinomio
p(X)=ay+a,X +a,X*+X? € K[X]
es: asa? —4a’ —4aja, — 27a2 + 18a,4a, a,. O
P. Jara
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Ejercicio. 17.22.
Cdlculo del discriminante del polinomio general de grado 4

p(X)=ay+a,X +a,X*+a;X®+a,X* €K[X].
0 3 4

SOLUCION. Vamos a calcularlo usando la resultante.

a, as a, a; ag 0 O
0 a, a3 a, a; a5 O
0 0 a4 a3 a, a; a,
a'R(p(X),Dp(X)) =a," |4a43a32a, a; 0 0 O
0 4a43a;2a, a; 0 O
0 O 4a,3as2a, a; O
0 0 O 4a,3a;2a,a,

n(n—1)

Discr(p(X)) = (=1) 2

= —4a’a; —27ajal — 128ajasa’
—4a,a;a® + 16a,a3a, — 27a;a’ + 256a3a;
+144aia’a,a, — 6a,aiayal + 18a,ala,a,
—80a4a,a;a;a, + 18a,a,a3a, — 192a;a,a’a,
+aZaal —4alaa, + 144a,a,a3a’.

Como consecuencia el discriminante del polinomio
p(X)=a,+ a X +a,X*+a,X*+X* € K[X].

es:
3 3 3 4,2 2
—4aja; + 256a; — 27aza5 + 144ajaya,
+18a,a,alay + ajaia? —4alala,
—6a’ayal + 18a’ayas + 144a,a’a’
—192a,aja; —128alas + 16aja,
—4aja? —80a,asasa, — 27a;.
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Ejercicios

Polinomios simétricos

Ejercicio. 17.23.
Describe todos los polinomios simétricos elementales en cuatro variables.

Ref.: 1104e_001 SOLUCION.

Ejercicio. 17.24.
Determina todos los polinomios simétricos de grado n engendrados por uno solo de sus monomios.
Estudiar el cason = 5.

Ref.: 1104e_003 SOLUCION.

Ejercicio. 17.25.
Comprueba los siguientes desarrollos de los productos de los polinomios elementales para el niimero
de variables que se indica.

Una variable:

(1.1) e =D.X,.

Dos variables:
2.1 &=2X>4+2>X,X,,
(2.2) ey =>.X,X,,

Tres variables:

(3.1) &=2X>+32 XX, 46X, X,Xs,
(3.2) ejey =D X?x,+ 3 2. X1 X, X5,
(3.3) e3 =Y. X, X,X5.

Cuatro variables:

(4.1) ei’ =2 XT+62 XX, + 6> X2X2+ 12 X2X, X5 + 24 ), X1 X, XX,
(4.2) eje; = DXIX, 4+ 23 XX+ 5 XX Xs +12 ) X, X,X5X,,

(4.3) e5 =2 X?X2 423 XX, X5+ 6>, X1 XXX,

(4.4) ejeg =D XX, X5+ 4 ), X1 X,X:X,,

(4.5) e, =D X1 X, X5X,.
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Cinco variables:

(5.1) e = XX + 52 X1X, + 102 X2X2 + 202, X°X,X5 + 30 D, X2X2X5 + 40 ) X2X, XX, +
120 > X1 X, X5 X, X,

(5.2) ele, = ZX§X2+3 DXIXCHT P XXX +12 Y XXX +27 D X2X,X3X 460 D X1 X, XX (X,

(5.3) el =Y X:X2+2> XX, X +4 X2X§X3 +12 Y X2X, XX, + 30 ). X1 X, XX, X,

(5.4) ele;= ZX£X2X3 +2) XIX2X5 + 72){ X, X3X 4+ 20 D, X1 X, X3 X 4 X,

(5.5) eges =D X:X2X3+ 3D, XXX X, + 10D, X1 XXX, X,

(5.6) ere, =D XX, XX, + 5> X1 XXX, X5,

(5.7) es = D X1 X, X3 X, Xs.

Ref.: 1104e_004 SOLUCION.

Ejercicio. 17.26.

. 2 3 4 5 . .7 . . . 7
Para n variables expresa 2 X232 X3, > X} y 2. X3 como una combinacion de los polinomios simé-
tricos elementales.

Ref.: 1104e_005 SOLUCION.

Ejercicio. 17.27.
Estudia si son 6 no simétricos los siguientes polinomios, y cuando lo sean, expresarlos en funcion de
los polinomios simétricos elementales.

(1) X—-Y)»P(X—-2Y)2Y —X)(X +Y)? enK[X,Y],

2) X+Y—-2)X—-Y+2Z)X—-Y—2),enK[X,Y,Z],

(3) 3X*+2X —3, enK[X],

(4) (X?+X+1)(Y2+Y +2)(Z>+Z+3),enK[X,Y,Z],

5) X—-Y)Y-X)X—-2Z)Z—-X)Y—-Z)Z—-Y),enK[X,Y,Z],

6) X+Y+ZP+(Y +X+TP+X+Z+T)P+(Y +Z+T) enK[X,Y,Z,T].

Ref.: 1104e 006 SOLUCION.

Ejercicio. 17.28.
Expresa como combinacion de los polinomios simétricos elementales los siguientes polinomios si-
métricos:
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(1) X+Y)Y +2)Z+X),enK[X,Y,Z],

2 X+Y—-2Z)Y+Z—-X)Z+X-Y),enK[X,Y,Z],

(3 X+Y—-ZP(Y+Z—-X»PZ+X-Y)} enK[X,Y,Z],

4 X+Y+ZPX+Y+TPX+Z+TX(Y+Z+T)> enK[X,Y,Z,T],
(5) (X2+Y2)(Y2+2%)(Z2%+X?), enK[X,Y,Z].

Ref.: 1104e 007 SOLUCION.

Ejercicio. 17.29.

Expresa como combinacion de los polinomios simétricos elementales los siguientes polinomios si-
métricos:

(1) XY +X*Y+Y’X+XZ+ZY +Z*Y +Z2X +Y?*Z +X?*Z, enK[X,Y, Z],

(2) XY+XYZ+XZ+YZ+Y+X+2Z,enK[X,Y,Z],

(3) X2V +X2Z +Y2X + Z2Y +Y2Z + Z2Y +XYZ, en K[X,Y, Z],

4 X—-YYX—-2)P+({Y —-XP (Y —-2)»+(Z—-X)*(Z—-Y)* enK[X,Y,Z].

Ref.: 1104e_008 SOLUCION.

Ejercicio. 17.30.
Determina el polinomio simétrico en tres variables mds pequefio que sea multiplo de X —2Y, y
exprésalo como combinacidn de los polinomios simétricos elementales.

Ref.: 1104e_009 SOLUCION.

Ejercicio. 17.31.

Se considera el polinomio F = X* + 3X® + 2X% + X — 1, con raices a,, a,,a; y a,. Determina, deta-
lladamente, el valor de las siguientes expresiones simétricas en o, 0y, s, 0y:

(1) > ata,.

(2) ¢Cuantos sumandos tiene esta suma? Escribe todos los sumandos.

3) oc‘l*+OL‘Z*+0L‘3‘+0t;l =: >, a5

Ref.: 1104e 028 SOLUCION.
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Ejercicio. 17.32.
Expresa en funcidn de los polinomios simétricos elementales los polinomios simétricos

(1) p=X>X,X5+ X, X2X5 + X, X, X2.
(2) q=XX2X3+ XX, X2+ XIX3Xs + XX, X3 + X Xo0X2 + X, X2X3.

Ref.: 1104e 016 SOLUCION.

Ejercicio. 17.33.
Dado un término X' ~--X%, con e = -+ = e, el polinomio simétrico minimo que contiene a
X:'--- X% Jo representamos por (X' -+ X¢n odemos escribirlo facilmente como

1 n 1 B ¢

€ en) — oo
(X X )= Z Xo(l) o(n)’
O'ES
donde k es el niimero de términos X\, ---X "~ que son iguales a X' -+ X 7.
Calcula el valor de k, y el niimero de monomios de (X' - X ?n).
Ref.: 1104e 021 SOLUCION.

Ejercicio. 17.34.
Dado un polinomio X> + bX? + cX + d con raices a, 3,y # 0, calcula:

(1) El valor de X >+ /15 + 1

(2) Cuando a, /3 Yy #— 1 el polinomio del que son raices —~ a+1’ ﬁﬂ V== Y+1

Ref.: 1104e_023 SOLUCION.

Ejercicio. 17.35.
Dado el polinomio X* —4X — 8, con raices a, 3 y v, calcula el valor de
1 1 1
a+ +ﬂ+ +y+.
a—1 pB—-1 y-—1
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Ref.: 1104e 024 SOLUCION.

Ejercicio. 17.36.

3 3
Se considera el polinomio X®—5X —5 con raices a, 3 yy. Calcula el valor de (a%l)g + (/3%1) + (r%) .

Ref.: 1104e_025 SOLUCION.

Ejercicio. 17.37.
Determina todas las ternas de numeros a,, a,, a5 tales que su suma es r, la suma de sus cuadrados
es s, y la suma de sus cubos es t.

Estudiar el caso particular en el quer =1,s =19yt =1.
Ref.: 1104e 018 SOLUCION.

Ejercicio. 17.38.

Si las raices del polinomio X* +X*—X —k son a,, a, y a3, que verifican la relacién a> — a2+ a2 = 0.
¢Cuadles son los posibles valores de k?

Ref.: 1104e 019 SOLUCION.

Ejercicio. 17.39.
Sea f(X) =X>+ bX*+ cX +d € Q[X]. Si el cuadrado de una de sus raices es igual al producto de
las otras dos, prueba que se verifica b>d = 3.

Ref.: 1104e_020 SOLUCION.

Resultante

El Teorema (17.13.) nos permite hacer automaticos algunos cdlculos; veamos un ejemplo.
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Ejercicio. 17.40.

Se considera polinomios f(X) = Y. a X'y g(X) = Z;nzo b;X7, con raices a,,...,a, ¥ P1,..., B
respectivamente, y coeficientes en un cuerpo K. Construye polinomios f; de los que a+ 3, a—f3, af3
v B/a, si a # 0, respectivamente, son raices.

Aplicalo al caso en el que f(X)=X*+X+1ygX)=X3+X +1.

Ref.: 1104e_027 SOLUCION.

Ejercicio. 17.41.

Sean f, g € Q[X] polinomios de grado n y m respectivamente. Llamemos a, a las raices de f en C,

yB; alas deg.

(1) Prueba que existe un polinomio h € Q[X ] cuyas raices son de la forma a; — f3;.

(2) Prueba que existe un polinomio con coeficientes en Q que tiene por raices a los elementos

(3) Sise considera f(X)=X*+X>+X2+X +1 yg(X)=X2+X + 1, construye un polinomio que
tenga como raices a a;f3;, y un polinomio que tenga como raices a a;/f3;.

Ref.: 1104e_029 SOLUCION.

Ejercicio. 17.42.
Si ay, a,,a; son las raices el polinomio X* + bX? + cX + d € Q[X], determina los coeficientes de un
polinomio cuyas raices son las que se expresan en cada caso.

(1) a;+ay, a,+as yas+a,.
(2 at+al, ai+alyai+al.

Ref: 1104e 017 SOLUCION.

Discriminante

Ejercicio. 17.43.
Sean f(X)=X*+iX+2yg(X)=X3+(1—1i)X?+ (2—1)X — 2i polinomios con coeficientes en C.
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(1) ¢Son primos relativos f(X) y g(X)?
(2) Halla el discriminante de g(X).
(3) (Tiene g(X) raices dobles?

Ref.: 1104e 012 SOLUCION.

Ejercicio. 17.44.
Halla el discriminante de X" +aX + b € Z[X].

Ref:: 1104e 013 SOLUCION.

Ejercicio. 17.45.

Halla el discriminate de X° + aX* + b € Z[X] sabiendo que el discriminante de X° + aX + b es:
5°b* + 4%a°.

Ref: 1104e 014 SOLUCION.

Ejercicio. 17.46.
Halla el discriminante de X" + aX™ '+ b € Z[X].

Ref.: 1104e 015 SOLUCION.

Ver Ejercicio (16.9.)
Ver Ejercicio (16.10.)
Ver Ejercicio (16.11.)

Ejercicio. 17.47.

Dado el polinomio f(X) = X®+ bX + c € K[X], con car(K) # 2,3, da una condicién para que f(X)
no tenga raices multiples.

Ref: 1104e 022 SOLUCION.

Ver Ejercicio (14.16.)
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Introduccion

En el moderno estudio de los anillos y las dlgebras una herramienta esencial son las representaciones.
La teoria general de representaciones se realiza a través del concepto de médulo, del que aqui vamos
a dar su definicion y propiedades elementales.

Haremos uso de las construcciones del médulo cociente y de la suma directa para construir médulos
libres y probar que todo mdédulo es un cociente de un mdédulo libre.
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18. Moddulos y submddulos

Definicion de modulo

En este capitulo A va a ser siempre un anillo conmutativo. Un A-moédulo es un grupo abeliano M
junto con una accién a la izquierda de A sobre M: a : Ax M — M, tal que si representamos
a(a,m)=am, paraa € Ay m € M, se verifican las propiedades.
M-1) a(m; + m,) = am; +am,.
M-11) (a; +a,)m=a,m+a,m.
(M-111) a,(a,m) = (a;a,)m.
(M-1v) 1m=m.

Para cualesquiera a,a;,a, €Ay m,m;,m, € M.

Lema. 18.1.
Sea M un grupo abeliano, entonces End(M) es un anillo (no conmutativo), con las operaciones:

suma: (f + g)(m) = f(m)+ g(m), para cadam e M,
producto: (fg)(m) = f(g(m)), para cadam € M,
elemento uno: es id,,,

para cada f,g € End(M).

Las cuatro propiedades (M-i)—(M-iv) caracterizan también a los A-mddulos en el siguiente sentido:
es equivalente que M sea un A-moédulo con accion a : Ax M — M verificando las propiedades (M-i)
a (M-iv) y que exista un homomorfismo de anillos 3 : A— End(M).

Lema. 18.2.
Sea M un grupo abeliano. Son equivalentes:

(a) M es un A—-mddulo.
(b) Existe un homomorfismo de anillos 3 : A— End(M).

La aplicacion a se llama una accién de A sobre M y 8 se llama el homomorfismo de la accién. Es
claro que a y 8 estdn relacionados por la siguiente férmula:

a(a,m) = B(a)(m) para cualesquieraa € Ay m € M.

1105-01.tex
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Cambio de anillo

Sean A y B anillos conmutativos, f : B— A un homomorfismo de anillos y M un A-médulo con
homomorfismo 3 : A — End(M), entonces M también es un B-médulo con homomorfismo la
composiciéon 3 o f : B— End(M).

Aritmética de modulos

Los siguientes resultados sefialan las propiedades basicas de la acciéon de un anillo sobre un médulo.

Lema. 18.3.

Sea M un A-mddulo, para cada a € Ay cada m € M se verifica:
(1) a0=0.

(2) a(—m) =—(am).

(3) Om =0.

(4 (=a)m = —(am).

Lema. 18.4.

Sea M un A-mddulo, para cualesquieraa, a; €A, i € I (finito) ym, m; € M, j € J (finito), se verifica:
(D a(ZjeJ m;) = ZjeJ Ly

(2) (Ziel ai)m = Ziel a;m.
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Ejercicios

Mddulos y submddulos

Ejercicio. 18.5.
Estructuras imposibles.

(1) Razona que Z44 no es un Z,-modulo.
(2) Prueba que no todo Z-mddulo es un Q-espacio vectorial.

Ref.: 1105e_005 SOLUCION.

Ejercicio. 18.6.
Sea M un A-médulo. Para cada m € M definimos Am = {rm | r € A}.

(1) Demuestra que Am es un submddulo de M.
(2) Demuestra que un A-médulo M es ciclico si, y solo si, existe un ideal a de A tal que M = A/ a.

Ref.: 1105e_001 SOLUCION.
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19. Homomorfismos de A-modulos

Sean A un anillo, y M y M’ dos A-mé6dulos. Una aplicacién f : M — M’ se llama un homomorfismo
de A-mddulos si verifica:

(HM-1) f es un homomorfismo de grupos abelianos.

(HM-11) f(am)=af(m), paratodoac€Ay me M.

Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo.

Ay

AxXM M
AXf\L J{f
Ax M —2 M

Lema. 19.1.
Sean A un anillo, M y M’ dos A-mddulos y f : M — M’ una aplicacién. Son equivalentes:

(a) f es un homomorfismo de A-mdédulos.
(b) Para cualesquiera a,, a, €Ay m;, my, € M se tiene: f (a,m; +a,m,) = a,f (m;) + a,f (m,).

Lema. 19.2.
(1) Para cada A-mddulo M la identidad, id,;, es un homomorfismo de A-mddulos.

(2) La composiciéon de homomorfismos de A-mddulos, cuando esta definida, es un homomorfismo
de A-modulos.

Submaodulos

Sean A un anillo y M un A-médulo. Un subgrupo abeliano N de M se llama un submoddulo si para
cadaa € Aycadan €N setiene an € N.

Lema. 19.3.

Sean A un anillo, M un A-mdédulo y N un subconjunto de M, son equivalentes:
(a) N es un submodulo de M;

(b) Para todos a;, a, €EAyn,, n, €N se tiene a;n, +a,n, €EN.

1105-02.tex
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Lema. 19.4.
Si N € M es un submédulo de M, entonces la inclusion i : N — M es un homomorfismo de
A-mddulos. Lo llamamos homomorfismo inclusion.

Si M es un A-médulo, el propio M es un submddulo; los demds se llaman submddulos propios de
M. El subconjunto {0} se llama submaédulo trivial y se representa simplemente por 0.

Dado un A-médulo M, el conjunto (M) = {N | N es un submédulo de M} se llama el reticulo de
los submddulos de M.

Lema. 19.5.
Sea M un A-médulo, en ¥ (M) la relacion

N; <N, si N; estd contenido en N,

es una relacion de orden.

Utilizando lo anterior podemos representar por N € M, 6 por N < M, cuando N es un submédulo
de M.

Proposicion. 19.6.

Sean A un anillo y M un A-mddulo. Para cada familia de submddulos de M, por ejemplo {N; | i € I},
se tiene que N{N; | i € I} es también un submddulo de M.

Se tiene que en ¥ (M) el infimo de la familia {N; | i € I} es N;N;.

Como consecuencia tenemos:

Corolario. 19.7.
Sea X un subconjunto de A-mddulo M, existe un menor submddulo AX de M que contiene a X, y
que se puede describir como

AX =(X)=n{N | N es un submédulo de M yX CN} =
= {2?21 rix;| r; €A x; €X}.
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El submd6dulo AX = (X) se llama el submddulo de M generado por el conjunto X, y diremos que X
es un sistema de generadores de AX.

Cuando X = {x}, tiene un s6lo elemento, Ax := AX se llama el submoédulo ciclico generado por x.
Si X es un conjunto finito, entonces AX se llama un submddulo finitamente generado.

Teorema. 19.8.

Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Si {N; | i € I} es una familia de submédulos de M, entonces
existe un menor submddulo de M que contiene a cada elemento de la familia, que notaremos por
>{N;| i €I} y llamaremos suma de la familia; la descripcion a través de sus elementos es:

{anl j € F C1 finito, n; €N; para todojEF}.
J

Se tiene entonces que .. N; es el supremo de la familia {N; | i € I}.

SiI={1,2,...,n}, entonces representamos Zi N; simplemente por N; NN, N---NN,

n

Lema. 19.9.
El conjunto (M) con la relacion de orden “<” es un reticulo con infimo la interseccion y supremo
la suma.

El conjunto £ (M) tiene pues dos operaciones: interseccion o infimo, y suma o supremo. Las propie-
dades de estas operaciones son de interés; en particular no verifican la propiedad distributiva, pero
si un caso especial de la misma que se conoce como ley modular.

Proposicion. 19.10. (Ley modular)
Para cada A-mdédulo M y submddulos N,N,,N, € M tales que N, € N,, se verifica:

N; +(NNN,)=(N; +N)NN,.

Proposicion. 19.11.

Sea A un anillo y f : M — M’ un homomorfismo de A-mdédulos. Se verifican las siguientes propie-
dades:
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(1) SiN es un submddulo de M, entonces f,(N) es un submddulo de M'.
(2) SiN’ es un submdédulo de M’, entonces f*(N') es un submdédulo de M.
(3) Tanto f, como f* son homomorfismos de reticulos.

Otras notaciones para f, y f* son f y f !, respectivamente.

El modulo de los homomorfismos

Sea A un anillo y M, M’ dos A-médulos, el conjunto de los homomorfismos de A-médulos de M a M’
se representa por Hom, (M, M").

Lema. 19.12.
En la situacién anterior Hom,(M, M") es un A-mddulo con operaciones definidas mediante:

(1) (f +g)(m)= f(m)+ g(m), para cualesquiera f, g € Hom,(M,M’') ym € M;
(2) (af)(m)=a(f(m)), para cualesquiera a € A, f € Hom,(M,M") ym € M.

Ademéds, si X e Y son A-médulosy h : X — M, k : M’ — Y, son homomorfismos de A-mddulos,
entonces para f,g € Hom,(M,M")

X M’

se verifica:

(f +8)oh=foh+goh 'y  ko(f+g)=kof+kog.
En particular tenemos que End,(M ) es un anillo, no necesariamente conmutativo, que es un subanillo
de End(M), (el anillo de los endomorfismos del grupo abeliano subyacente a M).
Observar que el anillo End,(M) actta a la derecha, por composicién, sobre Hom,(M,M’) y que el
anillo End,(M") actda a la izquierda sobre Hom,(M, M"), pero estas acciones no las vamos a utilizar
en este texto.

Nucleo e imagen de un homomorfismo

Sea A un anillo, dado un homomorfismo de A-mdédulos f : M — M’, la imagen de f es:

Im(f) = {f(m)| me M},

y el nucleo de f es:
Ker(f)={meM| f(m)=0}.
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Lema. 19.13.
En la situacién anterior Im(f) y Ker(f) son submddulos de M’ y M respectivamente.

El cero de Hom,(M, M’) se representa por 0 y verifica: Im(0) = {0}, Ker(0) = M.
Un homomorfismo f : M — M’ se llama un monomorfismo si es simplificable a la izquierda, esto
es,

g
M f
h

X

M/

si g y h son homomorfismo tales que f g = fh, entonces g = h.

Proposicion. 19.14.
Si f es un homomorfismo de mddulos, son equivalentes:
(a) f esinyectiva.

(b) Ker(f)=0

(c) f es un monomorfismo.

Un homomorfismo f : M — M’ se llama un epimorfismo si es simplificable a derecha.

Proposicion. 19.15.
Si f es un homomorfismo de modulos, son equivalentes:
(a) f es sobreyectiva.

(b) Im(f)=M".

(c) f es un epimorfismo.

Teorema. 19.16.

Sea f : M — M’ un homomorfismo de mdédulos. Son equivalentes:

(a) f es una aplicacion biyectiva.

(b) f es un monomorfismo y un epimorfismo.

(c) Existe un homomorfismo de A-mddulos g : M’ — M tal que go f = idy, y f o g = idy,.
(Isomorfismo).
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Un homomorfismo de A-médulos verificando las condiciones del Teorema (19.16.) se llama un iso-
morfismo. Para un A-médulo M un isomorfismo f : M — M se llama automorfismo. El conjunto
de los automorfismos de un A-médulo M se representa por Aut,(M), y tiene estructura de grupo
respecto a la composicidn, ya que es el conjunto de los elementos invertibles del anillo End,(M).

Proposicion. 19.17. (Propiedad universal del nicleo.)
SeaA un anilloy f : M — M’ un homomorfismo de A-mdédulos. Sii : Ker(f) — M es la inclusion,
entonces

(1) la composiciénio f es cero, y
(2) sig : X — M es un homomorfismo de A-mddulos verificando g o f = 0, entonces existe un
tinico homomorfismo de A-mdédulos g’ : X —> Ker(f) tal que g =io g’.

Ker(f) M —L= p
A

& g

"
|
X

Mddulo cociente
Sea N un submddulo de un A-médulo M. En M definimos la relacién
m,Zym, sim; —my, €N.
Es claro que &), es una relacion de equivalencia. Llamamos simplemente M /N al conjunto cociente

M/Zy.Seap: M — M/N la proyeccion candnica, esto es, para cada m € M se tiene que p(m) =
m+ N, la clase de equivalencia de m.

Lema. 19.18.
En Ia situacion anterior existe una tnica estructura de A-mdédulo en M /N de forma que la proyeccion
candnica p : M — M /N sea un homomorfismo de A-mdédulos. Esta estructura estd dada por las
expresiones:

(m;+N)+(my,+N)=(m; +m,)+N,

alm+N)=(am)+N

El médulo M /N se llama médulo cociente de M por N.
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Teorema. 19.19. (Propiedad universal del cociente.)
Sea A un anillo, N € M un submddulo, y f : M — M’ un homomorfismo de A-mddulos tal que
f(N) = 0. Existe un tinico homomorfismo de A-mdédulos f’': M /N — M’ tal que f = f’ o p.

M —2-M/N

|
DN

M/

De forma dual a la construccién del nucleo de un homomorfismo tenemos la de contcleo.

Sea A un anillo, y f : M — M’ un homomorfismo de A-médulos, llamamos contcleo de f, y lo
representamos por Coker(f), al médulo cociente M’/ Im(f), junto con la proyeccién p : M’ —
M’/Im(f).

El conticleo verifica la propiedad universal dual de la mencionada en la Proposicién (19.17.).

Proposicion. 19.20. (Propiedad universal del contcleo.)

En la situacion anterior, supongamos que p : M — Coker(f) es la proyeccion candnica, entonces
pof =0ysig: M — Y es un homomorfismo verificando g o f = 0, entonces existe un unico
homomorfismo de A-mddulos g’ : Coker(f) — Y tal que g = g’ op.

M Y 2

Coker(f)

g
Y
Y

Cuando f eslainclusién de un submédulo N’ de M’, entonces el conticleo es precisamente el cociente
de M’ por N’.

Un homomorfismo f : M — M’ con contcleo igual a cero es un epimorfismo. Observa que ésta es
otra posible caracterizacién de epimorfismo.

Es de destacar que las propiedades universales del ntcleo y el conticleo estdn expresadas para los
pares (Ker(f),1) y (p, Coker(f)) respectivamente. Por lo que desde un punto de vista formal la de-
finicién de nucleo y contcleo de un homomorfismo hay que realizarla para los pares anteriormente
citados, y no solamente para los médulos que en ellos aparecen.

Siguiendo en esta linea, vamos a introducir en las siguientes secciones nuevas construcciones en
modulos.

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara




222 CAr V. MODULOS

Teoremas de isomorfia

Vamos a hacer uso de los médulos cocientes en el estudio de médulos y homomorfismos de médulos.

Teorema. 19.21.
Dado un homomorfismo de A-mdédulos f : M — M’, se verifica:

(1) Existe una proyeccion p : M — M / Ker(f ), definida por p(m) = m + Ker(f ) para cadam € M.

(2) Existe una inclusién j : Im(f) — M’, definida por j(f (m)) = f (m) para cadam € M.

(3) Primer Teorema de Isomorfia. Existe un isomorfismo b : M /Ker(f) — Im(f ), definido por
b(m + Ker(f)) = f(m) para cadam € M.

M M’

| 1

M/Ker(f) - - > - - > Im(f)
(4) Existe una biyeccidn, que conserva el orden, entre las familias de submddulos
o ={NCM]| Ker(f) SN}y

B={N'CM'| N CIm(f)}.
En esta biyeccién la imagen de N € .of es f,(N) C M’ y la imagen de N’ € B es f*(N') C M.

Teorema. 19.22. (Segundo Teorema de isomorfia o Teorema del paralelogramo)
Sea M un A-médulo y N;, N, submddulos de M. Existe un isomorfismo

N, N +N,
N,NN, N,

2

definido por x + (N; N N,) — x + N,.
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Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N.

N; N N,C N. 2
17 °4Y2 P N;NN,
N;+N.
N,&— N; + Ny, — 2
1

N; = N;+N, 0

NiNN, N,

Para completar la teoria vamos a incluir el Tercer Teorema de Isomorfia o del Doble Cociente.

Teorema. 19.23. (Tercer Teorema de Isomorfia. o Teorema del Doble Cociente)

Sean M un A-mddulo, y N C L submddulos de M. Existe una biyeccion, que conserva el orden, entre
L

los submédulos de M que contienen a N y los submédulos de M /N, dada por L — ZV Ademds para

cada N C L C M existe un isomorfismo
M/N ~ M

L/N L

>

L
que estd definido por (m + N) + yom + L.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N¢ L L/N
]
N¢ M M/N
N
0—L/M .

Los teoremas de isomorfia segundo y tercero se conocen como teoremas de isomorfia de Noether.

Modulos ciclicos

Si M es un A-mddulo, para cada m € M podemos definir la aplicacién f,, : A — M mediante
f..(a) = am para cada a € A.
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Lema. 19.24.
Sea M un A-mddulo. Se verifica:

(1) Para cadam € M la aplicacion f,, : A—> M es un homomorfismo A-mddulos.

(2) El ntcleo de f,, es {a € A| am = 0} se llama el anulador de m, y se representa por Ann,(m).
Como consecuencia es un ideal de A.

(3) El anulador del médulo M se define como Ann,(M) = N{Ann,(m) | m € M}.

Ejercicio. 19.25.

Demuestra que cada A-mddulo M tiene una estructura de modulo sobre el anillo A/ Ann,(M) de
forma que la estructura de A-mddulo, inducida por el cambio de anillo A— A/ Ann,(M), coincide
con la estructura original en M.

Recordar que un A-mdédulo es ciclico si estd generado por un elemento.

Proposicion. 19.26.
Dado un A-mddulo ciclico M con generador g € M, se tiene:

(1) El homomorfismo f, : A—> M es sobreyectivo.
(2) Existe un isomorfismo A/ Ann,(g) = M.

Como consecuencia los A—-mddulos ciclicos son isomorfos a los cocientes del anillo A.

Modulos finitamente generados

Recordemos que un médulo M es finitamente generado si (m,,...,m,) = M, para my,...,m, € M.
Un submédulo N € M es un submoédulo maximal si N # M y para cada submédulo H tal que
N CHSG M se tiene N =H.

Proposicion. 19.27.

Sea M un mddulo, y N ; M un submddulo propio, son equivalentes:
(a) N C M es maximal.

(b) Paracadame€ M \ N se tiene N +Am = M.

(c) Para cada submédulo H € M tal que H ¢ N, se tiene N + H = M.
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Proposicion. 19.28.
Si M es un mdédulo finitamente generado, cada submddulo propio estd contendido en un submdédulo
maximal.

DEMOSTRACION. Consideramos el conjunto de submédulos '={H € M | N € H & M}, probamos
que I' es no vacio e inductivo; un elem,ento maximal de I" es un submoédulo maximal que contiene
aN. |

Un moédulo M es un médulo simple si es no nulo y los tinicos submoédulos de M son {0} y el propio
M.

Proposicion. 19.29.

Sea M un mddulo no nulo, son equivalentes:
(a) M es simple.

(b) Cada elemento no nulo es un generador.

Proposicion. 19.30.
Sea M un médulo y N G M un submddulo propio, son equivalentes:

(a) N C M es un submodulo maximal.
(b) EI médulo cociente M /N es simple.

Proposicion. 19.31.
Sia € A es un ideal, son equivalentes:
(a) a es un ideal maximal.

(b) A/a es un médulo simple.
(c) A/a es un cuerpo.
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Corolario. 19.32.
Sim es un ideal maximal de A, entonces m C A es un ideal primo.
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Ejercicios

Homomorfismos

Ejercicio. 19.33.

Sea {M; | i € I} una familia de A-mdédulos y M un A-mdédulo. Demostrar que existen isomorfismos
de A-modulos

(1) Hom,(&;M;, M) =] [, Hom,(M;, M).

(2) Homy(M, [ [, M;) =] [, Hom,(M, M,).

Ref.: 1105e_006 SOLUCION.

Ejercicio. 19.34.
Un A-mdédulo M se llama simple si es no nulo y sus tinicos submddulos son O y el propio M.

(1) Demuestra que si M es simple entonces es ciclico.

(2) Demuestra que un A-mddulo no nulo es simple si, y sélo si, cada elemento no nulo genera M.

(3) Demuestra que un A-mddulo es simple si, y sélo si, es isomorfo a un cociente A/m, para algun
ideal maximal m de A.

(4) Demuestra que si M es un A-modulo simple, entonces End,(M) es un anillo de divisién (no
necesariamente es conmutativo si A no lo es).

Ref.: 1105e_008 SOLUCION.

Sea M, N M, N M, con f y g homomorfismos de A-mddulos. Decimos que la anterior es una
sucesion exacta corta si verifica:

(1) f es un monomorfismo,

(11) g es un epimorfismo y
() Im(f) = Ker(g).

. . f g
Y lo representamos diciendo que 0 — M; — M, — M; — 0 es exacta.

Ejercicio. 19.35.
Se considera un diagrama conmutativo de A-mddulos y homomorfismos de A-mddulos

0—=M, =M, —5-M, 0
f’ g
0 N, N, Ny 0
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tal que cada fila es una sucesion exacta. Demostrar que se verifica:

(1) Sia yy son monomorfismos, entonces [3 es un monomorfismo.
(2) Sia yy son epimorfismos, entonces 3 es un epimorfismo.
(3) Sia yy son isomorfismos, entonces 3 es un isomorfismo.

Ref.: 1105e 009 SOLUCION.

Ejercicio. 19.36.
Se consideran dos homomorfismos de A-mddulos

f:L— M, g:K— M,

siendo g un monomorfismo. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Existe un unico homomorfismo de A-mddulosh : L — K tal que gh = f.

(b) Im(f) € Im(g).

Ref.: 1105e 010 SOLUCION.

Ejercicio. 19.37.
Sea M un A-médulo y m € M, llamamos anulador de m en A a Anny,(m) = {r € A| rm = 0}.

(1) Demostrar que Ann,(m) es un ideal de A.
(2) Demostrar que Am = A/ Ann,(m).

Ref.: 1105e 002 SOLUCION.

Ejercicio. 19.38.
Sea M un A-médulo, llamamos el anulador de M en A a Ann,(M) ={r € A| rm =0 para cadam €
M}.

(1) Demostrar que Ann,(M) es un ideal de A y que se verifica la igualdad: Ann,(M) = N{Ann,(m) |
me M}.
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(2) Demostrar que M tiene una estructura de A/ Ann,(M )-mddulo que extiende la de A-mddulo.
(3) Sillamamos B = A/ Ann,(M), demostrar que Anng(M) = 0.

Un A-médulo de llama fiel si Ann,(M) = 0.
Ref.: 1105e_003 SOLUCION.

Ejercicio. 19.39.

Considerar los grupos abelianos A; = Z, X Zs, Ay = Zy X Zy, A5 = 7y X Z4. Calcular Ann,(A;), para
i =1,2,3. Calcular el submédulo Z(1,1) deA;, i =1,2,3.

Ref.: 1105e_004 SOLUCION.

Ejercicio. 19.40.

Sean M, y M, dos A-mddulos y N;, N, submdédulos de M, y M, respectivamente. Sea f : M; — M,
un homomorfismo de A-mdédulos tal que f (N;) € N,. Si llamamos p; : M; — M, /N; es la proyeccion
candnica, demostrar que existe un tinico homomorfismo de A-mdédulos f’ : M;/N; — M, /N,, tal
que p,f = f'p,. ¢Bajo qué condiciones es f’ un monomorfismo? {Cuando es f’ un epimorfismo?
¢Cuando es f' un isomorfismo?

Ref.: 1105e 011 SOLUCION.
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20. Producto y suma directa de A-mddulos

Producto directo

Sea {M; | i € I} una familia de A-moédulos, en [ [{M; | i € I}, el conjunto producto cartesiano de
esta familia, definimos dos operaciones

(m;); +(m}); = (m; + m)); y
a(m;); = (am;);

Lema. 20.1.

Sea {M; | i € I} una familia de A-mddulos, entonces el producto cartesiano [ [{M; | i € I}, con las
operaciones definidas anteriormente, es un A-mddulo, y las proyecciones candnicas p; : [T[{imM;| ie
I} — M; son homomorfismos de A-mddulos.

[[{M; | i € I} se llama el médulo producto (directo) de la familia, y cada A-médulo M ; se llama
un factor de [ [{M; | i € I}.

Proposicion. 20.2. (Propiedad universal del producto)

Si se considera una familia de A-mddulos {M; | i € I} y para cada j € I sea f; : M —> M; un
homomorfismo de A-mddulos, entonces existe un tinico homomorfismo de A-moédulos f : M —
[[{M; | i €I} tal que f; = p,f paracadaj€l.

M
| X
i \
\
l_[i Mi pj MJ

1105-03.tex
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Lema. 20.3.
Sean {M; | i €I} y{N; | i € I} dos familias de A-médulos y {f; : M; — N, | i € I} una familia de
homomorfismos de A-modulos,

P

l_[i M; : MJ'
|

[ A if
\

N

l_[iNi q; J

existe un tnico homomorfismo de A-mddulos, al que representamos por [ [. fi : [[{M; | i e I} —
[I{N; | i € I} verificando fip; = qj(]_[ f;) para cada j € 1, siendo q; las proyecciones candnicas del
producto de la familia {N; | i € I}.

La definici6én de [ [, f; es como sigue:

(l_.[f ) ((m)i) = (filmy));.

Lema. 20.4.
Sea {M; | i € I} una familia de A-mddulos, y para cadai € I, sea N; un submédulo de M;. Se verifica
entonces que [ [{N; | i €I} es un submddulo de [ [{M; | i € I} y se tiene el isomorfismo

[[{M; i€}

W gl_[{Mi/Ni | ieI}.

Suma directa

Sea {M; | i € I} una familia de A-mddulos, se llama suma directa de la familia a un A-médulo M
junto con una familia de homomorfismos de A-médulos {j; : M; — M | i € I} verificando: para
cada A-mddulo X y cada familia de homomorfismos de A-mddulos {f; : M; — X | i € I}, existe un
tnico homomorfismo de A-mddulos f : M — X tal que f; = f o j; para cada indice i € I, esto es, los
siguientes diagramas son conmutativos para todo i € I.
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La suma directa, si existe, esta definida de forma tnica salvo isomorfismo, esto es, si el par (Y, {h; :
M; — Y | i € I}) es otra suma directa de la misma familia, entonces existe un isomorfismo
h: M — Y tal que h; = ho j; para cada i € I. Esto es, los siguientes diagramas son conmutativos
para todo i € I.

Proposicion. 20.5.
Para cada familia de A-mddulos {M; | i € I} se tiene:

(1) Paracadai €1 el homomorfismo j; : M; — @®;M; es un monomorfismo;

(2) Sean{M; | i €I} y{N;| i € I} familias de A-médulos de forma que para cada indice i € I existe
un homomorfismo de A-mddulos f; : N; — M,. Existe un tnico homomorfismo f : ®&;N; —
®;M; tal que j; o f; = f oh; para cada i € I, siendo h; : N; — @®;N; la inclusion candnica de N;
en la suma directa;

N; i ®;N;
|

fil I f
Y

M, ®,M,

! Ji

(3) Sicada f; es un monomorfismo, resp. epimorfismo, entonces f es un monomorfismo, resp. epi-
morfismo;

@ om,/N) = 2

&N,

De forma dual tenemos el concepto de producto directo de una familia de A-mddulos.

Ejercicio. 20.6.
Desarrolla el concepto de producto directo y sus propiedades de forma andloga a como hemos hecho
con la suma directa.

Para cada familia de A-mddulos {M; | i € I} vamos a construir una suma directa. Dada una familia
de A-médulos {M; | i € I}, para cada elemento (m;); € [ [{M; | i € I} definimos el soporte de (m;);
como el conjunto de todos los elementos j € I tales que m; # 0. Se llama suma directa de la familia
{M; | i €1} al siguiente submédulo de [ [{M; | i € I}:

®&{M,;| icl}={(m) < l_[Mi | soporte de (m;); es finito}.
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Para cada indice j definimos una aplicacién k; : M; — &{M; | i € I} mediante k;(m) = (m;);, donde

0,sii#] . . . L
m; = {rr; i i7é_] ]’ Los homomorfismos k; se llaman inclusiones candnicas, y cada M; se llama un
b - .

sumando directo de ®{M; | i € I}.

Lema. 20.7. (Propiedad universal de la suma directa)

El par (&M,, {k; | i € I}) es una suma directa de la familia {M; | i € I}. Esto es, dada la familia de A-
mddulos {M; | i € I} tal que para cada indice j existe un homomorfismo de A-mddulos f; : M; — M,
entonces existe un tnico homomorfismo de A-mddulos f : ®M; — M tal que f; = g o k; para cada
indice j € 1.

M;

Por abuso de lenguaje, al igual que en el caso del ntcleo y el contcleo, se llama suma directa de la
familia al A-médulo ®;M;, sobre-entendiendo los homomorfismos k;.

Lema. 20.8.

Sean {M; | i € I} y{N; | i € I} dos familias de A-médulos y {f; : M; — N, | i € I} una familia
de homomorfismos de A-mddulos, entonces existe un tinico homomorfismo de A-mddulos, al que
representamos por ®f; : ®{M; | i € I} — &{N; | i € I}, verificando h;f; = (&f;)k; para cada j € I,
siendo h; las inclusiones candnicas de la suma directa de la familia {N; | i € I}.

k.
M; 2 ®; M,
fjl iGBifi
N; &;N;

La definicion de &, f; es la siguiente:

(@;f)((m;);) = (fi(m,));.
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Lema. 20.9.
Sea {M; | i € I} una familia de A-mddulos, y para cada i € I sea N; un submddulo de M;. Se verifica
entonces que &{N; | i € I} es un submédulo de ®{M; | i € I} y se tiene el isomorfismo

e{M. | i€l
Mg@i{Ml‘/Nil ié[}.

®{N;| iel}
Sumas directas finitas
Sea M;,...,M, una familia finita de A-mddulos. Podemos considerar la suma directa ®{M; | i =
1,...,t} = M; & --- ® M,. Observar que junto a los homomorfismos k; : M; — &®;M; tenemos las

proyecciones definidas por
pj:&M; — M;, p;(my,....,m)=m;.

Es facil ver que (®;M;,{p; | i=1,...,t}) es un producto directo de la familia.
Los homomorfismos j; y p; verifican, entre otras, las siguientes relaciones:

pioJji =1idy,, Vi=1,...,t
picjn=0, sii#h
j1p1+”'+jtpt:idM-

Podemos entonces enunciar y probar el siguiente teorema.

Teorema. 20.10.

Sea M, M,,...,M, una familia finita de A-mddulos y {j; : M; — M | i =1,...,t} una familia finita
de homomorfismos. Son equivalentes

(a) (M,{j;| i=1,...,t}) es una suma directa.

(b) Existe una familia de homomorfismos {p; : M — M, | i =1,...,t} tal que p; o j, = 6, idy; ¥

Zle Jiop; = idy.

De forma dual podemos enunciar este Teorema para productos directos.

Ejercicio. 20.11.
Enunciar y probar el Teorema (20.10.) para productos directos.
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Una propiedad interesante de la suma directa de una familia finita 6 infinita de A-mddulos es que
todo elemento no nulo se expresa, de forma tinica, como una suma finita de elementos no nulos de
cada uno de los sumandos:

(my); = Z {jj(mj) | j en el soporte de (mi)i}.

Suma directa interna

Se considera ahora un A-mdédulo M y una familia finita de submdédulos: N, ..., N,. Estamos intere-
sados en relacionar ®_,N; y M.

Como consecuencia de la propiedad universal de la suma directa tenemos un homomorfismo, f :
®;_,N; — M, inducido por las inclusiones N; € M y definido por: f((n;);) = Zle n;.

Lema. 20.12.
Con la notacion anterior se verifica:

(1) f es sobreyectivo si, y solo si, 25:1 N, =M,

(2) f es inyectivo si, y solo si, N;N(Ny +-+++ N;_; + N;;; +---+ N,) = 0 para cada indice j, si, y
solo si, N;N(N; +--++ N;_;) = 0 para cada indice j,

(3) f es un isomorfismo si, y sdlo si, todo elemento no nulo de M se expresa de forma tinica como
m=m;+---+m,, conm; €N, si, y sélo si, M = YN, | i €I} y para cada j € I se tiene
NNnQ N | iel,i#j}=0.

Cuando f es un isomorfismo decimos que M es la suma directa interna de los Ny, ..., N,.
Una familia finita de submoédulos Ny, ..., N, € M se dice independiente si verifica las condiciones

equivalentes del apartado (2) del Lema (20.12.).
Homomorfismos

En el caso de tratar con homomorfismos entre dos sumas directas de familias finitas de médulos, el
uso de matrices es muy util como vamos a ver a continuacion.

Proposicion. 20.13.
Dadas dos familias finitas de A-médulos {M; | i=1,...,t} y{N,| h=1,...,s}, existe un isomorfis-
mo

Hom,(&;_,M;,&;_,N,) = ®,_, & _ Hom,(M;,N,),

que a cada homomorfismo f : ®;_,M; — &;_, N hace corresponder (f;;),;, donde fy; : M; — N
estd definido f,;(x) = (py o f © j;)(x).
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DEMOSTRACION. Vamos a construir la aplicacion inversa. Dado (f,;),;, para cada indice i conside-

ramos {f; | h = 1,...,s}, que inducen un homomorfismo f; : M; — [ [, N,. Ahora consideramos
la familia {f; | i =1,...,t}, que induce un homomorfismo &;M; — [ [, Nj,, que es el morfismo f
inicial. a

El homomorfismo f : & _, M; — &; _, N;, puede ahora representarse por la matriz (fy;);;, y la imagen
de un elemento (my,...,m,) € ®;M; se expresa:

S fie my Zifli(mi)
Do L= : € @,_,N;.

f;l fst rr.lt Zlfsl(ml)
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Ejercicios

Producto y suma directa

Ejercicio. 20.14.
Sea {N; | i € I} una familia de submédulos de un A-médulo M, si N;N; = 0, demostrar que M es
isomorfo a un submédulo de [ [, M/N;.

Ref.: 1105e_007 SOLUCION.

Ejercicio. 20.15.

Sea M un A-mddulo y N,, N, submédulos de M. Si M = N; & N,, probar que M /N, = N,. ¢Es cierta
la afirmacion reciproca?

Ref.: 1105e 013 SOLUCION.

Ejercicio. 20.16.

Sea M unA-médulo y f : M —> M un endomorfismo de A-mddulos, tal que f? = f. Demostrar que
M =1Im(f) & Ker(f).

Ref.: 1105e 014 SOLUCION.

Ejercicio. 20.17.
Un A-médulo M se llama indescomponible si cuando M = N; & N, entonces N, = 0 6 N, = 0.
Demostrar que los siguientes Z-mddulos son indescomponibles: Z, Q, Z., para p € Z primo.

Ref.: 1105e 015 SOLUCION.
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21. Moddulos libres

Supongamos que F es un A-mddulo y sea X un subconjunto de F, decimos que F es libre sobre X si
para cualquier aplicacién a : X — M, de X en un A-mdédulo M, existe un inico homomorfismo de
A-médulos f, : F — M tal que f,(x) = a(x) para cada x € X.

incl.

X——F
\ lfa
M

El A-mdédulo cero es libre sobre el conjunto vacio. Si A es un cuerpo, entonces todo espacio vectorial
es libre sobre un subconjunto.

Lema. 21.1.
Si F es libre sobre X, G es libre sobre Y, y existe una aplicacion de a : X — Y, entonces a induce
un homomorfismo de a : F — G. Si a es una biyeccidn, entonces a es un isomorfismo.

X———F

\
al la
Y

Yo—G

Como consecuencia, sobre cada conjunto X existe, salvo isomorfismo, un inico médulo libre. Ob-
servar que modulos libres sobre conjuntos con el mismo cardinal son isomorfos.

Un subconjunto {x;, | h € H} de un A-mdédulo M se llama linealmente independiente si para todo
subconjunto finito K € H se tiene:

Z{rkxk | k € K} =0 implica r;, = 0 para cada k € K.

Un subconjunto de un A-mddulo libre F se llama una base si es linealmente independiente y genera
F.

Lema. 21.2.
Sea F un A-médulo y X = {x;, | h € H} un subconjunto de F. Son equivalentes:
(a) F es un A-mddulo libre con base X .

(b) F es un A-moédulo libre sobre X .
(c) F = &{Ax, | h€ H}, con Ax;, = A para todoh € H, y X es una base de F.

1105-04.tex
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DEMOSTRACION. (a) = (b). Dado un A-mdédulo M y una aplicacién a : X — M, existe un homo-
morfismo de A-mdédulos f, : F — M definido por

£.O Arwxy | he HY = {ra(x,) | heH}

con casi todos los r;, nulos. Es claro que f, estd bien definido y que es el tinico que hace conmutar el

diagrama
\ lfa

M

X

(b) = (). Dado k € H, vamos a comprobar que Ax; es isomorfo a A. Si existe r € Atal que rx;, =0,
entonces definimos b : X — A mediante b(x,) = 0si h # ky b(x,) = 1, entonces f, : F — A
verifica: r = rl = rf;(x;) = f,(rx;) = f,(0) = 0. Luego definiendo aq; : A — Axy, ai(r) = rxy,
tenemos el isomorfismo pedido. Definimos ahora para cada k € H el homomorfismo inclusién i, :
Ax,, — F. Inducido por la familia {i, | h € H}, existe un tinico homomorfismo de A-médulos
i:®{Ax, | h€ H} — F tal que i, = ij,, donde j, son las inclusiones canonicas a la suma directa.

Axy
Jk
®{Ax, | he H} l_

Para comprobar que i es un isomorfismo, vamos a construir un inverso. Definimos a : X — ®Ax;,
mediante a(x;) = j,(x};,), para todo h € H; inducido por a existe un tinico homomorfismo f, : F —
®Ax;, tal que f,(x) = a(x) para cada x € X. Es claro que f, es un inverso de i.

F

(c) = (a). Supongamos que tenemos un isomorfismo g : F — @®Ax;, verificando g(x;) = x;, para
cada h € H. Para cada h € H llamamos b, : Ax;, —> A al isomorfismo existente. Sea M un A-mddulo,
dada una aplicacion a : X — M, definimos, para cada h € H, un homomorfismo f, : Ax, — M
mediante f;,(rx;) = ra(x;). Inducido por la familia {f, | h € H} existe un inico homomorfismo
f : ®Ax;, — M verificando f;, = f j, paracadah € H

Axy, L @AX, ~—

x"l j;

M

a

Entonces la composicién f g es el inico homomorfismo de F en M que verifica f g(x) = a(x) para
cada x € X, luego F es sobre sobre X. Finalmente por el isomorfismo g : F — ®Ax;, deducimos que
X es una base de F. a

Dado un conjunto X existe siempre un A-maddulo libre sobre X . Para construirlo definimos F = &{A, |
x €X, A, =A, paratodo x € X} ei:X — F mediante i(x) = e,, donde e, = (6, ,),. De esta
forma podemos identificar X con el conjunto {e, | x € X}.
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Proposicion. 21.3.
Con la notacion anterior F es libre sobre X .

Tenemos un resultado de interés sobre bases de mddulos libres.

Proposicion. 21.4.
Sea F un modulo libre, y B = {x;, | h € H} C F un subconjunto no vacio. Son equivalentes:

(a) B esuna basedeF.
(b) A es un subconjunto linealmente independiente maximal, y un sistema de generadores minimal.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Es inmediato por la definicién de base.

(a) = (b). Para ver que es un conjunto linealmente independiente maximal, six € F C %,y BU{x}
es linealmente independiente, entonces x # 0, y por ser 9 un sistema de generadores, existe una
expresién x = Y., ¢;X;, y por tanto x — >, ¢;x;, = 0, lo que es imposible pues | U {x} es linealmente
independiente.

Para ver que % es un sistema de generadores minimal, sea 2 G 98 un sistema de generadores de
F,yseax € B\ 92, por ser 2 un sistema de generadores existe una expresién x = >, c4X 4, con
X4 € 9,y por lo tanto una expresién x — Y, c;x4 = 0, lo que es imposible, y que 2 es linealmente
independiente. o

Lema. 21.5.
Todo A-mddulo es un cociente de un A-mddulo libre, y por tanto de una suma directa de copias de
A.

Corolario. 21.6.
Todo A-méddulo finitamente generado es un cociente de un A-mdédulo libre con base finita.
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Proposicion. 21.7.
SiA es un anillo y F es un médulo libre con una base infinita, entonces cada dos bases de F tienen
el mismo cardinal. (El resultado también es cierto si A es no conmutativo.)

DEMOSTRACION. Supongamos que B = {x;, | h € H} C F es una base infinita de F.

Si 2 ={y,...,Y.} es una base finita, para cada y, existe %, C 9, finito, tal que y, € (%), por
tanto U, %, es un sistema de generadores, y es finito, lo que es una contradiccion.

Si 2 = {y, | k € K} es una base infinita, para cada y, consideramos %, C 4, finito, tal que
Y € (%By). Tenemos asi una aplicacién v : 9 — P(AB), el conjunto de las partes finitas de %8. Del
mismo modo podemos construir una aplicacion 6 : B — P:(2).

Para cada S € Z,(4) el conjunto v 1(S) C 9 es finito. En efecto, se tiene (¥ 1(S)) € (S). Por otro
lado, (S) € (6(S)), y juntando estas inclusiones tenemos:

(v71(8)) S (S) c (0(S)).

En consecuencia v~ 1(S) € 6(S) y es un conjunto finito.

Consideramos en 2 la relaciéon de equivalencia dada por y, ~ yu si v(y;) = v(yi ), como cada
clase de equivalencia tiene un nimero finito de elementos, resulta que card(2) = card(2/ ~). Por
otro lado, existe una aplicacion inyectiva 9/ ~ - P.(AB), y por tanto card(2) = card(2/ ~) <
card(#.(8)) = card(4). Del mismo modo tendriamos card(%) < card(2), y los dos cardinales
coinciden. O

Corolario. 21.8.
Si K es un cuerpo (anillo de division), dos bases de un espacio vectorial tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Siuna base tiene cardinal infinito, el resultado es cierto. Supongamos que las bases
tienen cardinal finito, sean B = {x1,...,X,} Y2 ={¥1,-..,Ym}, con n > m. Dado x;, lo expresamos
en funcién de los y, sea x; = >, a; Y, como algin a; ;. es no nulo, sea a, ; # 0, tendremos una
expresién y; ; = ﬁ(x1 — D ey A1k Yi), Y X1, Y2, - -, Y} €s un sistema de generadores. Siguiendo el
proceso podemos incluir en este conjunto a x,, Xs, ..., llegando a que el conjunto {x;,x,...,x,,} €s
un sistema de generadores, lo que es una contradiccidn. m|

Corolario. 21.9.
SiA es un anillo (conmutativo) entonces cada dos bases de un mismo A-mddulo libre tienen el mismo
cardinal.
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DEMOSTRACION. Si F es un A-mddulo libre sobre un conjunto X y m es un ideal maximal de A, en
F = A® podemos considerar el submédulo mA®; es claro que tenemos

AX) AX) - (A)(X)

mA® @ \m
que es un A/m—espacio vectorial de dimension card(X). Como consecuencia si F es A-mddulo libre
sobre un conjunto X resulta que card(X) es un invariante de F. a

Si A es un anillo conmutativo y F es un A-mddulo libre sobre un conjunto X, el cardinal de X es un
invariante de F al que llamamos el rango de F.

Esto completa la teoria de mddulos libres, de forma que, sobre un anillo conmutativo, a cada nu-
mero cardinal podemos asociar una unica clase de isomorfia de mddulos libres de forma que esta
correspondencia sea biyectiva.

Proposicion. 21.10.
Sea F un A-mddulo libre y f : M — F un epimorfismo de A-mddulos, entonces existe un homomor-
fismo de A-mdédulos g : F — M tal que f o g = id,. Ademds M es la suma directa interna de Im(g)

y Ker(f).

DEMOSTRACION. Ya que F es libre, supongamos que lo es sobre un subconjunto X. Para cada x € X
consideramos m, € M tal que f(m,) = x, y definimos a : F — M mediante a(x) = m,., entonces a
define un homomorfismos de A-médulos g : F — M verificando g(x) = m, para cada x € X. Para
ver que f o g = id, basta comprobar que para cada cada x € X se verifica f o g(x) = x, lo cual es
inmediato. Para la segunda parte supongamos que x € Im(g)NKer(f), entonces tenemos que existe
y € F tal que g(y) = x y f(x) = 0; uniendo ambos hechos tenemos 0 = f(x) = f o g(y) =y, luego
x = g(y) = 0. Sea ahora m € M, consideramos la diferencia m—go f (m), ya que f(m—gof(m)) =0,
resulta que m € Im(g) + Ker(f). Entonces M es la suma directa interna de Im(g) y Ker(f). |

Dado un A-médulo M una presentacion libre de M es dar un médulo libre F y un submddulo K tal
que F/K = M, o equivalentemente dar un homomorfismo sobreyectivo de un médulo libre a M.

El médulo M se llama finitamente presentado cuando tanto F con K son finitamente generados. En
este caso si F estd generado por {f,...,f;} y K esté generado por {ky,...,k}, siendo k; = > aifi
representamos el médulo M como M = (fi,...,f. | D a;fi =0).

En particular un A-mddulo es finitamente generado si, y s6lo si, es un cociente de una suma direc-
ta finita de copias de A y hay que advertir que un médulo finitamente generado no tiene que ser
finitamente presentado.

Bases

Un anillo tiene la propiedad IBN (Invariant Basis Number) si cada médulo libre tiene rango, esto es,
todas las bases tienen la misma cardinalidad. Como dos bases infinitas tiene la misma cardinalidad,
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sélo hay que fijarse en mddulos libres con bases finitas. Segtin hemos visto, todo anillo conmutativo
tiene la propiedad IBN.

(1) Existen anillo no conmutativos que no tienen la propiedad IBN.
(2) Todo anillo noetheriano tiene la propiedad IBN.

Un anillo R tiene la propiedad SBN (Single Basis Number) si R = R' para cada t € N\ {0}.
(1) Anderson-Fuller [2, pag. 113-114]

Un anillo se llama un anillo de Steinitz si en cada mdédulo libre todo subconjunto linealmente
independiente se puede extender a una base.
(1) Brodskii, G. M.; Endomorphism rings of free modules over perfect rings. Mat. Sbornik 88 (1972),

138-147.
(2) Chwe, B.-S.; Neggers, J.; On the extension of linearly independent subsets of free modules to

bases. Proc. Amer. Math. Soc. 24 (1970), 466-470.
(3) Mahdou, N.; Mouanis, H.; On Steinitz-like conditions. J. Taibah Univ. Sci. 9 (2015), 340-345.
(4) mathoverflow nim. 140535: “A class of rings related to rings with IBN property”.

Homomorfismos entre modulos libres finitamente generados

Cada A-médulo libre finitamente generado F es isomorfo a una suma directa A" de copias del anillo
A, por lo que el estudio de los homomorfismos entre dos A-mddulos libres finitamente generados se
reduce al estudio de homomorfismos entre sumas directas finitas de copias de A. Observar que el
isomorfismo F = A" se establece fijando una base de F, por lo que tomando bases distintas podemos
tener isomorfismos F = A" distintos.
Como cada endomorfismo de A estd definido por un elemento a € A, en virtud de la Proposi-
cién (20.13.) el estudio de los endomorfismos entre mddulos libres finitamente generados se reduce
al estudio de matrices con coeficientes en A.
Representamos por .#,,,(A) el conjunto de las matrices con coeficientes en A con n filas y m columnas.
Por simplicidad el conjunto .#,,,(A) se representa por .#,(A). Un elemento de .#,,,,(A) se representa
por

ayp - Aim

Apy * " Ay
El conjunto .#,,,(A) tiene estructura de A-moédulo y el conjunto .#,(A) tiene estructura de A-algebra,
aunque no conmutativa.

Al considerar la estructura multiplicativa de .#,,(A) aparece de forma natural el grupo lineal gene-
ral, GL,(A), que es el grupo de las matrices invertibles.

Lema. 21.11.
Dadas dos matrices X eY en #,,,(A) que representan el mismo homomorfismo respecto a distintas
bases, existen matrices invertibles P € #,(A) yQ € #,,(A) tales que X = PYQ.
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Dos matrices X e Y en la situacién del lema se llaman matrices equivalentes. Es claro que la relacién
“equivalente a" es una relacion de equivalencia en ./4,,,,(A).

Lema. 21.12.
Dadas dos matrices X eY en #,(A), que representan el mismo endomorfismo respecto a distintas
bases, existe una matriz invertible P tal que Y = PXP™!.

Dos matrices X e Y en la situacién del lema se llaman matrices semejantes. Es claro que la relacién
“semejante a" es una relacion de equivalencia en ., (A).

Dada una matriz X = (x;;);; € #,(A), el determinante de X se define

1

det(X) = > (—1F a3,y G-

o€S,

El determinante de una matriz X verifica algunas propiedades geométricas que son de interés. Dada
la matriz X, el elemento adjunto o cofactor de x;; es el determinante de la matriz obtenida de
X eliminando la fila i y la columna j, es pues el determinante de una matriz (n — 1) x (n — 1),
afectado por el signo (—1)™*/; se representa por X; j- La matriz adjunta de la matriz X es la matriz
adj(X) = (X;;);:, esto es, la matriz traspuesta de la matriz formada por los elementos adjuntos.

Lema. 21.13. (Teorema de Laplace)
Dada una matriz X = (x;;);; € M,(A), se verifica:

(1) det(X) = x;1X;; + -+ + x;,X;, para cada indicei =1,...,n.
(2) det(X) = x;;X;; +--- + x,;X,,; para cada indice j = 1,...,n.
(3) X adj(X) =det(X) I =adj(X) X.

Corolario. 21.14.
Una matriz X € #,(A) es invertible si, y solo si, det(X) es un elemento invertible en A.
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Ejercicios

Moddulos libres

Ejercicio. 21.15.
Sean M un A-mddulo finitamente generado, F un A-mddulo libre y f : M — F un epimorfismo.
Demostrar que Ker(f) es también finitamente generado.

Ref.: 1105e 012 SOLUCION.

Ejercicio. 21.16.
Sea A un anillo, demostrar que A[X ] es un A-mddulo libre y no es finitamente generado.

Ref.: 1105e 016 SOLUCION.

Ejercicio. 21.17.
Demostrar que QQ no es un grupo abeliano finitamente generado. ¢Es un grupo abeliano libre?

Ref: 1105e 017 SOLUCION.

Ejercicio. 21.18.
Sea x = (a, b) € Z?, demostrar que x puede completarse a una base del grupo abeliano 7 si, y sdlo
si, a y b son primos relativos. Aplicarlo al caso en que (a,b) = (3, 7).

Ref.: 1105e 019 SOLUCION.

Ejercicio. 21.19.
¢Es libre el grupo abeliano Z[X]/(X?—1)?

Ref.: 1105e 020 SOLUCION.
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Ejercicio. 21.20.
¢Es libre el Q[X ]-médulo Q[X]/(X?—1)?

Ref.: 1105e_021 SOLUCION.

Mddulos finitamente generados

Ejercicio. 21.21.
Se considera el conjunto A de las aplicaciones de R en R con las operaciones

Suma: (f + g)(x) = f(x)+ g(x),
Producto: (fg)(x) = f(x)g(x).

Demostrar que A es un anillo y que existe un A-submddulo (ideal) de A que no es finitamente gene-
rado.

Ref.: 1105e 018 SOLUCION.

Ejercicio. 21.22.
Sea0 — M; — M, s M; — 0 una sucesion exacta.

(1) Demostrar que si M, es finitamente generado, entonces M Io es.
(2) Demostrar que si M; y M5 son finitamente generados, entonces M, Io es.

Ref.: 1105e 022 SOLUCION.
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Introduccion

La estructura de los médulos sobre un DIP es muy rica y generaliza, en una primera etapa, la teoria
de espacios vectoriales. Ademads, como veremos, tiene aplicaciones de interés: la primera es referida
a la estructura de los grupos abelianos finitamente generados, y la segunda a la forma candnica de
matrices con coeficientes en un cuerpo.
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22. Moddulos finitamente generados sobre DIP

Recordemos que un A-mdédulo M es finitamente generado si existe un subconjunto finito m, ...,
m, € M que es un sistema de generadores, esto es,

M =Am, +---+Am

s*

Lema. 22.1.

Para un A-mddulo M se tiene:

(1) Si M es finitamente generado, todo cociente de M es finitamente generado.

(2) M es un A-mddulo finitamente generado si, y solo si, es un cociente de un A-mddulo libre con
una base con un numero finito de elementos.

Salvo que se indique lo contrario, suponemos, en lo que sigue, que A es un DIP
Vamos a estudiar con mas detalle mddulos libres sobre un DIP Llamamos rango de un A-médulo
libre finitamente generado F al nimero de elementos de una base de F.

Teorema. 22.2.
Si F es un A-mddulo libre finitamente generado, entonces todo submddulo N de F es un A-mddulo
libre y su rango es menor 6 igual que el de F.

DEMOSTRACION. Supongamos que el rango de F es n. Sin =1, entonces F = A, y todo submddulo
N de F es un ideal de A, luego esta generado por un elemento; supongamos que N = Aa. Sia =0,
entonces N es libre de rango cero. Si a # 0, entonces definimos un homomorfismo f : A — Aa
mediante f(r) = ra, resulta que f es un isomorfismo, luego N es libre de rango uno.

Hagamos ahora la siguiente hipotesis de induccién: si L es un A-médulo libre de rango menor que
rango de F, entonces todo submddulo N de L es libre de rango nuimero 6 igual que rango de L.
Supongamos que e, ..., e, es una base de F, definimos una aplicacién a : {e,,...,e,} — A mediante
a(e;) =---=ale,_;) =0, a(e,) = 1; a define un homomorfismo sobreyectivo de A-médulos f =
fo : F — A con ntcleo Ker(f) = Ae, +---Ae,_;. Tenemos que Ker(f) es libre de rango n— 1. Dado
un submodulo N de F consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

Ker(fy) HT )
Ker(f) F 7 A

1106-06.tex
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Tenemos que f(N) es un submddulo de A, y por tanto es libre de rango menor ¢ igual que uno.
Tenemos Ker(fy) = Ker(f) NN, luego es un submddulo libre de rango menor 6 igual que n — 1.
Ademds fy es sobreyectiva, luego existe un isomorfismo N = Ker(fjy) ® f (N), esto es, N es la suma
directa de dos A-mddulos libres de rangos acotados por n — 1 y 1 respectivamente, luego N es un
A-médulo libre de rango menor ¢ igual que n. a

Sea M un A-mdédulo, un elemento m € M se llama de torsion si existe 0 # r € A tal que rm = 0.

Lema. 22.3.
Sea A un DI, si M es un A-mddulo, entonces el subconjunto

T(M)={me M | m es de torsion}

es un submddulo de M. Se llama el submoddulo de torsion de M.

DEMOSTRACION. Es evidente que 0 € T(M), luego T(M) es no vacio. Sean ahora m,, m, € T(M),
existen 0 # ry,r, € A tales que rym; = r,m, = 0, luego r,;r, # 0 y se tiene (r;r,)(m; + m,) = 0,
entonces m; +m, € T(M). Por otro lado, sean s € Ay m € T(M), entonces existe 0 # r € A tal que
rm =0, y se verifica r(sm) = 0, luego sm € T(M). |

Lema. 22.4.
SeaAun DIy f : M; — M, un homomorfismo de A-mdédulos, entonces f (T(M,)) € T(M,).

Lema. 22.5.
SeaAin DIy {M; | i € I} una familia de A-médulos, se verifica:

T(®;M;) = &,T(M,).

Un A-médulo M se llama de torsion si T(M) = M vy libre de torsion si T(M) = 0.

Lema. 22.6.
Sea A un DI y M un A-mddulo, se verifica que M /T(M) es libre de torsion.
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Ejemplo. 22.7.
SiAes un DI, entonces T(A) = 0, y A es un médulo libre de torsién; lo mismo ocurre con todo médulo

libre, ya que si M = A es libre, entonces T(M) = T(AP) = T(A)P = 0.

No todo mddulo libre de torsion es libre como los siguientes ejemplos muestran.

Ejemplo. 22.8.

(1) Z esun DIB y Q es un grupo abeliano libre de torsién, pero no es libre.

(2) (2,X) es un Z[X ]-mddulo libre de torsién, ya que (2,X) € Z[X ], pero no es libre, ya que no
puede ser generado por un sélo elemento, por lo que su rango es mayor que uno y Z[X ] tiene
rango uno.

(3) (X,Y) esun Q[X,Y ]-mddulo libre de torsion, pero no es libre.

Aplicamos ahora esta teoria al estudio de médulos finitamente generados sobre un DIP

Teorema. 22.9.
Sea A un DIB para cada A-mddulo finitamente generado M, son equivalentes:

(a) M es un A-mddulo libre.
(b) M es un A-mddulo libre de torsion.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Es evidente.

(b) = (a). El caso M = 0 es inmediato. Para el caso no nulo, dado M finitamente generado y
libre de torsién, consideramos t el menor entero positivo tal que existe un sistema de generadores
{my,...,m,} de M. Vamos a hacer induccion sobre t. Si t = 1, entonces M = A es libre.

Supongamos M es libre si es libre torsién y puede ser generado por menos de t elementos, y sea M
un modulo libre de torsidén con un sistema de generadores {m,,...,m,}, con t minimo. Definimos T’
la familia de los subconjuntos de {m,, ..., m,} que son linealmente independientes. En T la inclusién
es una relacion de orden. Ademads I' es no vacio, ya que M # 0 y por tanto cada conjunto unitario
{m}, con m # 0, es linealmente independiente.

Por ser T finito, en I" existen elementos maximales. Tras una reordenacion, sea X = {my,...,m,} €T
maximal. Si X no es un sistema de generadores, (X) ;% M, y para cada indice s < j < t se tiene
m; € M \ (X), y existe una combinacién lineal x;m; + a; m; +---+a; m; = 0 con x; # 0; definimos
X = Xgp1" " Xqe

Tenemos M = xM C (X), ya que para cada m € M, que se expresa m = 2;1 c;m;, se verifica:
xm=x Zle c;m; = Zle(xcl—)mi € (X). En consecuencia xM es un submddulo de un médulo libre,
y es libre. Por el isomorfismo, M = xM, también M es un modulo libre. O
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Corolario. 22.10.
Sea A un DIP y M un A-mddulo finitamente generado, entonces M es isomorfo a N @ F, con N un
submddulo de M de torsion y F un A-mddulo libre de torsién, ambos finitamente generados.

Ademds, si M es isomorfo a N’ ® F’ con N’ y F’ verificando las condiciones anteriores, entonces
NN yFXF,

Lema. 22.11.
Sea A un DIR M un A-mddulo finitamente generado, y N un submddulo de M, entonces N es finita-
mente generado.

DEMOSTRACION. Dado el submédulo N C M, existe un mddulo libre A" y un homomorfismo sobre-
yectivo f : A —s M; sillamamos S = f ~1(V), entonces S es un médulo libre de rango menor o igual
que t, y por tanto N, que es un cociente de un médulo libre finitamente generado, es finitamente
generado.

Ker ——= S = f1(N) At

| |

Ker N M

Apéndice

Ya conocemos que cada submédulo de un médulo libre finitamente generado sobre un DIP es libre;
la condicién finitamente generado no es necesaria como el siguiente teorema prueba.

Teorema. 22.12. (Teorema de Kaplansky)
Sea D un DIP todo submddulo de un modulo libre es libre.

DEMOSTRACION. Sea N C F = D un submédulo de un médulo libre. Consideramos # = {e; |
i €1}, donde e; = (6, ;);, base de F. En I consideramos un buen orden, y para cada j € I se define
F;=2{Ae;| i<jlyN;,=NnNF,.
Para cada j € I definimos un ideal a; € D como p;(N;), siendo p; : F — D la j—ésima proyeccion.
Como D es un DIB sea a; = (d;) = Dd;. Si d; # 0, consideramos n; € N; tal que p;(n;) =d;; sid; =0
no elegimos ningtin elemento n;.
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Vamos a ver que A = {n; | i €1, d; # 0} es linealmente independiente. En efecto, si ), c;n; = 0 es
una combinacién lineal finita, consideramos el mayor de los i tal que c; # 0; entonces n; se aplica
en d; por p;, y los demas se aplican en O; por tanto c¢; = 0, y A es linealmente independiente.

Vamos a ver que .4 es un sistema de generadores. Sea x € N \ D.#". Como N = UN,, existe j €I tal
que x € N;, y, por la hipétesis, no estd generado por los {n; | i < j}. La componente j—€ésima de x
es 0 # x;, donde x = >, c;e;, Por tanto d;(x) = x;, y existe d € D tal que x; = dd;. Por lo tanto el
elemento y = x —dn; pertenece a N;, y p;(y) = p(x —dn;) =0, esto es, y € N;, para un j, < j. En
consecuencia, repitiendo el proceso tenemos una sucesion decreciente de ordinales j = j; > j, > ---,
que necesariamente es finita, y entonces x es una combinacién de los n; con i < j.

Tenemos entonces que A = {n; | i €1, d; # 0} es una base de N, que por lo tanto es libre, de rango
menor o igual que el rango de F. O

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara



256 CAPR VI. MODULOS SOBRE UN DIP

Ejercicios

Mddulos finitamente generados sobre DIP

Ejercicio. 22.13.
Prueba que si A es un DIR y M es un A-mddulo generado por t elementos, todo submddulo de M
estd generado, a lo mds, por t elementos

Ref.: 1106e 001 SOLUCION.

Ejercicio. 22.14.
Si D es un DI, prueba que si cada D-mddulo ciclico es libre de torsion, entonces D es un cuerpo.

Ref.: 1106e_006 SOLUCION.

Ejercicio. 22.15.
Si D es un DI, prueba que si cada D-mddulo finitamente generado es libre, entonces D es un cuerpo.

Ref.: 1106e 007 SOLUCION.
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23. Matrices con coeficientes en un DIP

En esta seccién A serd un DIP

Llamamos .#,,,(A) al conjunto de matrices de n columnas y m filas. Vamos a relacionar las matrices
de A,,,(A) y los homomorfismos de Hom,(A",A™).

Si fijamos bases {e;}_, vy {h]-}}":1 de A" y A" respectivamente, y si tomamos f € Hom,(A",A™), en-
tonces tenemos:

f(en) = xnlhl +eeet xnmhm

X171 Xo1 * 7" Xppg
X12 Xog *** Xpa

Si llamamos X = , resulta que la imagen f(y) de y € A" de expresion y = y,e; +

X1m Xom " Xnm
---+y,e, se puede calcular como el elemento de A™ con coordenadas dadas por la siguiente férmula;

X171 Xo1 7" X1 Y1
X1g Xog " Xpo Ya
Xim Xom " Xnm Yn

Decimos entonces que la matriz X representa al homomorfismo f respecto a las bases {e;}; y {h;};.

Consideremos ahora otro homomorfismo g : A" — A", y sea {l;};_, una base de A", supongamos
que Y es la matriz que representa a g respecto a las bases {h;}; y {[;},, entonces la matriz de la
composicidn gf, respecto a las bases {e;}; y {I;}x, es justamente el producto YX.

Vamos ahora a determinar todas las matrices que representan a un homomorfismo f : A" — A™
respecto a las distintas bases de A" y A™.

Consideremos primero dos bases {e;}"_, y {e;}}, de A", si la expresién de los e en funcién de los e;
es:

€, = Pmé€: + + Dl

Entonces la aplicacién identidad de A" en si mismo, respecto a las bases {e!}; y {e;};, estd dada por

DP11P21°" " Pm
. D12 P22 Pn2 L . .
la matrizP=| . . " |. Por supuesto que P es una matriz invertible, se llama matriz del
PinPon " Pan

cambio de base de {e;}; a {e};. Si queremos representar la aplicacién identidad de A", respecto a
las bases {e;}; y {e};, por una matriz, obtenemos que ésta es justamente P~".
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Consideremos {e;};, {e!}; basesde A" y {h;};, {h;.}j basesde A™,siX € .#,,,(A) representa a f respecto
a las bases {e;}; y {h;};, entonces el cdlculo de la matriz que representa a f respecto a las bases {e’},
y {h;}j es como sigue: si P es la matriz del cambio de base de A" de {e;}; a {e;}; y Q es la matriz de
cambio de base de A,, de {h;}; a {h;.} j» entonces la matriz buscada es: Q XP.

An; {el{}i

o

A" {e;}; e A", {hj }f

m \Ll,Ql

A" {1’ j};

Sean X,Y € .#,,,(A), decimos que X e Y son equivalentes si existen matrices invertibles P y Q tales
que Q'XP =Y.Enel conjunto .#,,,(A) la relacién “ser equivalentes” es una relacién de equivalencia.
Todos los elementos de una clase representan al mismo homomorfismo respecto a distintas bases.

Vamos a elegir en cada clase de equivalencia de .#,,,(A) un elemento que sea suficientemente sen-
cillo. Llamamos forma normal de una matriz X € .#,,,(A) a una matriz D € .#,,,(A) que es equiva-
lente a X y que verifica d;; = 0 si i # j, y si llamamos d; = d;;, entonces d; | d,;.

ii»

Los elementos d; se llaman factores invariantes de X. Llamamos rango de D al indice i tal que
d; # 0y d;.; = 0. Donde suponemos que d; = 0sii > n éi > m. Resulta que el rango de D es
justamente el rango (dimensién) de la imagen de un homomorfismo f que es representado por X 6
por D, ya que ambas representan al mismo homomorfismo respecto a distintas bases.

Vamos a probar que cada matriz tiene una unica forma normal.
Primero vamos a introducir elementos para la demostracion de este resultado.

Sea X € #,,,(A), una transformacion elemental (de tipo I) de X es cambiar la fila j por el resul-
tado de multiplicar la fila i de X por b € Ay sumarla a la fila j. La matriz asi obtenida resulta ser
equivalente a la matriz X. Podemos comprobar que la matriz obtenida es el resultado de la siguiente
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multiplicacidn:

(1 )

Donde b ocupa el lugar (i,j) (columna i y fila j). Llamamos T;;(b) € .#,,(A) a la matriz antes
descrita. Es claro que se tiene T;;(b)T;;(—b) = 1 = T;;(—b)T;;(b), luego la matrices X y T;;(b)X son
equivalentes.

Otra transformacion elemental (de tipo I’) de X es hacer la multiplicacién X T;;(b), donde ahora
T;;(b) € M, (A). En este caso resulta que la matriz X T;;(b) se obtiene de la matriz X cambiando la
columna i por el resultado de sumar a la columna i la columna j multiplicada por b.

Asi pues las transformaciones elementales de tipo I 6 I se pueden obtener multiplicando a la derecha
por matrices invertibles (transformaciones elementales por columnas) 6 a la izquierda por matrices
invertibles (transformaciones elementales por filas).

Vamos a introducir otro tipo de transformaciones elementales (de tipo II). Multiplicar la fila i por
un elemento invertible u € A, la matriz asi obtenida es el producto de las matrices:

Donde u ocupa el lugar (i,i). Llamamos D(u) € .#,,(A) a la matriz antes descrita. Es claro que se
tiene D(u)D(u) =1 = D(u~1)D(u). Luego la matriz D(u)X es equivalente a la matriz X.

Otra transformacion elemental (de tipo II’) es hacer el producto XD(u), donde ahora D(u) €
M ,(A). En este caso resulta que la matriz X D(u) se obtiene de la matriz X multiplicando la columna
i por el elemento u.

Asi pues las transformaciones elementales de tipo II 6 II’ se pueden obtener multiplicando a la de-
recha por matrices invertibles (transformaciones elementales por columnas) 6 a la izquierda por
matrices invertibles (transformaciones elementales por filas).

Vamos a introducir otro tipo de transformaciones elementales (de tipo III). Permutar las filas i y
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j. La matriz asi obtenida puede también obtenerse como el producto de las siguientes matrices:
n
. 0---1
1o
\ )

Donde ahora los elementos 1 fuera de la diagonal ocupan los lugares (i, j) y (j,1). Llamamos P;; €
M,,(A) a la matriz asi definida. Es claro que P;;P;; = 1, luego P;; es una matriz invertible.

Otra transformacion elemental (de tipo III’) es hacer el producto X P;;, donde ahora P;; € #,(A).
Esta matriz se obtiene de la matriz X permutando las columnas iy j.

Asi pues las transformaciones elementales de tipo III 6 III’ se pueden obtener multiplicando a la
derecha por matrices invertibles (transformaciones elementales por columnas) 6 a la izquierda por
matrices invertibles (transformaciones elementales por filas).

Las matrices T;;(b), D(u) y P;; se llaman matrices elementales, y como se ha podido comprobar son
representaciones genéricas de matrices cuadradas en los distintos ./, (A).

Teorema. 23.1.
Sea A un DE, para cada matriz X € #,,,(A) existe una forma normal.

DEMOSTRACION. Supongamos que la funcién euclidea es 6. Sea X € .#,,,(A), si X = 0, entonces X
estd en la forma normal. Si X # 0, tomamos a;; # 0 con 6(a;;) minimo. Haciendo transformaciones
elementales de filas y columnas llevamos a;; al lugar (1,1). Supongamos que ésta es la situacién.
Estudiamos la columna 1. Para cada k > 1 tenemos la divisiéon euclidea a,;, = a;;b; + by, con
by =06 6(by,) < 6(ay;). Hacemos pues la siguiente transformacion elemental: multiplicamos la
fila 1 por b, y la restamos a la fila k; obtenemos en la posicién (1, k) el elemento by;; si by, # O,
obtenemos una matriz, equivalente a la matriz X, en la que el minimo de los §, para los elementos
no nulos, es menor que el minimo de X. Repetimos el proceso para esta nueva matriz. Este mismo
proceso podemos también hacerlo para la fila 1. Ya que el minimo de los 6, para los elementos no
nulos, es un entero no negativo, después de un ntimero finito de repeticiones del proceso, llegamos
a una matriz equivalente a A, por ejemplo S = (b;;);;, tal que by; | by, paratodo 1 < k < m, y
by, | by, para todo 1 < h < n. Haciendo ahora transformaciones elementales por filas anulamos
todos los elementos de la primera columna, y haciendo transformaciones elementales por columnas
anulamos todos los elementos de la primera fila (todos menos el b;;). Obtenemos pues una matriz
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equivalente a la matriz X que tiene la forma

by 0 -+ 0
0 cyp - Cpa

0 Com """ Cam

Podemos suponer que b,; | ¢;; para todo i, j, ya que si by ¢ ¢;;, entonces sumamos la columna i a
la columna 1 obteniendo la columna b, ¢;s, - -, C;n- Aplicando el algoritmo de la division a by; y
¢;j, obtenemos, en la primero columna, un elemento con & menor que el del by;. En cualquier caso,
después de un niimero finito de pasos, obtenemos una matriz como la anterior con by, | ¢;;. Aplicando
ahora el mismo proceso a la submatriz (c;;);;, obtenemos una matriz equivalente a la matriz X que
tiene la forma

ij>

b11 O 0 e O

0 C22 O M O

0 O d33 e dn3

00 d3m Tt dnm
con ¢y, | d;; para todos i, j, (ya teniamos de antes que by; | c5,). Continuando el proceso llegamos a
una matriz diagonal, que es una forma normal de X. a

EL proceso de célculo de la forma normal de una matriz es claro en el caso de DE, pero si A es
un DIB también podemos realizar, de forma tedrica, este proceso, ya que esencialmente se trata de
determinar el mcd de dos elementos, y éste siempre existe en el caso de un DIP

Teorema. 23.2.
Sea A un DIP para cada matriz X € M#,,,(A) existe una forma normal.

DEMOSTRACION. En este caso no podemos utilizar la funcién euclidea, sin embargo, vamos a in-
troducir un nuevo el concepto, el de longitud de un elemento no nulo a € A. Llamamos long(a) al
numero de factores primos en una factorizaciéon en primos de a, y suponemos que long(a) = O si
a es invertible. Introducimos también un nuevo tipo de transformaciones elementales definidas por
matrices de la forma

xy

zt 0

0 |I

Con ()ZC Jt/) una matriz invertible. Dada una matriz A podemos suponer que long(a;;) < long(a;;)

para cada elemento a;; # 0. Si a;; f a;4, entonces intercambiamos las columnas 2 y k y obtenemos
que a;; {a;,. Llamamos a = a;; y b = a;,; si d = med{aq, b}, tenemos long(d) < long(a) y existen x,
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y €Atales que ax + by =d. Sillamamos z = bd™! y t = —ad ™, tenemos la siguiente igualdad de

matrices:

xy\(—-ty\_ (10

zt z —x ) \01
Por lo tanto son matrices invertibles. Resulta que la primera columna de SX es d,0, bys, ..., b;,, con
long(d) < long(ay;)-

Analogamente hacemos si a;; t a,;.

De esta forma, repitiendo el proceso y haciendo las transformaciones elementales necesarias, llega-
mos a una matriz con a;; | ay; Yy a;; | ap; para todos h y k. Por tanto llegamos a una matriz del
tipo

b11 O e O

0 cy " Cpa

0 Com """ Cam

Haciendo ahora un razonamiento sobre la longitud andlogo al realizado sobre &, llegamos a que
by; | c;; paratodosiy j. Después no tenemos mds que repetir el proceso las veces que sean necesarias.
O

Vamos a probar ahora la unicidad de la forma normal, para ello probamos la siguiente proposicion.

Proposicion. 23.3.
SeaAunDIRyX € M,,,(A) derangor. Siparacadal <i < r llamamos A; almcd de los menores de
ordeni de A, entonces los factores invariantes de X se diferencian de los siguientes solo en elementos
invertibles.

di=4A, b=0A7, ..., d. =A A

DEMOSTRACION. Dadas dos matrices X e Y € #,,,(A) y una matriz invertible P € .#,,(A) tal que
Y = PX, tenemos que las filas de la matriz Y son combinaciones lineales de las filas de la matriz X con
coeficientes en A, y por tanto los menores de orden i de Y son combinacién lineal de los menores de
orden i de X. Luego el mcd de los primeros es un multiplo del mcd de los segundos. Andlogamente
se hace para X = P!V, por lo que ambos coinciden. Este proceso podemos hacerlo también con
matrices verificando X = YQ e Y = XQ!. Consideramos ahora las matrices equivalentes X e D,
resulta que

dlel’ dldzzAz, ooy dldz"'d =A

re

De donde se obtienen las igualdades del enunciado. O
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Ejemplo. 23.4.

Obtener la forma normal de la matriz X con coeficientes en Q[ x].

2—x 3 4
X = 1 —x O
2 01—x

SOLUCION. Hacemos transformaciones elementales de filas y columnas hasta obtener la forma nor-
mal de la matriz X:

x—1x2—3x—64

003x2—x3+9x—3

100 2—x 3 4
010 1 —x 0
001 2 01—x
010 1 —x O
100 2—x 3 4
001 2 01—x
1 0 0 1x0
2—x2x—x%+3 4 010
2 2x 1—x 001
010 1 0 0
1x—20 02x—x%2+3 4
0O 0 1 2 2x 1—x
010 1 0 0
1x—20 02x—x%+3 4
0 —21 0 2x 1—x
1 0 0 10x
0 4 2x—x%*+3 001
0l1—x 2x 010
0 1 o[10 0
1 x—2 0/04 2x—x%+3
2 2 3
2-1/4%—-25-3/21|003 - +2X_3/4
10 0 10 X
04 0 00 1
2 3 2
003 — X +2X_3/4| 01-3/4—%+%
10 0 10 X
01 0 00 1
003C X 12X _3/4|101/4-3/4—% 4%
0 1 0 [10 0
1 x—2 0 |01 0
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La matriz central se obtiene en cada paso de la siguiente forma:

X
P,X
Py, X Ty (x)
T15(x —2)P1,X Ty (x)
T13(=2)T15(x — 2)P,X Ty (x)
T13(—2)T12(x — 2)P15X Tyy (x)Poy
Ty3(1/4(x —1))T13(—2) T1(x — 2)P1,X Ty (x)Poy
Ty3(1/4(x — 1)) T13(—2) T15(x — 2)P15X Toy (X )Pys T32(1/4(x2 —3—2x))
Ty3(1/4(x — 1)) T15(—2) Ty (x — 2)p12XT21(X)P23T32(1/4(X2 —3—2x))D,(1/4)
D3(4)T3(1/4(x — 1)) T15(—2)Ty5(x — 2)P12XT21(X)P23T32(1/4(X2 —3—2x))D,(1/4)

10 0
La forma normaldel X es: D= 01 0 , Y existen matrices invertibles Q y P tales
003x>—x3+9x—3
0 1 0 10 X
que D = Q'XP, se verifica: Q! = 1 x—2 0]yP=[00 1
x—1x*—3x—64 01/4_9,/4_%4_%2

Las matrices P y Q son las matrices del cambio de base en el dominio y el codominio, respectivamente.

Si f es un Q[ x ]-homomorfismo representado por X, entonces podemos calcular las bases respecto a
a las cuales f estd representado por la forma normal D. Para ello tenemos simplemente que calcular
la inversa de Q7.

Vamos a calcular la inversa de Q! usando también transformaciones elementales.

100 0 1 0

010 1 x—2 0

001 x—1x*>—-3x—64

1 00 0 1 0

2—x10 1 0 0

0 01 x—1x*>-3x—64
1 00 0 10
2—Xx 10 1 00
3x+6—x%201 x—104
1 0 O 010
2—x 1 O 100
8 1—x1 004
1 0 0 010
2—x 1 0 100
2 1/4(1—x)1/4 001
2—x 1 0 100
1 0 0 010
2 1/4(1—x)1/4 001
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2—x 1 0
Asi pues la matriz Q es: 1 0 0
2 1/4(1—x)1/4
Las bases de Q[x]* respecto a las que f estd representado por la forma normal D son:
Dominio:

x  x?

{ 1 te,+( 3 + X }
e, —e3, Xe e — — — 4+ —)es .
1 1 3 1 2 ) 1 3
Codominio:

{(Z—X)hl +h2 +2h3, hl + %(1 _x)hg, %hg} .

ALGEBRA CONMUTATIVA. Algebra conmutativa elemental P. Jara



266 CAPR VI. MODULOS SOBRE UN DIP

Ejercicios

HACER
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24. Estructura de los mddulos f. g. sobre un DIP

Sea A un DIP y M un A-mdédulo, recordemos que el anulador de M es el conjunto

Ann(M) ={r € A| rm =0 para todo m € M }.

Lema. 24.1.
Ann(M) es un ideal de A.

Lema. 24.2.
Sea M un A-mddulo de torsion y finitamente generado, entonces Ann(M) es un ideal de A no nulo.

DEMOSTRACION. Seay,,...,Y,, unsistema de generadores de M, para cada indice i existe 0 # r; €A
tal que r;y; = 0. Definimos r =r, ---r,,, como A es un dominio tenemos que r # 0, y por ser y;, ...,
yun sistema de generadores, se verifica rx = 0 para cada elemento x € M. |

Como A es in DIB para un A-mdédulo de torsion y finitamente generado M se tiene que Ann(M ) esta
generado por un elemento no nulo d € A. El generador d se llama el anulador minimal de M, y
estd determinado de forma tnica salvo asociados.

Veamos a continuacidn algunas definiciones y resultados técnicos.

Sea M un A-mdédulo, para a € A definimos aM = {am € M | m € M}. Existe pues un homomorfismo
f : M — aM definido por f(m) = am. Es claro que f es sobreyectivo y su nucleo es:

Ker(f)={me M | am =0} = Ann,(a).

Lema. 24.3.

Sean N; y N, submddulos de un A-médulo M tales que N; N N, = 0, entonces se verifica:
(1) a(N; ®N,) = aN; @ aN,.

(2) Anny gy, (a) = Anny (a) ® Anny, (a).

1106-08.tex
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Lema. 24.4.

Seand €Ay M = @ Si(a,d) =1, entonces Anny,(a) =0 yaM = M.
Lema. 24.5.

Seand €Ay M = @ Sid = ab, entonces Ann,,(a) = (2;) yaM = (%).

DEMOSTRACION. Tenemos b € Ann,,(a), definimos entonces A LN Ann,,(a) mediante g(1) = b.
Se verifica a € Ker(g) y si x € Ker(g), entonces 0 = xb = xb, luego existe y € A tal que xb =
yd = yab, y por tanto x = ya, esto es, x € (a). Tenemos pues que Ker(g) = (a), y por tanto

Anny,(a) = Im(g) =

Ker(f) (@)

Por otro lado definimos M AN aM mediante f(m) = am. Se tiene claramente que b € Ker( f). Sea
ahora x € Ker(f), entonces ax = 0, y existe y € A tal que ax = dy = aby, y por tanto x = by,

(b) A/(d) A
luego X € bA = ——. Tenemos pues aM = Im(f) = =—. O
8 @ P "= %y@ - ®
Corolario. 24.6.
Seana,d €Ay M = —, entonces aM = eM, siendo e = mcd{a, d}.

(d)’

Vamos ahora a estudiar la estructura de un A-médulo de torsion finitamente generado M. Supon-
gamos que Y, ..., ¥,, € M es un sistema de generadores de M, entonces existe un homomorfismo

sobreyectivo A™ 7, M. Sea Ker(f) el ntcleo de f y Ker(f) —2, A™ la inclusién. Ya que A es un
DIB resulta que Ker(f) es un A-mdédulo libre de rango n = rng(Ker(f)) < rng(A™) = m, existe

pues un isomorfismo A" = Ker(f). Por comodidad vamos a seguir llamando g a la composicién

A" = Ker(f) %, A", Sea {zj}j:1 una base de A" y {e;}" | una base de A™, si para cada z; tenemos:
g(Z]) = ajlel +-t ajmem:

entonces la matriz de g respecto a estas bases es:

a;p = am
A=

Ay " Ay
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Si calculamos una forma normal de A, esta forma normal también representard a g respecto otras
bases. Supongamos que

es una forma normal de A respecto a las bases {z }” L v {e/}L, de A" y A™ respectivamente. Se tiene

entonces:
(z)—de paral<i<r

g(Z])— , parar+1<i<n.

Y por ser g un homomorfismo inyectivo, resulta que ha de ser n =r.
Pasemos ahora a M, un sistema de generadores de M esta formado por los elementos:

{fle),....f(e) fler ), ..., f (e}

Para r +1 < i < m resulta que f(e;) € M y por tanto es de torsién, pero si existe alglin a € A tal
que af (e;) = 0, entonces tenemos f (ae;) = 0, luego ae € Ker(f) = Im(g), y existe Z;_l alz e A"
tal que g(Z] 14, ]) = ae;, de donde se deduce que Z] ,a;d e( = ae; y como {e}; es una base de
A™, resulta que a = 0. Esto implica que f(e;) es también 11bre de torsién, esto es, f(e;) = O para

r+1 <1< m. Se verifica pues la igualdad:

M= f(e)A+---+ f(e)A.

Vamos a ver que esta suma es directa. Seam € f(e;.)Aﬂ (Zi#jf(elf)A), entonces existen a;, ..., a, €A
tales que m = —ajf(e;.) =a,f(e))+-- -+a]-_1f(e§_1)+aj+1f(e;.+1)+- --+a, f(e/), obteniendo entonces
la igualdad 0 = alf(e;) +---+a,f(e/). Siendo entonces a,e; + -+ a,e, € Ker(f) = Im(g). Existe
pues > bzl € A" tal que g(>._, biz]) = a;€/, +---+a,e’ y desarrollando obtenemos: »;_, b;d;e] =
a;€| + -+ + a,e/, o equivalentemente Y. (b;d; —a;)e; = 0, y como los {e;}; son una base de A™,
resulta que a; = b;d;. Es fécil ver entonces que se tiene

m= —ajf(ej-) = _bjdjf(e;) = _bjf(djej) = _bjf(g(z;')) =0

Tenemos entonces la igualdad M = f(e/)A® --- ® f (e])A. El siguiente paso es estudiar cada uno de
los sumandos. Como ya hemos visto, se verifica d,f (e]) =0, para 1 <i<r.SeaahoraacAtal que
af(e;) = 0, entonces ae; € Ker(f) = Im(g), y existe Z - a]z € A" tal que 8(2] 14, ]) = ae;, de
aqui obtenemos .. d; e = ae], luego a = a;d;, y por tanto Ann(f (e;)) = (d;), entonces tenemos

un isomorfismo:

]laJ

M A ©- A
(dy) (dr)
Si d, es invertible entonces (d%) =0, y en la descomposicién anterior podemos suprimir este factor.
Igual hacemos si d,, ...son invertibles. De forma que finalmente obtenemos una descomposiciéon

Mz 2 g9 A
(dy) ® @)
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de M con los d; no nulos, no invertibles y verificando d; | d;; para 1 < j <s— 1y siendo d, el
anulador minimal de M.

Vamos a reunir el desarrollo hecho hasta ahora en el siguiente Teorema:

Teorema. 24.7.
Sea A un DIP y M un A-mddulo de torsion y finitamente generado, entonces existen elementos d,,
..., d; € A no nulos, no invertibles, cond; | d;,, paral < j <s—1, d; el anulador minimal de M y

verificando: A
ME —o&---& —.
(dy) (d,)

Ademds una descomposicion de M verificando estas condiciones es tnica.

Los elementos d, ..., d; se llaman los factores invariantes de M.

DEMOSTRACION. El razonamiento previo al enunciado nos asegura la existencia de una descompo-
siciéon como la anunciada en el Teorema. Vamos a probar la unicidad. Supongamos que

A © @ A
() (fo)
es otra descomposicién de M verificando las condiciones del enunciado, entonces por no ser d; un
elemento invertible, existe un elemento p € A primo tal que p | d;; como consecuencia p divide a
todos los d; y se verifica:

114

M

A (p)=A pe---0A ()ZAEB €BA
TP = AP M= ) ®)

es una suma de s sumandos. Como d; y f, son anuladores minimales de M, resulta que p | f,;
supongamos que p | fi.1 Y P4 f1,-- -, fi, entonces otra forma de calcular Ann,,(p) es la siguiente:

Anny(p) = Ann 4 ()& - S A4 ()X - @ &
) A ()0 @A (D)% 500
es una suma de t —k sumandos. Tenemos que Ann,,(p) es un A/(p)-médulo (libre), luego s =t —k,
y por tanto s > t. De igual modo llegamos a que t > r, luego ambos coinciden, s = t.

Por otro lado, tenemos que d, y f,. son asociados por ser anuladores minimales de M. Vamos a

demostrar que también lo son el resto. Supongamos que d;, d;, 4, ..., f; V fj, fi+1,- - -, f son asociados

dos a dos, y que d;_; y fj_; no lo son, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f;_; { d;_;,
A

—@---@L luego
(dy) (diy)’

entonces d;_; no anula a A/(f,_;), tenemos que d,_; anula a

~ A A, A A
GaM = dia g3 @ @dingy = dapy @ @ dia s,
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Vamos a ver como es cada uno de los sumandos. Para i < j <r, si d; =d,;_,a;, se verifica:
Ay A A
2. —.
d) (@) (a,)
Paral < j<i—1,seae; =mcd{d;_y,f;}, entonces di_l(% = ej%), y si f; = e;b;, entonces se tiene:

]
AL A ,
ej -~ = - Asi pues

7))
dl’-lMg((b%@”'@(bi))@(%@”'@(c%)'

Es claro que b, | by,...,b;_5 | b;_y vV a;|a;sq,.-.,a,_; | a,. Vamos a probar que b,_; | ;. Tenemos las
siguientes relaciones:

A
d— o ad
'(d)

fioi=e€i1bi,
fi=dina; = fiaB,
di1=e€,0,

entonces resulta:
fi=di_1a; = (e;_;a)aq;

= fisaB = (e;1bi21)B,
de donde deducimos aa; = b,_, 8. Por otro lado, ya que f;_; td;_;, tenemos
ei_1bitea,

de donde deducimos que b,_; { @, luego ha de ser b,_; | ;.
Asi pues d;_;M tiene dos expresiones verificando las condiciones del enunciado, por lo probado
anteriormente estas dos expresiones han de tener el mismo niimero de sumandos no nulos, y ya que

A
by ———
Y(biy)

forma llegamos a que d;_; | f;_; y entonces son asociados. a

es no nulo, llegamos a una contradiccién, por lo tanto ha de ser f;_; | d;_;. De la misma

Llamamos descomposicion ciclica de un A-médulo de torsién M a una descomposicion verificando
las condiciones del Teorema.

Descomposiciéon primaria

Sea M un A-médulo y p € A un elemento primo. Un elemento m € M se llama de p-torsidn si existe
n € N tal que p"m =0.

Lema. 24.8.
Sea A un DI. El subconjunto

T,(M)={m € M | m es un elemento de p-torsién}

es un submddulo de M. Este submddulo T,(M) se llama la componente p—primaria de M.
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Lema. 24.9.
SeaA un DI, f : M — N un homomorfismo de A-mddulos y p € A un elemento primo, entonces
f(T,(M)) € T,(N).

Lema. 24.10.
Sea A un DI, {M; | i € I} una familia de A-médulos y p € A un elemento primo, entonces se verifica:
T,(&;M;) = &;T,(M;).

Un A-médulo M se llama p-primario si M = T,(M). Ademas se verifica que T,(M) es el mayor
submodulo p-primario de M.

Proposicion. 24.11.

Sea A un DI, M un A-mddulo finitamente generado y p € A un elemento primo, son equivalentes:
(a) M es p-primario.

(b) Ann(M) = (p°) para algiin e € N.

DEMOSTRACION. Sea mg, ..., m, un sistema de generadores de M, para cada indice 1 < j <t
existe un entero positivo f; € N tal que pffmj = 0. Si llamamos f = max{m,,...,m,}, entonces
p/ € Ann(M). Sea (d) = Ann(M), ya que p/ € (d), resulta que d | p/, luego d es una potencia de p.
La otra implicaciéon es inmediata. a

Lema. 24.12.

Sea A in DI, M un A-mddulo y Ny, ...,N, una familia de submddulos de M tales que M = Zle N;. se

verifica:

(1) SiAnn(M) = (d) y p €A es un elemento primo verificando (d,p) = 1, entonces T,(M) = 0.

(2) SiAnn(N;) =(d;) y(d;,d;) =1sii# j, entonces M = &;_,N;.

(3) Sime M yAnn(m) =(d)=(d,---d,) con (d;,d;) =1 sii # j, entonces m = m; +---+ m, con
dim; =0 paracadal <i<s.

J
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DEMOSTRACION. (1). Tenemos que T,(M) es p-primario, luego Ann(T,(M)) = (p°), para alguna
potencia de p y (d) = Ann(M) € Ann(T,(M)) = (P¢), implica que p° | d, lo que es una contradiccién.
(2). Podemos suponer que n = 2. Sea m € N; N N,, existe a, b € A tales que d,a + d,b = 1, luego
m = (d,a+d,b)m =0.

(3). Podemos suponer que s = 2. Sea d = d,d,, existen a, b € A tales que d,a + d,b = 1, entonces

m = (d;a +d,b)m = d,am + d,bm,

y tenemos d,(d,am) =0 = d,(d,bm). a

Teorema. 24.13.
SeaA un DI, M unA-mddulo de torsion y finitamente generado, entonces existen p, ..., p, elementos
primos de A y submddulos p;-primarios no nulos Ny, ..., N, tales que

MZEN;®---&N,.

Ademds esta descomposicion es unica salvo isomorfismo. Los N; son las componentes p;-primarias
de M y T,(M) = 0 para cada elemento primo p € A no asociado a ningun p;. Los elementos primos
p; son los que aparecen en la descomposicion en factores primos de d el anulador minimal de M,
por lo tanto son tinicos salvo asociados.

DEMOSTRACION. Supongamos que Ann(M) = (d) = (p}' -- - p¢r) con los e; enteros positivos no nulos,
entonces por el Lema (24.12.) resulta que TP(M ) = 0 para todo elemento primo p € A no asociado a
algin p;. Sea 0 # m € M, entonces 0 # Ann(m) = (d’) = (p}’ ---p{r), siendo O < f; < e;. Utilizando
otra vez el Lema (24.12.), existe una descomposicién de m de la siguiente forma: m =m; +---+m,,
con p{"mi = 0. Tenemos pues que m; € T,, (M), y por tanto resulta que M = Z{Tpi(M) | 1<i<r}
Utilizando nuevamente el Lema (24.12.), resulta que esta suma es directa. Supongamos que para
algtin indice i se verifica T, (M) = 0, llamamos d” = d/p;", para cada m € M se verifica d"m = 0,
luego d” € Ann(M) = (d), por tanto d y d” son asociados, lo que implica que e; = 0, y esto es una
contradiccion. Supongamos que tenemos otra descomposicion

MM o---@M,

verificando las condiciones del enunciado, esto es, M; es un A-modulo g;-primario no nulo para
elementos primos q; € A. Ya que cada g; divide a d, tenemos que g; estd asociado a algun p;, podemos
suponer que es exactamente p;; de esta forma tenemos una inclusién entre los conjuntos

{qla'--;qt} g {p17""pr}'

Por un razonamiento andlogo tenemos la otra inclusidn, y por tanto la igualdad. El resto se sigue de
que cada N; es exactamente la componente p;-primaria de M. a
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Descomposicion ciclica primaria

Vamos ahora a aplicar de forma simultdnea las dos descomposiciones estudiadas.

Teorema. 24.14.
Sea A un DIB M un A-mddulo de torsion y finitamente generado, entonces existen p,...,p, elemen-
tos primos de A y nimeros naturales e,, ..., e, tales que se verifica:

(1) Ann(M) = (d) = (p$* -~ p%).
2 M%e{e{ﬁ| en <--<ep}l 1<i<r}

7 7 . 7 €j o o
Ademds los e;; estdan determinados univocamente. Los elementos p;” se llaman los divisores ele-
mentales de M.

DEMOSTRACION. Consideramos la descomposiciéon primaria del A-médulo M:
MZ=N,&---®&N,,

siendo N; un A-médulo p;-primario no nulo. Ahora, para cada A-médulo N; consideramos su descom-
posicién ciclica:

A

(d)
Tenemos que d;; | d;j,; para cada 1 < j < k; —1. Y como se verifica que (d;,) = Ann(N;) = (p;),
entonces existen NUMeros enteros positivos e;y, ..., ¢;. verificando:
eji
dij =p;'y

€
e = <ey =p;.

1

El resultado se sigue ahora de forma inmediata. O

Aplicacion a los grupos abelianos

Teorema. 24.15.
Sea M un grupo abeliano finitamente generado, se verifica:

(1) Existe una descomposicion, esencialmente tinica, del tipo
M=Z2"®0Z, & ®Z,,

siendo n el rango de M y n; los factores invariantes de M.
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(2) Existe una descomposicion, esencialmente tinica, del tipo

MZ=7" & (&

p;")

siendo n el rango y pf” los divisores elementales de M.

| ei1<"'seiki}| 1<i<r}),

Como aplicaciéon podemos calcular, salvo isomorfismo, todos los grupos abelianos de orden 48.

Desc. Ciclica Desc. Ciclica Prim. Fact. Inv.|Div. Elem.
Zag Zy ® Zsg 48 16,3
Lo ® Loy, Loy ® Zig ® Lo 2,24 [2,8,3
Z4y® Ly Ly ®ZLy® Ly 4,12 4,4,3
Y YR YX-YXY? 2,2,12 [2,2,4,3
Loy ® Lo ® Lo ® Lig| Ly ® Loy ® Ly ® Ly ® 75|2,2,2,6 (2,2,2,2,3
Podemos ahora estudiar la estructura de cualquier A-mddulo M generado por elementos m,, ..., m,

verificando las relaciones

am+---+a,m =0

En este caso consideramos un tenemos un homomorfismo sobreyectivo f : A" — M definido f (I;) =
m;, para 1 < j < t. El nicleo de f estd generado por los elementos {a;[; +---+a;l, = 0}, . Existe
pues un A-médulo libre A" y un homomorfismo sobreyectivo g : A* — Ker(f ) que lleva una base de
A" en los elementos a;;l; + -+ - + a;/l,. La matriz de g es pues:

Podemos obtener la forma normal de A respecto a bases {e;}

entonces los generadores de M son {f (hj)}]t.:1 y verifican:

dif(h) =0

d.f(h,)=0

n
i

_, v {hj}j_,. Sea
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¢Qué ocurre con el resto?. Esto ya depende de los valores de r, n 'y t. Veamos todas las posibilidades.
Las dos situaciones que se pueden presentar son:

A.r<n<t.

En este caso la matriz D es de la forma:

(& \

Se verifica
dif(hj))=01<j<r parte de torsion
f(h;) r+1 < j < n parte libre de torsion
f(h;) n+1<j <t parte libre de torsién

Entonces M es isomorfo a la suma directa

((C% & ® %) AT AT

bf B.r <t <n.
En este caso la matriz D es de la forma:

“o]p

Trxr

\ "'Om(}...{)}

dif(hj))=01<j<r parte de torsion
f(h;))=0 r+1<j<t parte libre de torsién

Se verifica:

Entonces M es isomorfo a la suma directa

((C%e--@(;%) A,

Es claro que las unicas relaciones que verifican ahora los generadores de M estan dadas por los d;,
y que el resto de los generadores son una base de la parte libre de torsién del mddulo.
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Como aplicacion calcular la descomposicion ciclica del grupo abeliano M generado por tres elemen-
tos a, b y ¢ verificando las relaciones: 2a = b+c = 0. Es facil comprobar que M es isomorfo a Z, ® Z.
En este caso los tres nuevos generadores f (h;), f (h,) vy f (hs) verifican las relaciones:

f(h)=0
2f(hy) =0
f (hs) no verifica ninguna.

Una vez calculada la descomposicién ciclica del A-médulo M, para calcular la descomposicion cicli-

ca primaria, basta calcular la descomposicién primaria de cada componente ciclica, lo cual es muy
sencillo. Veamos como hacerlo. Si queremos calcular la descomposiciéon primaria de (%, tenemos
que calcular las componentes primarias. Para esto, lo primero es descomponer d en factores pri-
mos, supongamos que (d) = (p{'---p?). Llamamos N; = p{'---p; 1 p: ---pjr(%, entonces N; es la

componente p;-primaria de (%.
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Ejercicios

HACER
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25. Formas canonicas de matrices

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K, si f : V — V es un endomorfismo de V, podemos
definir sobre V un estructura de K[X ]-mddulo via el homomorfismo de anillos

K[X]— Endc(V),

definido por X — f. Esto es, la imagen de un polinomio p(X) = >.'_ aX' es .., a;f". ELK[X]-
modulo V lo representamos por el par (V, f ), ya que depende del endomorfismo f, y por simplicidad
también se suele representar por M. Es necesario destacar que los elementos de M y de V son los
mismos, Unicamente cambia la estructura del anillo sobre el que son médulo, en el caso de M es
K[X]yeneldeV esel cuerpo K.

El proceso anterior podemos invertirlo, esto es, si M’ es un K[X ]-médulo, podemos considerar M’
como espacio vectorial sobre K definiendo km’ en la forma obvia, para cada k € K y cada m’ € M".
Ademés existe un K-endomorfismo g de M’ definido por g(m’) = Xm’ para cada m’ € M’. Finalmente
es sencillo comprobar que el K[X]-mddulo M’ se obtiene como el par (M’, g) de la construccion
anterior.

Vamos a estudiar los submddulos de M. Si N € M es un K[X ]-submddulo de M, entonces conside-
ramos el espacio vectorial N, los elementos de ;N son los de N y la multiplicacién kn es la obvia,
para k € K y n € N. Resulta que ;N es un subespacio vectorial de V. Ademds, para cada n € N se
verifica f(n) = Xn € N, luego resulta que ;N es estable para f (f-estable).

Lema. 25.1.
Los submddulos de M corresponden con los subespacios de V que son f —estables.

El siguiente paso es estudiar los submoddulos ciclicos. Sea m € M, llamamos N al submdédulo ciclico
generado por m, esto es, N = K[X |m. Al calcular el espacio vectorial ;N tenemos que los elementos
fi(m) = X'm pertenecen a N, y ademés cada elemento de N es una combinacién K-lineal de estos
elementos, luego resulta que {f'(m) | i € N} es un sistema de generadores de ;N.

Lema. 25.2.
Seam € M, son equivalentes:

(a) N es el submddulo ciclico generado por m,
(b) {f'(m)| i € N} es un sistema de generadores de N .

1106-09.tex
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Ya conocemos la equivalencia entre submddulos y submddulos ciclicos de M y subespacios de V,
ahora queda estudiar los submddulos ciclicos de torsién.

Proposicion. 25.3.

Seam € M, son equivalentes:

(a) N =K[X]m, el submddulo ciclico generado por m, es de torsién y Ann(N) = Ann(m) = (p(X)),
conp(X)=ap+a; X +---+a,—1X"1+ X" #0,

(b) {m,f(m),...,f""1(m)} es una base de N y la matriz de flen €s:

0 0---0 —q,
1 0---0 —4
Mp(X): IR :
0 0---1—a,,

La matriz M, se llama matriz asociada a p(X). Y el subespacio N se llama un subespacio f-
ciclico. Cuando V =g N, entonces f se llama un endomorfismo ciclico.

Tenemos asi una correspondencia biunivoca entre submédulos ciclicos y de torsién de M y subespa-
cios f-ciclicos de V.

Proposicion. 25.4.
Son equivalentes:

(a) M es un K[X ]-médulo finitamente generado y de torsion,
(b) V es un espacio vectorial de dimension finita.

DEMOSTRACION. Si {m;,...,m,} es un sistema de generadores de M, entonces {f/(m;)| 0 <j <
t;—1, 1 <i < r} esun sistema finito de generadores de V. La otra inclusion es inmediata, ya que
una base de V es un sistema de generadores de M. a

Como consecuencia, si queremos estudiar endomorfismos de un espacio vectorial de dimensién fi-
nita, pasando a los K[X ]-mddulos correspondientes obtenemos maédulos finitamente generados y
de torsidén, luego podemos aplicar los teoremas de estructura de modulo finitamente generados de
torsién sobre un DIP Se trata ahora de traducir los resultados que se deducen de la descomposicién
ciclica, de la primaria y de la ciclica primaria.

Veamos previamente alguna notacion util en lo que sigue.
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Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita sobre el cuerpo K, y sea f : V. — V un endomorfismo
de V, si {ej,...,e,} es una base de V, entonces f se puede representar por una matriz

ap gy Ay
Aip Aoy~ -~ Apy
aln a2n e ann

Donde f (e;) = Z;I:l a;;e;. Si cambiamos de base, de la base {e;}; ala base {h;},, y la matriz del cambio

de base es P, entonces resulta que la matriz de f referida a la nueva base {h;}; es exactamente P~'AP,
como muestra el siguiente gréfico.

v, {h;};

e

fA
V, {ei}i V, {ei}i

m’},l i

V, {h};

Dos matrices Ay B tales que existe una matriz invertible P verificando B = P~'AP se llaman seme-
jantes.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con base {e;}_, y sea f un endomorfismo de V con
matriz A respecto a la base {e;};. Consideramos el K[X ]-mddulo asociado M (que es finitamente
generado y torsion) y calculamos una descomposicion ciclica de M:

KIX] KX
(, () (p.X))’

con p;(X) | p;1(X) 1 <i<s—1)yp;(X) nonulo y no invertible (1 <i <s). Ya que cada cociente

es un modulo ciclico, podemos suponer que (5[(—;?])) = K[X]m,; para algin m; € M, entonces

12

M

(p:(X))
tenemos:

MZK[X]m;®---®K[X]m,,
con Ann(m;) = (p;(X)) (1 <i<s). Sea p,(X) = a;p +a X +---+a;, X" +X", entonces

{my, f(m),....fH (m)}y = {f'(m) | 0<j<t;—1}
es una base de ((K[X ]m;), y como consecuencia
{fim)| 0<j<t;—1}:1<i<s}
es una base de V. Si calculamos ahora la matriz de f respecto a esta base, resulta que es del tipo:

Mpl(x)
/! __ . _
A= . =M, x)® &M, x)-

Mps x)
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La matriz A’ se llama la forma candnica racional del endomorfismo f, y si A es una matriz que re-
presenta a f respecto a una base de V, entonces Ay A’ son matrices semejantes. La matriz A" se llama
también forma canodnica racional de la matriz A. Los polinomios p;(X) se llaman factores invarian-
tes de f 6 de A. La matriz A’ es ademads la tinica para la cual los polinomios ménicos p;((X),..., p,(X)
verifican p,;(X) | p;+1(X), son no nulos y no invertibles.

Como consecuencia podemos enunciar:

Corolario. 25.5.
Dos matrices son semejantes si, y solo si, tienen los mismos factores invariantes.

Lema. 25.6.
Se tiene que p,(X) es el anulador minimal de M, resulta que p,(f) = 0 6 equivalentemente p,(A) = 0.
Y para cada p(X) € K[X] tal que p(f) = 0, se tiene p,(X) | p(X).

DEMOSTRACION. Para v € V tenemos p,(f)(v) = p,(X)v = 0 ya que p,(X) es el anulador minimal
de M, luego tenemos el resultado. Ademas si p(X) € K[X] verifica p(f) = 0, entonces para cada
v €V se tiene 0 = p(f)(v) = p(X)v, luego p,(X) | p(X). O

El polinomio p,(X) se llama en polinomio minimo de f ¢ de A.
Veamos algunos resultados que se deducen facilmente de los anteriores.

Lema. 25.7.
El espacio vectorial V es f -ciclico si, y sélo si, el grado del polinomio minimo es igual a la dimensidon
deV.

Lema. 25.8.
Sea p(X) € K[X] un polinomio mdnico no constante. El polinomio minimo de M, es p(X), y por
tanto es su unico factor invariante.
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Lema. 25.9.
La suma de los grados de los factores invariantes es igual a la dimension de V .

Corolario. 25.10.
V es f -ciclico si, y solo si, tiene un tnico factor invariante.

Vamos ahora a calcular los factores invariantes de un endomorfismo f 6 equivalentemente de una
representacion matricial suya A. Supongamos que {m,,...,m,} es una base de V y que la matriz de
f respecto a esta base es A, entonces tomamos un K[ X ]-mddulo libre de rango n y un homomorfismo
sobreyectivo a : K[X]" — M definido a(e;) = m;, siendo {e;}; una base de K[X]". Consideramos
el nicleo de a y el homomorfismo inclusién f : Ker(a) — K[X]". Ya conocemos que Ker(a) es
un K[X ]-médulo libre de rango menor 6 igual que n. Vamos a probar que el rango de Ker(a) es
exactamente n y vamos a calcular una base de Ker(a).

Proposicion. 25.11.

Para cada indice i definimos h; = Xe; — Z;.lzl a;je;, entonces {hy,...,h,} es una base de Ker(a).

Si consideramos en Ker(a) la base {h;}; y en K[X]" la base {e;};, entonces la matriz de f3 es:

X—a; —Qy - —ap
—Qp X — Ayt —Ay
XI—A= .
—dy, —dy, - ‘X — Ay

Al calcular la forma normal de la matriz XTI — A obtenemos una matriz del tipo

(1. )
1
p1(X)

\ p00)
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con los polinomios p,(X), ..., p,(X) no constantes en K[ X ]. Ademas, segtin sabemos, los p,(X), ...,
ps(X) son los factores invariantes de f y p,(X) es el polinomio minimo de f.

El determinante de XI —A se llama el polinomio caracteristico de la matriz A. Vamos a ver que este
es un invariante de f.

Lema. 25.12.
Sean A, B € #,(K) dos matrices cuadradas, son equivalentes:

(a) Ay B son matrices semejantes,
(b) XI —A y XI — B son matrices equivalentes.

Ademads en este caso se tiene | XI —A|=|XI —B |.

Como consecuencia de los resultados previos tenemos:

(1) | XI—A] es el producto de los factores invariantes de la matriz A,

(2) py(X)dividea | XI—A|y|XI—A]| divide a (p,(X))’.

(3) Toda matriz A € #,(K) es raiz de su polinomio caracteristico (Teorema de Hamilton—Cayley).
(4) p,(X)y|XI—A]| tienen el mismo conjunto de factores invariantes.

(5) p,(X)= 'ilfl, donde A,_; es el mcd de los menores de orden n— 1 de la matriz X1 —A.

Finalmente queda calcular las base de V respecto a las cuales se adopta la forma racional A’. Sabemos
que existen matrices invertibles P y Q verificando D = Q 'AP, entonces las matrices P y Q dan los
cambios de base en Ker(a) y K[X]", respectivamente. Sea {e }; la nueva base de K[X]", entonces la
base inducida en V es:

B ={f(ale))]| 0<j<t;—1,1<i<n}\{0}.

Vamos a aplicarlo a un ejemplo. Consideramos el endomorfismo de f : Q* — Q3 definido respecto
a una base de Q® por la matriz:

234
A=1]100
201
La matriz XI —A es:
X—2-3 —4
XI—A= —1—-X 0
-2 0X-1
Al calcular la forma normal tenemos:
10 0
D=|o01 0 |=qQ!Ap

00X —3X2—9X +3
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donde las matrices P y Q son las matrices del cambio de base, la tinica que nos interesa es la matriz
Q que lleva la informacién del cambio de base en Q*. Como se verifica

0 10
Ql= 1 X—-20
X—1X*>—-3X—-64

2

entonces tenemos
2—X 1 0
21/4(1—X)1/4

La base de Q° es: {(2—X)e, + e, + 2e;,e; + 1/4(1 —X)es, 1/4e;}, entonces la base de V respecto a
la que se adopta la forma candnica racional es:

{f°(1/4e;), f1(1/4es), f?(1/4e3)} = {(0,0,1/4),(1,0,1/4),(3,1,9/4)}.
Y la forma candnica racional es:
00-3
10 9
01 3

Para comprobarlo simplemente basta ver que se verifica

234 3 0 1 3
100 1|==3 o]+9| o|+3| 1
201/ \ 9/4 1/4 1/4 9/4

Ya que el tnico factor invariante coincide con el polinomio minimal, resulta que V es f -ciclico.

Si en vez de aplicar el teorema de descomposicién ciclica aplicamos el teorema de descomposicion
ciclica primaria, entonces obtenemos una nueva matriz semejante a la de partida, y a la que vamos
a llamar forma candnica de Weierstrass de la matriz A 6 del endomorfismo f.

Consideramos la descomposicién ciclica primaria de M obtenida a partir de la descomposicién ciclica

KIX] _ _ KIX]
T NI}

12

M

con p;(X) | p;1(X) (1 <i<s—1) yp,;(X) nonuloyinvertible (1 < i <s). Ya que cada cociente (}If_[(;]))

es un modulo ciclico, podemos suponer que (5[(—);(])) = K[X ]m; para algin m; € M, entonces tenemos:

M=K[X]m; & -®K[X]m,,
con Ann(m;) = (p;(X)) (1 < i <s). Consideremos uno de los sumandos y sea p;(X) = q;" e,
donde los g; son polinomios irreducibles y los e;; son los exponentes que pueden tomar valores
positivos 6 nulos. Como consecuencia de la definicién de los factores invariantes, se tiene que e;; <
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ey; < +++ < e;. La descomposicion ciclica primaria se obtiene de la siguiente forma: si llamamos

pij= pi(X)/q]e.” y m;; = p;;m;, entonces tenemos:
M ZK[X]m, ®--- @ K[X]m, =
K[X]Imy @--- 0 K[X]my,)®--- & (K[X]m,; & --- @ K[X ]my, ).

Eliminamos aquellos sumandos que son nulos, y tenemos una descomposicién de M como una suma
de K[X ]-mddulos ciclicos primarios.

La forma de conseguir ahora una base de V como espacio vectorial sobre K es una imitacion de la
hecha en la obtencion de la forma candnica racional, esto es, una base es:

%//:{fk(mu)| 13135, 1S]Sr’ OSk<gr(qu)}

. ) . o
En este conjunto no existen elementos nulos, ya que si m;; = 0, entonces q j” =1, y por tanto en este
caso k no esta definido.

Respecto a la base 8" el endomorfismo f tiene por matriz

Mll

MlZ

M

sr

a la que se llama forma canénica de Weierstrass de f 6 de A. En la matriz A” la matriz M;; es la

asociada al polinomio q;” . Los polinomios q]e.” se llaman divisores elementales de f 6 A.

Vamos a hacer una lista de los resultados que se deducen de este desarrollo:

(1) Dos matrices son semejantes si, y solo si, tiene los mismos divisores elementales.

(2) Sip = ¢ -++q;r, con los q; € K[X] irreducibles y distintos dos a dos, entonces los divisores
elementales de M, son los qysees qr.

(3) Sip € K[X] es irreducible, entonces M, tiene un unico divisor elemental.

(4) Siconocemos los factores invariantes de un matriz conocemos también los divisores elementales
y viceversa.

El método de calcular base de V respecto a la cual se adopta la forma candnica de Weierstrass (fcW)
se hace a partir de lo ya realizado en el calculo de la forma candnica racional. Si {e}; es la nueva
base de K[X]", entonces la base de V respecto a la cual se adopta la fcW es

B ={fYalpje)) | 1<i<s—1,1<j<r, 1<k<gr(p;)}\{0}.

En la forma candnica de Weierstrass, a cada divisor elemental le hacemos corresponder su matriz
asociada, con lo cual complicamos sobre manera el calculo de estas matrices, vamos a buscar un
nuevo método de asociar otra matriz de forma que no sea necesario calcular explicitamente el divisor
elemental. Para ello vamos a introducir la forma candnica de Jacobson.

Supongamos que tenemos un divisor elemental de la forma g¢, donde ¢ = by+ b, X +-+-+b,_ X" 1+
X" € K[X] es irreducible y 0 # e € N. Resulta que K[X]/(q°) es isomorfo a un submédulo de M,
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luego existe un elemento m € M tal que K[X]/(q®) = K[X ]Jm, este submoddulo ciclico determina un
subespacio f-estable W de V de dimensién et con una base formada por los elementos

{fitm)| 0<i<et—1}.

La matriz de f respecto a esta base es la matriz asociada a f. Vamos a cambiar la base de W para
obtener una matriz mds sencilla. Consideramos el conjunto 98"

Vo=m, V; :f(m)’ cees Ve :ft_l(m)a

ve =q(f)m), vy = f(q(fIM)), ..., vy q = f7H(q(f)(m)),

En general se tiene v, = f"(q°(f)(m)), para0 < e <eyO0<r <t.

Lema. 25.13.
El conjunto " = {v; | 0 < j < et —1} es una base de W.

DEMOSTRACION. Ya que 9" tiene et elementos, basta probar que es un sistema de generado-
res, y para esto consideramos v, = q(f)(m) = bym + b, f(m) + -+ + b,_,f " 1(m) + ft(m), luego
{m, f(m),...,f*(m)} y {vy, v1,-...,v,} generan el mismo subespacio. El resto es inmediato. |

Vamos a calcular la matriz que representa a f respecto a la base 8’”. Se verifica:

f(vo) =,
f(ve) =—bovg+byvi+---+b v+,
fv) =V,
En general se tiene:
f(vet+r) = Vettr+1> si0 =r<t-— 15
fVersr—1) ==bgVee = —b1Verye1 + Vie+1)es
Asi pues la matriz es:
(M, )
N M,
—_— N .
Jge =
\ NV
q
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Donde M, es la matriz asociada a ¢ y N es la matriz t x t con cero en todos los lugares menos en
(t,1) que tiene un uno.

La matriz J, se llama el bloque de Jacobson de ¢°. Cuando t = 1, el bloque de Jacobson se llama
bloque de Jordan, y en este caso tenemos si ¢ = X —a, entonces:

(aoo---oo
1a0---00
01la---00

Te= i
000:--a0

\000---1a

En cualquier caso el tnico factor invariante y el tnico divisor elemental es g°.

Ya que no todos los polinomios irreducibles son de grado uno, resulta que no todas las matrices tienen
forma candnica de Jordan, esto ocurre si K = Q 6 R. En cambio, si K es un cuerpo algebraicamente
cerrado, por ejemplo C, entonces toda matriz tiene una forma canénica de Jordan.

Ejemplo. 25.14.
Considerar el endomorfismo f : Q* — Q* definido

flmy))= 3m; +m,

f(my)= —4m; —m,

f(mg)= 6m; +m,+2mg+m,
f(my)=—14m; —5m, —m;,

Calcular las formas candnicas de f y las bases respecto a las cuales las adopta.
La matriz de f respecto a la base {m;, m,, ms,m,} es:

3 1 00
—4-1 00
6 1 21
—14-5-10

A=

Consideramos la matriz de las relaciones XT — A, y calculamos su forma normal D, en este caso

1
1
b= X2 —2X+1
X2 —2X+1
Las matrices de cambio son
0o -1 00
-0 0 10
1X—31—-5X0
0 0 X1

10 de marzo de 2021 Curso 2011-2012. NOTAS DE TRABAJO, 3



SEC. 25. FORMAS CANONICAS DE MATRICES 289

y
15X +114
0 01 5
P= 0 00 1
0 1 02—-X

y verifican D = Q'AP. La inversa de Q! es:

X—35X—-110

—1 000
Q= 0 100
0 X01
La nueva base de Q[X]* es:
e;= (X —3)e; —ey,
e, =(5X —1)e; +e; +Xe,,
ey = €1
e, = ey

Y la base de V = Q* respecto a la cual f tiene la forma candnica racional es B’ = {n, n,, ns, n,}:

n, =ale))= my,
n,=f(a(e;))= 3m; +my, )
ng =ale)= my,

4= f(a(e;)) =—14m, —5Sm, —my,

Y la forma canodnica racional es:

0—1
1 2
[
A= 0-1
1 2
130-14 1-3 10
. . . _|o10 -5 . ., |0 1-50 L
La matriz del cambio de base es: T = 000 1 ysuinversaes: T = 00 01 y se verifica:
001 O 0 0-10

A =T AT.
Ya que los factores invariantes coinciden con los divisores elementales, entonces la forma candnica
de Weierstrass coincide con la racional.

Los divisores elementales son: (X —1)? y (X — 1)?, entonces el bloque da Jacobson coincide con el
de Jordan, y la forma candnica de Jacobson é de Jordan es:

10
11
1
11

A =
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La base de V respecto a la cual se adopta esta forma candnica es justamente B” = {n’,n}’,n7’, n}’}

definida por:

nl’ = m,

n/1// =(f —D(m)=2m; +m,,

n/’ = m,

n"=(f —1)(m,) =—14m; —5m, —ms —m,.

Ejercicio. 25.15.
Calcular las formas candnicas, y las bases respecto a las cuales las adoptan, del endomorfismo f :
Q* — Q* definido, respecto a una base canénica, por la matriz

2
4
A=|

= NN =
_ W W =
NN O =

—3—

SOLUCION. Calculamos la forma normal de la matriz XI—A haciendo transformaciones elementales.
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X—2 -1 -1 -1
—4X—-2 -3 0
6 2X+3 2
3 1 1X+2
-1 -1 —-1X-210001
0X—2 -3 —410100
2 2X+3 6 0010
X+2 1 1 311000
1000 -1 -1 -1 X-2
0100 0X—2 -3 —4
2010 0 0X+12X+2
0001 |X+2 1 1 3
1000(—1 -1 -1 X—-2
0100 0 X—2 -3 —4
2010 0 0 X+12X+2
X+2001] 0—X—1-X—-1Xx%>—-1
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—10 0 of 0 -1 —3(X+1) -3
01 0 0| 0 0 1 0
00 X -1 —2X—-2| 0 1 X 4
003(—X*—3X2—3X—1)-3X*—4X—1| 1-X+1—1(X2+X)—3X +2

—-10 0 0 0 -1 —3(X+1) X -2
01 0 0 |0 0 1 -2
00 X -1 0 |0 1 X —2X+4
003(—X>—3X2-3X—-1)X*—-X 1-X+1—-3(X?+X)X*>—2X +2
1 0 00 —10 0 0
0 1 00| 01 0 0
2 X+1 10| 00—Xx-—1 0
X2 —X+12(—X?—X*-X—-1)—3(X?+2X+1)1| 00 0X°—X
1 0 0 0 [-10 0 0
0 1 0 0 01 0 0
2 X+1 10 00—X—1 0
2X2 42X +2, X3+ X2+ X +1,X2+2X +1,—-2 00 0—2X3+2X
10 O o 0 -1 3(Xx+1) —(X—2)
01 0 ol 0 0 -1 1
00X +1 0] 0 1 —X X—2
00 O0X°—X|-1-X+13(X*>+X)—i(X*—2X+2)

Los factores invariantes son: X + 1y X —X.
Los divisores elementales son: X +1, X +1, X, X — 1.

Entonces la forma candnica racional es:
—1
000
101
010

La forma candnica de Weierstrass, la de Jacobson y la de Jordan es:

—1
—1
0
1
Célculo de las bases. La matriz Q! es:

1 0 0 0

o= 0 1 0 0

2 X+1 1 0

2X24+2X +2, X3+ X2+ X+ 1, X2 +2X +1,—-2
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y su inversa es:

1 0 0 0

0 1 0 0

Q= -2 —X-1 10
—X —2,—X?—X,3(X?+2X +1),—1

La base de Q[X]* es:

e; =e —2e,4 —()2( + 2)e,

e, = ey;—(X+1)es —(X*+X)e,

el = es +2(X*+2X + 1)e,

e/ = —le
4 2+4

Descomposicion ciclica de M:
~ QIX] Qx] ~
M= ® = QX Ja(e;) ® QX Ja(e;)

X+1)  (X>—X)

ya que e y e, pertenecen al ntcleo de a.
Base respecto a la cual adopta la forma candnica racional

B’ = {aley), ale), f (aley)), f*(ale))},

donde
ale;)  =my+3(f*+2f +1)(my) =—m, +my,
a(e,) =—1m,,
flale))) = —3my +my +my,

f?(ale))) =m, +my—2m; — 2m,.

La matriz del cambio de base es:

0 0—1 1
-1 0 0 1
r= 1 0 12
0—3 1-32
su inversa es:

201 O
—211-2

—1
T 222 0
211 0

La matriz de f respecto a la base %’ es:

TAT =

0[101
0010
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La descomposicion ciclica primaria de M es:

~ Q[X] QX] Q[X] Q[X]
M= G0 ™ -1

12

)

QX Ja(ey) ® QXX (X —1a(e;) ® QXX + 1)(X — 1aley) ® QIXI(X + 1)X ale)).

La base respecto a la cual adopta la forma candnica de Weierstrass es:

B” = {a(ey), f (f — Dale,), (f + D(f —Daley), (f + Df ale,)},

donde )
a(e;) = ; —m, —|-5m3,
f(f —Daley) =35my +my—3mg—5my,
(f +D(f —Dale,)= ) my +m, —2mg —1m4,
(f+1)fa(e;r) = Smy+my—my—5my.
La matriz del cambio de base es:
0 2 1 1
2 2
-1 1 1 1
5= 1-3—2-1
5 1
0—3-1-1
y su inversa es:
2 010
—1 0 0-1
-1 _
S°= 2—-1—-1 2
1 2 2-1
La matriz de f respecto a la base %" es:
-1
sas = | —*
B 0
1
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Ejercicios

Formas candnicas de matrices

Ejercicio. 25.16.
Calcular las formas candnicas, y las bases respecto a las cuales las adoptan, del endomorfismo f :
Q* — Q* definido, respecto a una base candnica, por la matriz

b Ao
NN -
— o N -
N-L-bl\')

Ref.: 1106e_002 SOLUCION.

Ejercicio. 25.17.
Calcular las formas candnicas, y las bases respecto a las cuales las adoptan, del endomorfismo f :
Q* — Q* definido, respecto a una base candnica, por la matriz

Ref.: 1106e 003 SOLUCION.

Ejercicio. 25.18.
Calcular las formas candnicas, y las bases respecto a las cuales las adoptan, del endomorfismo f :
Q* — Q* definido, respecto a una base candnica, por la matriz

4—-1-10
Oh PA=D 05
0 2 60
01 14

Ref.: 1106e_004 SOLUCION.
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Ejercicio. 25.19.
Calcular las formas candnicas, y las bases respecto a las cuales las adoptan, del endomorfismo f :
Q* — Q* definido, respecto a una base candnica, por la matriz

10—1 20

6 2 02
—12 2 00
—10 1-44

A=

Ref.: 1106e_000 SOLUCION.
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o(a), 88 a la derecha, 89
~, 129 de equivalencia, 30, 64
XA, 104 cociente, 165
infimo, 217 complemento, 121
) componente p—primaria, 271
algoritmo composicién

chino del resto, 148

de Euclides, 57, 146, 164
anillo, 97

caracteristica, 120, 181

cociente, 108

conmutativo, 97

de Boole, 121

de division, 99

de los enteros de Gauss, 103

producto, 112

Steinitz, 244

trivial, 97
anulador, 228

de un elemento, 224

de un maédulo, 224
aplicacion, 23

biyectiva, 26

identidad, 26

inversa, 26

inyectiva, 25

sobreyectiva, 25
aplicaciones

iguales, 25
automorfismo, 220

de anillos, 122

base, 82, 239
biyeccidén, 26
bloque

de Jacobson, 288
de Jordan, 288

cardinal
de un conjunto, 11
infinito, 11
CCAD, 136
CCD, 136
clase

de aplicaciones, 26
condicién

cadena ascendente para ideales principales,

136
cadena de divisores, 136
de primo, 134, 141
maximo comun divisor, 140
MDC, 132
congruente, 65
conjunto, 5, 7
bien ordenado, 49, 72
cociente, 30, 64
de las partes, 10
definicién por comprension, 7
definicién por extension, 7
definido por comprensién, 7
definido por extensién, 7
finito, 11
infinito, 11
parcialmente ordenado, 31
particiéon de un, 64
potencia, 10
totalmente ordenado, 32
vacio, 9
conmutan, 69
cota
inferior, 31
superior, 31
CB 134
criterio
de descomposicién, 175
de irreducibilidad
de Eisenstein, 174
por reduccién, 173
cuantificador
existencial, 37
universal, 37
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cuaternios, 99 nilpotente, 121
cuerpo, 97 nulo, 97
de fracciones, 118 opuesto, 53, 87
DE. 145 potencia de un, 82, 84, 85
determinante, 245 fgﬁgﬁ};;z
BFU{;;B unidad, 97
diagrama uno, 87, 97
elementos
di feien\ci'eann’ 8 asociados, 53, 129
de subconjuntos, 11 congruentes, 03
simétrica. 20 primos relativos, 130
DIP 141 ’ relac19nados, 63
divide, 129 endomorfismo
divisié’n c1c11c9, 280
cociente. 56 de anlllos,. 119
resto. 5 é d? Frobemus, 120
divisor 5’3 129 d1v1sor.es elf?mentales, 286
de’cer(’), 66, 97 factor invariante, 282
impropio, 53 forma canodnica de Jacobson, 286
propio, 53, 133 forma candnica de Weierstrass, 286
dominio T forma candnica racional, 282
atémico, 133 polinomio minimo, 282
de factorizacién unica, 133 epnporﬁsmp, 219, 221
de ideales principales, 141 equivalencia
de integridad, 53, 97 ) clasg de, 63
euclideo, 145 existencia
GCD, 132 de complemento, 17
de elemento
elemento neutro, 17
adjunto, 245 exponente, 82
cero, 87, 97 de un grupo, 95
cofactor, 245
de un conjunto, 7 férmula
idempotente, 121 de interpolacién de Lagrange, 167
inverso, 84, 87, 97 de Newton, 97
invertible, 53, 97 de Taylor, 182
irreducible, 133 factor
minimo, 31 propio, 133
maximo, 31 factorizacion
maximal, 31 Unica en elementos irreducibles, 133
minimal, 31 en elementos irreducibles, 133
neutro, 49, 53, 83 factorizaciones
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esencialmente iguales, 133
familia
independiente, 236
linealmente independiente, 239
forma estandar, 81
fraccion, 117
funcion
¢ de Euler, 124
euclidea, 145
funciones
proposicionales, 37

grafica

de una funcién, 24
grafo

de aplicacién, 24

de una aplicacién, 24

de una relacién, 30
grupo, 85

abeliano, 85

ciclico, 88

centro de un —, 93

cociente, 90

lineal general, 93, 244

homomorfismo
accion, 211
caracteristico, 119
contcleo, 221
de anillos, 99
de grupos, 74
de monoides, 74
de orden, 75
de semigrupos, 74
evalueacion, 163
imagen, 218
inverso, 109
ntcleo, 218
nucleo de un, 103

ideal, 104
generado por un conjunto, 104
maximal, 115
primario, 152

primo, 116

principal, 104
ideales

comaximales, 105

primos relativos, 105

producto de, 105
identidad

de Bezout, 57
imagen

de un elemento, 23

de un homomorfismo, 100

de un subconjunto, 23

de una aplicacién, 23

directa, 102

inversa, 23, 102
inclusiones canodnicas, 234
indeterminada, 161
indice

de un subgrupo, 90
infimo, 32, 216
interseccion

de subconjuntos, 8
invertible, 129
isomorfismo, 74, 220

de anillos, 109

lema
de Gauss, 169
ley
de de Morgan, 17
modular, 217

minimo comun multiplo, 55, 131
maximo comun divisor, 54, 130
modulo, 211
p—primario, 272
accién, 211
anulador de un —, 267
anulador minimal de un —, 267
ciclico, 224
cociente, 220
descomposicién ciclica de un —, 271
divisor elemental de un —, 274
factor, 231
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factores invariantes, 270
fiel, 229
finitamente generado, 224
finitamente presentado, 243
homomorfismo, 215
indescomponible, 238
libre, 239
libre de torsién, 252
producto (directo), 231
rango de un —, 251
rango de un — libre, 243
simple, 225, 227
torsion, 252
multiplo, 53, 129
matrices
elementales, 260
equivalentes, 245, 258
semejantes, 245, 281
matriz
adjunta, 245
asociada, 280
cambio de base, 257
factores invariantes, 258
forma candnica de Weierstrass, 285
forma normal, 258
polinomio caracteristico, 284
rango, 258
resultante, 192
MCD, 140
monoide, 84
cancelativo, 92
conmutativo, 84
monomio, 162
monomorfismo, 219

namero

entero, 53, 73
negativo, 75
positivo, 75
primo, 53, 61

natural, 49, 69
producto, 70
siguiente de un —, 49

suma, 70
naturale, 69
numeros enteros
algoritmo de la divisién de —, 55
primos relativos, 55
no pertenencia, 7

operacion, 81
binaria, 81

orden
de un elemento, 88
de un grupo, 88
lexicografico, 32
producto, 32

particién
de un conjunto, 38
pertenencia, 7
polinomio, 161
cero de un —, 165
coeficiente independiente de un —, 161
coeficiente lider de un —-, 161
coeficientes de un —, 161
componentes homogéneas de un —, 185
constante, 161
contenido de un —, 169
derivada formal de un —, 179
discriminante de un —, 197
grado de un —, 161
homogéneo, 162, 185
irreducible, 172
primitivo, 169
raiz de un —, 165
simétrico, 185
simétrico elemental, 186
término independiente de un —, 161
polinomios
iguales, 161
potencia
n-ésima, 82
presentacion
libre, 243
primer
elemento, 31
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principio
del palomar, 44
de induccién, 69
primer, 50
segundo, 50, 72
producto
cartesiano, 20
directo, 233
propiedad
antisimétrica, 29, 63
asociativa, 17, 49, 53, 81
asociativa generalizada, 81
cancelativa, 121
conmutativa, 17, 49, 53, 83
conmutativa generalizada, 83
de absorcion, 17
de idempotencia, 17
distributiva, 17, 49, 53
IBN, 243
reflexiva, 29, 63
SBN, 244
simétrica, 29, 63
transitiva, 29, 63
universal
del anillo cociente, 108
del anillo de polinomios, 163
del anillo producto, 113
del cociente, 221
del conticleo, 221
del conjunto cociente, 65
del cuerpo de fracciones, 118
del nucleo, 220
grupo cociente, 91
proposicién, 15
compuesta, 15
proposiciones
equivalentes, 16
proyeccion, 31
candnica, 64, 107
proyecciones candnicas, 112

raiz
multiple, 180

multiplicidad de una —, 180
simple, 180
relacion, 29, 63
compatible, 72
de equivalencia, 30, 63
de orden, 31, 63
total, 32
de preorden, 129
equivalencia
compatible, 108
evivalencia
compatible, 90
residuo cuadratico, 153
resto, 165
resultante
de Euler-Silvester—Cayley, 190
reticulo, 217

simbolo de Legendre, 153
semigrupo, 81
conmutativo, 83
sistema de generadores, 217
subanillo, 100
fijo, 119
generado por un conjunto, 101
primo, 181
subconjunto, 7
complemento, 9
impropio, 8
multiplicativamente cerrado, 125
propio, 7
trivial, 9
subconjuntos
disjuntos, 9
distintos, 7
iguales, 7
subespacio
estable, 279
subgrupo, 87
aditivo, 100
ciclico, 88
normal, 90
submoddulo, 215
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ciclico, 217

finitamente generado, 217

generado, 217

maximal, 224

propio, 216

suma, 217

torsion, 252

trivial, 216
submédulos

reticulo de los —, 216
sucesion exacta corta, 227
suma

directa, 232

de ideales, 105

de subanillos, 101

directa, 233, 234

interna, 236

sumando directo, 234
supremo, 32, 217

término, 162
tautologia, 16
teorema
chino del resto, 114
de Bezout, 144
de Euclides, 43, 54
de isomorfia de Noether, 223
de Krull, 115
de Lagrange, 89
de Laplace, 245
del doble cociente, 223
del paralelogramo, 222
fundamental
de la Aritmética, 54, 143

de los polinomios simétricos, 186
primer — de isomorfia, 109, 222
segundo — de isomorfia, 111, 222
tercer — de isomorfia, 111, 223

transformaciéon

elemental tipo I, 258

elemental tipo I’, 259
elemental tipo II, 259
elemental tipo II’, 259

elemental tipo III, 259
elemental tipo IIT’, 260

uniéon
de subconjuntos, 8

valor absoluto, 145
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