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Introduccion general

La teoria elemental de grupos trata de la definicidn y propiedades de grupos y de las consecuencias
elementales de estas propiedades sobre la estructura de los grupos (Teorema de Lagrange), asi como
del estudio de construcciones sencillas de grupos. Trata también de mostrar los primeros ejemplos
de grupos y construcciones sobre los mismos, en especial el cociente y el producto directo de una
familia de grupos.

Mediante el uso de grupos como operadores o transformaciones de conjuntos (geométricos o no),
obtenemos una gran variedad de ejemplos de grupos. Citaremos entre otros los grupos simétricos
y subgrupos de ellos como los diédricos, alternados, etc., y los grupos de matrices que pueden ser
vistos como grupos de movimientos de espacios vectoriales o de espacios afines.

Dejamos para un segundo bloque el estudio de las acciones de un grupo sobre un conjunto, los
teoremas de Sylow y los grupos solubles y grupos simples. Asimismo, en este curso, haremos un
estudio en profundidad de la estructura de grupos finitos de orden pequefio, utilizando productos
semidirectos; y utilizaremos el algoritmo de Todd—Coxeter para identificar cada grupo finito con un
subgrupo de un grupo de permutaciones.

En esta segunda parte dedicada a la teoria de grupos hacemos una aproximacién al estudio de su
estructura. La primera parte trata de resultados generales sobre series de composicidn y grupos so-
lubles, y se prueba el Teorema de Abel sobre la simplicidad del grupo alternado A, para n mayor o
igual que 5. Pasamos posteriormente al estudio de grupos como grupos de operadores; una conse-
cuencia directa de esta teoria son los teoremas de Sylow. La tercera parte la dedicamos al estudio
y clasificacion de algunos grupos finitos. la herramienta fundamental para este estudio son los teo-
remas de Sylow. Ademds, teniendo en cuenta que los grupos estudiados son de orden pequeiio, el
producto semidirecto de grupos nos ayuda enormemente en la descripciéon de la mayor parte de los
grupos estudiados.
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Introduccidn.

1. Definicion de grupo

Sea G un conjunto, una operacion binaria en G es una aplicacién
¥x:GxG@—G.

Cuando x, y € G, el elemento *(x, y) se nota, generalmente, por x x y, 6 por xy.
Ya conocemos ejemplos de operaciones binarias;

Ejemplos. 1.1.

(1) En el conjunto N de los nimeros naturales la suma y el producto son operaciones binarias.
También son operaciones binarias en Z la suma y el producto de nimeros enteros.

(2) SiX es un conjunto, en & (X), la unién y la interseccion son ejemplos de operaciones binarias.

(3) En el conjunto R de los nimeros reales la suma y el producto son operaciones binarias.

Un monoide es un conjunto no vacio G junto con una operacién binaria * que verifica las siguientes
propiedades:

(1) Propiedad asociativa. Para todo a, b, c € G se verifica: a *(bxc) = (a*b) xc.
(11) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento e € G tal que para todo a € G se verifica:
axe=a=exd.

3301-01.tex



6 CAR I. GRUPOS

Lema. 1.2.
Sea (G, *) un monoide, existe un unico elemento neutro en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que e y e; son elementos neutros, entonces tenemos: e = e xe; = e;.
O

En este caso podemos escribir también que (G, *, e) es un monoide.

Ejemplo. 1.3.

(1) El conjunto N de los nimeros naturales con la suma y con elemento neutro 0 es un monoide.
(2) Elconjunto N de los niimeros naturales con el producto y con elemento neutro 1 es un monoide.
(3) También son monoides (Z,+,0) y (Z, x, 1).

(4) SiX es un conjunto, entonces (Z(X),U,d) y (#Z(X),N,X) son monoides.

(5) También son monoides (R,+,0) y (R, x, 1).

Un grupo es un conjunto no vacio G junto con una operacion binaria * que verifica las siguientes
propiedades:
(1) Propiedad asociativa. Para todo a, b, c € G se verifica: a x(bxc) = (a*b) xc.
(11) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento e € G tal que para todo a € G se verifica:
axe=a=exd.
(111) Existencia de elemento simétrico. Para todo a € G existe un elemento a’ € G verificando:
axa' =e=a’*a.

Segtn lo anterior, si G es un conjunto no vacio y * es una operacién binaria, verificando las propie-
dades anteriores, diremos que el par (G, *) es un grupo, para asi hacer referencia a la operacién que
se esta considerando en G. Cuando la operacion * se da por supuesta, y no es necesario destacarla,
se dice simplemente que G es un grupo.

Una palabra en cuanto a notacién, para a,b € G, recordemos que el elemento a x b se representa
también por ab.

Otra propiedad que puede verificar una operacidén binaria * en un conjunto G es la siguiente:
(1v) Propiedad conmutativa. Para todos a, b € G se verifica: ax b = b xa.

Si (G, %) es un grupo que verifica la propiedad (1v), se dice que (G, *) es un grupo conmutativo 6
un grupo abeliano.

Lema. 1.4.
Sea G un grupo, se verifican las siguientes propiedades:

(1) Existe un unico elemento neutro.
(2) Para cada elemento de G existe un unico elemento simétrico.

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12




SEC. 1. DEFINICION DE GRUPO 7

DEMOSTRACION. (1). Ver Lema (1.2.).
(2). Supongamos que b y ¢ son elementos simétricos de a € G, tenemos:

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c.

Ejemplos. 1.5.

(1) El conjunto Z de los niimeros enteros con la operacién suma es un grupo abeliano.

(2) El conjunto R* de los nimeros reales no nulos con la operacion producto es un grupo abeliano.

(3) El conjunto R* de los nimeros reales positivos no nulos con la operacién producto es un grupo
abeliano.

(4) El conjunto GL,(R) de las matrices del tipo

(acg) € My(R)

verificando ad — bc # 0, con la operacion producto de matrices, es un grupo no abeliano.

(5) SiX esun conjunto (no vacio), y llamamos S(X) al conjunto de todas las aplicaciones biyectivas
de X en X, entonces S(X), junto con la composicién de aplicaciones, es un grupo no abeliano.

(6) Si G es un grupo y X un conjunto, en el conjunto, Apl(X,G) = G*, de las aplicaciones de X a
G, se define una operacién binaria: (f * g)(x) = f(x) * g(x), para cada x € X. Entonces G* es
un grupo con esta operacién. El simétrico de f € G¥ es f’, definido f'(x) = f(x)’, para cada
x € X. Observa que si X = @&, entonces G = G? = {@} es un conjunto unitario,y si X = {1, 2},
entonces GX se identifica con el producto cartesiano G x G.

Lema. 1.6.
Sea G un conjunto no vacio con una operacion binaria x. La operacion = verifica las propiedades (1),
(11) y (111) de la definicién de grupo si, y solo si, verifica las propiedades (1), (11b) y (111b), donde:

(1b) Existencia de elemento neutro a la derecha. Existe un elemento e € G tal que para todo
a € G se verifica: axe =a.

(i11b) Existencia de elemento simétrico a la derecha. Para todo a € G existe un elemento a’ € G
verificando: a xa’ = e.

DEMOSTRACION. (=). Es evidente.
(«). (1). Se verifica por la hipétesis.
(111). Tenemos que probar que a’a = e para cada a € G, se tiene:

a’a=(a’a)e = (a’a)(d’(a’))
= ((d’a)a’)(a’) = (a’(aa"))(a")
=(d’e)(a) =d(a) =e.

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara




8 CAR I. GRUPOS

(11). Tenemos que probar que ea = a para cada a € G, se tiene:
ea=(aa HNa=a(a'a)=ae=a.
O

En los ejemplos de grupos que se va a estudiar las operaciones binarias se notan, usualmente, por
“+77’ O’ por “.77‘
La operacion “+” se llama suma;

= el elemento neutro se llama cero y se representa por 0;
= el elemento simétrico del elemento a € G se llama opuesto de a, y se representa por —a.

«

La operacion “” se llama producto;

= el elemento a - b, para a, b € G, se representa también por ab;
= el elemento neutro se llama uno, y se representa por 1 6 por e;
» el elemento simétrico del elemento a € G se llama inverso de a y se representa por a™*.

Por comodidad utilizaremos como operacion el producto, y al elemento neutro lo notaremos por e,
aunque en los ejercicios utilicemos 1.

Con los siguientes resultados se tiene mas informacién sobre los inversos y, en general, sobre la
aritmética de los grupos.

Lema. 1.7.
Sea G un grupo, y a, b € G elementos arbitrarios de G, se verifica:
(D) (@) '=a

(2) (ab)yt=b"'al.

DEMOSTRACION. (1).Yaquea 'a = e, tenemos que a es el inverso de a™!, luego se tienea = (a)~!.

(2). Basta considerar el siguiente desarrollo:
(ab)(b'aH)=((ab)b VDNat=(a(bb N))al=(ae)at=aa " =e,

entonces se tiene:
blal=(ab)™

Lema. 1.8.
En todo grupo G se verifica la propiedad cancelativa, esto es; para todos a,b,c € G se tiene que
ac = bc implicaa = b.

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12




SEC. 1. DEFINICION DE GRUPO 9

DEMOSTRACION. Supongamos que para a, b, ¢ € G se verifica ac = bc, desarrollando tenemos:

a=a(cc) =(ac)ct = (bc)c =b(cc™!) = be =b.

Lema. 1.9.

Sea G un conjunto no vacio en el que existe una operacion binaria verificando la propiedad asociativa.

Son equivalentes:

(a) G es un grupo.

(b) Para cada par de elementos a,b € G las ecuaciones aX = b yXa = b tienen solucién en G, esto
es; existen elementos ¢ y d de G tales queac =b yda = b.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si G es un grupoy a, b € G, entonces una solucién de aX = b es: a 'b,

y una solucién de Xa = b es: ba™!.

(b) = (a). Llamamos e, a una solucion de la ecuacién aX = a, entonces para todo b € G tenemos
que Xa = b tiene una solucién, llamémosla x, entonces:

be, = (xa)e, = x(ae,) = xa = b,

luego e, es también una solucién de la ecuaciéon bX = b, y por tanto e, es un elemento neutro a la
derecha. Para simplificar, llamemos e al e,. Para cada a € G la ecuacién aX = e tiene una solucién,
luego cada elemento a € G tiene un inverso a la derecha. Por lo tanto, por el Lema (1.6.), G es un
grupo. O

Sea G un grupo, para cada elemento a € G se define:

M a®=e.
(1) a"! = aa", para todo n €N.
(1) a ™ =(a™)"!, para todo m € N.

Sea G un grupo y ay,...,a, € G, definimos a, ---a, como cualquier producto de los elementos

a;,...,a, en no importa qué orden de los paréntesis. Por ejemplo, si n = 4, entonces a;a,asa, es
uno cualquiera de los siguientes productos:

((ayay)az)ay; (a;ay)(asay); a;(as(asa,)).

Para que esto tenga sentido, es necesario probar el siguiente resultado:

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara
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Lema. 1.10.
Sea G un grupoya,,...,a, € G, entonces todos los elementos que pueden definira, ... a, son iguales
y para cada 1 < r < n, se verifica:

(ay--a )@y a) =a;---a,.

DEMOSTRACION. Sin = 1,2,3, entonces el resultado es cierto. Supongamos que n > 3, y que el
resultado es cierto para listas de menos de n elementos; entonces se verifica para 1 < r < n:

(al e ar)(ar+1 Tt an) = (al(a2 T ar))(ar+1 U an)
= al((az Tt ar)(ar+1 U an))
=a;(ay---a,).

Ahora bien, cualquier elemento que puede definir a; - - - a, es un producto de la forma
(al U ar)(ar+1 Tt an))

con 1 < r < n,y por tanto todos ellos son iguales. a

Corolario. 1.11.
Sea G un grupo, a € G y n,m € Z, entonces se verifica:
(1) an+m — anam.
(2) (an)m = q"m,

DEMOSTRACION. (1). Si n, m € N, el resultado es consecuencia del Lema (1.10.). Sin,m ¢ N,
entonces tenemos:

an+m — (a—m—n)—l — (a—ma—n)—l — (a—n)—l(a—m)—l — anam.
SineN, m ¢ N, entonces llamamos h = n+m; si h € N, entonces n = h+(—m), y por tanto tenemos
a = ah+(—m) — aha—m — ah(am)—lj

luego a"a™ = a" = a™™; si h ¢ N, entonces tenemos —h + n = —m, ya que todos son niimeros
naturales, se verifica a™™ = a "™ = a"a", y por tanto a"a™ = a" = a"™.

(2). Sin,m €N, el resultado es una consecuencia inmediata del Lema (1.10.). Para los demas casos
el resultado se sigue del hecho siguiente: para cada n € N se verifica a™ = (a™')"; para probar este
hecho consideremos la relacion:

a(a )" =e,

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12




SEC. 1. DEFINICION DE GRUPO 11

este resultado se obtiene por induccién sobre n aplicando la parte (1) de este Corolario; sin =1 el
resultado es cierto; supongamos que n > 1 y que el resultado es cierto para todo nimero natural
menor 6 igual que n, entonces se verifica:

an+1(a—1)n+1 — (aan)((a—l)na—l) — a((an(a—l)n)a—l) — aa—l =e.
O

Como consecuencia de este Corolario, para cada elemento a de un grupo G, y para cualesquiera
n,m € Z se verifica a"a™ = a™a".

Sea G un grupo, si G tiene un numero finito de elementos, entonces G se llama un grupo finito,
en caso contrario G se llama grupo infinito. Cuando G es un grupo finito, se llama orden de G al
numero de elementos de G, y se representa por |G|.

Para un grupo finito G la operacion binaria se puede representar por medio de una tabla de dos
entradas. Los siguientes ejemplos de grupos finitos estdn dados por las tablas de sus operaciones
binarias.

Sea G = {0, 1}, en G se consideran las operaciones binarias dadas por las tablas:

0] 1 01
0]0l1 010
1/1]0 110/ 1

Sea G = {0, 1,2}, en G se considera la operacion binaria dada por la tabla:

A=)
el =]l k=]

OIN| =

= OINN

Sea G ={0,1,2,3}, en G se consideran las operaciones binarias dadas por las tablas:

0123 0123
0/0[1]23 0/0[1|2(3
1/1{2| 3|0 1/ 1| 0| 3|2
2|12(3|0[1 2/213|0(1
33|01 2 3/13/2/1/0

Si G, y G, son grupos, podemos definir en el producto cartesiano G; X G, una nueva operacién:
(a1,a;) * (by, by) = (a; x by, a, % by)

para cada a;,a, € G; y by, b, € G,.

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara



12 Car I. GRUPOS

Lema. 1.12.
Si G, y G, son grupos, entonces G, x G, es un grupo, que es abeliano si, y sélo si, G; y G, son
abelianos.

Ver Ejercicio (4.15.).

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12




SEC. 2. GRUPOS SIMETRICOS I 13

2. Grupos simétricos I

Dado un conjunto X, el conjunto S(X) = {f : X — X | f biyectiva}, junto con la composicion, es
un grupo. Si el conjunto X es finito, con n elementos, entonces el grupo S(X) se representa por S,,,
y se llama el n—ésimo grupo simétrico; cada elemento de S(X) se llama una permutaciones de X.
Ver Ejemplo (1.5.).

Ejemplo. 2.1.
Supongamos que n =5,y que o € S; estd definido por

o(1)=2,0(2)=3,0(3)=1, c(4)=5, o(5)=4.

Para simplificar, representaremos a o por
(12345
7= 23154/

(12345
= (2 345 1)
A partir de aqui podemos calcular los productos ot y 70, los cuales, como podemos comprobar, no
son iguales.
(12345 12345\ (12345
7= (2345 1) (23154) - (34215)‘

(12345 12345\ (12345
"=\23154) \23451) " (31542)
Luego, como era de esperar, S; no es un grupo abeliano. Tenemos que S, es un grupo abeliano

solamente para n =0, 1 6 2, para el resto de los nimeros naturales n se tiene que S, es un grupo no
abeliano.

Otro elemento de S es

La permutacién T anterior podemos representarla graficamente de la siguiente forma:
(12345).

A una permutacién de este tipo la llamamos permutacion ciclica 6 un ciclo. Otro ejemplo de ciclo
es la permutacion To, en este caso tenemos 7o = (1 3 2 4). Mientras que la permutacion o es el
producto de dos ciclos: o =(123)(45).

Una definicién mds precisa de ciclo es la siguiente: una permutacién o € S, es un ciclo si para cada
par de elementos x,y € {1,...,n}, tales que o(x) # x y o(¥) # ¥, existe un entero positivo h € N
tal que o(x) = y.

3301-02.tex
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14 CAR I. GRUPOS

Si o €8, es un ciclo, llamamos longitud de o al nimero de elementos que mueve.
Dos permutaciones o, T € S, se llaman disjuntas si los elementos que mueve una quedan fijos por
la otra, esto es; si o(x) # x y 7(y) # y, entonces 7(x) = x y o(y) = y para todos x, y € {1,...,n}.

Teorema. 2.2.
Toda permutacion o € S,, distinta de 1, es un producto de ciclos disjuntos de longitud mayor J igual
que 2. Esta descomposicion es tinica salvo en el orden de los factores.

DEMOSTRACION. Dada una permutacién o # 1, en el conjunto {1,...,n} definimos la relacion:

xRy siexiste h € N tal que o"'(x) = y.

Z es una relacion de equivalencia en X = {1,...,n}. Dado x € X, debe existir k € N tal que x =
o*(x), supongamos que k es el minimo, no nulo, verificando esta condicién. Entonces la clase de
equivalencia [x] de x tiene exactamente k elementos y es igual a [x] = {x,o(x),...,c* " (x)}.
Asociado a [x] definimos entonces el ciclo y,; = (xo(x)... o*1(x)). Se verifica
_ [y sty ¢lx]
=0y sty ]

Repetimos el proceso para cada una de las clases de equivalencia en X /% . Supongamos que tenemos
r clases de equivalencia, [x;],...,[x,], los ciclos asociados son respectivamente y,...,Y,. Vamos a
probar que se tiene 0 =y, ...Y,. Dado y € X, existe un indice i tal que y € [x;], luego v,(y) = o(¥),

y vj(¥) =y si j #1i; tenemos pues:
iYoo) =re i) =y rim(e(y) = o(y),

ya que o(y) € [x;]. Si algtn v, tiene longitud igual a uno, entonces y; = 1, y por tanto podemos
eliminarlo de la descomposiciéon de o. Supongamos ahora que o = A, ... A, es otra descomposicién
de o en producto de ciclos disjuntos con A; # 1 para todo indice j. Por ser los ciclos A; disjuntos
cada uno mueve elementos de una sola clase de equivalencia, supongamos que A; mueve elementos
de la clase [x; ], entonces necesariamente A; mueve todos los elementos de [x; ], luego A; = y;. Como
consecuencia, repitiendo el proceso, para cada uno de los A4; existe un y; tal que A; = y,. Y las dos
descomposiciones de o coinciden salvo en el orden. a

Como consecuencia inmediata de esta descomposiciéon de permutaciones en producto de ciclos dis-
juntos tenemos:

Corolario. 2.3.
(1) Dos permutaciones ciclicas disjuntas conmutan.
(2) Cada dos permutaciones disjuntas conmutan.

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12
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Teorema. 2.4.
Toda permutacion o € S,, n > 2, es un producto de ciclos de longitud 2.

DEMOSTRACION. Si o = 1, es claro que o = (12)(21). Si o # 1, entonces o es un producto de
ciclos disjuntos, como consecuencia basta probar que todo ciclo de longitud mayor ¢ igual que 2 es
un producto de ciclos de longitud 2. Tenemos:

(g o) = (x,) -+ (1 X5).

Un ciclo de longitud dos se llama una trasposicion.
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3. Subgrupos

Sea G un grupo; un subconjunto no vacio H de G que es cerrado para la operacién del grupo G (esto
es; para cada a, b € H se tiene ab € H) y tal que con ella sea un grupo se llama un subgrupo de G
y se representa por H< G 6 H CG.

Ejemplos. 3.1.

(1) Para todo grupo G el subconjunto {e} es un subgrupo, al que se llama subgrupo trivial de G.

(2) Para todo grupo G el subconjunto G es un subgrupo, al que se llama subgrupo total. Los sub-
grupos total y trivial se llaman también subgrupos impropios, el resto de los subgrupos de G
se llaman subgrupos propios.

(3) Si consideramos el grupo aditivo de los numeros reales R, entonces el grupo aditivo Z es un
subgrupo propio.

(4) Si G,y G, son subgrupos, el grupo G, x {e} es un subgrupo de G, x G,.

(5) Elsubconjunto de las matrices de GL,(R) con determinante igual a 1 es un subgrupo de GL,(R).

A continuacién vamos a dar algunas caracterizaciones de subgrupos.

Lema. 3.2.
Sea G un grupo, y H un subconjunto no vacio de G, son equivalentes:

(a) H es un subgrupo de G.

(b) (1) Sie € G es el elemento neutro de G, entonces e € H.
(11) Sia € H, entoncesa * € H.
(111) Sia,b € H, entonces ab € H.

(c) (1) Sia€H, entoncesa* €H.
(11) Sia,b € H, entonces ab € H.

(d) Sia,b € H, entoncesab™' € H.

DEMOSTRACION. (a) = (b). (I). Llamamos e’ al elemento neutro de H, entonces en G tenemos para
todo elemento h € H; e’h = h = eh. Por lo tanto ¢’ = e.

(ID. Llamamos h’ al inverso en H del elemento h € H, entonces se verifica h’h = e = h™'h. Por lo
tanto h' = h™.

(II1). Es inmediato de la definicidn de subgrupo.

(b) = (¢). Es evidente.

(c) = (d). Si tomamos a, b € H, entonces b™! € H, y por tanto tenemos ab™! € H.

3301-03.tex
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(d) = (b). Ya que H es no vacio, existe a € H, entonces aa”! € H, y por tanto e € H. Para cada
a€H,yaquee € H, tenemos ea”* € H, luego a* € H. Dados ahoraa, b € H, tenemos que b™! € H,
por tanto ab =a(b™!)' € H.

(b) = (a). Por (III) H es un subconjunto cerrado para la operacién definida en G. Por lo tanto esta
operacion verifica en H la propiedad asociativa. Por (I) existe un elemento neutro en H, este es e. Y
por (II) cada elemento h € H tiene un inverso en H, este es h™'. Luego H es un grupo, y por tanto
un subgrupo de G. a

Corolario. 3.3.
Sea G un grupo, un subconjunto H de G no vacio y finito es un subgrupo si, y sdlo si, es cerrado para
la operacidn de G.

DEMOSTRACION. (=). Es inmediato de la definicién de subgrupo.

(«). Supongamos que H no es un subgrupo de G, entonces por el Lema (3.2.), apartado (c), existe
h € H tal que h™! ¢ H. Es inmediato que h # e. Consideramos todas la potencias de h con exponente
entero positivo, ya que el conjunto de los nimeros naturales es infinito y todas estas potencias per-
tenecen a H, que deben existir dos potencias con distinto exponente que sean iguales. Supongamos
que h" = h™, con n < my sea k € N tal que 0 # k y m = n+k, entonces tenemos que h* = e. Se tiene
entonces que h~! = h*~! € H. Lo que es una contradiccién. Por tanto para cada elemento h € H se
ha de tener h™! € H, y H es un subgrupo de G. O

Vamos a estudiar ahora los subgrupos de un grupo y cémo estan relacionados entre si. En el conjunto
S(G) de los subgrupos de un grupo G se puede considerar una relacién de orden mediante

H <K siH CK, esto es H esta contenido en K.

Se trata ahora de estudiar los supremos e infimos de familias de subgrupos.

Lema. 3.4.
Sea G un grupo y {H; | i € I} una familia de subgrupos de G, entonces N{H; | i € I} es un subgrupo
de G y es el infimo, en S(G), de esta familia.

DEMOSTRACION. Vamos a utilizar la caracterizacidon dada por el apartado (d) del Lema (3.2.). Sean
a,b € Nn{H; | i € I}, entonces para cada i € I se tiene a,b € H;, y ya que H; es un subgrupo se
verifica ab™! € H;, entonces ab™' € N{H, | i € I}. El subgrupo N{H; | i € I} es el mayor subgrupo
contenido en todos los subgrupos H;, luego es el infimo de la familia. a
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También es posible determinar el menor subgrupo de G que contiene a todos los subgrupos H;, este
subgrupo es el supremo de la familia y se nota V{H, | i € I}. Se puede caracterizar como:

V{H;| iel}=n{H| HC GyH; CH paratodoi€I}.

Proposicion. 3.5.
El conjunto de todos los subgrupos de un grupo G tiene estructura de reticulo (conjunto parcialmente
ordenado en el que cada par de elementos tiene un supremo y un infimo).

Si S es un subconjunto de un grupo G, por un razonamiento similar al anterior, existe un menor
subgrupo de G que contiene a S, se representa por (S), se llama el subgrupo generado por S y estd
determinado por:

(S)=n{H| H<GyS CH}

El conjunto S se llama conjunto de generadores o sistema de generadores de (S), y (S) se dice que
estd generado por S. Si S es un conjunto finito, se dice que (S) es un grupo finitamente generado,
y cuando S esta formado por un tnico elemento, (S) se llama un grupo ciclico. Para cada elemento
a de un grupo G, se define el orden de a, ord(a), como el orden del subgrupo ciclico {(a) de G.

Lema. 3.6.
Sea G un grupo y a € G un elemento de G de orden finito n. Entonces n es el menor entero positivo
m que verifica a™ = e.

DEMOSTRACION. Consideremos los n + 1 elementos a® = e, a! = a, d?, ..., a" € {(a), entonces
existen enteros no negativos r, s tales que r <s <nya" = a’. Se tiene s = r + h para algun entero
positivo h, y por tanto a” = e y 0 < h < n. Dado un entero m hacemos la divisién con resto por h y
obtenemos m = hc +t para algtin entero t verificando 0 < t < h, entonces a™ = a‘ € {e,a,...,a"'}.
Como consecuencia (a) = {e,qa,...,a" '} y h=n, lo que implica a" = e. a

El siguiente paso es estudiar grupos con un nimero finito de elementos (grupos de orden finito). Si
G es un grupo de orden n y H es un subgrupo de G de orden m, entonces se tiene que m < n. Se
trata ahora de probar que ademas se verifica m|n, esto es; el orden de cada subgrupo de un grupo
finito es un divisor del orden del grupo.

En la situacién anterior, dado el subgrupo H de G se define en G una relaciéon ~, mediante:

a~ybsia'beH.
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Lema. 3.7.
La relacion ~y; es una relacion de equivalencia en G.

Para un elemento a € G, su clase de equivalencia es:

a={g€G| a'lgeH}
={g € G| existe h € H tal que a 'g = h}
={g € G| existe h € H tal que g = ah} = aH.

El conjunto aH se llama una clase a la izquierda de H en G. Se pretende contar el nimero de
elementos de un grupo finito G utilizando las clases a la izquierda de H en G.

Lema. 3.8.
Para cada grupo finito G y cada subgrupo H de G existe una biyeccion entre cada dos clases a la
izquierda de H en G.

DEMOSTRACION. Sean a € G, definimos f : H — aH mediante: f(h) = ah. Es claro que f es
sobreyectiva. Ademas, si h,k € H verifican f(h) = f(k), entonces ah = ak, luego h = k, y f es
también inyectiva. a

Teorema. 3.9. (Teorema de Lagrange)
Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G, el orden de H divide al orden de G.

DEMOSTRACION. Larelacidon ~, en G es de equivalencia y las clases de equivalencia dan lugar a una
particién de G; ya que las clases de equivalencia son las clases a la izquierda de H en G tenemos una
descomposicion de G, por ejemplo G = a,HU...Ua,H, entonces |G|, el nimero de elementos de G,
es igual a r por el numero de elementos de H, |H|. Luego |G| = r|H|, y tenemos el resultado. O

Dado un grupo finito G y un subgrupo H, se llama indice de H en G al numero entero | G | / | H |,
y se nota por [G : H].

Cuando G es un grupo no necesariamente finito, también se puede definir la relaciéon ~, esta rela-
cién sigue siendo de equivalencia, y si el conjunto cociente G/ ~ es finito, se puede llamar indice
de H en G el niimero de elementos de G/ ~.

De forma andloga es posible definir las clases a la derecha de H en G, obteniéndose analogos resul-
tados.
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4. Ejercicios propuestos

Definicion de grupo

Relaciones aritméticas entre elementos de un grupo

Ejercicio. 4.1.
Sea G un grupo arbitrario. Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Para todo elemento a € G existe b € G tal que aba =e.

(2) Existe a lo sumo un elemento a € G tal que aa = a.

(3) La aplicacién f : G — G, definida f (x) = x~! para x € G es una biyeccién.

(4) Para cada elemento b € G la aplicacion g, : G — G definida g,(x) = bx es biyectiva.
(5) La ecuacion X™ = 1 tiene como maximo n soluciones.

Ref.: 3301e 015 SOLUCION

Ejercicio. 4.2.
Sean G un grupo y a,b € G, si ab = ba, demuestra que para cada nimero entero n € Z, se verifica
(ab)" =a™b".
Ref.: 3301e 003 SOLUCION

Ejercicio. 4.3.
Sea G es un grupo. Demuestra que son equivalentes:

(a) G es un grupo abeliano.

(b) Paratodosa,b € G se tiene (ab)? = a®b?.

(c) Paratodosa,b € G se tiene (ab) ' =a 'bL.

(d) Paratodos a,b € G y para todo nimero entero n € Z se tiene (ab)" = a"b".

Ref.: 3301e 004 SOLUCION

3301-09.tex

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12




SEC. 4. EJERCICIOS PROPUESTOS 21

Ejercicio. 4.4.
Demuestra que en un grupo G de orden par siempre existe un elemento, distinto del elemento neutro,
que es su propio inverso.

Ref.: 3301e_006 SOLUCION

Ejercicio. 4.5.

Sea G un grupo y {a,,...,a,} una familia finita de elementos de G. Definimos:
0 r+1 r
[To=ao [Ja=(ITa)en
i=0 i=0 i=0

para todo 0 < r < n. Demuestra que se verifica:
r r
(D) [T _ya=a(]_, a), paratodo0 < r <n.

@ J1._, al-)(]_[?:rJr1 a;) =[], ,a paratodo0 <r <n.

Ref.: 3301e_007 SOLUCION

Ejercicio. 4.6.
Si G es un grupo y a, b € G elementos que verifican a> = 1 y ab®a = b3, demuestra que b> = 1.

Ref:: 3301e_008 SOLUCION

Ejercicio. 4.7.
Sea G un grupo ya,b,c € G, resuelve en G la siguiente ecuacion:

aXbcX =abX.

Ref.: 3301e 016 SOLUCION
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Ejemplos de grupos

Ejercicio. 4.8.
Consideramos en el conjunto Z la operacion binaria * definida por:

axb=a+b+1.

Demuestra que (Z, ) es un grupo abeliano.
Ref.: 3301e_001 SOLUCION

Ejercicio. 4.9.
Prueba que si G es un grupo y para cada elemento a € G se verifica a®> = 1, entonces G es un grupo
abeliano.

Ref.: 3301e 002 SOLUCION

Ejercicio. 4.10.
Se considera el intervalo abierto I = (—1,1) C R, y en €l la operacion:

xX+y
X = .
i 1+xy

Prueba que (I, *) es un grupo abeliano.
Ref.: 3301e 043 SOLUCION

Ejercicio. 4.11.
Sea X un conjunto, demuestra que % (X) junto con la operacion binaria definida por:

AAB = (A\B)U(B\A),

para todo A,B € & (X), es un grupo abeliano.
Ref.: 3301e 005 SOLUCION
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Ejercicio. 4.12.

; 2 oz 5 x>0,
Se considera R* = R\ {0}, y en él la operacién x x y = {xy STX

. Prueba que (R*,*) es un
x/y, six <O0. e (o)
grupo no necesariamente abeliano.

Ref: 3301e 048 SOLUCION

Ejercicio. 4.13.
Sea R el conjunto de los numeros reales. Consideramos el conjunto

X={f:R—R| f(x)=ax+b, paraa,b €R, a # 0}.

Demuestra que X junto con la composicion es un grupo.
Ref:: 3301e 009 SOLUCION

Ejercicio. 4.14.
Consideramos el cuerpo R de los niimeros reales. Para a,b,c,d € R, con ad — bc = 1 consideramos
la aplicacidn

ax+b

fapea : RU{oco} — RU{o0}, definida por f ;. 4(x) = ——,
o cx+d

fa,b,c,d(oo) =z Yfa,b,c,d(z) = 090,

en donde cz +d = 0. Demuestra que el conjunto {f, .4 | ad — bc # 0}, junto con la composicién
de aplicaciones, es un grupo.

Compara con el Ejercicio (11.8.).
Ref.: 3301e 010 SOLUCION

Ejercicio. 4.15.
Sean G, y G, dos grupos, en el producto cartesiano G, x G, se define una operacién binaria mediante

(a]_, az)(bl, b2) = (al b]_, azbz), para Cua]esquiera a, bl S G1 ya,, b2 S G2.

Demuestra que G, x G, es un grupo con esta operacion, y que es abeliano si, y sélo si, G, y G, lo son.
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Ver el Lema (1.12.).
Ref.: 3301e 011 SOLUCION

Ejercicio. 4.16.
Sea {G; | i € I} una familia de grupos. Demuestra que | [{G; | i € I} es un grupo con la operacién

(g:):(f): = (&:fi)s5

y que [ [{G; | i € I} es un grupo abeliano si, y sélo si, lo es cada uno de los grupos G;.
Ref.: 3301e 012 SOLUCION

Ejercicio. 4.17.

Dado un grupo G y un conjunto H, llamamos G" al conjunto de todas las aplicaciones de H en G.
En G definimos una operacion binaria mediante: (f g)(h) = f (h) g(h) para cadah € H. Demuestra
que G con esta operacién es un grupo y que es abeliano si, y sdlo si, G lo es.

Ref.: 3301e 014 SOLUCION

Ejercicio. 4.18.
Sea G ={(a,b) e RxR| a # 0}. En G definimos la operacionbinaria

(a,b)-(c,d)=(ac,ad + b).

Demuestra que con esta operacion G es un grupo no abeliano.
Ref.: 3301e 013 SOLUCION

Grupos simétricos I
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Ejercicio. 4.19.

Reduce los siguientes productos a productos de ciclos disjuntos y hallar su paridad:
(1) (12345)(156)(246)

(2) (1234)(2345)(3451)

3 1223EHHE3GD
4 (246)(156)(1234)5).

Ref:: 3301e 017 SOLUCION

Ejercicio. 4.20.
Demuestra que todo ciclo de longitud > 3 y par se puede escribir como un producto de ciclos de
longitud 3.

Ref.: 3301e 018 SOLUCION

Subgrupos

Ejemplos de subgrupos

Ejercicio. 4.21.
Determina todos los subgrupos del grupo aditivo de los niimeros enteros.

Ref.: 3301e 019 SOLUCION

Ejercicio. 4.22.
Determina todos los subgrupos de S,. Representa el reticulo S(Ss).

Ref.: 3301e_027 SOLUCION
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Ejercicio. 4.23.
Determina todos los subgrupos de D,. Representa el reticulo S(D,).

Ref.: 3301e 028

SOLUCION

Ejercicio. 4.24.
Determina todos los subgrupos de Ds. Representa el reticulo S(Ds).

Ref.: 3301e 029

SOLUCION

Ejercicio. 4.25.
Calcula el orden de todos los elementos de S,.

Ref.: 3301e_030

SOLUCION

Ejercicio. 4.26.
Calcula el orden de todos los elementos de Dg.

Ref.: 3301e 031

SOLUCION

Ejercicio. 4.27.

Demuestra que un grupo con un numero finito de subgrupos es un grupo finito.

Ref.: 3301e 037

SOLUCION

Ordenes de elementos
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Ejercicio. 4.28.

Dado un grupo G y elementos a,x € G. Demuestra que:
(1) a,a! yxax™! tienen el mismo orden;

(2) ax y xa tienen el mismo orden;

(3) si existen nimeros naturales n y m verificando a™x"™ = xa, entonces a™ *x", a™x"? y ax™!
tienen el mismo orden.
Ref:: 3301e 047 SOLUCION

Ejercicio. 4.29.
Sea G un grupo y a € G un elemento de orden n.
. z n .
(1) Demostrar que si m y r son niimeros naturales tales que n | mr entonces ¥l | r, siendo d =
mced(n, m).
(2) Demostrar que para cualquier numero natural m,

n
d(@a™)= ——.
ord(a™) mcd(n, m)

Ref.: 3301e 041 SOLUCION

Ejercicio. 4.30.

Sea G un grupo y a,b € G elementos que verifican ab = ba; si (a) N (b) = {1}, demuestra que
ord(ab) = mem{n, m}.

Ref.: 3301e 022 SOLUCION

Ejercicio. 4.31.
Sean a,b € G dos elementos de un grupo, que conmutan entre si, ab = ba, de drdenes primos
relativos, mcd{ord(a),ord(b)} = 1. Demuestra que ord(ab) = ord(a) - ord(b).

Ref.: 3301e 042 SOLUCION
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Ejercicio. 4.32.
Dado un grupo G, llamamos el exponente de G al supremo de los drdenes de los elementos de G.
Demuestra que:

(1) SiG tiene exponente finito, entonces existe un elemento a € G tal que el orden de a es igual al
exponente de G.

(2) Siel orden de G es finito, entonces el exponente de G es un divisor del orden de G.

(3) Si G es abeliano y el exponente de G es finito, entonces el orden de cada elemento divide al
exponente de G.

Ref.: 3301e 024 SOLUCION

Ejercicio. 4.33.
¢Sia y b son elementos de un grupo y tienen orden finito, es necesariamente ab de orden finito?

(Nota: Considera el grupo de matrices cuadradas con determinante no nulo y coeficientes en Q, y

los elementos
_(0-1 b— 01
a=\1 0)Y°7\=11)

Ref.: 3301e 032 SOLUCION

Ejercicio. 4.34.
Definimos Q, como el subgrupo del grupo GL,(C) generado por las matrices:

(<0) (7o),

(1) Demuestra que Q, es un grupo no abeliano de orden 8.
(2) Determina todos los subgrupos de Q,.
(3) Representa el reticulo & (Q,).

El grupo Q, se llama grupo cuaternio 6 grupo de los cuaternios.
Ref.: 3301e 033 SOLUCION
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Ejercicio. 4.35.
Sea G un grupo y sean a, b € G tales que ba = ab* ya"=1conn>0.

(1) Demuestra que para todo i € 7 se verifica b'a = ab’*.

(2) Demuestra que para todo j > 0 se verifica ba’ = a/b¥’. ‘

(3) Demuestra que para todoi € Z y todo j > 0 se verifica b'a’ = a/b'¥.

(4) Demuestra que todo elemento de {(a, b) puede escribirse como a"b* con 0 < r < n.
(5) Demuestra que si k # £1 existe un m > 0 tal que b™ = 1.

Ref.: 3301e 050 SOLUCION

Ejercicio. 4.36.
Sea a un elemento de orden finito de un grupo G. Si ord(a) = mn, con mcd{n, m} = 1, prueba que
existen dos elementos x,y € G tales que a = xy = yx, yord(x) =n, ord(y) = m.

Ref.: 3301e 058 SOLUCION

Ejercicio. 4.37.
Demuestra que un grupo finito de orden un nimero impar no tiene elementos de orden dos.

Ref.: 3303e 013 SOLUCION

Subgrupos

Ejercicio. 4.38.
Demuestra que si A y B son subgrupos de un grupo G, entonces AU B es un subgrupo de G si, y sélo
si ACB 6B CA.
Ref.: 3301e 020 SOLUCION
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Ejercicio. 4.39.

Demuestra que si {H; | i € N} es una familia de subgrupos de un grupo G tales que H; C H; sii < j,
entonces V{H; | i e N} = U{H, | i € N}.

Ref.: 3301e 026 SOLUCION

Ejercicio. 4.40.
Sea G un grupo finito no trivial, prueba que son equivalentes:

(a) La unidn de cada dos subgrupos de G es un subgrupo de G.
(b) G =Z,. parap primo.

Ref.: 3301e 023 SOLUCION

Ejercicio. 4.41.

Sea G un grupo y S un subconjunto de G, da una descripcidn explicita de los elementos del subgrupo
(S).

(Nota. Comprueba que (S) = {s;---s, | s; 65" € S}).

Ref:: 3301e 025 SOLUCION

Ejercicio. 4.42.
Sea G un grupo, definimos el centro de G como Z(G) ={g € G| xg = gx para todo x € G}.

(1) Demuestra que Z(G) es un subgrupo de G.
(2) Demuestra que G es un grupo abeliano si, y sélo si, G = Z(G).

Ref.: 3301e 034 SOLUCION
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Ejercicio. 4.43.

Sean H y K subgrupos de un grupo G tales que para algunos a,b € G se tiene Ha = Kb. Demuestra
que H =K.

Ref.: 3301e 021 SOLUCION

Ejercicio. 4.44.

Sean H,K y L subgrupos de un grupo G verificando las relaciones:
(1) HCK;

(2 HNL=KNL;

(3) HL =KL.

Demuestra que H = K.
Ref.: 3301e 038 SOLUCION

Indices de subgrupos

Ejercicio. 4.45.
Demuestra que si se tienen subgrupos H < T < G de un grupo finito G, entonces

[G:H]=[G:T][T:H].

Ref.: 3301e 045 SOLUCION

Ejercicio. 4.46.
Sea G un grupo, H,K subgrupos de G de indices finitos y primos relativos. Demuestra que G = HVK.

Ref.: 3301e 035 SOLUCION
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Ejercicio. 4.47. (Teorema de Poincaré)
Sea G un grupo, H,K subgrupos de G de indices finitos. Demuestra que H N K tiene indice finito y
se verifica:

[G:HNK]<[G:H][G:K].

Ref.: 3301e 036 SOLUCION

Ejercicio. 4.48.
Sean H y K subgrupos de un grupo G.

(1) Demuestra que HK es una unidn de clases a la izquierda de K (resp. de clases a la derecha de
H).
(2) Demuestra que el nimero de estas clases es [H : HNK] (resp. [K : HNK].)

Ref.: 3303e 027 SOLUCION

Grupos de elementos invertibles

Ejercicio. 4.49.
El grupo de los elementos invertibles de un anillo conmutativo.

(1) SiA es un anillo, no necesariamente conmutativo, se define su grupo de unidades o grupo de
elementos invertibles U(A) como

UA)={a€A| existea ' €Atalqueaa =1=a"a}.

Demuestra que U(A) es efectivamente un grupo con la operacion de multiplicacién en el anillo.
(2) Demuestra que si A y B son dos anillos, entonces

U(Ax B) = U(A) x U(B).

(3) Prueba que si f : A— B es un isomorfismo de anillos, este restringe a un isomorfismo entre
sus correspondientes grupos de unidades f : U(A) — U(B).

Ref.: 3301e 051 SOLUCION
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Ejercicio. 4.50.
Sea n > 2 un entero y U(Z,) el grupo de los elementos invertibles del anillo de clases de restos
modulo n. Demuestra que

U(Z,)={r| 1<r<n, mcd(r,n)=1}

Ref: 3301e 052 SOLUCION

Ejercicio. 4.51.

Sea p un nimero primo. Demuestra que U(Z,) = Z, \ {0}, y por tanto tiene p — 1 elementos.
Deduce el Pequefio Teorema de Fermat: Para todo entero primo positivo p y para todo entero m,
primo relativo con p, se verifica m’~! = 1 (mod p).

Ref:: 3301e 053 SOLUCION

Ejercicio. 4.52.
Grupos de elementos invertibles de cocientes de Z.

(1) Demuestra que si mcd(m,n) = 1, entonces existe un isomorfismo de anillos Z,,, = Z, X Z,-
(2) Da un ejemplo mostrando que el isomorfismo anterior no existe si m y n no son primos entre si.
(3) Demuestra que si mcd(m,n) = 1, hay un isomorfismo de grupos

U(Zp) = U(Zy) X U(Zy,).

Ref.: 3301e 054 SOLUCION

Ejercicio. 4.53.
La funcion tociente de Euler p(n) se define para n entero positivo como el nimero de naturales
menores que n y primos relativos con n. Esto es

en)=|{r| 1<r <n,mcd(r,n)=1}|.
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(1) Demuestra que ¢(n) = |U(Z,)|.

(2) Demuestra que si mcd(m,n) =1, entonces p(nm) = p(n)p(m).

(3) Demuestra que para cada primo p y cada e > 1 se verifica que p(p®) = (p —1)p® .
(4) Calcula ¢(8), ¢(72) y ¢(100).

Ref.: 3301e 055 SOLUCION

Ejercicio. 4.54.

Deduce el Teorema de Euler: Para todo entero positivo n y para todo entero m primo relativo con
n se verifica m*"™ =1 (mod n).

Ref.: 3301e 056 SOLUCION

Ejercicio. 4.55.
Determina los dos ultimos digitos de 33",
(Pista: determina 3'®° (mod ¢(100))).

Ref.: 3301e_057 SOLUCION

Ejercicio. 4.56.

Demuestra que el grupo de Klein abstracto V. = Z, x Z, es, salvo isomorfismo, el tinico grupo de
orden 4 que no es ciclico.

Para la unicidad, demuestra primero que si G un grupo de orden 4 que no es ciclico entonces todos
sus elementos, a excepcion del trivial, tienen orden 2. Construye la tabla de G y demuestra finalmente
que G = 7y X L.

Ref.: 3301e 046 SOLUCION

Ejercicio. 4.57.
Determina el grupo de los elementos invertibles de Z.,.

Ref.: 3301e_040 SOLUCION
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Desubicados
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Introduccién.

5. Homomorfismos de grupos

Sean G y G’ dos gruposy f : G— G’ una aplicacién, f se llama un homomorfismo de grupos si
para cualesquiera a, b € G se tiene

f(ab) = f(a)f (D).

Ejemplos. 5.1.

(1) Si G esun grupo, la aplicacién identidad de G en si mismo es un homomorfismo de grupos.

(2) Si H es un subgrupo de un grupo G, la aplicacién inclusién de H en G es un homomorfismo de
grupos.

(3) Si G; y G, son grupos, las proyecciones del producto p; : G; x G, — G; parai = 1, 2 son
homomorfismos de grupos.

Lema. 5.2.
Sea f : G— G’ un homomorfismo de grupos, entonces:

(1) f(e)=¢', dondee ye’ son los elementos neutros de G y G’ respectivamente.
(2) f(a ') =f(a)™, para todo a € G.

3302-01.tex
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DEMOSTRACION. (1). Tenemos para e € G el elemento neutro

e'f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f (e),

luego e’ = f(e).
(2). Para cada a € G tenemos:

e'=f(e)=f(aa™)=f(a)f (@),

luego f(a™!) = f(a)™. O

En general representaremos e’ también por e.

Si f : G— G’ es un homomorfismo de grupos y A € G un subconjunto, llamamos f,(A) a la imagen
de A por f, esto es;

fA)={f(a)]| acA}

y si B C G’ es un subconjunto, llamamos f*(B) a la imagen inversa de B por f, esto es;

fiB)=f"(B)={g€G| f(g)€B}.

Lema. 5.3.
Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, se verifica:

(1) SiH es un subgrupo de G, entonces f,(H) es un subgrupo de G'.
(2) SiK es un subgrupo de G’, entonces f*(K) es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. (1). Si H es un subgrupo de G, entonces H es no vacio, luego f,(H) es no vacio.
Sean ahora a,b € f,(H), entonces existen x,y € H tales que f(x) =ay f(y) = b. Por ser H un
subgrupo tenemos que xy ! € H, y se verifica:

ab™ = FEF ) = FOIF () = F ey ™) € F.(H).

Luego f,(H) es un subgrupo de G'.

(2). SiK es un subgrupo de G’, entonces e’ € K, y por tanto e € f*(K), luego f*(K) es no vacio. Sean
ahora a, b € f*(K), entonces f(a), f(b) €K, y por ser K un subgrupo tenemos que f(a)f(b)™! €K.
Se verifica por tanto que

flab™) =f(a)f (b)) = f(a)f (b) ' €K,
luego ab™! € f*(K), y por tanto f*(K) es un subgrupo de G. O

Dado un homomorfismo f : G — G’, el subgrupo f,(G) de G’ se llama imagen de f, y se representa
por Im(f). Y el subgrupo f*({e}) de G se llama ntcleo de f, y se representa por Ker(f ).
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Un homomorfismo de grupos f : G — G’ tal que la aplicacién f sea sobreyectiva se llama un
homomorfismo sobreyectivo o un epimorfismo; si la aplicacién f es inyectiva, entonces f se llama
un homomorfismo inyectivo o un monomorfismo. Si un homomorfismo es a la vez inyectivo y
sobreyectivo, entonces se llama isomorfismo.

Lema. 5.4.

Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces:

(1) f es un homomorfismo inyectivo si, y sélo si, Ker(f) = {e}.

(2) f es un homomorfismo sobreyectivo si, y sélo si, Im(f) = G’.

(3) f es un isomorfismo si, y sélo si, existe g : G' —> G homomorfismo de grupos tal que f g = 1,

yef =1.

DEMOSTRACION. (1). (=). Si f es un homomorfismo inyectivo y f (a) = e’, entonces por ser f(e) =
e’, se verifica a = e, luego Ker(f) = {e}.

(«). Si f(a) = f(b), para a,b € G, entonces ¢’ = f(a)f(b)™ = f(a)f(b~1) = f(ab™!). Por tanto
ab™! € Ker(f) = {e}, yab™! = e, entonces a = b.

(2). Es evidente.

(3). (=). Si f es un isomorfismo, entonces f es una biyeccion, y por tanto existe una aplicacion
g:G — Gtalque fg =1,y gf = 1;. Vamos a comprobar que g es un homomorfismo de grupos.
Sean a, b € G’, entonces tenemos:

g(ab) =g(fg(a)f g(b)) = g(f(g(a)g(b))) = gf(g(a)g(b)) = g(a)g(b).

(«). Si existe un homomorfismo g : G’ — G verificando las condiciones del enunciado, entonces
f es una aplicacién biyectiva, y por tanto f es un homomorfismo inyectivo y un homomorfismo
sobreyectivo, luego es un isomorfismo. a

Al contrario que en el caso de conjuntos, un homomorfismo de grupos inyectivo no necesariamente
ha de tener un homomorfismo inverso a la izquierda (dar un ejemplo). Lo mismo ocurre con los
homomorfismos sobreyectivos (dar un ejemplo).

Si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos, es posible relacionar los subgrupos de Im(f) con
subgrupos de G de la siguiente forma:

Lema. 5.5.

Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, existe una correspondencia biyectiva que mantiene
el orden entre los subgrupos de Im(f) y los subgrupos de G que contienen a Ker(f). Esta corres-
pondencia asocia a un subgrupo K de Im(f) su imagen inversa f*(K), y a un subgrupo H de G, que
contiene a Ker(f), su imagen f,(H).
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DEMOSTRACION. Considerando I' = {H | Ker(f) < H< G}y © = {K | K < G'}, definimos las
aplicaciones f, : ' — © y f* : ® — T, es claro que estan bien definidas; basta comprobar que
fff=1ley fifi=1r.
Para H € I" tenemos

H < f*f.(H),
ademas, si x € f*f,(H), entonces f(x) € f,(H), luego existe h € H tal que f(h) = f(x), por tanto
xh™! € Ker(f), pero por ser Ker(f) < H, tenemos x € H, entonces f*f,(H) C H.
Para K € ©, ya que la aplicacion f : G — Im(f) es sobreyectiva, tenemos

K = f.f*(K),

Lema. 5.6.
Sean f : G— G’ y g : G'—> G” dos homomorfismos de grupos, entonces:

(1) La composicién gf : G— G” es un homomorfismo de grupos.

(2) Sif y g son homomorfismos sobreyectivos (resp. homomorfismos inyectivos, isomorfismos),
entonces gf es un homomorfismo sobreyectivo (resp. homomorfismo inyectivo, isomorfismo).

(3) Si gf es un homomorfismo sobreyectivo (resp. homomorfismo inyectivo), entonces g es un
homomorfismo sobreyectivo (resp. f es un homomorfismo inyectivo).

DEMOSTRACION. (1).Para a,b € G se verifica:
gf(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f (b)) = g(f(a))g(f (b)) = gf(a)gf (D).

(2). Es inmediato, ya que la composicidn de aplicaciones sobreyectivas (resp. inyectivas, biyectivas)
es también una aplicacion sobreyectiva (resp. inyectiva, biyectiva).

(3). Es inmediato, ya que si la aplicaciéon gf es sobreyectiva (resp. inyectiva), entonces g es una
aplicacién sobreyectiva (resp. f es una aplicacién inyectiva). a

Si G es un grupo, un endomorfismo de G es un homomorfismo f : G — G, y un automorfismo
es un endomorfismo que es ademds isomorfismo. El conjunto de todos los endomorfismos de G se
representa por End(G), y el de todos los automorfismos de G se representa por Aut(G).
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6. Subgrupos normales y grupos cocientes

Subgrupos normales

Lema. 6.1.
Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) aN = Na para cadaa € G.

(b) Para cada a, b € G se tiene ab € N implica ba € N.
(c) aNa ! ={ana™'| n€ N} C N para cadaa € G.
(d) aNa ! =N para cadaa €G.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sia, b€ G yab €N, entonces existe n € N tal que ab = n, y tenemos
b=a'ne€a !N =Na!,luego existe n’ € N tal que b =n’a™!, y entonces ba =n’ €N.

(b) = (¢). Sia € Gyn €N, llamamos b = ana™*
(ba)a ' eN.

(¢) = (d). Consideramos a™! € G, entonces a 'Na C N, luego tenemos las siguientes inclusiones:
N =a(a!Na)a! CaNa ! CN. Porlo tanto N =aNa'.

(d) = (a). Si a € G tenemos por hipétesis que N = aNa™!, luego se verifica aN = aN(a 'a) =
(aNa})a =Na. O

, entonces a '(ba) =n € N, luego ana™' = b =

Un subgrupo N que verifica las condiciones del Lema (6.1.) se llama subgrupo normal de G.

Si N es un subgrupo de un grupo G, para cada a € G el subconjunto aNa ™! es también un subgrupo
de G, se llama subgrupo conjugado de N en G. Por lo tanto un subgrupo N de G es normal si, y
sélo si, coincide con todos sus conjugados.

Ejemplos. 6.2.

(a) Sif :G— G’ es un homomorfismo de grupos, entonces Ker(f) es un subgrupo normal de G.
(b) Si G es un grupo abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal.

(c) Si G es un grupo, el subgrupo Z(G) es un subgrupo normal.

Una relacién de equivalencia ~ en un grupo G se llama compatible si verifica:
a~ byc~dimplica ac ~ bd

para todo a, b,c,d €G.

3302-02.tex
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Lema. 6.3.
Sea G un grupo y N un subgrupo de G, son equivalentes:

(a) ~y es una relacidon compatible.
(b) El subgrupo N es un subgrupo normal de G.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que a € G y n € N son elementos arbitrarios. Se verifica
a~a,n~eya ' ~a!, entonces por ser ~ compatible, tenemos: ana~! ~ aea™?!, luego ana™! ~ e,
yana ! €N.

(b) = (a). Supongamos que a,b,c,d € Gy quea ~y b, c ~y d; entonces a'b € N yc'd € N.
Por el Lema (6.1.) tenemos dc™! € N, luego a 'bdc™! € N, y aplicando nuevamente el Lema 6.1.
tenemos ¢ 'a~'bd € N, luego (ac)"'(bd) € N, y entonces ac ~ bd. O

Teorema. 6.4.
Sea G un grupo, N un subgrupo normal de G, existe entonces una tinica operacion binaria en G/ ~y
de forma que la proyeccion candnica p : G — G/ ~y sea un homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Si p fuese un homomorfismo de grupos, para cada a,b € G se debe verificar
p(a)p(b) = p(ab); entonces tenemos que definir aNbN = abN. Por ser ~, una relaciéon de equiva-
lencia compatible, la operacion estéd bien definida, esto es; no depende de los representantes de las
clases elegidos. La operacién binaria en G/ ~ verifica la propiedad asociativa, el elemento neutro
es eN, y el elemento inverso de aN es a !N ; luego G/ ~, es un grupo. Ademds es la tinica operacién
binaria que podemos definir en G/ ~, para que p sea un homomorfismo de grupos. |

El nuevo grupo asi definido se llama grupo cociente de G por el subgrupo normal N, y se representa
por G/N. Como consecuencia inmediata de la construccién del grupo cociente, se tiene que cada
subgrupo normal N de G es el ntcleo de algin homomorfismo de grupos con dominio G, por ejemplo
de la proyeccion candnica de G en el grupo cociente G/N.

Teorema. 6.5. (Propiedad Universal del Grupo Cociente)
Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G, llamamos p : G — G /N a la proyeccién candnica.
Para cada homomorfismo f : G — G’ tal que N C Ker(f) existe un tinico homomorfismo j_‘ :

G/N — G’ tal que fp = f.
p

G G/N

\ 3 7
f L F

Gl
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DEMOSTRACION. Supongamos que existe )7 verificando la igualdad fp = f, entonces se verifica:
f(aN )= j_‘(p(a)) = j_fp(a) = f(a). Vamos a probar ahora que, asi definido ]7, es un homomorfismo
de grupos. Primero comprobamos que es una aplicacién; sean aN = bN, entonces a *b € N, y por
tanto f(a"'b) = e, luego f(a) = f(b). Segundo comprobamos que es un homomorfismo de grupos;
sean aN, bN € G/N, entonces J?(aNbN) = )T(abN) = f(ab) = f(a)f(b) = J?(aN)j_f(bN). Es claro
que con esta definicién f es el Gnico homomorfismo de grupos que verifica fp = f. a

Corolario. 6.6.
En la misma situacion que el Teorema 6.5. se verifica:

(1) Sif es un homomorfismo sobreyectivo, entonces 7 también lo es.
(2) SiN =Ker(f), entonces f es un homomorfismo inyectivo.

DEMOSTRACION. (1). Es inmediato.
(2).Sea N = Ker(f), si paraa € G se verifica f (aN') = e, entonces f (a) = e, y por tanto a € Ker(f) =
N, luego aN = eN, y Ker(f) = {eN}, y es un homomorfismo inyectivo. a

Teoremas de isomorfia

Teorema. 6.7. (Primer Teorema de Isomorfia)
Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces podemos construir un diagrama conmuta-
tivo

G ! G’

| t

G/Ker(f) ———=1Im(f)

donde p es la proyeccion candnica, b es un isomorfismo e i es la inclusion.

DEMOSTRACION. Por ser Ker(f) un subgrupo normal de G tenemos la factorizacién

G/ Ker(f)

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara




44 CAPr II. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

y por tanto f es un homomorfismo inyectivo. Consideramos el subgrupo Im(f). Tenemos Im(f) =
Im(f ), entonces existe una factorizaciéon de f a través de Im(f),

G/

/ T"

Por ser f inyectivo, también b lo es, y para comprobar que es sobreyectivo basta tener en cuenta que

Im(f) = Im(f). O

Teorema. 6.8.

Sea G un grupo y f : G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces en la correspondencia bi-
univoca, que conserva el orden, entre los subgrupos de Im(f) y los subgrupos de G que contienen
a Ker(f), los subgrupos normales de G que contienen a Ker(f) se corresponden con los subgrupos
normales de Im(f).

DEMOSTRACION. En la notacién del Lema 5.5., si N € T es un subgrupo normal de G, entonces para
cada a € Im(f) existe x € G tal que f(x) = a, se verifica pues

af,(N)a™' = f)f(N)F ()™ = f.(xNx™) € f£,(N),

y f.(N) es un subgrupo normal de Im(f). De forma andloga, si K € © es un subgrupo normal de
Im(f), existe H € T tal que f,(H) =K, para cada a € G se tiene

flaf*()a™) = F@F.(HENF (@) = F@FHf (@7 = f@Kf (@) =K,
y por tanto f*(K) = af*(K)a™! y es un subgrupo normal de G m|

Como consecuencia los subgrupos del grupo cociente G/N son de la forma H/N, donde H es un
subgrupo de G que contiene a N, y H es un subgrupo normal de G si, y sélo si, H/N es un subgrupo
normal de G/N.

Dado un grupo G y subgrupos H y K de G, se define la composicion de H y K como:
HK ={hke G| he Hyk €K}.

En general HK no es un subgrupo de G, pero si HK es un subgrupo de G, entonces se tiene HK =
H VK, esto es; el menor subgrupo de G que contienea Hy a K.
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Lema. 6.9.
Sea G un grupo y H,K subgrupos de G. Son equivalentes:

(a) HK es un subgrupo de G.
(b) HK =KH.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si HK es un subgrupo de G, para h € H y k € K se verifica kh =
(W 'k1)! € HK, luego KH C HK. Si consideramos ahora hk tenemos (hk)™' € HK por ser HK
un subgrupo de G, por tanto existen h; € H y k; € K tales que (hk)™! = h,k,, y entonces tenemos
hk = (h,k,)™' = k{'h{' € KH, luego HK C KH.

(b) = (a). Supongamos que HK = KH, entonces para h,k,, h,k, € HK tenemos:
(hlkl)(hzkz)_l = (hlkl)(kz_lhgl) = h1(k1(k2_1h;1)) =

= Iy((kyk; ;") = by (k) = (hyh)k € HE,

donde hk = (k,k;")h;". Entonces HK es un subgrupo de G. O

Corolario. 6.10.
Sea G un grupo, K un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G, entonces NK es un subgrupo
deG.

Teorema. 6.11. (Segundo Teorema de Isomorfia)
Sea G un grupo, K un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G, entonces N NK es un subgrupo
normal de K y existe un isomorfismo entre los grupos K/(N NK) y (NK)/N.

DEMOSTRACION. Llamamos g al homomorfismo inclusiéon de K en G y p a la proyeccién candnica
de G en G/N. Tenemos Ker(pg) = N NK. Ademas Im(pg) = {Nk | k € K}, y por la correspondencia
dada por el Teorema (6.8.), aplicada a p, tenemos Im(pg) = (NK)/N. Por tanto NNK es un subgrupo
normal de K, y por el Primer Teorema de Isomorfia existe un isomorfismo de grupos entre K /(N NK)
y (NK)/N. O
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El segundo teorema de isomorfia se llama también Teorema del paralelogramo ya que los lados
paralelos en el siguiente diagrama producen grupos isomorfos.

Teorema. 6.12. (Tercer Teorema de Isomorfia)
Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G. Si H es un subgrupo normal de G verificando N <

/N
H/N v G/H.

H < G, entonces existe un isomorfismo entre los grupos

DEMOSTRACION. Consideramos la proyeccién canénica p : G — G/N, por el Teorema 6.8. p,(H) =
H/N es un subgrupo normal de G/N. Llamamos q : G — G/H a la proyeccion candnica, tenemos
el diagrama

G —2~G/N

RN

G/H

Por ser Ker(p) = N < H = Ker(q), existe un tinico homomorfismo de grupos f : G/N — G/H
verificando q¢ = fp. Por ser ¢ un homomorfismo sobreyectivo, también f lo es; el nicleo de f es
precisamente H/N, y por tanto aplicando el Primer Teorema de Isomorfia tenemos:

G/N . G/N
H/N  Ker(f)

> Im(f) = G/H.

El tercer teorema de isomorfia se llama también Teorema del doble cociente.

Proposicion. 6.13.
Sea G un grupo y N,, N, subgrupos normales de G verificando N;N, = G y N, NN, = {e}, entonces
existe un isomorfismo f : N; x N, — G dado por f(n;,n,) = n;n,.
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DEMOSTRACION. Asi definida f es una aplicacién, para comprobar que es un homomorfismo de
grupos, sean (n,,n,), (hy,h,) € N; x N,, entonces

f(ny,n5)f (hy, hy) = (nyny)(hyhy) = ny(nohy )hy = (%),
consideramos el elemento n,h,n; h;", se verifica:
ny(hiny'hi') €N, y
(n,hyn; DR € Ny,
por lo tanto es igual a e, y se tiene n,h,; = hyn,, y entonces
(x) = ny(hyny)hy = (nyhy)(nhy) = f (nyhy, nohy).
Falta probar que f es una aplicacién biyectiva. Su nticleo es:

Ker(f)={(n;,n,) € Ny X N, | nyn, = e}
={(ny,n) ENy X Ny | ny = nfl}
={(ny;,n]") €N; x N, | n, € N;} = {(e,e)},

por lo tanto es inyectivo. Y evidentemente es sobreyectiva. a

Si un grupo G contiene dos subgrupos normales N; y N, verificando las condiciones de la Proposi-
cién, se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos N; y N,. Esta situacién puede
generalizarse a una familia finita de subgrupos normales.

Corolario. 6.14.

Sea G un grupo y {N,,...,N,} subgrupos normales de G verificando N,...N, = G y N; N
N;...N,_1N;,;...N, = {e}, entonces existe un isomorfismo f : N; X ... x N. — G dado por
f(ny,...,n.)=n,...n,.

Lema de la mariposa

Lema. 6.15. (Regla de Dedekind)
Sea G un grupo y A,B y C subgrupos de G tales que C C B, entonces

(ANnB)C =ACNB.
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DEMOSTRACION. Supongamos que x € (AN B)C, entonces x = ac, cona € ANBy ¢ € C, entonces
ac € AC, yya que C C B, tenemos ac € B, luego ac € AC N B. Supongamos ahora que x € AC NB,
entonces x EBy x =ac,cona €Ayc € C, yaque C C B, se tiene c €B, y por tanto a = xc~! €B,
tenemos entonces que x = ac € (AN B)C. O

La regla de Dedekind se conoce también como Ley modular.

Observacion. 6.16.
Recordar que AB no es en general un subgrupo de G aunque Ay B lo sean.

Proposicion. 6.17. (Lema de Zassenhaus o de la mariposa)
Sea G un grupo y H, H', K, K’ subgrupos de G tales que H' es normal en H y K’ es normal en K,
entonces se verifica:
(1) (H'NK)K' < (HNK)K' es un subgrupo normal;
(2) (HNK")H' < (HNK)H' es un subgrupo normal;
- (HNK)X' ., (HNK)H'
(H'NK)X’  (HNK)H'

(HNnK)H' NK)K’

/

(H

>
~
=

NK)X’

Ny
e

N/

-
S

H NK HNK’

DEMOSTRACION. (1) Tenemos que H N K y K’ son subgrupos de K y K’ es normal, entonces por el
segundo teorema de isomorfia tenemos que (HNK)NK’' = HNK' es un subgrupo normal de H NK,
y existe un isomorfismo

HnK . (HNK)X'

HnK' K
De forma andloga tenemos que H' N K es normal en H N K, y por tanto (H' N K)(H NK’) es un
subgrupo normal de HNK. A través del isomorfismo (II.1) el subgrupo (H'NK)(H NK’) corresponde
a(H'NK)(HNK)K'=(H'NK)K’, y por lo tanto es un subgrupo normal de (H NK)K".

(II.1)
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(2) El resultado es simétrico al anterior.
(3) Por el tercer teorema de isomorfia y la regla de Dedekind tenemos:

(HNK)K' ~ (HNK)X'/K'
(H'NK)K’ — (H'NK)K'/K’
~ (HNK)K' /K’
— (H'NK)(HNK')K' /K’
~ (HNK)/(HNK")
— (H'NK)(HNK’)/[(H'NK)(HNK’

tercer teorema de isomorfia

identificacién anterior

sk segundo teorema de isomorfia

~ (HNK)/(HNK") .
- (H’reK)(g)mK’)/(HmK’) l’egla de DedEklnd
~ n

= ENK)HENK)

El resultado se completa también por simetria. a

Subgrupos especiales

Un subgrupo N de un grupo G es normal si para cada automorfismo interno ¢ de G resulta que
@(N) € N. Vamos a definir nuevos tipos de subgrupos normales.

Un subgrupo H de G se llama caracteristico si ¢ (H) C H para cada automorfismo ¢ de G. Es claro
que cada subgrupo caracteristico es un subgrupo normal.

Un subgrupo H de G se llama totalmente invariante si f (H) C H para cada endomorfismo f de G.

El centro

El primer ejemplo de subgrupo especial que vamos a estudiar es el centro. Si G es un grupo, se define
Z(G), el centro de G, como

Z(G)={a € G| ax = xa para todo x € G}.

Evidentemente G es abeliano si y sélo si G = Z(G). En general Z(G) puede ser trivial (por ejemplo
para G = S,, n > 3). Pero algunos tipos especiales de grupos (grupos abelianos, p-grupos, grupos
nilpotentes) tienen siempre un centro no trivial. Para grupos abelianos es evidente; en los otros casos
lo demostraremos mas adelante.

Lema. 6.18.
El centro es un subgrupo caracteristico de G.

El i-ésimo centro

Otro ejemplo de subgrupo especial es el i—ésimo centro. Si G es un grupo, se define Z;(G), el i-ésimo
centro de G, por recurrencia como:
Zo=1y

Zg%(GG)) —7 (%) para cada i € N.
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Lema. 6.19.
El grupo Z; = Z;(G) es un subgrupo caracteristico de G.

DEMOSTRACION. Hacer induccién sobre i. O

El hipercentro
Si G es un grupo, se define H(G), el hipercentro de G, mediante:

Lema. 6.20.
H(G) es un subgrupo caracteristico de G.

El concepto de centro de un grupo admite dos generalizaciones interesantes:

Centralizador y normalizador

Sea S un subconjunto de un grupo G. Llamamos centralizador de S en G al conjunto
Cs(S)={x € G| xa=ax para cada a € S}

Llamamos normalizador de S en G al conjunto

Ng(S)={xeG| xS =Sx}

Lema. 6.21.

(1) El normalizador N;(S) es un subgrupo de G.

(2) El centralizador C;(S) es un subgrupo normal de N;(S).

(3) Si S es un subgrupo de G, entonces S es un subgrupo normal de N(S).
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Teorema. 6.22.
Sea G un grupo H C K subgrupos suyos. Entonces H es normal en K siy sélo si K € N;(H).

Este teorema caracteriza al normalizador N;(H) como el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Teorema. 6.23.
Sea G un grupo y H un subgrupo suyo. Existe un monomorfismo:

. N(H)

o H) —> Aut(H)

f

definido por f (a) = ¢, (el automorfismo interno definido por a).

Corolario. 6.24.
Llamamos Int(G) al grupo de los automorfismo internos de G. Entonces existe un isomorfismo
Int(G) = G/Z(G).

Lema. 6.25.
Sea f : G — H un epimorfismo de grupos. Entonces f (Z(G)) C Z(H).

Lema. 6.26.
Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces Z(H) = C;(H) N H.

Teorema. 6.27.
Sea H C G con H abeliano. Entonces HZ(G) es un grupo abeliano
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Corolario. 6.28.
Sea G un grupo con centro Z(G) y x € G tal que x ¢ Z(G). El grupo (Z(G), x) es abeliano.

Corolario. 6.29.
Si G no es abeliano, el cociente G/Z(G) no es ciclico.

Subgrupo conmutador

Sea G un grupo arbitrario. Para dos elementos x, y € G definimos su conmutador como el elemento
[x,y]=xyx"'y~!. El conmutador recibe tal nombre porque verifica

[x,y]lyx=xy.

Lema. 6.30.
Para cualquier homomorfismo f : G — H se verifica f ([x,y]) = [f(x), f(¥)].

Como [x,y] ! =[y, x], el inverso de un conmutador es un conmutador. Sin embargo el producto de
dos conmutadores no tiene porqué ser un conmutador. Llamamos (primer) subgrupo conmutador
o (primer) subgrupo derivado de G al subgrupo generado por todos los conmutadores de G; se
representa por [G,G], T'(G) 6 G'.

Lema. 6.31.
Para cada grupo G se tiene que [G, G] es un subgrupo totalmente invariante de g.

Es inmediato comprobar que G es un grupo abeliano si y sélo si [G,G] = 1.
El grupo cociente G/[G, G] se representa por G y se llama grupo abelianizado de G.
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Teorema. 6.32. (Propiedad universal del grupo abelianizado)
Sea G un grupo y p : G — G el epimorfismo canénico. Para todo grupo abeliano A y par todo

homomorfismo f : G — A existe un unico homomorfismo f : G** — A tal que f = fp.
Ademads Im(f) = Im(f) y Ker(f) =Ker(f)/[G,G].

Corolario. 6.33.
Sea N un subgrupo normal de un grupo G. El grupo cociente G/N es abeliano si y sélosi[G,G] C N.

El teorema anterior y su corolario pueden parafrasearse de dos formas:

(1) El grupo [G, G] es el minimo subgrupo normal de G tal que el cociente es abeliano;

(2) G* es el mayor grupo cociente abeliano de G.

También suele decirse que G es la “imagen abeliana” de G (el grupo abeliano que mds se parece a
G), de ahi le viene el nombre.

Todo homomorfismo de grupos f : G — H induce un homomorfismo de grupos £ : G — H®,
Sean H,K subgrupos de G. Definimos el conmutador de H y K como el subgrupo [H,K] de G
generado por los conmutadores [x,y] con x € H, y €K.

Lema. 6.34.
SiH y K son subgrupos caracteristicos de un grupo G, entonces [H, K ] es un subgrupo caracteristico
de G.

Definimos el i-ésimo subgrupo derivado de G por recurrencia mediante:
G’ =G; y G =[GY GU]paracadaieN
Definimos el i-ésimo subgrupo conmutador de G por recurrencia mediante:
r’'i¢) =a; y  I'""Y(G)=[TI'(G),G] paracadai €N

Llamamos hiperconmutador de G al grupo I'(g) = NS°T*(G)

Lema. 6.35.
Para cada grupo G se verifica que G, T'(G) y I'(G) son subgrupos totalmente invariantes en G.
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7. Grupos ciclicos

El grupo Z tiene una propiedad de interés que esta recogida en el siguiente Lema.

Lema. 7.1.
Sea G un grupo, para cada elemento a € G existe un homomorfismo de grupos f, : Z — G definido
por f,(n) =a" para cadan € Z.

DEMOSTRACION. Si existe f, y verifica f,(n) = a", entonces se verifica:

fon+m)=a""™ =a"a™ = f,(n)f,(m),
luego f, es un homomorfismo de grupos. a

En la situacién anterior la imagen de f, es un subgrupo de G,
Im(f,) ={a"€ G| neZ} = (a),

y es el subgrupo ciclico de G generado por a. Como consecuencia, si G es un grupo ciclico, entonces
existe un elemento a € G tal que G = (a), y por tanto todo grupo ciclico es un cociente del grupo Z
de los numeros enteros. Se deduce facilmente que todo grupo ciclico es abeliano.

Por lo tanto para estudiar los grupos ciclicos se han de estudiar los cocientes de Z, y para ello
es necesario estudiar los subgrupos de Z. Este estudio ya fue realizado en el Ejercicio (4.21.), sin
embargo es conveniente desarrollarlo aqui en detalle.

Lema. 7.2.
Todo subgrupo del grupo aditivo Z de los niimeros enteros es de la forma nZ = {nr € Z | r € Z}
para algun n € N.

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de Z, si H # 0, entonces L = (H NN) \ {0} # @. Por lo tanto
existe un minimo de L. Sea n = min(L). Es claro que (n) = nZ < H. Dado m € H, aplicando el
algoritmo de la divisién, existen q,r € Z tales que m = nq+r con 0 < r < n. Si r # 0, entonces
r=m—nq € (HNN))\ {0}, lo que es una contradiccién; por lo tanto r = 0. Tenemos entonces
m=nq € (n) =nZ,y H = nZ. O

Dado un grupo ciclico G = {(a), el homomorfismo f, : Z — G es sobreyectivo y tiene por nicleo un
subgrupo de Z, el cual sera de la forma nZ, para alguin n € N. Si n = 0, entonces G = Z, y si n # 0,
entonces G = Z/nZ.

3302-03.tex
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Lema. 7.3.

Sea G un grupo y a € G distinto de e. Son equivalentes:
(a) a tiene orden finito n.

(b) Ker(f,) =nZ, conn # 0.

(c) n # 0 es el menor entero positivo tal que a™ = e.

DEMOSTRACION. (a) = (b) Si a tiene orden finito n, entonces el grupo (a) tiene n elementos. Ya
que existe m € N tal que (a) = Z/mZ, donde mZ = Ker(f,), vamos a comprobar que Z/mZ tiene m
elementos cuando m # 0, y por lo tanto se tendra que n = m y Ker(f,) = nZ. Es claro que m # 0,
ya que en caso contrario (a) tendria infinitos elementos. Dado un elemento x € Z/mZ, vamos a
comprobar que existe un representante r € Z de x tal que 0 < r < m; dado un representante s
de x, por el algoritmo de la divisidn, existen q,r € Z tales que s = mqg+r y 0 < r < m, entonces
r—s = mq € mZ,y se tiene x = r + mZ. Para comprobar que Z/mZ tiene m elementos basta
entonces comprobar que si 0 < ry,r, < my ry # r,y, entonces r; + mZ # r, + mZ; supongamos que
ry+mZ#ry,+mZy0<r,,r, <m, entonces r, —r, € mZ, pero |r; —r,| < m, lo que implica que
r; —ry =0, tenemos pues r, =r,.

(b) = (c¢). Es consecuencia de la demostracion del Lema 7.2..

(c) = (a) Consideremos el subgrupo (a) de G generado por a, se tiene que (a) = {a" € G| r € Z}.
Si n es el menor entero positivo que verifica a" = e, entonces Ker(f) = nZ, y por tanto (a) = Z/nZ
tiene n elementos, luego el orden de a es igual a n. a

Corolario. 7.4.
Sea G un grupo finito de orden m, y sea a € G un elemento de G de orden n, entonces n divide a m
y se verifica a™ = e.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Lagrange el orden de cada subgrupo de G divide al orden de G.
Si n = ord(a) =| {(a) |, tenemos que n | m, luego existe k € Z tal que m = nk con k > 0, entonces

a"=a" =(a") =€ =e.

Lema. 7.5.
(1) Todo cociente de un grupo ciclico es un grupo ciclico.
(2) Todo subgrupo de un grupo ciclico es un grupo ciclico.
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DEMOSTRACION. (1) Supongamos que G es un grupo ciclicoy que f : G — G’ es un homomorfismo
sobreyectivo de grupos, sea a € G un generador de G, entonces f(a) es un generador de G’, y por
lo tanto G’ es un grupo ciclico.

(2) Supongamos que G es un grupo ciclico, entonces existe un homomorfismo de grupos sobreyectivo
f +Z — G. Por el Lema 5.5., los subgrupos de G estdn en correspondencia biunivoca con los
subgrupos de Z que contienen a Ker(f ); por esta correspondencia la imagen de un subgrupo nZ de
Z que contiene a Ker(f) es nZ/Ker(f), por tanto es un cociente de nZ, y es un grupo ciclico. a

Lema. 7.6.
Sea G un grupo ciclico de orden finito m. Para cada divisor n de m existe un tnico subgrupo N de G

de orden n. Sia € G es un generador de G, entonces a» es un generador de N. Ademds, todos los
subgrupos de G son de esta forma.

DEMOSTRACION. Sin es un divisor de m, y a € G es un generador de G, llamamos b = a*, entonces
(b) es un subgrupo de G, y su orden es menor 6 igual que n. Si r es un entero positivo menor que
n verificando b" = e, entonces e = b = (a")" = a™/", luego ™ es un multiplo de m, y como
consecuencia = es un nimero entero positivo, lo que implica que n = r; como consecuencia el orden
de b = a* es igual a n, y G contiene un subgrupo de orden n. Supongamos ahora que H es un
subgrupo de G de orden s, entonces s es un divisor de m, llamamos b = a*, vamos a comprobar que
H es el subgrupo de G generado por b. Sea t el menor entero positivo tal que a* € H; si u es otro
entero positivo verificando a* € H, entonces por el algoritmo de la divisién t divide a u, y para cada
elemento a" € H se verifica que existe v tal que u = tv, y por tanto a* = a"’ = (a')", luego a* es un
generador de H y t es un divisor de m. Ademads si s es el orden de a’, entonces s es el menor entero
positivo tal que ts = m, y por tanto t = m/s; como consecuencia b = a™* = a‘ es un generador de
H. |

Corolario. 7.7.

Sea G un grupo ciclico de orden p™ generado por a € G, con p un nimero entero primo positivo y
m un entero positivo, entonces los tinicos subgrupos de G son los generados por los elementos a?’,
para todo 0 < r < m, y tienen de orden p™ . Ademads los subgrupos de G forman una cadena.

Vamos a estudiar el namero de generadores de un grupo ciclico. Sea G un grupo ciclico infinito,
entonces G es isomorfo a Z el grupo de los nimeros enteros no nulos, y por tanto G tiene dos
generadores, la imagen de 1 y la imagen de —1. Si G es un grupo ciclico finito el problema es mas
complicado, vamos a resolverlo. Definimos una aplicacién

¢:N"— N
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mediante:
(1) =1
¢(n) =numero de enteros positivos primos relativos con n
y menores que n, sin > 2.

¢ se llama la funcidn tociente de Euler.

Lema. 7.8.

Sea G un grupo no nulo ciclico de orden finito m. El numero de elementos de G que generan G es
exactamente @(m). Ademads, si a € G es un generador, entonces todos los generadores de G son de
la forma a”, con 1 < r < m primo relativo con m.

DEMOSTRACION. Sea a € G un generador de G y G un grupo ciclico no nulo de orden m, y supon-
gamos que b = a’, con 1 < r < m, es otro generador de G, entonces el orden de b esm. Sid > 0
es un maximo comun divisor de r y m, entonces existen numeros enteros positivos r’ y m’ tales que
r=dr’y m=dm’. Se verifica

/

/ / / / / / /
bm :(ar)m :arm :adrm :amr :(am)r :er :e’

luego m | m’, tenemos por tanto m = m’, y d = 1, entonces m y r son primos relativos. Supongamos
ahora que r y m son niimeros enteros positivos primos relativos y que a € G es un generador de G,
para probar que a” es un generador de G, supongamos que (a")’ = e, entonces a’® = e, y por tanto
m | rs, por ser m y r primos relativos tenemos que m | s, y por tanto el orden de a” es m, luego es
un generador de G. a
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8. Grupos simétricos II

Lema. 8.1.
Sea o € S, un ciclo, o es de longitud r si, y sélo si, o es de ordenr.

DEMOSTRACION. (=). Si r = 1, entonces el resultado es cierto. Supongamos ahora que r > 1,
entonces o = (x;...Xx,), hacemos el siguiente convenio, x; = x;,, cuando 1 <h <ryj—h € rZ.
Parah < r setiene:sih = 1, o'(x;) = o(x;) = x,,1, para todo indice i. Suponemos que este resultado
es cierto para algun h < r, entonces

O'hH(Xi) = Uo'h(xi) =0(x;4p) = Xit(h+1)-

Luego tenemos o"(x;) = x,,, para cada h y cada i. En particular o"(x;) = x,,,,, luego si h < r se
tiene o" # 1,y 0" =1, luego el orden de o es .

(«). Si o es un ciclo de orden r, entonces 0 = (x;...x,) para algun entero positivo t. Si r = 1,
entonces x; =...=x,yo =1.Si1 <s < r, entonces 0° # 1y 0°(x;) = x;,, # X;, luego t es el
menor entero positivo tal que o' =1, entonces r = t. O

Corolario. 8.2.
El orden de una permutacion o es el minimo comun multiplo de las longitudes de sus ciclos disjuntos.

DEMOSTRACION. Sitenemos o = vy, ---Y,, con y; ciclos disjuntos de longitudes r; respectivamente.

Llamamos r = mcm{ry,...,7r,}, 0 < r. Es claro que 0" = 1. Si o' = 1, entonces 1 = (y;---7,)" =
Y] 7.,y por ser los y; ciclos disjuntos dos a dos se tiene y; = 1, para cada indice i, luego t es un
multiplo de r; para cada indice i, entonces r|t, y por tanto r es el orden de o. a

Dada una permutaciéon o € S, si o # 1, entonces o = v, ---Y,, con y; ciclos disjuntos dos a dos.
Definimos:

N(o)=1, sio=1.

N(o) = (long(y;)—1)+---+ (long(y,)—1), sio # 1.

3302-04.tex
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Lema. 8.3.
Para cada permutacion o € S, ycadax,y € X, x # y, se tiene que N(o) y N((xy)o) tienen distinta
paridad.

DEMOSTRACION. Dados x,y € X, x # y, se verifica

(xy)(xcy...cpydy...dy) = (yd;...d)(xcq...cp),

paracy,...,¢,dy,...,d; € X, todos distintos, si h 6 k son nulos, entonces no existen los “ces” ¢ los
“des” correspondientes. Entonces si o # 1, se verifica:

Caso 1. Si x, e y forman parte de un mismo ciclo de o, podemos suponer que este ciclo es 7,
entonces:
N((xy)o)=N((xy)(xc;...cpydy ... di)ys---7s)
=N((yd;...ddxer . cpdra---7s)
=k+h+ (long(y,) —1)+--- + (long(y,)—1).

N(o)= (h+k+1)+ (long(y,) —1) +--- + (long(y,) — 1),

y se tiene N(o)—N((xy)o) = 1.
Caso 2. Si s6lo x forma parte de un ciclo de o e y no forma parte de ninguno, entonces:

N((xy)o)=N((xy)(xcy...cr)yz - 7s)
=N((xcr...cny)ra-7s)
=h+1+ (long(y,)—1)+---+ (long(y,) — 1).

N(o)=h+ (long(y,) — 1) +--- + (long(y,) — 1),

y se tiene N(o) —N((xy)o) =—1.
Caso 3. Si x forma parte de un ciclo e y forma parte de otro, podemos suponer que estos son res-
pectivamente y, y y;, entonces:

N((xy)o)=N((xy)(yd; ... di)(xcy .. cp)ys - 7s)
=N((xcy...cydy- . didys--7)
=(k+h+1)+ (ong(y;)—1)+ -+ (long(y,) —1).

N(o)=k+h+(long(y;) —1) +--- + (long(y,) — 1),

y se tiene N(o)—N((xy)o) =—1.
Caso 4. Si ni x ni y forman parte de los ciclos de o, entonces N((xy)o)=N(o)+ 1.

En los cuatro casos tenemos que la paridad de N(o) y de N((xy)o) es distinta. Igual resultado
tenemos si o = 1. O
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Corolario. 8.4.
Dada una permutacion o € S,,, el niumero de trasposiciones que aparecen en una factorizacion de o
en producto de trasposiciones tiene siempre la misma paridad que N (o).

DEMOSTRACION. Supongamos que o = T, --- T, es una factorizacién de o en producto de trasposi-
ciones, entonces N(o0), N(7,7,0),...,N(T,, -+ T,T,0), tienen la misma paridad, y ésta es distinta
delade N(7,0),...,N(Top41 " T5T10). Luego sis es un nimero par, entonces N(1) = N(t,...7,0)
tiene la misma paridad que N (o), y por tanto éste es un nimero par. Si s es un numero impar, enton-
cesN(t,) =(7,_;...7T,T,0) tiene la misma paridad que N (o), luego éste es un numero impar. a

Una permutacion o € S, se llama par si N(o) es un nimero par, y se llama impar si N(o) es un
numero impatr.

Teorema. 8.5.
La aplicacién sign : S, — {1,—1} definida sign(c) = (—1)"(°) es un morfismo de grupos si consi-
deramos en {1,—1} la multiplicacion.

DEMOSTRACION. Dadas dos permutaciones o, v € S,, consideramos factorizaciones en producto de
trasposiciones:
O' :Tl...TSJv:ﬁl‘..ﬁ[7

entonces N (o v) tiene la misma paridad que s+ t, luego sign(o v) = (—1)°*". Por otro lado sign(c) =
(—1) y sign(v) = (—1), y se tiene sign(o) sign(v) = (—1)°(—1)" = (—1)**". |

Corolario. 8.6.
Paran > 1 el conjunto A,, € S,, de las permutaciones pares de S,, es un subgrupo normal y su orden
es(n!)/2.

El grupo A, se llama subgrupo alternado de S,,.

Una prueba alternativa
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Proposicion. 8.7.
Se considera la aplicacion r : S, — {1,—1} definida por (o) = (—1)°, siendo o = ©,--- T, una
descomposicion de o como producto de trasposiciones. Entonces © es un homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 = T, T, = w; - w, son dos descomposiciones de o co-
mo producto de trasposiciones. Entonces 1 = 7;---T,w, - w;, ¥ para comprobar que 7 estd bien
definida, basta basta ver que s + t es un nimero par.

Para simplificar supongamos que 1 = 7, --- 7, es un producto de trasposiciones; vamos a ver que
h es un nimero par. Supongamos que 7; = (a x) # 1, entonces a se mueve por alguna de las
trasposiciones T,, ..., T, ya que el producto 7, --- 7, es la identidad. Sea i el minimo en {2,...,h}
de forma que 7; mueve a a; supongamos que 7; = (a y).

Si 7;_; y 7; son disjuntos, entonces 1 = 7, ---T;T,_; - Ty, Y repitiendo este proceso las veces que
sean necesarias podemos suponer, si i # 2, que T;_; y T; son siempre disjuntos.

Si 7,_; y 7; no son disjuntos, i # 2, supongamos que T,;_; = (b x), entonces

7,17 = (b x)(ax)=(xab)=(ab)(bx),

y conseguimos una expresién de 1 con el elemento a es el lugar i — 1.
Después de un numero finito de pasos llegamos a una expresion del tipo

1=(a;x)(x2)7y--- ;.

: — — / / : _ / / .
Si x = z, entonces 1 = 75---7,. Si x # z, entonces 1 = (a z)(z y)7,- -7}, y hemos reducido el
numero de aes que aparecen en la expresion en uno. Repitiendo el proceso, el nimero de veces que
sea necesario, podemos eliminar todas las ocurrencias de a; en este caso obtendremos una expresién

1 e / DEEIEY /
deltipo 1 =15---7}.
Ahora aplicando induccién sobre h, se obtiene que siempre h tiene que ser un numero par. O
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9. Ejercicio propuestos

Homomorfismos de grupos

Ejercicio. 9.1.

SiG es un grupo, a € G y f : G—> G un homomorfismo de grupos, demostrar que para todon € Z
se verifica f (a™) = f (a)".

Ref.: 3302e 002 SOLUCION

Ejercicio. 9.2.
Sea G un grupo. Demuestra que son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es abeliano;
(b) La aplicacién f : G— G definida f (x) = x~! es un homomorfismo de grupos;
(c) La aplicacién f : G — G definida f (x) = x? es un homomorfismo de grupos.

Ref.: 3302e_003 SOLUCION

Ejercicio. 9.3.
Se considera el grupo Z con la operacion x definida en el Ejercicio (4.8.), demuestra que es isomorfo
a 7 con la operacion suma.

Ref:: 3302e 001 SOLUCION

Ejercicio. 9.4.
Demostrar que los siguientes grupos son isomorfos:

(1) El subgrupo multiplicativo de C generado por i;

3302-09.tex
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(2) El grupo Z,;
(3) El subgrupo de S, generado por

(1234
9=\2341)

Ref.: 3302e_004 SOLUCION

Ejercicio. 9.5.
SiK es un cuerpo, definimos en K una operacion binaria mediante:

axb=a+b—ab,

para a,b € K. Demuestra que el conjunto F = K \ {1}, junto con Ila operacion , es un grupo que es
isomorfo al grupo multiplicativo K* = K — {0}.
Ref.: 3302e_008 SOLUCION

Ejercicio. 9.6.
Demuestra que los grupos Z., y Z,, X Z, no son isomorfos.

Ref.: 3302e_005 SOLUCION

Ejercicio. 9.7.
Demuestra que tinicamente existen dos automorfismos de Z, uno el homomorfismo identidad, y otro
el que aplica x en —x.

Ref.: 3302e_006 SOLUCION

Ejercicio. 9.8.
Consideramos las aplicaciones de F = R\ {0,1} en F que llevan x en x, 1—, ~—, 1, 1 — X, 35
respectivamente.
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(1) Demuestra que el conjunto formado por estas seis aplicaciones, junto con la composicion de
aplicaciones, es un grupo.
(2) Demuestra que este grupo es isomorfo al grupo S;.

Ref.: 3302e 007 SOLUCION

Ejercicio. 9.9.

Sea {G; | i € I} una familia de grupos. En el conjunto producto cartesiano [ [{G; | i € I} con-
sideramos la operacion definida en el Ejercicio (4.16.). Demuestra que las proyecciones candnicas
p; : | [. G;— G, son homomorfismos de grupos.

Ref: 3302e 009 SOLUCION

Ejercicio. 9.10.
Sea G un grupo y f € Aut(G), definimos H = {x € G| f(x)=x}.

(1) Demuestra que H es un subgrupo de G.

El subgrupo H se llama subgrupo de los puntos fijos por f .

Sea R cuerpo de los nimeros reales y GL,(R) el grupo de las matrices cuadradas de n filas con

determinante no nulo. Para A € GL,(R) llamamos A" a la matriz traspuesta de A.

(2) Demuestra que la aplicacién f : GL,(R) — GL,(R), definida por f (A) = (A™')¢, es un automor-
fismo.

(3) Demuestra que el subgrupo de los puntos fijos es el conjunto de las matrices ortogonales.

(Nota. Una matriz A € GL,(R) es ortogonal si AA" = 1).
Ref.: 3302e 010 SOLUCION

Ejercicio. 9.11.

Sea G un grupoya €G.

(1) Demuestra que la aplicaciéon f : G — G, definida f(x) = axa™' para todo x € G, es un
automorfismo de G.
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Un automorfismo del tipo anterior se llama automorfismo interno.

(2) Demuestra que el conjunto Int(G) de los automorfismos internos de G es un subgrupo de Aut(G).
(3) Demuestra que Int(G) es un grupo trivial si, y sélo si, G es un grupo abeliano.

Ref.: 3302e 011 SOLUCION

Ejercicio. 9.12.
Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Demuestra que ord(a) divide a ord(f (a)), para cada
a € G, y que se da la igualdad si f es inyectiva.

Ref.: 3303e 017 SOLUCION

Ejercicio. 9.13.

Sea F un cuerpo. Llamamos F* al grupo multiplicativo de F, esto es, F* = F\{0} con la multiplicacion
como operacién. Llamamos F™ al grupo aditivo de F. Demuestra que no existe ningtin isomorfismo
F*=F*,

(NOTA. Considera la imagen de —1 cuando la caracteristica de F es distinta de 2.)

Ref.: 3303e 018 SOLUCION

Subgrupos normales y grupos cocientes

Ejercicio. 9.14.
Demuestra que si G es un grupo, entonces todo subgrupo N C G de indice 2 es un subgrupo normal.

Ref.: 3302e 012 SOLUCION

Ejercicio. 9.15.

Demuestra que si H y K son subgrupo normales de un grupo G, entonces HV K es un subgrupo
normal de G.

Ref.: 3303e 024 SOLUCION
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Ejercicio. 9.16.
Demuestra que si H, K y N son subgrupos de un grupo G tales que H es normal en K y N es normal
en G, entonces HV N es normalen KV N.

Ref.: 3303e_025 SOLUCION

Ejercicio. 9.17.
Sea G un grupo y N, L subgrupos normales de G, demuestra que N L es un subgrupo normal de G.

Ref.: 3302e 013 SOLUCION

Ejercicio. 9.18.
Sea G un grupo y N, L,H subgrupos de G de forma que L es un subgrupo normal de H y N es un
subgrupo normal de G. Demuestra que N L es un subgrupo normal de NH.

Ref.: 3302e 014 SOLUCION

Ejercicio. 9.19.
Demuestra que el grupo cociente R/Z es isomorfo al grupo multiplicativo de los niimeros complejos
de mddulo 1.

Ref.: 3302e 015 SOLUCION

Ejercicio. 9.20.

Sea G un grupo y H, K subgrupos de G, demostrar que HK es una unidn disjunta de clases a la
derecha de H (y una union disjunta de clases a la izquierda de K). Demuestra que si G es finito,
entonces el nimero de estas clases es igual a [K : HNK].

Ref.: 3302e 016 SOLUCION
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Ejercicio. 9.21.
Si cada subgrupo de un grupo G es normal, demuestra que cada dos elementos de drdenes primos
relativos conmutan.

Ref.: 3302e 017 SOLUCION

Ejercicio. 9.22.
Da un ejemplo de tres grupos L < N < G, de forma que L es normal en N, N normal en G y L no
sea normal en G.

Ref.: 3302e 018 SOLUCION

Ejercicio. 9.23.
Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal de G de forma que |[N| y [G : N ] son primos relativos,
demuestra que cada elemento de orden un divisor de |N| estd contenido en N.

Ref.: 3302e 019 SOLUCION

Ejercicio. 9.24.

Sean G y G’ dos grupos, N y N’ subgrupos normales de G y G’ respectivamente, y f : G — G’ un
homomorfismo de grupos verificando f,(N) < N’. Demuestra que existe un tinico homomorfismo
de grupos f’ : G/N — G'/N’ verificando p'f = f'p , donde p y p’ son las respectivas proyecciones
candnicas.

Ref.: 3302e 020 SOLUCION

Ejercicio. 9.25.

Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos, demuestra que f es un homomorfismo inyectivo
si, y s6lo si, es un homomorfismo simplificable a la izquierda (esto es; para dos homomorfismos de
grupos cualesquiera h,k : G — G se tiene que f h = f k implicah = k.

Ref.: 3302e 044 SOLUCION
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Ejercicio. 9.26.
Sean G un grupo, N € G un subgrupo normal de G y K € N un subgrupo caracteristico de N,
demuestra que K es un subgrupo normal de G. Compara con el Ejercicio (9.22.).

Ref.: 3302e_040 SOLUCION

Ejercicio. 9.27.
Sean G un grupo, N € G un subgrupo caracteristico de G y K € N un subgrupo caracteristico de N,
demuestra que K es un subgrupo caracteristico de G.

Ref.: 3302e 041 SOLUCION

Ejercicio. 9.28.
Se considera el conjunto de matrices

Gz{(gll’)eMZ(]Rﬂ a;éO}.

Demuestra que G, junto con el producto de matrices, es un grupo. Halla su centro.
Ref.: 3302e 043 SOLUCION

Ejercicio. 9.29.
Demuestra que D,/Z(D,) es isomorfo a Z, x Z,, y que D¢/ Z(Dg) es isomorfo a Ss.

Ref.: 3302e 045 SOLUCION

Ejercicio. 9.30.
Sea G un grupo finito y H un subgrupo propio de G. Demuestra que G # U{xHx™': x € G}.

Ref.: 3302e 046 SOLUCION
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Ejercicio. 9.31.
Definimos f : R* — C* mediante f (x) = exp(27xi).

(1) Demuestra que es un homomorfismo de grupos.
(2) Calcula la imagen y el nicleo de f .
(3) Haz lo mismo para f|Q+.

Ref.: 3302e_047 SOLUCION

Ejercicio. 9.32.
Sea G un grupo en el que todos los elementos tienen orden 2. Demuestra:

(1) Sia € G entonces existe un subgrupo H < G tal que G = {a) x H.

(2) Siay,...,a, € G verifican a; # 0 ya;,; ¢ (a;,...,q;), 1 <i<r, entonces existe un subgrupoH C
G tal que {(a,,...,a,) x H= G. Ademds se tiene unisomorfismo de grupos {(a,,...,a,) = (Z,)".
Ref.: 3302e_048 SOLUCION

Ejercicio. 9.33.

Sea G un grupo, llamamos G* al subgrupo de G generado por todos los elementos de la forma x?,
para todo x € G, esto es, G* = (x*| x € G).

(1) Describe los elementos de G?.

(2) Demuestra que G* es un subgrupo totalmente invariante de G, por tanto normal.
(3) Demuestra que G/G? es un grupo abeliano.

Ref.: 3302e 042 SOLUCION

Ejercicio. 9.34.
Sea n > 1 un numero natural y sea G un grupo con la propiedad de que para todo par x,y € G se
verifica (xy)" = x"y". Definimos

H={xeG|x"=1}y

K ={x"|x € G}.
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Demuestra que H y K son subgrupos normales de G y que |K| =[G : H].
Ref.: 3302e 081 SOLUCION

Ejercicio. 9.35.
Sea G un grupo. Para cada n € N definimos H, = {x € G | x" =1}.

(1) Demuestra que si G es abeliano, H, es un subgrupo de G.
(2) Demuestra que si G no es abeliano, H, no es necesariamente un subgrupo de G.

Ref.: 3303e 011 SOLUCION

Grupos ciclicos

Ejercicio. 9.36.
Demuestra que todo grupo finito de orden un niimero primo es ciclico.

Ref.: 3302e 049 SOLUCION

Ejercicio. 9.37.
Sea G un grupo, H un subgrupo de G y ¢ € G un elemento de orden n. Si r es el menor entero
positivo tal que ¢" € H, demuestra que r|n.

Ref.:: 3302e_050 SOLUCION

Ejercicio. 9.38.
Sea G un grupo ciclico generado por un elemento a, y sea G' un grupo cualquiera. Demuestra que
cada homomorfismo f : G — G’ estd determinado por la imagen del elemento a.

Ref.: 3302e 051 SOLUCION
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Ejercicio. 9.39.
Demuestra que si dos grupos ciclicos tienen el mismo orden, entonces son isomorfos.

Ref.: 3302e 052 SOLUCION

Ejercicio. 9.40.

Comprueba los siguientes isomorfismos:

(1) Aut(Zg) = Zy;

(2) Aut(Zg) = Zy % Zy;

(3) Aut(Z,) = Z,_,, sip es un entero primo positivo.

Ref.: 3302e 053 SOLUCION

Ejercicio. 9.41.
Demuestra las siguientes propiedades de la funcion totiente ¢ de Euler.

1. Prueba que si p es un entero primo positivo, entonces @(p™) = p"(1—1/p).

2. Prueba que si n y m son numeros enteros positivos primos relativos, entonces ¢(nm) =
p(n)p(m).

3. Prueba que para todo nimero entero positivo n se tiene ¢(n) = n(1—1/p;)---(1 —1/p,),
donde p4, ..., p, son todos los primos positivos que aparecen en la descomposicion en factores
primos de n con exponentes no nulos.

Ref.: 3302e 054 SOLUCION

Ejercicio. 9.42.
Encuentra todos los grupos ciclicos que tienen exactamente dos generadores.

Ref.: 3302e_055 SOLUCION
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Ejercicio. 9.43.
SeaC,={a| a"=1)={1,a,d?---,a" '} el grupo ciclico de orden n generado por a.

(1) Demuestra que para cualquier m, verificando 1 < m < n, el elemento a™ es un generador de C,
si, y solo si, mecd{m,n} = 1.
(2) Demuestra que el nimero de diferentes generadores de C, es precisamente p(n).

Ref.: 3302e 021 SOLUCION

Ejercicio. 9.44.
Sea C, = (a| a™ = 1), un grupo ciclico de orden n.

(1) Demuestra que para todo divisor positivo m de n, el subgrupo ciclico C,, = {(a=) es de ese orden

m.
(2) Demuestra que si H C C,, es un subgrupo de orden m, y consideramos el nimero s = min{x |
1 < x < n,a" € H}, entonces s es un divisor de n, que H = (a’) y finalmente que s = =, de

manera que H = C,,,.

(3) Concluye con que la correspondencia m — C,, establece un isomorfismo entre el reticulo de los
divisores positivos de n (donde la relacion de orden es la de divisibilidad) y el de subgrupos de
C,.

Ref.: 3302e 022 SOLUCION

Ejercicio. 9.45.
Sea G un grupo ciclico, si N es un subgrupo de G y se verifica G/N = G, prueba que N = {e}.

Ref.: 3302e_056 SOLUCION

Ejercicio. 9.46.

Sea f : G — G un homomorfismo de grupos. Si C es un subgrupo ciclico de G y se verifica f,(C) C C,
demuestra que para cualquier subgrupo H de C se verifica f,(H) C H.

Como consecuencia cada subgrupo de un grupo ciclico es caracteristico.

Ref.: 3302e 057 SOLUCION
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Ejercicio. 9.47.
Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G que es ciclico, demuestra que todo subgrupo de N es
un subgrupo normal de G.

Ref.: 3302e_058 SOLUCION

Ejercicio. 9.48.
Si Q es el grupo aditivo de los numeros racionales, demuestra que cada subgrupo de Q con un
sistema de generadores finito es ciclico. Demuestra que QQ no es un grupo ciclico.

Ref.: 3302e 059 SOLUCION

Ejercicio. 9.49.

Sea G un grupo de orden pq, siendo p y q nimeros enteros positivos primos relativos, demuestra
que si existen a, b € G tales que ord(a) = p, ord(b) = q y ab = ba, entonces G es un grupo ciclico
de orden pq.

Ver Ejercicio (4.36.).

Ref.: 3302e_060 SOLUCION

Ejercicio. 9.50.

Sea G un grupo, n y m ndimeros enteros primos relativos:

(1) Sic € G, tiene orden nm, demuestra que existen elementos a,b € G, potencias de c, tales que
c=ab.

(2) Si dos elementos a,b € G conmutan y tienen por ordenes n y m respectivamente, demuestra
que a y b son potencias de un mismo elemento.

Ver Ejercicio (4.36.).
Ref.: 3302e 068 SOLUCION
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Ejercicio. 9.51.
Sea G un grupo, demuestra que si G/Z(G) es un grupo ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

Ref.: 3302e 061 SOLUCION

Ejercicio. 9.52.
Sea G un grupo ciclico finito. Son equivalentes:

(a) El orden de G es una potencia de un nimero primo.
(b) Para cada dos subgrupos H yK de G se tiene H CK 0 K C H.

Ver el Ejercicio (4.40.).
Ref: 3302e 062 SOLUCION

Ejercicio. 9.53.
Demostrar que si G es un grupo finito, entonces todo subgrupo propio de G estd contenido en un-
subgrupo de G maximal

Ref.: 3302e_063 SOLUCION

Ejercicio. 9.54.
Demostrar que si un grupo finito tiene exactamente un subgrupo maximal propio, entonces es cicli-
code orden una potencia de un nimero primo.

Ref.: 3302e 064 SOLUCION

Ejercicio. 9.55.
Demostrar que no existe un grupo G de forma que Aut(G) sea no trivial, ciclico y de ordenimpar.
(Nota. Utilizar el ejercicio (9.32.)).

Ref.: 3302e 065 SOLUCION
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Ejercicio. 9.56.
Determinar grupos G verificando una de las siguientes condiciones:

(1) Aut(G) es abeliano.

(2) Aut(G) no es abeliano.

(3) Aut(G) es ciclico y finito.

(4) Aut(G) =G.

(5) Aut(G) = Int(G).

(6) Aut(G) =1.

(7) Aut(G)/Int(G) es isomorfo a Z,.

Ref.: 3302e 066 SOLUCION

Ejercicio. 9.57.

Sea f : G — G un automorfismo de G que fija inicamente al elemento neutro. Definimosg : G — G
mediante g(x) = f(x)x~! para todo x € G. Si G es un grupo finito,probar que g es una biyeccion.
Si G es un grupo finito y f* = 1, probar que G es ungrupo abeliano de orden impar.

Ref.: 3302e 067 SOLUCION

Ejercicio. 9.58.

Consideramos los grupos aditivos Q y Z, demostrar que Q/Z es un grupo infinito que contiene un
subgrupo ciclico de orden n para cadaentero positivo n, y que sin embargo no contiene ningtin
subgrupo ciclico infinito.

Ref.: 3302e_069 SOLUCION

Ejercicio. 9.59.
Sea p un nuimero entero primo positivo, en el grupo cociente Q/Z se considera el conjunto

Z(p“)z{[%]eQ/m a,beZ,bzpi,ieN}.

(1) Demostrar que Z(p°°) es un subgrupo de Q/Z.
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(2) Demostrar que cada elemento de Z(p°°) tiene de orden una potencia de p.

(3) SiN es un subgrupo de Z(p°°) de exponente p*, k € N,entonces N es el grupo ciclico de orden
p* generado por la clase de ;.

(4) SiH es un subgrupo de Z(p°°) de exponente infinito, entonces H = Z(p°°).

(5) Determinar el reticulo de los subgrupos de Z(p°).

Ref.:: 3302e 070 SOLUCION

Ejercicio. 9.60.
Sea p un entero primo positivo, consideramos

P = {% €Q| % es irreducible y b es una potencia dep}

(1) Demuestra que P es un subgrupo de (Q,+).

Definimos P = P/ Z.
(2) Demuestra que para cada n € N* se tiene que P contiene un subgrupo isomorfo a L.

Ref.: 3303e 029 SOLUCION

Ejercicio. 9.61.

Sean x,, x5, ...elementos de un grupo abeliano G tales que ord(x;) = p, pXy = X1, - .., PXp = Xp_1,
... Demostrar que le grupo generado por {x,: n € N*} es isomorfo a P. (Nota. Comprobar que la
aplicacion inducida por x; — [l%] es un isomorfismo.)

Ref.: 3303e_030 SOLUCION

Ejercicio. 9.62.
Describir el reticulo de subgrupos del grupo ciclico

Co=(x|x8=1).
Ref.: 3302e 023 SOLUCION
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Ejercicio. 9.63.
Describe el reticulo de subgrupos del grupo ciclico

Con = {(x [ xF =1),

p primo.
Ref.: 3302e 024 SOLUCION

Ejercicio. 9.64.
Describir el reticulo de subgrupos del grupo ciclico

Co=(x|x°=1).

Ref.: 3302e 025 SOLUCION

Ejercicio. 9.65.
Describir el reticulo de subgrupos del grupo ciclico

ClZ = (X | X12 = 1>.

Ref.: 3302e 026 SOLUCION

Ejercicio. 9.66.
Describir el reticulo de subgrupos del grupo de Klein abstracto C, x C,, dondeC, = {a | a®* =1), es
un grupo ciclico de orden dos.

Ref.: 3302e_027 SOLUCION

Grupos simétricos II
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Ejercicio. 9.67.
Probar que si a es una permutacion en S,, entonces para cada r < n, tenemos

a(iyiy...i.)at = (a(ipali,)...a(1,)).

Calcular todos los conjugados de (12)(34) en Ss.
Ref.: 3302e 071 SOLUCION

Ejercicio. 9.68.
Demostrar que S,, esta generado por las transposiciones (1 2),(2 3),...,(n—1 n).

Ref.: 3302e 072 SOLUCION

Ejercicio. 9.69.
Determinar los subgrupos de orden dos de S,. Probar que existen nueve, y que de ellos tresestdn
contenidos en A,. Probar que todos los subgrupos de orden tres de S, estdncontenidos en A,.

Ref.: 3302e 073 SOLUCION

Ejercicio. 9.70.
Hallar todos los subgrupos de A,.

Ref.: 3302e 074 SOLUCION

Ejercicio. 9.71.
Demostrar que A,, estd generado por los ciclos (12x), donde x varia en {3,...,n}.

Ref.: 3302e 075 SOLUCION
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Ejercicio. 9.72.
Demostrar que S, esta generado por los ciclos (123...n—1) y(n—1 n).

Ref.: 3302e 076 SOLUCION

Ejercicio. 9.73.
Determinar los subgrupos de S, definidos por:

1. Las permutaciones que conservan el conjunto {1, 2}.
2. Las permutaciones que conservan el conjunto {1,2} 6 lo transforman en el conjunto {3, 4}.

Ref.: 3302e 077 SOLUCION

Ejercicio. 9.74.
Demostrar que toda permutacion de orden 14 sobre 10 letras es impar.

Ref.: 3302e 078 SOLUCION

Ejercicio. 9.75.
Demostrar que el grupo diédrico D,, es isomorfo a subgrupo de S, generado por

(123..n)y(2n—1)(3n—2)...([n/2] n—[n/2]+ 1),

donde [n/2] denota parte entera de n/2.
Ref:: 3302e 079 SOLUCION

Ejercicio. 9.76.
El n-ésimo GRUPO SIMETRICO, S, es el grupo formado por todas las permutaciones delconjunto
{1,2,...,n} con la composicién de aplicaciones.
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(1) Expresar los 6 elementos de S; como productos de ciclos disjuntos. Escribir la tabla demultiplicar
de S; usando esas expresiones para sus elementos.
(2) Seao =(1,2,3) yt =(1,2). Mirando la tabla de multiplicar, demostrar que

S;={1,0,0% 1,07,0%7}.

(3) Reescribir la tabla de multiplicar de S, usando la anterior expresion de los elementos deS;.
(4) De (2) se sigue que S; = (o, T). Encontrar otro sistema de generadores deS, formado por dos
elementos de orden 2.

Ref.: 3302e 028 SOLUCION

Ejercicio. 9.77.
Describir el reticulo de subgrupos de S;.

Ref.: 3302e 029 SOLUCION

Ejercicio. 9.78.
El n-ésimo GRUPO ALTERNADO, n > 3, es el subgrupo de S, formado por las permutaciones pares. Lo
representamos por A,,.

(1) Demostrar que A,, es un subgrupo normal de S, y que [S, : A,] = 2. Concluir que |A,| = n!/2.

(2) Demostrar que si G < S,, entonces G C A, o [G : GNA,] = 2. Concluir que un subgrupo de S,
o bien contiene sélo permutaciones pares o bien la mitad de sus permutaciones son pares y la
otra mitad impares.

Ref.: 3302e 030 SOLUCION

Ejercicio. 9.79.
Describir el reticulo de subgrupos de A,.

Ref.: 3302e 031 SOLUCION
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Ejercicio. 9.80.

El n-ésimo GRUPO DIEDRICO es el grupo de isometrias del poligono regular de n lados, n > 3. Lo
representamos por D,.. Es un grupo de orden 2n, que contiene dos elementos significativos que lo
generan: El giro de 2t /n radianes respecto al centro del poligono regular, que es un elemento de
orden n y lo representamos por r, y la simetria respecto al eje que une el centro con uno de sus
vértices, que es de orden 2 y la representamos por s. En términos de estos generadores, los 2n
elementos de D,, se expresan de manera unica en la forma:

_ n—1 n—1
D,={1,r,---,r" " ,s,rs,-- ,r" s}

Manejando esta representacion de sus elementos, la multiplicacion del grupo se deduce de las si-
guientes relaciones “fundamentales”,

(1) A partir de las relaciones fundamentales del grupo diédrico, demuestra que se verifican las
siguientes,
sri=r", (r's)>’=1, icZ.

(2) Demuestra que el subgrupo ciclico de orden n, (r) es normal, pero que el de orden 2, (s), no lo
es.

(3) Escribe la tabla de multiplicar del grupo Dj.

(4) Compara la tabla obtenida en el apartado anterior con la obtenida para el grupo S, en el Ejer-
cicio (9.43.), apartado (3). Concluye que existe un isomorfismo Dy = S.

(5) ¢Es D, isomorfo aS,?

Ref.: 3302e 032 SOLUCION

Ejercicio. 9.81.
Describir el reticulo de subgrupos de D,.

Ref: 3302e 033 SOLUCION

Ejercicio. 9.82.
Determinar los subgrupos de S, definidos por:

(1) las permutaciones que conserven el conjunto {1,2};
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(2) las permutaciones que conservan el conjunto {1,2} o lo transforman en el conjunto {3,4}.

Ref.: 3303e_055 SOLUCION

Ejercicio. 9.83.
Sea x un elemento de un grupo finito G y o, la permutacion de G definida por o, (y) = xy. Demos-
trar que si G es de orden impar, entonces o, es par.

Ref.: 3303e_056 SOLUCION

Ejercicio. 9.84.
Demostrar que A, no contiene subgrupos de orden 6.

Ref: 3303e 057 SOLUCION

Ejercicio. 9.85.

SeaV ={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}. Demostrar que V es un subgrupo normal de S, contenido
en A, y que se tienen los siguientes isomorfismos: S,/V = S; yA,/V = Cs.

Ref: 3303e_058 SOLUCION

Ejercicio. 9.86.
Demostrar que A,, es un subgrupo caracteristico de S,,.

Ref.: 3303e_059 SOLUCION
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Ejercicio. 9.87.
Demostrar que toda permutacion de S, que mueve mds de dos elementos se puede escribir como un
producto de ciclos de longitud tres.

Ref.: 3303e 060 SOLUCION

Ejercicio. 9.88.
Se considera el PUZZLE 15 y los movimientos usuales. El conjunto de estos movimientos tiene estruc-
tura de grupo. Demuestra que este grupo es isomorfo a A;s.

Ref.: 3303e 067 SOLUCION

Otros ejemplos de grupos

Ejercicio. 9.89.
EI GRUPO CUATERNIO, que representamos por Q,, es el grupo formado por los ocho elementos

{£1, i, £j, £k}
con la ley de composicion que determinan las igualdades

i2=j2=k>=ijk=-1,
(-1’ =1, (-Di=—i=i(-1), (-1)j =—j=j(=1), Dk =—k = k(-1)

(1) Escribir la tabla de grupo para Q,.
(2) ¢EsQ, isomorfo a D,?

Ref.: 3302e_034 SOLUCION

Ejercicio. 9.90.
Escribir el reticulo de subgrupos de Q,.

Ref.: 3302e 035 SOLUCION
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Ejercicio. 9.91.

El n-ésimo GRUPO LINEAL GENERAL de un cuerpo F, representado por GL,(F), es el grupo formado
por todas las matrices n x n, invertibles y con coeficientes en F, con la multiplicacion de matrices
como ley de composicion.

(1) Demostrar que |GL,(F,)| = 6, escribiendo explicitamente todos los elementos que forman este
grupo.
) Seaa=(91)yp =(9}). Demostrar que

GL,(F,)={1, a, a?, B, af, a*B}.

(3) Escribir, utilizando la representacion anterior, la tabla de multiplicar de GL,(F,).
(4) Comparando las tablas de multiplicar, concluir que GL,(IF,) es isomorfo al grupo diédrico dié-
drico D5 (y entonces también al simétrico S, ver Ejercicio (9.64.)).

Ref.: 3302e 036 SOLUCION

Ejercicio. 9.92.
Si F es un cuerpo finito con q elementos. Determinar el orden de GL,(F).

Ref:: 3302e 037 SOLUCION

Ejercicio. 9.93.
Eln-ésimo GRUPO LINEAL UNIMODULAR 6 GRUPO LINEAL ESPECIAL de un cuerpo F, que representamos
por SL,(F), es el subgrupo de GL,(F) formado por las matrices de determinante 1.

(1) Seadet: GL,(F) — F* la aplicacion que lleva cada matriz en su determinante. Demostrar que
es un epimorfismo de grupos ¢Cual es su nticleo?
(2) SiF un cuerpo finito con q elementos, determinar el orden de SL,(F).

Ref.: 3302e 038 SOLUCION

Ejercicio. 9.94.
El grupo lineal espacial.
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(1) Demostrar que el subgrupo de SL,(IF5)
Q={a,b),
generado pora = (97) yb = (1) es isomorfo al grupo cuaternioQ,.
(2) Demostrar que SL,(F3) y S, son dos grupos no isomorfos de orden 24 (Indicaciéon:demostrar

que S, no contiene ningun subgrupo isomorfo a Q,).

Ref.: 3302e 039 SOLUCION
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Capitulo III

Presentacion de un grupo
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Introduccién.

10. Presentaciones de un grupo.

Grupos de isometrias

Grupos diédricos

Una familia importante de ejemplos es la formada por los grupos cuyos elementos son simetrias de
objetos geométricos. La subclase mds sencilla es la que corresponde a las figuras planas regulares.

Para cada n € Z, n > 3 sea D,, el conjunto de simetrias de un n-gono regular, donde una simetria es
cualquier movimiento rigido del plano (o isometria) que lleva el n-gono en si mismo. Es facil ver
que la composicién de dos de tales movimientos también dejan fijo al n-gono, que la identidad es
uno de estos movimientos y que para cualquiera de los elementos de D, la transformacion inversa
también pertenece a D,, asi que D, es un grupo (mds precisamente, un subgrupo del grupo de las
isometrias del plano).

Numeramos los vértices del n-gono de manera que los vértices 1 y 2 sean adyacentes. Cualquier
isometria del plano queda determinada por la imagen de tres puntos no alineados. En nuestro caso,
cualquier elemento de D, estd determinado por la imagen del centro del n-gono (que siempre es él
mismo) y por las imagenes de los vértices 1y 2. Bajo cualquier elemento de D, la imagen del vértice
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1 es necesariamente uno de los otros n vértices, y la imagen del vértice 2 tiene que ser uno de los dos
vértices adyacentes a la imagen del vértice 1. Obtenemos asi una cota para el orden de D,,: |D,| < 2n.

Por otra parte, las n rotaciones ry, 0 < k < n alrededor del centro del n-gono y con angulos 2k /n
radianes son todas distintas y llevan el n-gono en si mismo, asi que todas ellas pertenecen a D,,.
También pertenecen a D, las n reflexiones en las rectas que pasan por el centro del n-gono y por
cada uno de los vértices y de los puntos medios de las aristas. En total hemos obtenido 2n elementos
distintos de D,, asi que |D,| > 2n. Combinando con la desigualdad anterior vemos que |D,| = 2n.

Ya que a lo largo del curso usaremos mucho los grupos diédricos como fuente de ejemplos, ahora
fijaremos alguna notacién y haremos algunos cdlculos que simplificardn otros cdlculos futuros y nos
ayudardn a determinar D, como un grupo abstracto (en lugar de volver al contexto geométrico cada
vez que aparezca). Fijamos un n-gono regular centrado en el origen en un XY-plano y numeramos
los vértices consecutivamente desde 1 hasta n en sentido contrario a las agujas del reloj. Sea r la
rotacién con centro en el origen y angulo 27t/n radianes (en sentido contrario a las agujas del reloj).
Sea s la reflexion en el eje que pasa por el vértice 1 y el origen.

Lema. 10.1.

(1) 1, r, ..., r" ! son todas distintas y r" = 1, asi que ord(r) = n.
(2) ord(s) =2.

(3) s #r' paratodoi.

(4) sr' #srl paratodo0<i,j<n—1 coni# j, asi que

D, ={1,rr%...,r" s srsr?, ... sr" 1}

es decir, cada elemento se puede escribir de forma tinica como s*r/ para algiink =0,1 y0 < j <
n—1.

(5) rs =sr~'. En particular r y s no conmutan, asi que D, no es abeliano.

(6) r's =sr~" para todo 0 < i < n. Esto indica como conmuta s con las potencias de r.

Observamos ahora que la tabla completa de multiplicacién de D, puede escribirse en términos sélo
de r ys, es decir, todos los elementos de D, tienen una representacién tinica de la forma s*ri, k =0, 1
y 0 <i <n-—1,y cualquier producto de dos elementos en esta forma puede reducirse a la misma
forma usando sélo las “relaciones” (1), (2) y (6) (reduciendo todos los cdlculos médulo n). Por
ejemplo, si n =12, se tiene:

(s72)(s78) = s(r%)ré = s(sr )6 =s2r 9 =3 =12

Generadores y relaciones

El uso de los generadores r y s para el grupo diédrico muestra un modo simple y corto de hacer
célculos en D,. Andlogamente introducimos las nociones de generadores y relaciones para grupos
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arbitrarios. Es util exponer estos conceptos ahora (antes de su justificacion formal) ya que propor-
cionan formas simples de describir y hacer célculos en muchos grupos. Generadores y relaciones se
tratardn rigurosamente cuando hablemos de grupos libres.

Dado un grupo G, llamamos conjunto de generadores de G a cualquier subconjunto S € G con
la propiedad de que todo elemento de G puede escribirse como un producto finito de elementos de
S y de sus inversos. Notaremos G = (S) y decimos que G estd generado por S y también que S
genera G. Por ejemplo, el entero 1 es un generador del grupo Z = (Z, +) ya que todo entero es una
suma de un ndmero finito de copias de 1 y —1, asi que Z = (1). Otro ejemplo: Por la propiedad (4),
D, = (r,s).

Si el grupo G es finito, el conjunto S genera G si todo elemento de G es un producto finito de
elementos de S (es decir, no es necesario incluir los inversos de elementos de S).

En un grupo arbitrario G, cualesquiera ecuaciones que satisfacen los generadores se llaman relacio-
nes de G. Por ejemplo, en D, tenemos las relaciones r" =1, s> = 1y rs = sr™ . Ademds estas tres
relaciones tienen la propiedad de que cualquier otra relacién entre los elementos del grupo puede
deducirse de ellas (esto no es trivial; se sigue del hecho de que podemos decidir exactamente cuando
dos elementos del grupo son iguales utilizando sdlo esas tres relaciones).

En general, si algtin grupo G estd generado por un subconjunto S y existe una familia de relaciones,
sean estas Ry,R,,...,R,, (aqui cada R; es una ecuacion en los elementos de S U {1}), tales que cual-
quier relacién entre los elementos de S puede deducirse de ellas, llamaremos a estos generadores y
relaciones una presentacion de G y denotamos

G=(S| Ry,R,,...,R,).
Por ejemplo, una presentacién para el grupo diédrico D, es
D,=(rs| r"=1,s*=1,rs=sr").

Veremos que utilizar esta presentacién para describir D, (en lugar de volver siempre a la descripciéon
geométrica original) simplifica mucho el trabajo con estos grupos.

Otros presentaciones para grupos conocidos son las siguientes: Todo grupo ciclico finito de orden n
tiene la presentacion

C,= (x| x"=1).
y el grupo Z, x Z, tiene la presentaciéon
Zyx Ly 2V =(x,y| x*=1,y>=1, (xy)* =1).

A este ultimo grupo se le llama grupo de Klein abstracto.

Enunciamos ahora un teorema muy util, para cuya demostraciéon necesitamos de la teoria de grupos
libres y por eso la haremos mas adelante.
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Teorema. 10.2. (Teorema de Dyck)

Sea G = (ry,...,r,) un grupo finitamente generado y sean a,, . .., a, elementos de otro grupo H tales
que cualquier relacién en G satistecha por los r; también se satisface en H cuando sustituimos r; por
a; para todo i. Entonces existe un tinico homomorfismo f : G — H tal que f (r;) = a; para todo i.

Si tenemos una presentaciéon para G = (rq,...,r, | wy,...,w,,), sélo tenemos que comprobar las
relaciones w,...,w,, para los a;, ya que toda otra relacién en G se deduce de estas.

SiH = (a,,...,a,), entonces f essuprayectiva. En este caso, si ademds |H| = |G| son finitos, entonces
f es un isomorfismo.

El resultado inverso también es cierto y mas facil de demostrar:

Teorema. 10.3.

Sea G = (ry,...,r,) y sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Llamamos a; = f(r;), i =
1,...,n. Entonces cualquier relacion en G que satisfagan los r; también se satisface en H tras la
sustitucion de r; por a; paracadai=1,...,n.

Grupos poliédricos

En el espacio euclideo de dimensién tres son interesantes los grupos finitos asociados con los po-
liedros regulares. Vamos a determinar los grupos de rotaciones de cada uno de ellos (es decir, el
grupo de todas las rotaciones del espacio que dejan fijo a un poliedro regular). Obsérvese que cada
rotacion esta totalmente determinada por la imagen de dos vertices adyacentes (es decir, unidos por
una arista).

El grupo del tetraedro

Llamamos G, al grupo del tetraedro. Nuestro objetivo es determinar el orden y una presentacion
para Gg.

Un tetraedro regular tiene cuatro vértices, seis aristas y cuatro caras. Una rotacion suya debe enviar
un vértice en otro vértice, asi que las posibilidades como imagen de un vértice fijo son cuatro. Una
vez conocida la imagen de un vértice, otro adyacente a él sdlo tiene tres posibilidades para la imagen,
asi que en total el nimero maximo de rotaciones del tetraedro es 4 x 3 = 12.

Vamos a describir ahora 12 rotaciones distintas del tetraedro:

= En primer lugar tenemos la identidad, tinica rotacién de orden 1.
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Figura III.1: El tetraedro
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» Cada recta que une un vértice con el centro de la cara opuesta es un eje de simetria de orden
tres, es decir, que alrededor de cada una de ellas hay dos rotaciones de orden tres del tetraedro.
Ya que existen cuatro de tales rectas, tenemos en total 2 - 4 = 8 rotaciones de orden tres.

= Alrededor de cada recta que une los centros de dos aristas opuestas existe una rotacién con
angulo 7 radianes que lleva el tetraedro en si mismo. Como existen seis aristas (que forman
tres pares de aristas opuestas), obtenemos tres rotaciones de orden dos.

Sumando vemos que hemos obtenido 1 + 8 + 3 = 12 rotaciones distintas, asi que |G,| = 12. Poste-
riormente veremos que G, = A,, el grupo alternado sobre cuatro elementos.

Para determinar una presentaciéon numeramos los vértices del tetraedro: Llamamos 1 a uno de ellos
y a los otros 2,3,4 en sentido antihorario vistos desde 1.

= Sea x la rotacién de orden tres que fija4 yllevalen 2,y
= sea y la rotacion de orden tres que fija 1 y lleva2 en 3.

Un poco de cdlculo muestra que xy es la rotacién de orden 2 que intercambia 1 y 2 y un poco mas
de célculo muestra que todas las rotaciones pertenecen al grupo (x, y), asi que un candidato para la
presentacién es

Gi=(x,y|x*=1, y*=1, (xy)*=1) (II1.1)

Ma4ds adelante veremos que el grupo dado por la presentacién anterior tiene como maximo doce
elementos, asi que efectivamente, esta es una presentacion para el grupo del tetraedro.

El grupo del cubo

Llamamos G al grupo de todas las rotaciones que dejan fijo a un cubo 6 hexaedro regular, de ahi el
subindice.

El hexaedro tiene ocho vértices, doce aristas y seis caras. Las posibles imdgenes de un vértice determi-
nado son ocho, y una vez fijada esta imagen, las posibilidades de la imagen de un vértice adyacente
son solo tres, asi que |G| < 83 = 24.
Vamos a describir diversas rotaciones:

= En primer lugar tenemos la identidad, dnica rotacién de orden uno.

= Cada recta que une los centros de dos caras opuestas es un eje de rotacién cuaternario, al que
pertenecen la identidad, dos rotaciones de orden cuatro (las de dngulo /2 y —7/2) y una
rotacion de orden dos (la de dngulo 7). Como existen tres des estas rectas (porque hay tres
pares de caras opuestas), en total hemos descrito seis rotaciones de orden cuatro y tres de
orden dos.

= Cada recta que une pares de vértices opuestos es un eje de rotacion ternario. Ademds de la
identidad, tal eje determina dos rotaciones de orden tres, asi que en total tenemos 4-2 = 8
rotaciones de orden tres.

= Cada recta que une los puntos medios de aristas opuestas es un eje de rotaciéon binario, que
determina una rotacién de angulo . Como hay 12/2 = 6 pares de aristas opuestas, hemos
encontrado otras seis rotaciones de orden dos.
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Figura II1.2: El hexaedro o cubo

En total tenemos 1 + (6 + 3) + 8 + 6 = 24 rotaciones distintas, asi que |G¢| = 24. Luego veremos que
Gg = S,, el grupo simétrico sobre cuatro elementos.

Numeramos los vértices de una cara en sentido antihorario como 1, 2, 3, 4.
= Sea x la rotacién de orden 4 que lleva 1 en 2,y
= sea y la rotacién de orden 3 que fija 1y lleva 2 en 4.

Es rutina comprobar que xy es la rotacion de orden dos que intercambia 1 con 2. También es rutina
(v largo) comprobar que G, = (x, y). Esto nos lleva a suponer que
Ge={(x,y| x*=1,y*=1,(xy)*=1)

es una presentacidon de G¢. Un poco de cdlculo muestra que el grupo definido por dicha presentacién
tiene como maximo 24 elementos, con lo que vemos que efectivamente es un presentacién de Gg.

El grupo del icosaedro

Llamamos G, al grupo del icosaedro. Un icosaedro tiene en total 12 vértices, 30 aristas y 20 caras.

describir rotaciones:

Cada vértice tiene cinco adyacentes, asi que tenemos 12 posibilidades como imagen de un vértice
arbitrario y cinco como imagen de un vértice adyacente. En total |G,q| < 12 x 5 = 60. Vamos a

= Sélo hay una rotacién de orden uno, la identidad.

» Cada recta que una un par de vértices opuestos es un eje de simetria quinario, al que pertenecen

cuatro rotaciones de orden 5 (ademads de la identidad). Existen seis de tales rectas, asi que
hemos encontrado 6 - 4 = 24 rotaciones distintas de orden cinco.

de orden tres.

= Las rectas que unen los puntos medios de caras opuestas son ejes ternarios de simetria. Cada
una de ellas determina dos rotaciones de orden tres, en total 10 x 2 = 20 rotaciones distintas

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos
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Figura II1.3: El icosaedro

= Finalmente, las rectas que unen puntos medios de aristas opuestas son ejes binarios. Cada una
determina una rotacion de orden dos, en total 15 rotaciones de orden dos.

Sumando todo hemos obtenido 1+ 24+ 20+ 15 = 60 rotaciones distintas y por tanto |G,,| = 60. Ya
veremos que G,, = As, el grupo alternado sobre cinco elementos.

Una presentacién para este grupo viene dada por
G20 = <x)y |;X5 = 17 J’S = 1; (X.y)z = 1>

como puede comprobarse en dos pasos: Llamamos 1 a uno de los vértices y sucesivamente 2, 3, 4,
5, 6 a los cinco adyacentes a 1, en sentido antihorario vistos desde 1. Sea x la rotacién de orden
cinco que fija 1 y lleva 2 en 3, y sea y la rotacion de orden tres que lleva 1 en 6 y 6 en 2. Entonces se
comprueba que xy es la rotacién de orden dos que intercambia 1 con 2, asi que (xy)* = 1. Ademds
se comprueba que G,, = (x, y).

El 4ltimo paso consiste en ver que el grupo definido por la presentacién anterior tiene como maximo
60 elementos. Mds adelante lo veremos.

Importancia de estos grupos

Ademads de los descritos, existen otros dos poliedros regulares: El octaedro (que tiene seis vértices,
doce aristas y ocho caras triangulares) y el dodecaedro (que tiene veinte vértices, treinta aristas y
doce caras pentagonales). Los cinco poliedros regulares se conocen también como sélidos plato-
nicos. (En el didlogo de Platén titulado Teeteto se cuenta que ésta es la lista completa de todos los
poliedros convexos regulares posibles. Teeteto es el hombre que descubrié y demostro este resultado.
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Su demostracion se recoge en el libro XIII de los Elementos de Euclides y mas o menos es la que se
expone en la ensefianza elemental).

Pero estos poliedros se agrupan como pares de poliedros reciprocos que tienen el mismo grupo: Si
unimos los puntos medios de un cubo obtenemos un octaedro regular (que esta fijo para el mismo
grupo que el cubo) y viceversa, asi que el grupo del octaedro es el mismo del cubo. Igualmente, si
unimos los puntos medios de las caras de un icosaedro regular obtenemos un dodecaedro regular,
que tiene el mismo grupo que el icosaedro (Si unimos los puntos medios de las caras de un tetrae-
dro regular obtenemos otro tetraedro regular). Asi que los grupos G,, Gg ¥ G, son los tnicos que
aparecen como grupos de rotaciones de sdlidos regulares.

Podemos considerar también los diedros regulares. Son poliedros que tienen dos caras (que son
poligonos regulares). Son poliedros degenerados porque no encierran ningin espacio y ambas caras
coinciden, pero su definicién combinatoria tiene sentido. Sus grupos de rotaciones son los grupos
diédricos D, (de aqui les viene el nombre a estos grupos).

El interés de listar estos grupos estriba en que la lista es completa. En [ 5, seccion 3.6], se demuestra:

Proposicion. 10.4.
Todo subgrupo finito del grupo de rotaciones del espacio euclideo de dimension tres es isomorfo a
un grupo ciclico C,,, un grupo diédrico D, o uno de los grupos poliédricos G,, Gg, Goq.

Una cuestion pertinente ahora seria describir los grupos de simetrias (rotaciones y reflexiones) de un
poliedro regular. La respuesta es muy facil basandonos en el siguiente lema que se puede demostrar
cuando estudiemos los grupos de matrices.

Lema. 10.5.
Sea t la reflexion central en un punto O del espacio euclideo. Entonces t conmuta con toda rotacion
cuyo eje pase por O.

Sea G cualquier subgrupo finito del grupo euclideo y sea H el subgrupo de todos los movimientos
directos (rotaciones). Si G 2 H existe un movimiento inverso en G, y es facil demostrar que [G :
H] =2y por tanto G > H.

Sea G el grupo de todas las simetrias (directas e inversas) del cubo o del icosaedro. La reflexiéon
central t en el centro del poliedro pertenece a G (y estd en su centro). Sea K = (t). Entonces G > G,
(n=606200yG>K,G,NK=1yG=G,K.Luego G =G, xK es el producto directo interno.
Para el tetraedro, la reflexién en el centro no lo deja fijo, y por tanto el proceso anterior es falso. Mas
adelante veremos que el grupo de todas las simetrias del tetraedro tiene orden 24 y es isomorfo al
grupo simétrico S,.
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Grupos de matrices.

Sea F un cuerpo arbitrario. Llamamos M, (F) al conjunto de todas las matrices cuadradas n x n con
coeficientes en F. En este conjunto se definen una suma y un producto, respecto a los cuales M, (F)
es un anillo con elemento uno igual a la matriz I.

Nos interesa el grupo multiplicativo de este anillo. Lo representamos por GL,(F) y lo llamamos grupo
lineal general de orden n de F. Sus elementos son las matrices cuadradas que tengan inverso. Es
conocido el siguiente resultado:

Lema. 10.6.

Para toda matriz A € M,(F) son equivalentes:

(a) Existe B € M,(F) tal que AB =1 = BA.

(b) det(A) # 0.

(c) Las filas de A son linealmente independientes sobre F.

(d) Las columnas de A son linealmente independientes sobre F.

Sea V = F" un espacio vectorial de dimensién n sobre F. Para cada eleccién de una base v,,...,v,
existe un isomorfismo Aut(V) = GL,(F), por lo que tendemos a identificar estos dos grupos, pero
icuidado! el isomorfismo no es candnico, sino que depende de la base.
Los grupos de matrices estdn intimamente ligados a la Geometria, Asi por ejemplo, los grupos polié-
dricos que hemos visto pueden representarse por grupos de matrices. Por ejemplo, escojamos como
base en R® un sistema donde el origen esté en el centro de un cubo regular y los tres ejes sean
perpendiculares a las caras del cubo, correspondiendo el vértice 1 al punto (1,1,1) y él vértice 2 al
punto (—1,1,1). Es facil ver que la matriz que corresponde a la rotacién x de orden 4 citada en la
presentacién (II1.1) es

010

A=1-100
001

y la que corresponde a la rotacién y de orden tres citada también en la presentaciéon (I11.1) es

010
B=|(001
100
Ahora es muy facil ver que
001
AB=|0-10
100

es de orden 2 y que el grupo (A, B) tiene orden 24. En general es mas mecanico (y menos intuitivo)
hacer célculos en GL;(R) que directamente en los grupos de transformaciones geométricas.
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Se ha considerado a los grupos de matrices y a los grupos simétricos como el espejo al que referir
los grupos abstractos. Por ello son muy importantes los homomorfismos de un grupo abstracto G a
un grupo de matrices GL,(F). Tales homomorfismos se llaman representaciones lineales del grupo
G y son objeto de estudio en un curso de Algebra mas avanzado. Existen teoremas sobre grupos
abstractos que actualmente sélo se saben demostrar a través de la teoria de representaciones.

Otra utilidad importante de los grupos de matrices es proveer ejemplos de grupos finitos. Sea F
un cuerpo finito con g elementos. Veamos cual es el orden de GL,(F): Sea A € GL,(F) arbitraria.
Por el Lema (10.6.), la primera fila puede ser cualquier vector no nulo de F", es decir que hay
q" — 1 posibilidades. Una vez fijadas las primeras i filas, la (i + 1)-ésima puede ser cualquier vector
de F" que no pertenezca al subespacio generado por las i primeras (que es de orden F!). Asi que
para esta fila tenemos q" — q' posibilidades. En total el niimero de matrices distintas de GL,(F) es
|GL,(P) = (¢"—1)(q"—q)...(q"—q" ).

Por ejemplo, | GL,(Z,)| = (22 —1)(22—2) =6 y | GL5(Z,)| = (2° — 1)(23 — 2)(2% — 2%) = 168.

Para cualquier cuerpo F y cualquier n > 0 la aplicacién det : GL,(F) — F* que asigna a cada matriz
A su determinante det(A) es un homomorfismo de grupos (ya que el determinante de un producto de
matrices es el producto de los determinantes de los factores). Su nucleo es un subgrupo interesante
que recibe un nombre especial:

SL,(F) = {A€ GL,(F) | det(A)=1}.

Se llama grupo unimodular o grupo lineal especial del cuerpo F en dimensiéon n. Como es el
ntcleo de un homomorfismo, es un subgrupo normal de GL,,(F). El primer teorema de isomorfismo
nos dice que GL,(F)/SL,(F) = F*. Si |F| = q es finito tenemos para el orden que

|SL(F)| = ——(¢" = 1)(@" ). (" — ")
qg—1

Existen otros subgrupos (iy grupos cocientes!) interesantes de GL,(F) como los grupos ortogonal
y simpléctico (y los grupos proyectivos general y especial) y cada uno de ellos merece un estudio
propio. Se conocen como los grupos cldsicos y se les han dedicado varios libros. Para una primera
aproximacion, véase [2]

El grupo cuaternio

El grupo cuaternio se puede definir como un grupo de matrices. En el grupo GL,(C) consideramos
las siguientes matrices:

(0= (5T = (5 = (&)

Es facil comprobar que el conjunto Q, = {1, +i,+j, £k} es cerrado para el producto, asi que forma
un subgrupo de orden ocho de GL,,(C). Se llama grupo de los cuaternios. La tabla de multiplicacién

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara



98 CAP III. PRESENTACION DE UN GRUPO

puede escribirse a partir de los productosi-i =—1,j-j=—1,i-j =k, j-i = —k, los cuales nos
dicen que —1,k € (i, j). Como i ! = —i y j~! = —j, podemos escribir la presentacién:

Q=(i,jli*=1j*=ijij =i")

Nétese que Q, no es abeliano

Grupos ciclicos.
El grupo C, = (x| x*=1)

Sélo tiene un subgrupo propio de orden dos que es (x?)

El grupo Cg = (x| x8=1)

Tiene un tinico subgrupo ciclico de orden cuatro, a saber (x2?) que contiene al tinico subgrupo de
orden dos que es {x?).
Cs

(x?)

(x*)

1
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El grupo C,. = (x | x" =1), p primo

Tiene un unico subgrupo ciclico (XPH) de orden p* para cada k desde 0 hasta n. El reticulo es lineal:

El grupo C, = (x| x®=1)

Tiene un subgrupo ciclico de orden tres, (x?), y otro subgrupo ciclico de orden dos, {x3).
Ce
e
(x?)
\ (x%)
e
1

El grupo C;, = (x | x2=1)

Tiene un subgrupo propio de cada uno de los 6rdenes seis, cuatro, tres y dos que son respectivamente
(x2), (x3), (x*) v (x®). El grupo (x!) contiene al (x’) si, y sélo si, i divide a j. Por tanto el reticulo
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de subgrupos es el siguiente:

Otros grupos abelianos
El grupo de Klein C, x C, = (a,b | a> =b*=1, ab = ba)

Tiene tres subgrupos de orden dos: {(a), (b) y (ab).

/\

(a) (ab)

\/

El grupo C, x C, = {a,b| a*=b*=1, ab = ba)

Este grupo tiene orden ocho y tres subgrupos de orden cuatro: {(a,b) =V, (a) £ C, y {(ab) = C, y
todo subgrupo propio esta contenido en uno de estos.

(a,b)

N

(a) {ab) (a*,b)

NI N

(a*) (a*b) (b)

L7
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El grupo C, x C, x C, = {a,b,c | a*=b*=c*=1, ab = ba, ac = ca, bc =cb)

Es un grupo de orden ocho que contiene siete subgrupos de orden cuatro y siete subgrupos de orden
dos. Cada subgrupo de orden cuatro contiene tres subgrupos de orden dos y cada subgrupo de orden
dos esta contenido en tres subgrupos de orden cuatro.

El grupo C, x C, = {a,b| a®=b%=1, ab = ba)

El orden es 12. Tiene tres subgrupos de orden seis, todos ellos ciclicos, a saber: {a), (ab) y (a®b), y
un tnico subgrupo de orden cuatro: (a®, b) = V. Todo subgrupo propio est4 contenido en uno de los
citados.

G

(a) 4&%\
(a®,b)
(a®)

(a®) (a®b) {b)

\

1
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El grupo Cy x C, = {a,b| a® =b*=1, ab = ba)

Este grupo tiene orden dieciséis y tres subgrupos de orden ocho: (a*,b) = C,x C,, (a) = Cg y
{(ab) = Cg y todo subgrupo propio esta contenido en uno de estos.

(a, D)

IR

(@) (ab) (a*,b)

NN

(a*) (a®b) (a*,b)
(a*) (a*b) (b)

e

N

1

Elgrupo C, xC,=(x,y | x*=y*=1, yx = yx)

Tiene tres subgrupos de orden ocho: (x, y?), (x?,xy) y (x?, y). Cualquier otro subgrupo est4 conte-
nido en uno de éstos.
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El grupo cuaternio

Tiene tres subgrupos de orden cuatro: (i), (j) y (k), todos ellos ciclicos, que tienen en comun al tinico

subgrupo de orden dos que es (—1).

Grupos diédricos
El grupo D; = (p,7| p°=1°=1,pt=71p"")

= Subgrupos de orden tres: C; = (p).

» Subgrupos de orden dos: K; = (1), K, = (tp), K3 = (tp?).

D,

El grupo D, ={p,7 | p? =1*=1, pt=1p""), p primo

= Subgrupos de orden p: C, = (p)

= Subgrupos de orden dos: K; = (1), K, = (7p), ..., K, = (tp?™")
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El grupo D, = (p,7| p*=1*=1, pr=71p7")
» Subgrupos de orden cuatro: C, = (p) (ciclico), V; = (p?, ) (Klein), V, = (p?, 7p) (Klein).

» Subgrupos de orden dos: C, = (p?), K, = (1), K; = (tp), K, = (1p?), K3 = (tp3).

D,

Vl/C4\V2
< NN
N /

Cy
1
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El grupo D= (p,7 | p®=12>=1,pr=71p})
= Subgrupos de orden seis: Cs = (p), D) = (p?,7), D = (p?,tp).
» Subgrupos de orden cuatro: V; = (p3, 1), V, = (p3,7p), V5 = (03, 7p3).
» Grupos de orden tres: C; = (p?).

= Grupos de orden dos: K, = (1), K; = (1p), K, = (1p?), K3 = (1p°), K, = (1p*), Ks = (1p°),
G, = <P3>-

D

D;/ %\z@%
/ )

V3
K, &C Ky K
8
3

)

1

El grupo Dy = (p,7| p®=1*=1, pt=71p7")

D

6

2

2
(p%7) {p

L
N

%% (t,p%) (p?) (% p% (Tp% p*)

Obsérvese que es un grafo no planar (es decir, no puede dibujarse en un plano sin que se crucen
algunas lineas).
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Otros grupos de orden 12

En total existen cinco grupos no isomorfos de orden 12. Dos son abelianos: C;,, C¢ X C, y tres no
abelianos. De estos ultimos ya hemos visto Dy. Veamos los otros dos:

El grupo alternado A,

Tiene un tnico subgrupo de orden cuatro que es el grupo de Klein original V = ((12)(34), (13)(24)),
isomorfo a C, x C, y cuatro subgrupos de orden tres. El diagrama de subgrupos es:

((123)) ((124)) ((134) ((234)

(1 2)(34) ((13)(24) ((14)2 3)

El grupo Q; = (x,y | x =1, y*=x3, yx=x"y)

Este es el segundo de los grupos diciclicos (el primero es el cuaternio, Q,). Tiene un tinico subgrupo
de orden seis, (x) = Cq, y tres subgrupos de orden cuatro: (y), (xy), (x?y), todos ellos isomorfos a
C,. Cualquier grupo propio estd contenido en una de los citados. El diagrama de subgrupos es:

x)/

G
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Otros grupos de orden 16

Existen cinco grupos abelianos de orden 16 y nueve no abelianos. En las secciones anteriores hemos
visto los reticulos de C;4, Cg x C, ¥ Dg. Veamos alguin otro

El grupo QDg = (p, 7| p®=1*=1, p7=1p?)
Este grupo se llama grupo semidiédrico o grupo cuasidiédrico de orden 16. Tiene tres subgrupos

de orden ocho: {p?,7) = D,, {(p) = C3y (0%, p7) = Q,, y todo subgrupo propio estd contenido en
uno de estos tres. El grafo tampoco es planar.

QDg

(0% 7) / (o) T (ep, 0%
{(Tp? % (T,p {(p?) (tp {(Tp%)

Elgrupo G=CyxCo = (x,y | x®=y?=1,xy = yx)

Este grupo tiene tres subgrupos de orden ocho: (x?,y) = C, x C,, (x) = Cgy (xy) = Cg y todo
subgrupo propio esta contenido en uno de estos tres.
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Que también puede dibujarse como

/

(xy)

A
avy

)
i \()
y
El grupo M = (u,v | u>*=v® =1, vu = uwv°)

Este grupo se llama grupo modular de orden 16. Tiene tres subgrupos de orden ocho: (u,v?) =
C, x Cy4, (v) = Cg y (uv) = Cg y todo subgrupo propio estd contenido en uno de estos tres.

AN

Obsérvese que los grupos M y Cg x C, tienen reticulos de subgrupos isomorfos, aunque ellos no son
grupos isomorfos.
Elgrupo Q, = (x,y | x®=1,x* =y, yxy 1 =x71)
Este es el cuarto grupo diciclico
» Subgrupos de orden ocho: Cg = (x), H; = (x?,y), H, = (x*,xy).

» Subgrupos de orden cuatro: C, = (x?), K, = (y), K; = {xy), K, = (x*y), K5 = (x>y).
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» Un tnico subgrupo de orden dos: C, = (x*).
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11. Ejercicios propuestos

Movimientos

Ejercicio. 11.1.

Dado un cuadrado (resp. un tridngulo 6 un poligono regular de n lados, n > 3), determina el conjunto
de los movimientos del plano que lo aplican en si mismo.Demostrar que junto con la composicion el
conjunto de estos movimientos forma un grupo.Los grupos resultantes se llaman grupos diédricos ¢
grupos de isometrias, y se representan por D,, D; y D,, respectivamente.

Ref.: 3303e_001 SOLUCION

Ejercicio. 11.2.
Calcula la tablas de los grupos de isometrias Dy, D,, Ds y Ds.

Ref.: 3303e_002 SOLUCION

Ejercicio. 11.3.
Determina los grupos de isometrias de las siguientes figuras:

Ref.: 3303e_003 SOLUCION

3303-09.tex
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Ejercicio. 11.4.

Demuestra que el conjunto de rotaciones respecto al origen del plano afin euclideo, junto con el
conjunto de simetrias respecto a las rectas que pasan por el origen es un grupo. Demuestra que el
conjunto de las rotaciones es un subgrupo suyo y que no lo es el conjunto de las simetrias.

Ref.: 3303e 014 SOLUCION

Matrices

Ejercicio. 11.5.
Demuestra que el siguiente conjunto de matrices

{(07)-(0 1) (022)-(o 2

junto con la operacion producto de matrices, es un grupo abeliano, y prueba que es isomorfo al
grupo de Klein.

Ref.: 3303e_004 SOLUCION

Ejercicio. 11.6.

Sea G el conjunto de todas las matrices de la forma (g f), donde a,b,c €R y ac # 0.

(1) Demuestra que G es un subgrupo de GL(2, F), y que el conjunto H de todos los elementos de G
cona =c =1 es un subgrupo de G isomorfo a R*.
(2) Determina los elementos de orden dos de G.

Ref:: 3303e 021 SOLUCION

Numeros complejos
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Ejercicio. 11.7.

Llamamos U, al conjunto de los nimeros complejos que son raices n—ésimas de la unidad, esto es,
U,={z € C| 2" = 1}. Demuestra que U,, junto con la multiplicacion, es un grupo.

Ref.: 3303e_005 SOLUCION

Ejercicio. 11.8.
Consideramos el cuerpo C de los nimeros complejos. Para a, b, c,d € C, con ad — bc # 0 considera-
mos la aplicacion

ax+b

fabcd : (CU{OO}_)(CU{OO}’ deﬁnjdaporfabcd(x): )
T T cx +d

fa,b,c,d(oo) =z .Vfa,b,c,d(z) = 00,

en donde cz +d = 0. Demuestra que el conjunto {f, .4 | ad — bc # 0}, junto con la composicién
de aplicaciones, es un grupo.

Compara con el Ejercicio (4.14.).
Ref.: 3303e 006 SOLUCION

Ejercicio. 11.9.

Demostrar que la aplicacién f : Rt — C* definida por f (x) = e** es un homomorfismo de grupos.
Determinar la imagen y el niicleo. Hacer lo mismo para la restriccién a Q™.

Ref.: 3303e_023 SOLUCION

Ejercicio. 11.10.

Se consideraC, ={z € C| ||z| =1}.

(1) Demostrar que C,, con la multiplicacidn, es un grupo.

(2) Demostrar que si C, es un grupo ciclico finito de orden n, entonces existe un monomorfismo
c,— C,.

(3) Demostrar que C, no es un grupo ciclico.

(4) (Contiene C, algun subgrupo ciclico infinito?

(5) Sia, b € C, son de orden finito, demostrar que {(a, b) es un grupo ciclico. ¢Cudl es el generador?

(6) Demostrar que existe un monomorfismo P — C;.

Ref.: 3303e_031 SOLUCION
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Numeros racionales y reales

Ejercicio. 11.11.
Demuestra que el subconjunto

142
= { " e Q| nme Z}
1+2m
es un subgrupo del grupo multiplicativo Q™.
Ref.: 3303e_009 SOLUCION

Subgrupos

Ejercicio. 11.12.
Sea G un grupo finitamente generado y H C G un subgrupo de indice finito. Demuestra queH es
también un grupo finitamente generado.

Ref.: 3303e_007 SOLUCION

Ejercicio. 11.13.
Sea G un grupo abeliano. Demuestra que el conjunto de los elementos de G de orden finito es un
subgrupo de G al que llamaremos subgrupo de torsion de G.

Ref.: 3303e 012 SOLUCION

Ejercicio. 11.14.
Siguiendo con la notacion del ejercicio ??, determinar los elementos f € X tales que f" = 1.

Ref.: 3303e 015 SOLUCION

Subgrupos normales y grupos cocientes
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Ejercicio. 11.15.
Si A es un grupo abeliano, para cada grupo G se define en Hom(G,A) la operacion:

(f +2)(x)=f(x)+ g(x), para cada x € G.

(1) Prueba que Hom(G,A) es un grupo abeliano.
(2) Determinar los siguientes grupos:

Hom(Z,Z); Hom(Z,Z/nZ); Hom(Z/nZ,Z); Hom(Z/nZ,Z/mZ).

Ref.: 3303e 022 SOLUCION

Ejercicio. 11.16.
¢En un grupo no abeliano existen subgrupos abelianos no triviales? ¢Y cocientes?

Ref.: 3303e_026 SOLUCION

Producto directo de grupos

Ejercicio. 11.17.
Sean G, H y K grupos. Demostrar que:

(1) HxK =K x H.
(2) GXx(HxK)=ZEGxHxK=(GxH)xK.

Ref.: 3303e_086 SOLUCION

Ejercicio. 11.18.
Sean H =J yK = L. Demostrar que H x K =J x L

Ref.: 3303e_087 SOLUCION
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Ejercicio. 11.19.

Sea G un grupo y sea f : G — G un endomorfismo tal que f?> = f e Im(f) < G.Demuestra que
G =Im(f) x Ker(f).

Ref.: 3303e_032 SOLUCION

Ejercicio. 11.20.
Sea G un grupo tal que G = H x K, para H y K subgrupos de G.Si H' > H y K’ > K son subgrupos
normales.

(1) Demuestra que H' x K’ > G es normal.
(2) Identificando H' con H' x {1} y K’ con {1} x K’, demuestra que G/(H'K')=£ H/H' x K/K'.

Ref.: 3303e_033 SOLUCION

Ejercicio. 11.21.
Sean H,K dos grupos y sean H; < H, K; < K. Demostrar queH, x K; < G y que

HxK H K
H,xK, H, K,

Ref: 3303e 090 SOLUCION

Ejercicio. 11.22.
Sea{G; | i € I} una familia de grupos yJ C I un subconjunto. Definimos una aplicacidnf : [ [, G, —
[ I, G: mediante
f((xj)j) = idi>
cony;,=x; paratodoicJ ey, =esiiel\J.
Demuestra que f es un homomorfismo de grupos y que [ [, G;/Im(f) = l_[I\J G;.
Ref.: 3303e_037 SOLUCION
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Ejercicio. 11.23.
Sea {G; | i € I} una familia de grupos. Consideramos

A= {(xi)i € l—[Gi | x; # e para un numero finito de i GI}.

(1) Demuestra que A es un subgrupo normal de [ |, G;;
(2) Demuestra que para cada j € I la aplicacién g; : G; — A, definida g;(x) = (x;);, con

x:{e sii#j

X iy es un homomorfismo de grupos.

Ref.: 3303e_038 SOLUCION

Ejercicio. 11.24.
Sea G un grupo abelianoy f : H— G, g : K — G dos homomorfismos de grupos.
(1) Demuestra que existe un tinico homomorfismo de grupos d : H x K — G que extiende a f y a

g.
(2) Da un ejemplo de que este resultado no es cierto cuando G no es abeliano.

Ref.: 3303e_039 SOLUCION

Ejercicio. 11.25.

Sean H y K son grupos y sea G = H x K el producto directo.

(1) SiH' CH yK’' CK son subgrupos, demuestra que H' x K’ es un subgrupo de G.
(2) Para cada subgrupo S de G definimos

Hs={he€H| existek €K tal que (h,k) € S}
Ks={k €K | existeh e H tal que (h,k) € S}

Demuestra que Hg y Ky son subgrupos de H y K respectivamente y que Hg x Ky es el menor
subgrupo de la forma H' x K’ contenido en S.
(3) Da un ejemplo que pruebe que no todo subgrupo de G es de la forma H' x K'.

Ref.: 3303e_040 SOLUCION
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Ejercicio. 11.26.
Sean H,K,L,M grupos tales que H x K = L x M. ¢{Es necesariamente H=L yK =M ?

Ref.: 3303e_088 SOLUCION

Automorfismos

Ejercicio. 11.27.

Sea G un grupo tal que Aut(G) = {1}. Demostrar que entonces G es abeliano y que cada elemento
de G es de orden 2. Si ademds G es finito, demostrar que G tiene orden uno 6 dos.

Ref.: 3303e_036 SOLUCION

Ejercicio. 11.28.
Demostrar que el conjunto de todos los automorfismos de un grupo G (con la composicién deapli-
caciones) forma un grupo, que se denota por Aut(G).

Ref.: 3303e_071 SOLUCION

Ejercicio. 11.29.

Sea G un grupo. Demostrar,

(1) Si6 :Z, — G es un homomorfismo con 6(1) = x, entoncesord(x) | n y 8(k) = x* para todo
0<k<n-—1.

(2) Paracada x € G tal que ord(x) | n existe un tinico homomorfismo0, : Z, — G tal que 6,(1) = x.

(3) Six € G es tal que ord(x) | n, entonces el homomorfismo0, : Z, — G es monomorfismo si y
solo si ord(x) = n.

(4) Existe un isomorfismo de grupos

U(Z,) = Aut(Z,)

definido por ¥ — f;, 1 < r < n, mcd(r,n) =1, donde
fR)=rk=rk kez,
En particular, Aut(Z,) es un grupo abeliano de orden ¢ (n).

Ref.: 3303e 072 SOLUCION
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Ejercicio. 11.30.
Grupos de automorfismos.

(1) Describe explicitamente el grupo Aut(Zs).
(2) Demuestra que Aut(Zg) es isomorfo al grupo de Klein Z, x Z,.

Ref.: 3303e 073 SOLUCION

Ejercicio. 11.31.
Demostrar que
Aut(Z) = {id,—id} = zZ, ,

donde —id(n) = —n para cada n € Z.
Ref.: 3303e_074 SOLUCION

Ejercicio. 11.32.
Sea G un grupo.

(1) Demostrar que para cada a € G la aplicacién ¢, : G — G definida por p,(x) = axa™' es un

automorfismo de G, que se llama automorfismo interno o de conjugacion de G definido por a.
(2) Demostrar que la aplicacion G — Aut(G), a — ¢, es un homomorfismo.
(3) Demostrar que el conjunto de automorfismos internos de G, que se denota Int(G), es un sub-
grupo normal de Aut(G).
(4) Demostrar que G/Z(G) = Int(G).
(5) Demostrar que Int(G) =1 si y solo si G es abeliano.

Ref.: 3303e_075 SOLUCION

Ejercicio. 11.33.
Demostrar que el grupo de automorfismos de un grupo no abeliano no puede ser ciclico.

Ref.: 3303e_076 SOLUCION
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Ejercicio. 11.34.
Sea f un automorfismo de un grupo G. Sea Fix(f)={x € G| f(x) = x}.

(1) Demostrar que Fix(f) es un subgrupo de G, que se llama el SUBGRUPO DE ELEMENTOS FI1JOSde
f.

(2) Sea f = ¢, el automorfismo interno definido por a. (Cual es el subgrupo de elementostijos de

f?

Ver Ejercicio (9.10.).
Ref.: 3303e 077 SOLUCION

Ejercicio. 11.35.
Sea G un grupo finito tal que existe un f € Aut(G) que verifica f?> = id; y que Fix(f) = 1.
(1) Demostrar que la aplicacién x — x~ f(x) establece una biyeccién de G en sf mismo.

(2) Demostrar que f es necesariamente definido por f(a) =a™.
(3) Demostrar que G es abeliano.

Ref.: 3303e 078 SOLUCION

Ejercicio. 11.36.
Sean H y K grupos. Consideramos Aut(H) x Aut(K) < Aut(H x K), donde cada(f, g) € Aut(H) x
Aut(K) es visto como el automorfismo de H x K tal que(f, g)(h,k) = (f (h), g(k)).

(1) Demostrar que si H y K son grupos finitos tales que mcd(|H|, |K|) = 1 entonces para cada¢ €
Aut(H x K), se verifica que p(Hx1)CHx1y¢(1xK)C1xK.
(2) Demostrar que si H y K son grupos finitos tales que mcd(|H|, |K|) = 1 entonces

Aut(H) x Aut(K) = Aut(H x K).

Ref.: 3303e 098 SOLUCION

Subgrupo conmutador
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Ejercicio. 11.37.
Dados dos elementos x,y € G el conmutador de x e y es el elemento [x,y]=xyx 'y L.

El subgrupo conmutador 6 subgrupo derivado de G, G' = [G,G], es el subgrupo generado por
todos los conmutadores de elementos de G,

G'=[G,G]=([x,y]| x,y €G).

(1) Demuestra que [x,y]™' = [y, x].

(2) Demuestra que todo elemento z € [G, G] es de la forma z =[x, y,]-[x,, ¥,], un producto de
conmutadores.

(3) Demuestra que para todo grupo G el conmutador [G,G] es un subgrupo normal de G.

(4) ¢Cudndo es[G,G]=17?

Ref.: 3303e_050 SOLUCION

Ejercicio. 11.38.
Abelianizado.

(1) Demostrar que el cociente G/[G,G] es un grupo abeliano.

(2) Sea f : G — A un homomorfismo de grupos arbitrario con A abeliano. Demostrar que [G,G] C
Ker(f). Concluir que existe un tinico homomorfismo f : G/[G,G] — A tal quef (a[G, G]) = f (a),
para todoa € G.

(3) Sea H < G un subgrupo normal. Demostrar que G/H es abeliano si y solo si [G,G] C H.

Ref.: 3303e_051 SOLUCION

Ejercicio. 11.39.
Determinar el subgrupo conmutador de los grupos S;, A4, Dy ¥ Q.

Ref.: 3303e_052 SOLUCION
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Ejercicio. 11.40.
Demostrar que paran > 3 el derivado de S,, es A,,.

Ref.: 3303e_053 SOLUCION

Ejercicio. 11.41.
Demuestra que, paran > 3, A, es el tnico subgrupo de S,, de orden n!/2.

Ref.: 3303e 054 SOLUCION

Ejercicio. 11.42.
Demostrar que para cualesquiera dos grupos G y H se verificaque

(1) Z(GxH)=Z(G) x Z(H),
(2) [GxH,GxH]=[G,G]x[H,H].

Ref.: 3303e_091 SOLUCION

Ejercicio. 11.43.

Sea {G,,...,G,} una familia finita de grupos y consideramos el producto directo G = G; X - -+ X G,.
Demuestra que [G,G] =[G1,G,] x -+ X [G,, G,].
Ref.: 3303e_035 SOLUCION

Subgrupos especiales

Ejercicio. 11.44.
Dado un grupo G con centro Z(G), prueba que si G/ Z(G) es ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

Ref.: 3303e 041 SOLUCION
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Ejercicio. 11.45.
Determinar el centro del grupo diédrico D,. Observar que D,/Z(D,) es abeliano aunque D, no Io es
(comparar este hecho con el apartado (3) del Ejercicio (11.44.)).

Ref.: 3303e_042 SOLUCION

Ejercicio. 11.46.
Determinar el centro de los grupos S, yA,, n > 2 .

Ref.: 3303e_043 SOLUCION

Ejercicio. 11.47.
Determinar el centro del grupo D, ,n > 3 .

Ref.: 3303e_044 SOLUCION

Ejercicio. 11.48.
Determinar el centro del grupo Q, .

Ref.: 3303e_045 SOLUCION

Ejercicio. 11.49.
Si G es un grupo, para cualquier subconjunto S C G se llama CENTRALIZADOR de Sen G al conjunto

Cs(S)={aeG|VxeS ax =xa}l.
Y se llama NORMALIZADOR de S en G al conjunto

N;(S)={a€G|aSa'=5S}.
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(1) Demostrar que el centralizador C;(S) y el normalizador N;(S) son subgrupos de G.

(2) Demostrar que C;(S) es un subgrupo normal de N(S).

(3) Sea H un subgrupo de G. Demostrar que H es un subgrupo normal de N;(H)

(4) Sean H C K subgrupos de G tales que H es un subgrupo normal de K. Demostrar queK C
N;(H) (Los dos ultimos puntos caracterizan a N;(H) como el mayor subgrupo de G en el que H
esnormal).

Ref.: 3303e_046 SOLUCION

Ejercicio. 11.50.
Demuestra que C;(Z(G)) = G, y deduce que N;(Z(G)) =G.

Ref.: 3303e_047 SOLUCION

Ejercicio. 11.51.
Sea G un grupo y sea H un subgrupo suyo. ¢Cuando es G = Ng;(H)? (Y cuando es G = C;(H)?

Ref.: 3303e_048 SOLUCION

Ejercicio. 11.52.
Sea H un subgrupo de orden 2 de un grupo G. Demostrar que N;(H) = C;(H). Deducir que H
esnormal en G si y sélo si estd contenido en Z(G).

Ref.: 3303e_049 SOLUCION

Ejercicio. 11.53.
Sean H y K dos subgrupos finitos de un grupo G, uno de ellos normal. Demostrar que

|H| K| = [HK]| [HNK] .

Ref.: 3303e 061 SOLUCION
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Ejercicio. 11.54.
Sean H,K subgrupos de G y sea N un subgrupo normal de G tal que HN = KN. Demostrar que

H . K
HNN KnNN

Ref.: 3303e 062 SOLUCION

Ejercicio. 11.55.
Sea N un subgrupo normal de G tal que N y G/N son abelianos. Sea H un subgrupocualquiera de
G. Demostrar que existe un subgrupo normal K de H tal que K y H/K sonabelianos.

Ref.: 3303e_063 SOLUCION

Ejercicio. 11.56.
Sea G un grupo finito y sean H,K subgrupos de G con K normal y tales que |H| y [G : K ]son primos
relativos. Demostrar que H estd contenido en K.

Ref.: 3303e_064 SOLUCION

Ejercicio. 11.57.

Un subgrupo H de un grupo finito G se llama SUBGRUPO DE HALL si |H| y [G : H] sonprimos rela-
tivos.Sea G un grupo finito, H un subgrupo de Hall de G. Demostrar que para cualquier subgrupo-
normal K de G se verifica que H N K es un subgrupo de Hall de K y HK /K es un subgrupode Hall
de G/K.

Ref.: 3303e_065 SOLUCION
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Ejercicio. 11.58.
Sea H un subgrupo de Hall normal del grupo finito G. Demostrar que H es el tnico subgrupo deG
de orden |H|.

Ref.: 3303e 066 SOLUCION

Descomposicion de grupos

Ejercicio. 11.59.
Sean h € H y k € K dos elementos de dos grupos H y K, cuyos ordenes respectivos sonord(h) =n y
ord(k) = m (Cual es el orden de (h,k) € H x K ?

Ref.: 3303e_081 SOLUCION

Ejercicio. 11.60.
Sean H y K grupos ciclicos finitos. Demostrar que H x K es ciclico si, y sélo si, (|H|, |K|) = 1.

Ref.: 3303e_082 SOLUCION

Ejercicio. 11.61.
Demostrar que los grupos Z x Z, y Z % Z no son ciclicos.

Ref.: 3303e_083 SOLUCION

Ejercicio. 11.62.
Demostrar que los siguientes grupos no son un producto directo interno de subgrupos propios:

Ss, /. (con p primo), Z.

Ref.: 3303e_084 SOLUCION
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Ejercicio. 11.63.
En cada uno de los siguientes casos, decidir si el grupo G es o no producto directo interno delos
subgrupos H y K.

(1) G=R*,H={x1},K={x€R| x > 0}.

@ 6={(§2) e GL(R}LH ={(§?) € GL(R)}L,K = {(§ }) € GL,(R)}.
3 G=C*H={z€C| |z|=1},K={x€R| x> 0}.

Ref:: 3303e_085 SOLUCION

Ejercicio. 11.64.
Demostrar que no todo subgrupo de un producto directo H xK es de la forma H, x K, con H, subgrupo
de H y K, subgrupo de K.

Ref.: 3303e_089 SOLUCION

Ejercicio. 11.65.
Sean H,K < G tales que H N K = 1. Demostrar que G es isomorfo a un subgrupo deG/H x G /K.

Ref.: 3303e 092 SOLUCION

Ejercicio. 11.66.
Sean H y K subgrupos normales de G tales que HK = G. Demostrar que

G/(HNK)=EH/(HNK)xK/(HNK)=(G/H) x (G/K).

Ref.: 3303e_093 SOLUCION
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Ejercicio. 11.67.
Un grupo G es producto directo interno de subgrupos H yK, y N < G talqueN NH =1 =N NK.
Demostrar que N es abeliano.

Ref.: 3303e_094 SOLUCION

Ejercicio. 11.68.

Dar un ejemplo de un grupo G que es producto directo interno de dos subgrupos propios H y Ky que
contiene un subgrupo normal no trivial N tal que N NH = N NK = 1.Concluir que paraN < H x K
es posible que N # (NN (H x 1)) x (NN (K x 1)).

Ref.: 3303e 095 SOLUCION

Ejercicio. 11.69.
Producto directo interno.

(1) Sea G un grupo finito que es producto directo interno de dos subgrupos suyos H y K
conmcd(|H|,|K|) = 1. Demostrar que para todo subgrupo N < G se verifica que N es pro-
ductodirecto interno de NNH yN NK.

(2) Demostrar que si H y K son grupos finitos tales que mcd(|H|,|K|) = 1, todo subgrupo del
grupoH x K es de la forma H; xK;, conH; <H yK; <K.

Ref.: 3303e_096 SOLUCION
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Capitulo IV

Grupos libres
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Introduccidn.

12. Grupos libres

Definicion de grupo libre

Un grupo F se llama libre sobre un subconjunto X C F si para cada grupo G y cada aplicacién
f : X — G existe un tnico homomorfismo de grupos f’: F — G tal que f|;( =f.

X———F

e

|
I f’
v
G

Un hecho importante es el siguiente:

Proposicion. 12.1.
Si F es un grupo libre sobre el subconjunto X, entonces X es un sistema de generadores de F.

3304-02.tex
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DEMOSTRACION. Llamamos G al subgrupo de F generado por X, entonces existe una aplicacidn, la
inclusion, f : X — G; por ser F libre sobre X, existe un inico homomorfismo de grupos f’ : F — G
tal que f' | X = f. Ahora componiendo con la inclusién j : G < F tenemos j(f’ | X) = 1, luego

jf’ =1, j es entonces una aplicacién sobreyectivay G =F. O
X X X
N

F G F

Se dice entonces que X es un sistema de generadores libre del grupo F.
Como consecuencia de la definicion existe una cierta unicidad de los grupos libres.

Lema. 12.2.
Si F, y F, son grupos libres sobre subconjuntos X,, X, de F, y F, respectivamente, para cada aplica-
cion f : X, — X, existe un tinico homomorfismo de grupos f’ : F; — F, tal que fI;fl =f.

Ademds, si f’ es una biyeccion, entonces f es un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. La aplicacion f podemos extenderla hasta F,, la llamamos f,,, entonces existe un
unico homomorfismo de grupos f’ : F; — F, tal que fp’(1 = f,, y si restringimos el codominio a
X,, tenemos fp’(1 = f. Por la construccién f’ es el inico homomorfismo de grupos que verifica las
condiciones del enunciado.

Siademas f es un biyeccion, entonces existe g : X, — X, tal que f g =idy, y gf =idy , luego existe
un tinico homomorfismo de grupos g’ : F, — F tal que g|’X2 = g. Se verifica que f ’g|’X2 =fg=idy,
y por la primera parte f'g’ es el tinico homomorfismo de grupos que verifica esto, luego f'g’ = idp, .
De forma anéloga g’f’ = idy , y por tanto f’ es un isomorfismo de grupo.

X, L-x,4ox,Lox,
FRLor 5.F L .F

O

Vamos a extender la definicién de grupo libre para buscar nuevas aplicaciones.

SiX esun conjunto, F un grupo e i : X — F una aplicacién, decimos que F es un grupo libre sobre
el conjunto X respecto a la aplicacion i, si para cada grupo G y cada aplicacion f : X — G, existe
un tnico homomorfismo de grupos f’: F — G tal que f = f'i.

X
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Si no hacemos referencia a la aplicacion i, decimos simplemente que F es un grupo libre sobre el
conjunto X.

De la definicién se deduce que i es siempre una aplicacién inyectiva.

Lema. 12.3.
En la definicion de grupo libre la aplicacion i es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sii no es inyectiva, existen y,z € X tales que i(y) = i(z). Definimos f : X — Z,
mediante f(y) =1, f(x) =0, para todo x € X, x # y, entonces existe un homomorfismo de grupos
f': F — Z, que verifica f'i = f, luego 1 = f(y) = f'i(y) = f’i(x) = f(2) = 0, lo que es una
contradiccion. a

Como consecuencia inmediata del lema, si un grupo F es libre sobre un conjunto X respecto a una
aplicacion i, entonces es libre sobre el subconjunto i(X).

Una consecuencia del Lema 12.2. es:

Teorema. 12.4.
Dos grupos libres sobre conjuntos con el mismo cardinal son isomorfos.

El reciproco a este resultado también es cierto, pero para demostrarlo esperaremos a dar una cons-
truccion de los grupos libres.

Construccion del grupo libre

Para construir un grupo libre sobre un conjunto dado X vamos a seguir los siguientes pasos:

(1) Definimos un nuevo conjunto X’ que tiene como elementos los de X unién disjunta con {x™! |
x €X}.

(2) Llamamos M(X) al conjunto de todas las palabras de X’, esto es; el conjunto de todas las suce-

siones finitas de elementos de X’, unién con la palabra vacia
M(X)={x1xy...x,| x;€X’,1<i<n,neN}
(3) En M(X) definimos una operacion interna , que consiste en yuxtaponer palabras

(X X)) % (V1Y2 o Yim) = X1X0 - Xy Y12+ Y

Esta operacion es asociativa y tiene un elemento neutro, la palabra vacia. Tenemos pues que
(M(X),*) es un monoide no necesariamente conmutativo.
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(4) Para obtener un grupo, que es lo que deseamos, definimos en M (X) una relacion de equivalencia
R mediante:

“Dos palabras de M (X ) estdn relacionadas por R si son iguales 6 una se obtiene de la otra eliminando
6 incluyendo expresiones del tipo xx™* é x 1x, con x € X”.

(5) La operacion * es compatible con la relacion R, esto es; si p;,P»,q1,95 € M(X), p;Rq; ¥ PoRq5,
entonces (p; * p,)R(q; *q5). Luego * define en F(X) = M(X)/R una operacion interna mediante

[pl*[q]l=[px*q],

para cada p, q € M(X). Ademads esta operacion es asociativa y tiene por elemento neutro a [@],
la clase de la palabra vacia.
(6) Para ver que cada elemento tiene un inverso, sea [p] € F(X), supongamos que

p=xi"...xn,
cone; € {1,—1} C Z, para cada x; € X; definimos

_ dy d;
q=x"...x",

cond; = (—1)e; € {1,—1} C Z. Se verifica [p]*[q] = [q*p] = [&].
(7) Definimos ahora una aplicacién i : X — F(X) mediante i(x) = [x].

Teorema. 12.5.
En la situacion anterior F(X) es un grupo libre sobre el conjunto X respecto a la aplicacion i.

DEMOSTRACION. Sea G un grupoy f : X — G una aplicacién, definimos f’ : F(X) — G mediante
F/Ixox]) = f(x) ... f(x,)™, tenemos que f’ estd bién definido y es un homomorfismo de
grupos, ademas f'i = f, y f' es el inico homomorfismo de grupos que verifica esta igualdad. a

e

Los elementos de F(X) podemos representarlos en vez de [xi1 ...X‘r], simplemente como xil I S
teniendo en cuenta que ahora dos palabras de X’ son iguales si estan relacionadas.

Vamos a buscar en cada clase de F(X) un elemento distinguido. Una palabra x;' ...x:n se llama
reducida si no existen en ella expresiones del tipo xx™! 6 x™'x, con x € X. Es claro que cada
elemento de F(X) tiene como representante a una palabra reducida, basta eliminar las ocurrencias no
deseadas, pero ademads en cada clase existe una unica palabra reducida, como nos indica el siguiente
teorema.

Teorema. 12.6.
En la situacion anterior cada clase del grupo F(X) tiene como representante a una tnica palabra
reducida.
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DEMOSTRACION. Dado un elemento de F(X), es claro que éste tiene como representante a una
palabra reducida, basta con eliminar una tras otra todas las ocurrencias de las expresiones xx™* 6
x~!x, con x € X. Para ver que esta palabra reducida es tinica, supongamos que una clase tiene dos
palabras reducidas p y g, siendo

— € e,
P =X ...Xn

d
q=y11...yim,

e, d; €{1,-1},1<i<n,1<j<m. Llamamos q ' ala palabra

g =y

con ¢; = (—1)d;, 1 < j < m. Tenemos [p] = [q], luego [.] = [p]*[q]™" = [p*q"]. Se verifica que p
y q son palabras distintas si, y s6lo si, p x ¢~'; después de suprimir las apariciones de xx~ !y x~!x,
para x € X; no es la palabra vacia. Luego probar que una clase contiene una tinica palabra reducida
es equivalente a demostrar que en [.] la Unica palabra reducida es la palabra vacia.

Supongamos que x;' .. .x¢, e; = £1 es una palabra reducida no vacia equivalente a la palabra vacia,
entonces para cada grupo G y cada aplicacién f : X — G, el elemento f(x;)? ... f(x,) esigual a
1. Consideramos el grupo G = S,,,; vy la aplicacion f : X — S, ,; definida por f(x) =1 si x # x;.
Para cada x; consideramos todos los ky,...,k, que verifican 1 < k; < ... < k, < nyx; = X,
1 < j <s. Definimos entonces f (x;) de forma que

flx)(kj+1)=k; si e, =1
f(xi)(kj) = kj +1 si ey, = —1

Los demads elementos permanecen fijos. Una forma de hacer esto es la siguiente:
L. Six,, —1# x;, # X, + 1, entonces aparece en f (x;) el factor (k; k; +1).
2.8ix g #F Xy, = Xpp1 = ... =Xy, F X, + 7+ 1, entonces sie,, =1, en f(x; ) f(x;,,,) aparece
el factor (k; k;+1)---(k;+rk;+r+1);ysi e, = —1, aparece el factor (k;+rk;+r+1)---(k; k;+1).
Asi definido tenemos

fx) (ki +1) = k;,
luego

fOe)? )" (n+1) = f(x))? - f ) (n) = .o = f ()7 (2) = 1,

por lo tanto no coincide con la identidad, lo que es una contradiccidn. O

Teorema. 12.7.
Sean F, y F, grupos libres sobre los conjuntos X, y X, respectivamente. Si F; y F, son isomorfos,
entonces X, y X, tienen el mismo cardinal.
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DEMOSTRACION. Basta ver que un grupo libre F determina el cardinal del conjunto X sobre el que
es libre. Consideramos el subgrupo

N=({y*’€F;y€F}).

Ya que N es un subgrupo caracteristico, es también un subgrupo normal, y ademas F /N es un grupo
abeliano en el que cada elemento tiene orden 2.

Si X es finito, por ejemplo X = {x,...,x,}, tenemos que

F/NZ{xil...Xier xij EX,l#lk Si]#k},

_ n n n n _ on _ olX|
luego|F/N|—1+(1)+(2)+...+(n_1)+(n)—2 =241

Si X es infinito, entonces | F/N |=| Px(X) |=| X |. Luego en ambos casos el cardinal de X esta
determinado por F. a

Si F es un grupo libre sobre un conjunto X respecto a la aplicacién i : X — F, entonces i(X) se
llama una base de F. El Teorema nos dice que cada dos bases de un grupo libre tienen el mismo
cardinal. Llamamos rango de un grupo libre F al cardinal de una base de F.

Otra de las consecuencias de la construccidn de grupos libres aparecen en la siguiente seccion.

Presentaciones por grupos libres

Proposicion. 12.8.
Cada grupo G es un cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo; consideramos el conjunto X = G construimos el grupo libre F(X).
Definimos una aplicacién f : X — G mediante f(g) = g para cada g € X. Por ser F(X) un grupo
libre sobre X existe un tinico homomorfismo de grupos f’ : F(X) — G tal que f’i = f. Es claro que
f’ es una aplicacién sobreyectiva. O

Sea G un grupo y S un subconjunto de G no vacio, llamamos clausura normal de S en G a la
interseccion de todos los subgrupos normales de G que contienen a S.

Lema. 12.9.
En la situacién anterior, la clausura normal de S es el subgrupo de G generado por todos los conju-
gados de los elementos de S.
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DEMOSTRACION. Llamamos N a la clausura normal de N en G, entonces para cada s € S y cada
g € G tenemos gsg ! €N, luego K = ({gsg™!| s €S, g € G}) C N. Basta entonces ver que K es un
subgrupo normal de G, sea k € K, entonces k = 5,8, ' 825:8, " &:5:8. S €S, 8 €G,1<i<r,
sea ahora g € G, entonces

gkg™ = (g81)s1(881) 7" (882)52(882) " -+ (g8 )s,(gg.) " €K.

Proposicion. 12.10.
Sea F el grupo libre sobre un conjunto X, entonces F’ (el subgrupo derivado de F) es la clausura
normal en F de {[x,y]| x,y € X}.

DEMOSTRACION. Llamamos N a la clausura normal de {[x,y] | x,y € X} en F, se verifica que
N C F’; si consideramos F /N, resulta que un sistema de generadores es {xN | x € X}, y estos
conmutan entre si, por tanto F/N es un grupo abeliano, luego F’ C N. O

Teorema. 12.11.
Sea F el grupo libre sobre un conjunto finito X = {xy,...,x,}, entonces F/F’ es el grupo abeliano
libre sobre X .

DEMOSTRACION. Llamamos G el grupo abeliano libre sobre X. Ya que G = Z",seae;, 1 <i < n, el
elemento de G que tiene 1 en el lugar i y O en el resto. Definimos f : F — G mediante f(x;) =e;,
1 <i < n.Yaque G es un grupo abeliano, tenemos F’ = [F, F] C Ker(f ). Para probar que F’ = Ker(f),
seah ¢ F/,existen y,,...,y, €X,y; #y;sii#j,y &,....8& €L ey €F'talesqueh=y{'...y%y,
entonces f(h) = f(y1)* ... f(y,)¥ # 0,y h & Ker(f). O

Presentaciones de grupos

Sea G un grupo, entonces existe un grupo libre F y un homomorfismo sobreyectivo p : F — G. Si
llamamos K = Ker(p) al nucleo de p, se verifica G = F/K. Llamamos a K el nucleo definidor de G
con respecto a F.

El teorema de Nielsen-Schreier nos asegura que cada subgrupo de un grupo libre es también un
grupo libre. En particular K es un grupo libre.

Supongamos que X es una base de F y R es una base de K, escrita en funcién de la base X, entonces
X y R determinan completamente a G, ya que determinan a F, a K y ala inclusién.
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Si consideramos la proyeccién p : F — G, entonces p(X) es un conjunto de generadores de G, y para
cada r € R se verifica p(r) = 1. Tenemos por tanto una relacion que verifican los generadores de G.
Por esta razén a los conjuntos p(X) y X se les llama sistemas de generadores de G, y al conjunto R
se les llama conjunto de relaciones de definicion de G.

El problema que surge es el siguiente: En general dado G es posible obtener un conjunto X de
generadores para G, y por tanto el grupo F. Pero la obtencién de K es mds complicada. Ya conocemos
que si S C F es un subconjunto de F, entonces S genera un unico subgrupo normal de F; su clausura
normal; entonces para determinar K basta con dar un subconjunto S € F cuya clausura normal sea
K. (Nota. En este caso K no va a ser el grupo libre generado por S.)

Dar una presentacidn de G por generadores y relaciones es dar los conjuntos X y S, y se suele escribir
G = (X | S). Por extension S se llama también el conjunto de relaciones de definicién de G.

Un grupo G se llama finitamente presentado si G = (X | S), siendo X y S conjuntos finitos.

Lema. 12.12.
Cada grupo finito es finitamente presentado.

DEMOSTRACION. Sea G ={g,...,g,} un grupo finito. Consideramos el conjunto X = {x;,...,x,} y
llamamos F = F(X) al grupo libre sobre X. Definimos una aplicacién f : X — G mediante f (x;) = g;,

i=1,...,t,ysea f’': F — G el homomorfismo inducido.
Llamamos S = {xx;x; ' | i,j,k =1,...,t; g:8; = &i}. Es claro que S C Ker(f'), y vamos a ver
que Ker(f’) es igual a la clausura normal de S en F. Tenemos que F/N tienea {x;N | i =1,...,t}

como sistema de generadores, y como este conjunto es cerrado para el producto, resulta que F/N =
{x;N| i=1,...,t}. Entonces como N C Ker(f’), existe un homomorfismo sobreyectivo F/N —
F/Ker(f’) = G, y en consecuencia los dos cocientes de F tienen el mismo nimero de elementos. Se
verifica entonces N = Ker(f”). |

Como consecuencia de la introduccion anterior tenemos el siguiente teorema, que es una consecuen-
cia inmediata de la propiedad universal del grupo cociente.

Teorema. 12.13. (Teorema de Dyck.)

Sea G un grupo con presentacion {(a,,...,a, | r1,...,r,) y H un grupo con generadores x,..., X,
conm = n, que verifica las relaciones r;, 1 < j <s, cuando se sustituye a; por x;, 1 < i < n, entonces
la asignacion a; — x;, 1 <1 < n, se extiende a un tinico homomorfismo de grupos de G en H.

Aplicaciones del teorema de Dick

Ejemplo. 12.14.
Presentacion del grupo ciclico finito C,,. Una presentacién de C, es: (x| x").
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Ejemplo. 12.15.

Presentacién del grupo diédrico finito. Sea D, el grupo diédrico de orden 2n, entonces D, tiene
dos generadores o y T que verifican: " = 1 = 72 = oo 7. Consideramos un grupo G dado por
la presentacién (x,y | x",y% xyxy). Por el teorema de Dick existe un homomorfismo de grupos
f : G — D, definido por f(x) = oy f(¥) = 7, que es evidentemente sobreyectivo. Ahora bien,
las relaciones para x e y implican que el orden de G estd acotado por 2n, y en consecuencia el
homomorfismo f es un isomorfismo.

Ejemplo. 12.16.

Presentacidén del grupo simétrico S,. Sea S,, el grupo simétrico de orden n!. Es bien conocido que S,
estd generado por las trasposiciones, y que éstas verifican las siguientes relaciones:

Ya que (xx+1)(x+1x+2) = (xx+1x+2), entonces ((xx+1)(x+1x+2))* = 1; y [(xx+1),(yy+1)] =
lsi|x—y|=2.

Consideramos un grupo G dado por la presentacién

(le'--sxnl xiZ: (xixi+]-)3: [Xizxj]:]-Si |l_J|2 2)

Entonces G es isomorfo a S,,.

Calculo de grupos de automorfismos

Ejemplo. 12.17. (Automorfismo de C,)

Supongamos la presentacién C, = (x | x"). Si f € Aut(C,), entonces f(x) = x' ha de ser un ge-
nerador de C,, y por tanto i verifica: 0 < i < n, med{i,n} = 1. Y reciprocamente, para cada i
verificando estas condiciones tenemos f; € Aut(C,), siendo f;(x) = x'. Existe un isomorfismo de
grupos Aut(C,) — Z definido por f; — i,y en consecuencia | Aut(C,) |= ¢(n), la funcién de Euler.

Ejemplo. 12.18. (Automorfismos de D,)
Supongamos la presentacion
D, = (x,y | x",y%, xyxy).

Cada automorfismo f € Aut(D,) estd definido por las imdgenes de x e y, y éstas han de verificar
otra vez las condiciones de definiciéon de x e y, entonces tenemos:

f(x)=x', si0<i<n,iprimo relativo con n
f(y)=xly,si0<j<n

ya que para que f sea un automorfismo f(x) = x' ha de ser un generador del tinico subgrupo
de orden n, esto es, (x), y f(y) ha de ser un elemento de orden dos que no pertenezca a (x).
Y reciprocamente, si tomamos i y j verificando las condiciones anteriores, entonces los elementos
a=x'y B = x’y verifican:

a"=1=p*=afaf

Luego por el teorema de Dick tenemos un automorfismo f; ; € Aut(D, ), definido por:

f)=x", f(y)=x'y
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Es claro que tenemos la siguiente férmula para la composicién de dos automorfismos:

fi,jfh,k = fih,ik+j

Ejemplo. 12.19.
Dado un anillo R consideramos el conjunto A, (R) de aplicaciones

f:R—R, f(x)=ux+v,

siendo u € R*, v € R. Es claro que A,(R) es cerrado para la composiciéon y que si f € A;(R), entonces
f~1 € A;(R), verificindose que si f(x) = ux + v, entonces f !(x) =u'x —u~!v. Se llama el grupo
afin de R.

Con la anterior notacion se existe un isomorfismo Aut(D,) = A,(Z,,).

Ejemplo. 12.20.
Aut(Q,) =5,

Ejemplo. 12.21.
Aut(Zg) = GL(n,Z,).

Algoritmo de Todd-Coxeter

Dar un grupo mediante una presentacion por generadores y relaciones tiene el problema de que no
conocemos facilmente su estructura, y muy poco podemos asegurar sobre la misma. Sin embargo
cuando un grupo finito estd dado por generadores y relaciones, es posible determinar exactamente
su orden mediante el algoritmo de Todd-Coxeter. Vamos a ver una pequefa introduccién al mismo.

Supongamos que G = (X |R) es un grupo dado mediante generadores y relaciones. Elegimos un
subgrupo H de G, al que vamos a calcular su indice en G si este es finito.

Para hacer esto seguimos los siguientes pasos:

(1) Construimos una tabla con una fila cero que contiene las relaciones de definicién escritas en
funcién de los elementos de X', separadas cada una de ellas por un separador, por ejemplo #. Deben
de aparecer todos los generadores ya que el grupo por hipétesis es finito.

(2) La tabla se va completando del siguiente modo. La primera posicion de cada fila se rellena con
el numero de orden de la fila. En particular 1 representa a la clase a la izquierda H € G/H.

(3) Bajo el primer elemento, por ejemplo x;, de la fila cero escribimos x; 1. Si resulta que x;H = H,
entonces x;1 = 1, en caso contrario serd una nueva clase a la izquierda a la que podemos llamar,
por ejemplo 2.

(4) Bajo el segundo elemento, por ejemplo x,, de la fila cero escribimos x,(valor_anterior). Otra
vez, si esta clase a la izquierda es conocida, ponemos su valor, en caso contrario le asignamos un
valor, por ejemplo 3. Seguimos de este modo.

(5) Bajo el tultimo elemento antes de un separador el valor que se obtiene es siempre el valor de la
fila. De este modo tendremos asignaciones del tipo x, (valor_anterior)=valor fila.

(6) Bajo los separadores debemos escribir siempre el nimero que representa la fila en la que estamos,
e iniciamos el proceso en la misma forma que hasta ahora hasta llegar al siguiente separador.

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12



SEC. 12. GRUPOS LIBRES 139

(7) Cuando tengamos que un mismo valor es asignado a dos multiplos distintos de un mismo ele-
mento de la fila cero, entonces tenemos una coincidencia, que resolvemos del siguiente modo: sea
x, (valor;)=valor=x, (valor,),

entonces simplificando por x, tenemos

valor, :xr_1 (valor)=valor,,
luego valor, y valor, coinciden y podemos identificarlos en toda la tabla.
(8) Com la accién de G sobre G/H es transitiva, el proceso acaba cuando se han obtenidos todos
los elementos de la 6rbita de 1, esto es, cuando se ha completado la tabla de multiplicacién de los
generadores de G por las clases a la izquierda.
(9) El numero de valores no coincidentes es el nimero de clases a la izquierda de H en G, y por
tanto tenemos calculado el indice de H en G.

Ejemplo. 12.22.

Consideramos el grupo G = (x, y; x> = y?> = (xy)? = 1). Llamamos H al subgrupo generado por y,
esto es, H = (y), luego | H |< 2.

La tabla de multiplicacidn antes sefialada es:

vy YI# x| x| x|#| x| y| x| y#
yliyl| [x1|x2|{x3| |x1|y2|x4|y5
111|112 (3|1]1]2|4|5|11
¥y2|y3| [x2|x3|x1| [x2|y3|x2|y3
203|223 |1(212/3[2]|3|2]2

(Tenemos y5=1=y1, luego 5=y '1=1. Tenemos x4 =1 = x3, luego 4 = x'1=3.)
Esto termina la tabla; el nimero de clases laterales de H en G es igual a 3.
La tabla de multiplicacién antes sefialada es:

1\2

Y
1
3
2

W N = —
- W N| =

que en este caso permite obtener una representacién del grupo G, ya que los generadores x e y
actiian sobre el conjunto de clases laterales, luego se pueden interpretar como permutaciones de
este conjunto. En este caso son 1, 2 y 3. Asignamos a y el elemento (2 3) € S5, y a x el elemento
(12 3) €8S,. Entonces existe un homomorfismo, el de la accion, de G a S;. El nicleo es H, el mayor
subgrupo normal de G contenido en H, pero como y € H \ H, resulta que H; = {1}, y por tanto G
es isomorfo al subgrupo de S; generado por (2 3) y (1 2 3), en este caso es todo Ss.
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13. Ejercicios propuestos

Grupos libres

Ejercicio. 13.1.

Demuestra que si F es un grupo libre no trivial, entonces F contiene un subgrupo isomorfo a Z, el
grupo ciclico infinito.

Ref.: 3304e_001 SOLUCION.

Ejercicio. 13.2.
Demuestra que ningtn grupo libre no trivial es finito.

Ref.: 3304e_002 SOLUCION.

Ejercicio. 13.3.
Demuestra que el centro de un grupo libre sobre un conjunto con dos o mds elementos es trivial.
Como consecuencia, ningun grupo libre sobre un conjunto con mds de dos elementos es abeliano.

Ref.: 3304e_003 SOLUCION.

Ejercicio. 13.4.
Demuestra que el producto (directo) de dos grupos ciclicos infinitos no es un grupo libre.

Ref.: 3304e_004 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.5.
Demuestra que un grupo libre sobre un conjunto con n elementos no tiene un sistema de generadores
formado por n—1 elementos.

Ref.: 3304e_005 SOLUCION.

Ejercicio. 13.6.
¢Cuantas palabras reducidas de longitud k hay en un grupo libre de rango n?

Ref.: 3304e_006 SOLUCION.

Ejercicio. 13.7.

Demuestra que un grupo F es libre si, y solo si, verifica la siguiente propiedad: Para todo homomor-
fismo f : F — H y todo epimorfismo g : H, — H existe un homomorfismo (no necesariamente
unico) f, : F — H, tal que f = gf;.

oy

Ref.: 3304e_007 SOLUCION.

Ejercicio. 13.8.
Una palabra se llama ciclicamente reducida si no es conjugada a una palabra mds corta.

1. Demuestra que toda palabra es conjugada a otra ciclicamente reducida

2. Dos palabras ciclicamente reducidas son conjugadas si, y solo si, una de ellas es una permuta-
cion ciclica de la otra.
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(Esto resuelve el problema de conjugacion para grupos libres, es decir, el problema de decidir en un
numero finito de pasos si un par de palabras representan elementos conjugados).

Ref.: 3304e_008 SOLUCION.

Ejercicio. 13.9.
Demuestra que cualquier elemento no trivial de un grupo libre tiene orden infinito.

Ref.: 3304e_009 SOLUCION.

Ejercicio. 13.10.
Demuestra que dos elementos de un grupo libre conmutan si, y sélo si, pueden escribirse como
potencias del mismo elemento.

Ref.: 3304e 010 SOLUCION.

Ejercicio. 13.11.
Sea F libre con base X y seaY C X. Demuestra que el grupo H = (Y) es libre sobre Y .

Ref:: 3304e 011 SOLUCION.

Ejercicio. 13.12.
Sea X un conjunto de generadores para un grupo F. Demuestra que F es libre sobre X si, y sdlo si,
toda palabra no vacia reducida sobre X es distinta de 1.

Ref.: 3304e 012 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.13.
Sea F un grupo libre sobre X. Demuestra que el conjunto H de las palabras reducidas de longitud
par sobre X es un subgrupo normal de F. {Cual es el grupo cociente F /H?

Ref.: 3304e 013 SOLUCION.

Ejercicio. 13.14.
Sea F libre sobre X = {x,y}. Demuestra que F tiene tres subgrupos de indice 2. Determina un
sistema de generadores para cada uno de ellos.

Ref.: 3304e 014 SOLUCION.

Ejercicio. 13.15.
Sea F libre sobre X = {x,y}. Determina cudntos subgrupos normales de indice tres tiene F.

Ref.: 3304e 015 SOLUCION.

Ejercicio. 13.16.
Sea F un grupo libre de rango finito n. Demuestra que para cada k € N el conjunto de subgrupos
normales de indice k de F es finito.

Ref.:: 3304e 016 SOLUCION.

Ejercicio. 13.17.
Sea F un grupo libre, sea H un subgrupo de indice finitom = [F : H] y sea K # {1} un subgrupo no
trivial arbitrario de F. Demuestra que H NK # {1}.

Ref.: 3304e 017 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.18.
Demuestra que en un grupo libre de rango 3 todo subgrupo de indice finito tiene rango impatr.

Ref.: 3304e 018 SOLUCION.

Ejercicio. 13.19.
En el grupo libre sobre {x, y,z} sea H el subgrupo generado por todos los cuadrados. {Cudnto vale
el indice [F : H]? Halla una base para H.

Ref.: 3304e 019 SOLUCION.

Ejercicio. 13.20.
Sea F el grupo libre sobre X = {x, y}. Para todo n € N definimos y, = x"yx".

(1) Demuestra que toda palabra reducida no vacia sobre {y,Y,,...,Y,} conr €N es distinta de 1.

(2) Deduce que el grupo F, = (y,,...,Y,) es libre sobre {y,,...,y,}.

(3) Deduce también que los elementos {y"xy " | n € N} forman una base para el subgrupo que
generan.

(4) Concluye que todo grupo libre de rango mayor o igual que 2 contiene un subgrupo libre de
rango numerable.

Ref.: 3304e_020 SOLUCION.

Ejercicio. 13.21.
Demuestra que el subgrupo conmutador de un grupo libre sobre dos generadores no es finitamente
generado. (En consecuencia un subgrupo de un grupo finitamente generado no tiene que ser finita-
mente generado).

Ref.: 3304e_021 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.22.

Sea S un subconjunto de un grupo G tal que para todo x € G se verifique que xSx~* C S. Demuestra
que el subgrupo (S) generado por S es normal en G.

Sea T cualquier subconjunto de G y sea S = U,.;xTx"!. Demuestra que (S) es Ia clausura normal
deT enQG.

Ref.: 3304e_022 SOLUCION.

Ejercicio. 13.23.

Sea G = (X) un grupo generado por el conjunto X, sea H un subgrupo de G y sea T una transversal
de H en G (en T hay un y sdlo un elemento de cada clase de G/H). Sea TXT! = {txs™'| t,s €
T, x €X}.

Demuestra que (TXT~') N H es un conjunto de generadores de H.

Ref.: 3304e 023 SOLUCION.

Ejercicio. 13.24.
Prueba que el grupo G = (x,y | x,y*) es un grupo infinito y no abeliano.

Ref.: 3304e 024 SOLUCION.

Ejercicio. 13.25.
Prueba que cada grupo libre F finitamente generado y no trivial contiene un subgrupo de indice 2
(y por tanto normal). Prueba que F tiene sdlo un numero finito de subgrupos de indice dos.

Ref:: 3304e 025 SOLUCION.

Ejercicio. 13.26.
Prueba que el grupo G = {x,y | x°, y®,(xy)?) es un grupo no abeliano.

Ref.: 3304e_026 SOLUCION.
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Ejercicio. 13.27.
Describir el producto directo de grupos.

(1) Sean F,,F, grupos libres finitamente generados, describe las relaciones que definen el grupo
producto directo F; x F,.

(2) Sean G; = (F; | R;) grupos finitamente generados, definidos por generadores y relaciones. Des-
cribe las relaciones que definen el grupo producto directo G, X G,.

Ref.:: 3304e_027 SOLUCION.
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Introduccién.

14. Series de composicion

Si G es un grupo, una cadena de subgrupos
{1}=H,<H,<---<H, ;<H, =G, V1)

donde cada H;_; es un subgrupo normal de H;, para 1 < i < n, se llama una serie normal de G.
Llamamos términos de la serie a los subgrupos H;, 0 < i < n, y factores de la serie a los grupos
cocientes H;/H;_;, 1 <i<n.
La serie (V1) se llama propia si para cada indice i se tiene H; < H; ;. En este caso llamamos a n la
longitud de la serie.
Si

{1}=K, <K, <---4K,, , 9K, =G (V2)
es otra serie normal de G, diremos que (V.2) es un refinamiento de (V1) sin < my existen 0 < j, <

J1 <Jn-1 <J, <ntalesque H; =K;, 0 <i < n. Como consecuencia la serie (V1) puede ser obtenida
de la (V2) eliminando algunos términos.

3306-01.tex



148 CAR V. SERIES DE COMPOSICION. GRUPOS SOLUBLES. TEOREMA DE ABEL

La serie (V.2) se llama un refinamiento propio de (V1) si es un refinamiento y existe algun j tal que
0<j<myH, #K;paratodo0<i<n.

Llamamos serie de composicion de G a una serie normal propia que no tiene refinamientos propios.
Los factores de una serie de composicion de llaman factores de composicidn de la serie.

Un grupo G se llama simple si es no trivial y sus tinicos subgrupos normales son {1} y G. Es claro
que si G es un grupo simple, entonces {1} < G es una serie de composicién de G.

Como aplicacién, en los grupos finitos veremos que las series de composicién son una herramienta
muy efectiva para determinar su estructura.

Teorema. 14.1.
Todo grupo finito G tiene al menos una serie de composicion.

DEMOSTRACION. Si G es el grupo trivial, entonces una serie de composicién es: {1} = G. Hacemos
la siguiente hipdtesis de inducciéon: todo grupo finito de orden menor 6 igual que m tiene una serie
de composicion. El resultado es cierto para m = 1; supongamos que sea cierto param =r —1y que
G es un grupo de orden r > 1. Si G es simple entonces tiene una serie de composicion. Si G no es
simple tomamos un subgrupo normal propio no trivial N de G, con |N| maximal entre los subgrupos
normales propios, entonces N tiene una serie de composicion, ya que | N |<| G [;

{1}=Hy<H,<:---<H, {<H,=N,
y por la maximalidad de N no existe ningin subgrupo normal N’ verificando N € N’ C G, luego
{1}=H,<H,<---<H, ;<H,=N<H, ;=G

es una serie de composicion para G. O

Teorema. 14.2.
Para una serie normal de un grupo G

{1}=H,<H,<---<H, ,<H,=G (V3)

son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Es una serie de composicion;
(b) Todos los factores de la serie, H;/H;_;, 1 <i < n, son grupos simples.

DEMOSTRACION. (a)=>(b). Si (V.3) es una serie de composicién, entonces es una serie propia y cada
factor es un grupo no trivial. Si un factor H; /H,_; no es un grupo simple, entonces existe un subgrupo
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normal H/H,_, verificando: {1} & H/H;_; & H;/H,_,, tenemos que H,_; & H & H;, luego podemos
considerar el refinamiento de la serie (V.3)

{(1}=H,<H,<- <H,<H<H,, 9 <H,,<H,=G,

lo que es una contradiccién ya que (V.3) es una serie de composicion.

(b)=(a). Supongamos ahora que la serie normal en (V.3) no es una serie de composicidn, entonces
0 no es una serie propia, 0 tiene refinamientos propios. En el primer caso si por ejemplo H; = H;, {,
para algtin 0 < i < n, es claro que H,,,/H; = {1} no es un grupo simple. En el segundo caso, si

{1}=K,<K;<---<K,_1 <K, =G

es una serie normal propia que es un refinamiento propio de (V.3), existen, por ejemplo, 0 < j; <
Jj <Jiy1 < mtales que K; = H;, K; = Hy,,, y por tanto H,,,/H, tiene un subgrupo normal, K;/H;,

Ji+1
distinto del trivial y del total, luego H,,,/H; no es un grupo simple. O
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15. Teorema de Schreier

Sea G un grupo, dos series normales de G

{1}=H,<H,<---<H, ,<H, = (V4)
{1}=K, <K, 9---<K,_, 9K, =G (V5)

se llaman equivalentes si verifican:

(1) n=my
(2) existe una permutacién o € S, tal que H;/H;_; = K;;/Kyiy-1, 1 1< n.

Lema. 15.1.
Toda serie normal de G que es equivalente a una serie de composicion de G es una serie de compo-
sicion de G.

Teorema. 15.2. (Teorema de Schreier)
Cada dos series normales de un grupo G tienen refinamientos equivalentes.

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos las dos series normales de G

{1}=H,<H,<---<H, ,<H,=G (V6)

{1}=K,<K,<---<K, ,<K,=G ~N.7)

Construimos un refinamiento de (V.6) llamando H_, = {1} e insertando entre H,;_; y H; un total de

m — 1 subgrupos H;;, para 0 <i < n, 0 < j < m, definidos mediante

Hij B (Hl ij)Hi—l‘
Para cada i tenemos una cadena de subgrupos

H,_,=H,<H;; JH;;4---<4H;,, , IH;,, = H;;
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por el Lema de Zassenhaus cada uno es normal en el siguiente; y se verifica:
H;y = (H; NKo)H; = (H; N {1})H;_; = H;_4,
H;, = (H;NK,)H;,_; =(H;NG)H;_y =H;H;_; = H,.

El refinamiento es:

{1}=Hyd:--<H; =H;ydH;; <--- 4 H,

in—1

ﬂHin:Hiﬂ"'ﬂHn_lﬂHn:G'

También construimos un refinamiento de (V.7) insertando entre K;_; y K; un total de n—1 subgrupos

Kj;, para0 < j<m, 0<i<n, definidos por

Este refinamiento verifica las mismas propiedades que el anterior. Para ver que estos refinamientos
son equivalentes tenemos por el Lema de Zassenhaus
H;  (H;nK)H_, ~ & NH)K; ., K

Hj, (H;NK;)Hi, (K;NH_ K, Kjy

O

Teorema. 15.3. (Teorema de Jordan-Holder)
Si un grupo G tiene una serie de composicion, entonces se verifica:
(1) Toda serie normal propia de G tiene un refinamiento que es una serie de composicion.
(2) Cada dos series de composicion de G son equivalentes.
DEMOSTRACION. (1). Supongamos que

{1}:H04H1<"'<Hn_1<Hn:G (V8)
es una serie normal propia de G y que

es una serie de composicion de G. Aplicando el teorema de Schreier, existen refinamientos equiva-
lentes de estas dos series, si eliminamos términos repetidos en estos refinamientos, obtenemos dos
series normales propias equivalentes, llamémoslas * y #*. Ya que (V.9) es una serie de composicién
no tiene refinamientos propios, luego la serie obtenida a partir de (V.9) ha de coincidir con (V.9), sea
por ejemplo *x, entonces (V.8) tiene un refinamiento, %, equivalente a la serie de composicién (V.9).
(2). Si en el apartado anterior las dos series son de composicidn, entonces (V.8) no tiene refinamien-
tos propios, y por lo tanto las dos series son equivalentes. a

Ya que cada dos series de composiciéon de un grupo G son equivalentes, los factores de composicion
estan determinados de forma tnica y los llamaremos factores de composicion de G.

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara




152 CAR V. SERIES DE COMPOSICION. GRUPOS SOLUBLES. TEOREMA DE ABEL

16. Grupos solubles

Sea G un grupo, una serie normal de G se llama abeliana 6 soluble si todos sus factores son grupos
abelianos. Un grupo G se llama soluble si tiene una serie normal abeliana.

Teorema. 16.1.
Todo grupo abeliano es soluble.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo abeliano, una serie normal abeliana es {1} < G. O

Proposicion. 16.2.
Si G es un grupo soluble, entonces todo subgrupo y todo grupo cociente de G es también soluble.

DEMOSTRACION. Sea {1} =H,<H, <--- < H,_; < H, =G una serie normal abeliana de G. Si H
es un subgrupo de G, entonces

{1}=HyNnH<LH,NHL---dH, \NH<JIH,NH=H,

es una serie normal de H. Si analizamos un factor tenemos, por el segundo teorema de isomorfia,

HOH, . HNH,_ (HNH)H_, _ H,
HNH_; (HNH)NH_, H; - Hi,y

y es un grupo abeliano. Si K es un subgrupo normal de G, entonces
{1}=H,K/K<H,K/K<---9JH, ,K/K J{H,K/K=G/K,

es una serie normal de G/K. Si analizamos un factor tenemos, por el Lema de Zassenhaus y la regla
de Dedekind,

HK/K . HK _H(H_K), H . H
H_,K/K H_K  H_,K — (H,K)NH, H_(KnH)

ya que H;_; € H;_;(H;NK), resulta que es un cociente de H;/H,_,, y por tanto es un grupo abeliano.
O
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Teorema. 16.3.
Sea K un subgrupo normal de un grupo G, si K y G/K son grupos solubles, entonces G es también
soluble.

DEMOSTRACION. Supongamos que

{1}=K, 9K, <--- 4K, , 9K, =K

m

es una serie normal abeliana de K, y que
{1}=H,/K <H,/K<---<H, ,/K<H,/K =G/K
es una serie normal abeliana de G/K, entonces H, = K, y si consideramos la serie
{1}=K,<K,<---K,=K=H,<dH,<---<H, =G,

tenemos una serie normal de G que ademds es abeliana. Luego G es un grupo soluble. a

Este Teorema es una de la motivaciones para introducir los grupos solubles; es claro que si G es un
grupo abeliano, entonces cada subgrupo y cada grupo cociente es también abeliano. En cambio, si
G es un grupo que contiene un subgrupo normal abeliano N tal que el cociente G/N es abeliano,
no necesariamente G es un grupo abeliano; ver por ejemplo el grupo simétrico S;; en cambio G es
siempre un grupo soluble.
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17. Subgrupo derivado

Vamos ahora a buscar otra aproximacién a los grupos solubles. Si G es un grupoy a,b € G son
elementos de G, llamamos conmutador de a y b al elemento

[a,b] =aba'b7},

esto es, se tiene ab =[a, b]ba.

Si Ay B son subgrupos de G, definimos [A, B] como el subgrupo de G generado por los elementos
[a,b],cona €Ay b €B.

Llamamos subgrupo conmutador 6 derivado de G al subgrupo G’ =[G, G].

Lema. 17.1.
Para todo grupo G el subgrupo derivado G’ es un subgrupo normal de G. (En realidad es un grupo
totalmente invariante, y por lo tanto caracteristico).

DEMOSTRACION. Basta comprobar que es un subgrupo caracteristico; sea [a, b] un generador de G,
para cada automorfismo f de G se verifica f([a, b]) =[f(a), f (b)] € G’, luego se tiene el resultado.
O

Teorema. 17.2.
Si G es un grupo, el subgrupo derivado es el menor subgrupo normal N de G tal que G/N es un
grupo abeliano. Como consecuencia de esto el grupo G/G’ se llama el grupo abelianizado de G.

DEMOSTRACION. Es claro que G/G’ es un grupo abeliano, ya que si a, b € G, entonces
(bG")(aG") = ([a, b]G")(bG")(aG") = (aG')(bG').
Sea ahora un subgrupo N de G tal que G/N es abeliano, entonces para a, b € G se verifica
(aN)(bN) = (bN)(aN),

luego [a,b] =aba'b~! €N, y por tanto G’ C N. O
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Para caracterizar los grupos solubles a partir del subgrupo derivado, vamos a construir una serie
normal. Para esto definimos los subgrupos derivados de orden superior de un grupo. Sea G un grupo,
definimos por recurrencia

G =g,
G+ — [G(”), G(")]: para cada n € N.

Tenemos que GV es un subgrupo normal de G™, y que
G=G9>6Y>6¥>... GV ...

es una cadena descendente de subgrupos normales de G, a la que vamos a llamar la serie derivada
de G. La serie derivada se estabiliza si existe n tal que G™ = G,

Teorema. 17.3.
Un grupo G es soluble si, y sdlo si, existe n tal que G™ = {1}.

DEMOSTRACION. < ). Si existe n tal que G™ = {1}, entonces
G = G(O) > G(l) > G(Z) >...> G(n) — {1}

es una serie normal abeliana de G, luego G es un grupo soluble.
= ). Si G es un grupo soluble, con

G=Hy>H,>--->H,  >H,={1}

una serie normal abeliana de G, vamos a probar por induccién sobre i que G® < H,, paral <i <n,
y como resultado tendremos que G™ = {1}. Para i = 0 el resultado es claro, G = H,. Supongamos
que sea cierto para i — 1y vamos a probarlo para i; tenemos por hipétesis que GV < H, ,; ya que
H;_,/H; es abeliano, tenemos que [H;_;,H;_;] < H;, luego

GO =[GV, " V< [H,_1,H,_,]<H,.
O

Cuando G es un grupo soluble, el menor entero positivo n tal que G™ = {1} se llama la longitud
derivada de G.

Lema. 17.4.
Si G es un grupo simple y soluble, entonces G es un grupo ciclico de orden un nuimero primo.
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DEMOSTRACION. Por ser simple tenemos que G # {1}. Por ser soluble existe n tal que G™ = {1},

luego G’ es un subgrupo propio de G, y por ser normal y G simple ha de ser el subgrupo trivial;

entonces G es un grupo abeliano, como es simple, necesariamente es de orden un nimero primo.
O

Teorema. 17.5.
Sea G un grupo con una serie de composicion; G es soluble si, y sélo si, cada factor de composicion
es ciclico de orden un nimero primo.

DEMOSTRACION. => ). Si G es soluble, entonces cada factor de composicién es un grupo cociente
de un subgrupo de G, por tanto es también un grupo soluble, ya que es un grupo simple, ha de ser
ciclico de orden un nimero primo.

< ). Si cada factor de composicién de G es un grupo ciclico de orden un nimero primo, entonces
existe una serie de composicion que es abeliana, y por tanto G es un grupo soluble. O

Corolario. 17.6.
Todo grupo soluble con una serie de composicion es un grupo finito.
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18. Teorema de Abel

Recordemos que el grupo alternado A, es el subgrupo de S, formado por las permutaciones pares,
vamos a ver que los grupos A,, para n mayor 6 igual que 5, son grupos simples no abelianos.

Lema. 18.1.
Paran > 3, A, estd generado por los ciclos (123), (124), ...,(12n).

DEMOSTRACION. Para el caso n = 3 es evidente, ya que
A ={1,(123),(132) = (123)*}.

Supongamos que n > 3; todo elemento de A, es un producto de elementos de la forma (ij)(hk) 6
(ij)(ih), siendo i, j, h y k elementos distintos de {1,...,n}. Se verifica:

(ij)(hk) = (ihj)(ihk) y (ij)(ih) = (ihj),

Entonces A, estd generado por los ciclos de longitud tres. Basta ver que todo ciclo de longitud tres
se escribe en funcion de los elementos del enunciado; pero esto es claro, ya que:

(ijh) = (120)(2jh)(1i2) = (120)(2jR)(120)7, i,j,h #1,2

(2jh) = (12j)(12h)(1j2) = (12j)(12R)(12j) 7", j,h # 1,2
(1jh) = (1h2)(127)(12h) = (12h)1(12)(12h), j,h # 1,2

Teorema. 18.2. (Teorema de Abel)
Paran > 5, A, es un grupo simple.

DEMOSTRACION. Supongamos que N es un subgrupo normal no trivial de A,; vamos a ver que
N = A,. Consideramos 1 # o € N, que mueve el menor numero de elementos. Por ser o una
permutacion par ha de mover mds de dos elementos, vamos a probar que mueve exactamente tres.
Supongamos que o mueve mas de tres elementos, se presentan los dos casos siguientes:

Caso 1. o es un producto de ciclos disjuntos de longitud 2.

Caso 2. o tiene un ciclo de longitud mayor ¢ igual que 3.

3306-05.tex
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Caso 1. Suponemos que los elementos que mueve o son x;, X, ...
Sea 0 = (x7x,)(x3x,)--. Llamamos T = (x3X,X5), y definimos

01 = (x3%,%5)0(x3%,x5) 7,
entonces 0, € N, luego
[1,0] = (x3x,x5)0(x3x,x5) o' =0,07 €N.
Si 0 mueve también a x5, entonces tenemos que

01 = (x1x3)(x30(x5))(x4X5) ... .,

luego
[7,0] = (x30(x5))(34x5)(x3x4) (x50 (x5)),

yfijaa x; y x, y sélo mueve a x5, x,, X5 y 0(x5) mas los otros elementos que movia o. Si o deja fijo a
X5, entonces tenemos que o, = (x;X,)(x4X5), luego [, 0] = (x4x5)(x3x4) = (x3x5X,). En cualquier
caso encontramos un elemento no trivial de N que mueve menos elementos que o, lo que es una
contradiccion.

Caso 2. Al igual que antes podemos suponer que o mueve los elementos x;, x,,... Supongamos
que 0 = (x1X,X5...)... Llamamos T = (x3x,xs), y definimos o; = (x3x,4x5)o(x3x,x5)" . Entonces
0, €N, luego

1

[1,0] = (x3x,x5)0(x3x4x5) o =0,0 F €N.

Vamos a suponer que o mueve mds de tres elementos. Ya que o mueve mds de tres elementos, si mue-
ve solamente cuatro, tenemos que no seria una permutacién par, luego ha de mover necesariamente
cinco o maés; asi tenemos que 0; = (x;X5X4...), luego o # 0. El elemento [1,0] = 107 lo™! =
0,071 € N yno es la identidad, ademés [ 7, o] deja fijos todos los elementos que dejaba fijos o, (ya
que T no mueve ninguno de ellos), y fija también el elemento x,. Tenemos asi un elemento no trivial
de N que mueve menos elementos que o, lo que es una contradiccion.

Entonces N contiene un ciclo de longitud 3, supongamos que es (ijk), con i, j y k distintos, entonces:
1.) Siti, j, k, 1, 2 son distintos, tenemos que

(10)(2j)(ijk)(11)(2j) = (12k) € N.
2)Sii=1,j, k, 2 son distintos, tenemos que existe h distinto de los anteriores y
(2j)(kh)(1jk)(2j)(kh) = (12h) € N.
3.)Sii=2,j, kyl1 son distintos, tenemos que existe h distinto de los anteriores y
(1k)(jh)(2jk)(1k)(jh) = (2h1) = (12h) € N.

En cualquier otro caso tenemos que N también contiene un elemento de la forma (12i) coni # 1, 2.
Sij#1,2,1i, entonces
(12j) = (12)(i7)(12i) " (12)(i)),

y N contiene un conjunto de generadores de A,, y por tanto coincide con A,,. O
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Corolario. 18.3.
Paran > 5, el grupo S,, no es soluble.

DEMOSTRACION. Tenemos una serie de composicion de S,,,
{1} <A, <S5,

entonces por el teorema de Jordan-Hoélder toda serie de composicion es equivalente a la serie an-
terior, y los factores de composiciéon no son ciclicos de orden un numero primo, entonces por el
Teorema (18.2.), S, no es soluble. O
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19. Ejercicios Propuestos

Series de composicion

Ejercicio. 19.1.
Determinar todas las series de composicion del grupo S;.

Ref.: 3306e_001 SOLUCION

Grupos solubles

Ejercicio. 19.2.
Demostrar que el grupo S5 es soluble.

Ref.: 3306e_002 SOLUCION

3306-09.tex
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Introduccién.

20. Producto directo finito de grupos

Sean G y H dos grupos. En el conjunto G x H se define una operaciéon mediante

(81,h1)(g2, hz) = (8182 h1h2)-

De esta forma G x H tiene estructura de grupo y las proyecciones e inclusiones candnicas son homo-
morfismos de grupos.

Proposicion. 20.1. (Propiedad universal del producto directo)
Para cada terna de grupos G,H y K y cada par de homomorfismos f; : K — G y fy : K — H existe
un unico homomorfismo de grupos f : K — G x H tal que f; = psf ¥ fyu = Puf -

K
AVH&4
\

GTGXH?H
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DEMOSTRACION. Unicidad. Supongamos que existe algun f que verifica las condiciones del teorema.
Calculemos cuanto puede valer. Para cada k € K se tiene

f(k)=(g,h), con g =pgf(k)=fg(k), y h=pyf(k)=fy(k).
Asi que la tinica forma de definir f es hacerlo como f (k) = (f;(k), fy(k)).
Existencia. Definimos para cada k € K, la aplicacién f mediante f (k) = (f5(k), fy(k)) segin el punto

anterior. Es inmediato comprobar que f es un homomorfismo de grupos y que verifica las condiciones
exigidas. a

Se define entonces un producto directo de dos grupos G y H como un grupo L, junto con dos
homomorfismos p; : L = Gy py : L — H, verificando que para cada grupo K y para cada par de
homomorfismo f; : K = Gy fy : K = H existe un unico homomorfismo de grupos f : K — L tal

que fo =pef Y fu=puf-

Una consecuencia inmediata de la definicion es:

Proposicion. 20.2.
Para cada par de grupos G y H si (L, pg, py) ¥ (L', p;, py;) son productos directos de G y H, entonces
existe un isomorfismo b : L — L' tal que p; = p.b y py = py,b.

/b'\
G<;L/4>H

En particular tenemos un isomorfismo L = G x H.

Finalmente veamos otra propiedad que verifica el producto directo.

Proposicion. 20.3.

Sean G y H grupos y sea K un grupo tal que existen homomorfismos q; : G = K yqy : H — K verifi-
cando q;(g)qy(h) = qy(h)qs(g) para todos g € G y h € H. Entonces existe un tinico homomorfismo
de grupos q : G x H — K tal que qi; = q; y Qiy =qy

G—SGxH<—H

PN

v
K
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DEMOSTRACION. Unicidad. Si q existe, verifica:

q(g,h) = q(g,1)q(1,h) = qis(g)qin(h) = q5(g)qu(h).

Luego en caso de existir es unico.

Existencia. Definimos una aplicaciéon q : G x H — K mediante: q(g,h) = q;(g)qy(h). Se comprueba
de inmediato que q es un homomorfismo de grupos y que verifica la conmutatividad del diagrama.
O

Para este caso también tenemos un resultado sobre la unicidad del producto directo.

Proposicion. 20.4.

Sean G y H grupos y L un grupo con dos homomorfismos l; : G — L yly : H — L tales que
lo(g)ly(h) =14(h)l;(g) para cada g € G y h € H. Verificando que para cada grupo K y cada par de
homomorfismos k; : G = K y ky : H — K tales que k;(g)ky(h) = ky(h)k;(g) paracada g € G y
h € H existe un tinico homomorfismo k : L — K tal que kl; = k¢ y kly = ky,

entonces existe un isomorfismo de grupos b : L = G x H tal que bl; =i; y bl = iy.

Podemos entonces aplicar el resultado a la terna (G x H,i;,1iy) y obtenemos que existe un tnico
isomorfismo que hace conmutar el diagrama siguiente:

l l
G——>L<~2—K
|
\m /
ig y iy

GxH

21. Producto directo de una familia de grupos

En esta seccién pretendemos hacer una construccién universal en grupos, al estilo de la realizada
para el grupo cociente, que sirve de ejemplo de como es posible obtener nuevos grupos a partir de
grupos dados. Vamos a extender a una familia arbitraria la construccion anterior para dos grupos.

Dada una familia de grupos {G, | a € A}, llamamos producto directo de la familia a un par
(G;{p, : G— G, | a € A}) formado por un grupo G y una familia de homomorfismos de grupos
{Pa} 4, verificando la siguiente propiedad: Para cada grupo H y cada familia de homomorfismos de
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grupos {f, : H— G, | a € A}, existe un unico homomorfismo de grupos f : H — G tal que

ppf = fp, paracada 8 € A.
H

|
flw
Y

GTﬁ>Gﬁ

Lema. 21.1.
Sea {G, | a € A} una familia de grupos, si (G;{p,},) ¥ (G’;{p/},) son dos productos directos de la
familia, entonces existe un isomorfismo de grupos g : G — G’ tal que p/’3g = pp, para cada f3 € A.

DEMOSTRACION. Aplicando al par (G, {p,},) la definicién de producto directo con el par (G', {p’ },),
existe un tnico homomorfismo de grupos h : G' — G verificando psh = p;5 para cada 8 € A.
Aplicando la definicién permutando los pares tenemos que existe un tinico homomorfismo g : G —
G’ tal que p;jg = pp para cada 3 € A. Falta comprobar que gh = 15 (resp. hg = 1;); aplicamos
la definicién de producto directo al par (G',{p},) (resp. al par (G, {p,},)) con él mismo y tenemos
que existe un unico homomorfismo f : G' — G’ verificando p;5 f = p’ﬁ, para cada f3 € A, pero

p;j(hg) = p;j = p’ﬁlG,, luego hg = 1, (resp. gh = 1;). O

Este resultado nos asegura que, si existe, el producto directo de una familia de grupos, éste esta
determinado de forma unica salvo isomorfismo. A continuacién vamos a probar la existencia.

Lema. 21.2.
Para cada familia de grupos {G, | a € A}, el par

(| [1Gal aenli{p,: ] [{Gal aer}— G}

es un producto directo de la familia.

DEMOSTRACION. Consideramos el par (H,{f, : F — G, | a € A}) formado por un grupo H y
una familia de homomorfismos de grupos. Definimos f : H — [ [{G, | a € A} mediante f(x) =
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(fa(x)),, para x € H. Asi definido f es un homomorfismo de grupos. Ademds verifica ps f = f para
cada 3 € A. Supongamos que existe otro homomorfismo de grupos f’ verificando estas condiciones,
entonces si f'(x) = (x,),, para ff € A, se tiene f(x) = (ppf)x) = pp(f'(x)) = Pp((xa)a) = X,
luego f = f’yelpar ([ [{G, | @« € A};{p, | a € A}) verifica la definicién de producto directo. |

Aunque para una familia {G, | a € A} se ha definido el producto directo como un par, por abuso
de lenguaje, se llama grupo producto directo 6 simplemente producto directo al grupo [ [{G, |
a € A}y se representa abreviadamente por [ [ G,. Los homomorfismos p,, se llaman proyecciones
candnicas del producto directo, y cada grupo G, se llama grupo factor.

Lema. 21.3.

Sean {G, | a € A} y{H, | a € A} dos familias de grupos con el mismo conjunto de indices A, tales
que para cada a € A existe un homomorfismo de grupos f, : H, — G,, entonces existe un uinico
homomorfismo de grupos f : [ [ ,H, — [ [, G, verificando fppp =qpf paracada 3 € A, siendo pg
¥ qp las proyecciones candnicas de los grupos productos [1,G.y]11,H, respectivamente. Ademds

Ker(f) =] [, Ker(f,)-

fp

DEMOSTRACION. Basta aplicar la propiedad que define al producto directo de la familia {G, | a € A}
al par (Ha; {f[jqﬁ :Ha—)Gﬂ | /5 EA}) o

El homomorfismo f del Lema 21.3. se representa por [ [, fa-

Corolario. 21.4.
Si{G,| ae€ A} y{H, | a € A} son dos familias de grupos, tales que para cada indice a € A se
tiene que H, es un subgrupo (resp. subgrupo normal) de G,, entonces | [, H, es un subgrupo (resp.
subgrupo normal) de [ |, G,. Ademds en el caso en que sean normales se tiene un isomorfismo de
grupos

[

aGa G
M.He l_[H_

DEMOSTRACION. Por el Lema (21.3.) la primera parte es inmediata. Para la segunda parte conside-
ramos el homomorfismo de grupos f, : G, — fT"‘, donde f, es la proyeccién candnica de G, en el
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grupo cociente G,/H, para cada a € A. El nicleo de [ [, f, es:

Ker(| [ =] [xer(f) =] ]H..

y aplicando el Primer Teorema de Isomorfia, tenemos el resultado. a

22. Producto directo interno

Sea G un grupo y H, K subgrupos de G, entonces se puede definir una aplicacion f : HxK — G
mediante f (h, k) = hk. Como se puede comprobar facilmente esta aplicacién no es necesariamente
un homomorfismo de grupos. Una condicién necesaria y suficiente para que f sea un homomorfismo
de grupos es que los elementos de H conmuten con los de K, ver Proposicién 20.3.. Podemos entonces
establecer el siguiente resultado:

Proposicion. 22.1.
Sea G y grupo y H, K subgrupos de G. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) f :H xK — G es un isomorfismo de grupos;

(b) H yK son subgrupos normales y verifican HK =G yHNK =1;

(c) Los elementos de H conmutan con los elementos de K, HVK =G yHNK =1;

(d) Los elementos de H conmutan con los elementos de K y para cada g € G existenh € H yk €K,
Unicos verificando g = hk.

DEMOSTRACION. (a) = (b). f es sobreyectiva, luego para cada g € G existen h € H, k € K tales
que g = f(h,k) = hk, entonces G = HK. Para g € HNK se verifica g = f(g,1) = f(1, g); como f
es inyectiva obtenemos g = 1. Ademds H = Ker(p,f 1) <G y K = Ker(p,f 1) <G.

(b) = (c). Para cada h € H, y para cada k € K se tiene [h,k] = hkh 'k = (hkh™ Dk =
h(kh k') HNK =1yaque H,K<G.

(c) = (d). Cada g € G se puede escribir en la forma g = h,k; ---h,k,,. Como los elementos de H y
K conmutan se tiene g = (h; ---h,)(k;---k,) = hk.

Supongamos ahora dos expresiones g = h k; = h,k,. Entonces h;'h; = k,k;' € HNK = 1, luego
hy =hy y ky = ky.

(d) = (a). f es biyectiva porque cada g € G se expresa de manera tinica como un producto g = hk.
Por otra parte,

f[(hb k1)(h2, kz)] = f(h1h2, klkz) = h1hzk1k2 = h1k1h2k2 = f(hb k1)f(h2kz),
y f es un homomorfismo. m|

Si G, H y K verifican las condiciones equivalentes de la Proposicién, entonces decimos que G es el
producto directo interno de H y K.
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Este resultado podemos extenderlo a un grupo G con una familia finita de subgrupos normales como
sigue:

Proposicion. 22.2.
Sea G un grupo y Ny, ..., N, subgrupos normales de G verificando G = N ...N,, y tal que para cada
indicei=1,...,r, se tiene

N;n(Ny...Ni_yNijy...N) = {1},

entonces G es isomorfo al producto directo de la familia {N; | i=1,...,r}.

DEMOSTRACION. Dado (n;); € N; x...xN,, entonces n; ...n, € G. Definimos f : N; x...xN, — G
mediante f((n;);) = n;...n,. Tenemos que f es un homomorfismo de grupos, ya que si n; € N; y
n; € N;, entonces n;n; = n;n;. Por ser G = N; ...N,, entonces f es sobreyectiva. Supongamos que
f((n;);) =e, entonces n;...n, =e, luego n;* =n,...n, € NyN(N,...N,) ={e}, de donde n, = ey
n,...n, = e. Procediendo de la misma forma tenemos que n; =n, =...=n, =e, luego (n;), =ey
Ker(f) = {e}, y f es un homomorfismo inyectivo. a

En la situacion anterior diremos que G es el producto directo interno de la familia {N; | i =
1,...,N.}.

Aplicaciones

Proposicion. 22.3.
Sean G y H grupos finitos con drdenes primos relativos, entonces se verifica:

(1) Para cada subgrupo L de GxH existen subgrupos G’ < G yH' < H tinicos verificando L = G'xH’;
(2) Aut(G x H) = Aut(G) x Aut(H).

DEMOSTRACION. (1). Definimos G’ = p;(L) y H' = py(L), entonces tenemos la siguiente inclusion
L C G'x H'. Sean ahora g =| G | y h =| H |, existen a, b € Z tales que ag + bh = 1; si tomamos
x € G’ resulta que existe y € H tal que (x, y) € L, verificindose entonces

(e, ¥ = (™, y ™) = (6177, 1) = (x, 1)

Luego G’ x {1} C L y de forma anédloga se tiene que {1} x H' C L, luego G’ x H' € L.
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(2). Como consecuencia de (1) resulta que el tnico subgrupo de G x H de orden g es G’ = Im(i;),
entonces para cada automorfismo ¢ de G x H resulta que ¢(H’) = H’, e igual ocurre para H' =
Im(iy). Luego ¢ define automorfismos de G y de H, por ejemplo

ps:G—G, SOG:pG(Pi.G;
pyH—H, Yy = Pu¥lu-:
Entonces ¢ <« (¢, @) define un isomorfismo entre Aut(G x H) y Aut(G) x Aut(H). O

En realidad la parte (2) de la anterior proposicidn es consecuencia del siguiente resultado mads ge-
neral.

Lema. 22.4.
Sea G un grupo y H,K subgrupos caracteristicos de G verificando H N K = 1 y HK = G, entonces
Aut(G) = Aut(H) x Aut(K).
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23. Ejercicios Propuestos

Ejercicio. 23.1.
Sea G el producto directo interno de dos subgrupos H y K. Demostrar que G/H =K y G/K = H.

Ref.: 3305e 001 SOLUCION

Ejercicio. 23.2.

(1) SeaN <«G=H xK talque NNH =1=N NK. Demostrar que N es abeliano.

(2) Dar un ejemplo de un grupo H x K que contiene un subgrupo normal no trivial N tal que
NNH =N nNK = 1. Concluir que para N < H x K es posible que N # (N NH) x (N NK).

(3) Sean H,K dos grupos finitos con (|H|,|K|) = 1. Demostrar que para todo N < H x K se verifica
que N =(N NH) x (N NK).

Ref.: 3305e 002 SOLUCION

Ejercicio. 23.3.

Sea G = H xK yseaH < N < G. Demostrar que existe un K; < K tal que N = H x K;. (Pista:
K, =NnNK)

Ref.: 3305e_003 SOLUCION

Ejercicio. 23.4.

Sean {H; | i € I} y{G; | i € I} dos familias de grupos y sea {f; : H; — G; | i € I} una familia de

homomorfismos de grupos.

(1) Demostrar que existe un tnico homomorfismo [ [, f; : [ [, H; = | |, G; tal que para todo j €1 se
verifique f;p; = p; [ 1. f; (en ambos miembros p ; denota la proyeccion candnica).

3305-09.tex
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(2) Demostrar que Ker([ [. fi) =1 [. ker(f)).
(3) Paratodoi €I seaH; un subgrupo (normal) de G;. Demostrar que ]_[ H; es un subgrupo (normal)
de [ [; G;. En el caso normal demostrar que

[LG 176G

l_[iHi a i Hi.

Ref.: 3305e_004 SOLUCION

Ejercicio. 23.5.
Sea G un grupo soluble finito que tiene una serie de composicion en que los factores aparecen en
orden arbitrario prescrito. Demostrar que G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Ref.: 3305e_005 SOLUCION

Ejercicio. 23.6.
Sea G un grupo. Son equivalentes:

(1) Paratodo H < G existe un K < G tal que G =H x K.
(2) Existe una familia {H; | i € I} de subgrupos de G tales que G = Y. H;, los H; son todos simples
y los H; abelianos diferentes son no isomorfos.

Ref.: 3305e 006 SOLUCION

Ejercicio. 23.7.
Mostrar un subgrupo no normal de Q, x Z, (ndtese que todo subgrupo de cada factor es normal).

Ref.: 3305e_007 SOLUCION
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Ejercicio. 23.8.
Demostrar que todos los subgrupos de Q, X Z. son normales.

Ref.: 3305e_008 SOLUCION

Ejercicio. 23.9.
Demostrar que todo grupo abeliano finito es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Ref.: 3305e 009 SOLUCION

Ejercicio. 23.10.

Sea G = HK donde H y K son subgrupos caracteristicos de G y HNK = 1. Demostrar que Aut(G) =
Aut(H) x Aut(K). Deducir que si G es un grupo abeliano de orden finito, entonces Aut(G) es isomorfo
al producto directo de de los grupos de automorfismos de sus subgrupos de Sylow.

Ref.: 3305e 010 SOLUCION

Ejercicio. 23.11.
Sea K un subgrupo normal y ciclico de G. Demostrar que G’ C C4(K)

(Pista: El grupo de automorfismos de un grupo ciclico es abeliano).
Ref.: 3305e 011 SOLUCION

Ejercicio. 23.12.
Sea H un subgrupo de un grupo G y sea ¢ : G — H un homomorfismo cuya restriccion a H es la
identidad. Sea N = Ker(y).

(1) SiG es abeliano, demostrar que G = H x N.
(2) Para G arbitrario, encontrar una aplicacion biyectiva G — H x N, y mostrar con un ejemplo que
G no tiene que ser isomorfo a H x N.

Ref.: 3305e 012 SOLUCION
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La teoria de grupos que hasta ahora hemos estudiado se conoce como teoria de grupos abstractos.
En ella el punto de mayor interés es la operacion de grupo y las propiedades que podemos deducir
de esta operacion; los elementos del grupo no tienen otra propiedad que la de ser elementos de un
conjunto. Sin embargo la introduccién de los grupos en la Matemadtica estd muy lejos de la aproxi-
macion que hasta el momento hemos hecho. Histéricamente la teoria de grupos trataba de grupos
de transformaciones, y auin en algunas disciplinas, como la Geometria, este es el enfoque que se
mantiene.

El tratar un grupo como un grupo de transformaciones tiene ventajas; sobretodo por que podemos
derivar propiedades del grupo y de sus elementos a partir de los objetos sobre los que actiia. En
el desarrollo que hemos hecho hasta el momento, el teorema de Lagrange se puede considerar un
resultado de este enfoque. El objetivo que pretendemos ahora es estudiar con mayor detalle los
grupos abstractos, viéndolos como grupos de transformaciones.

Para pasar de la teoria de grupos abstractos a grupos de transformaciones introducimos el concepto
de grupo actuando sobre un conjunto.
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24. Grupos de operadores

Sea G un grupo y X un conjunto, se dice que G actda a la izquierda sobre X si existe una aplicaciéon
a:GxX—X; (gx)—alg,x)=g-x,

para todo g € G y x € X, verificando las propiedades:

(1) 1-x =x, para todo x € X;
() g;-(8g2-x)=1(8182) - x, para todo g;,8, € G, x €X.

La aplicacion a se llama accidn (a la izquierda) de G sobre X. Se dice que G actua a la izquierda
sobre X. El conjunto X se llama un G-conjunto a izquierda y G se llama el dominio de operadores
de la accién.

Lema. 24.1.

En la situacién anterior son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Existe una accion a la izquierda a de G sobre X ;

(b) Existe un homomorfismo de grupos ¢ : G — P(X), donde P(X) es el grupo de todas las apli-
caciones biyectivas de X en X (permutaciones de X ).

Ademads en este caso a y ¢ estdn determinadas de forma univoca, cada una por la otra, mediante la
siguiente relacion

$(g)x)=a(g,x) parageGyx €X.

Ejemplo. 24.2.

Para un conjunto arbitrario X, P(X) actia de forma natural sobre X por accién dada mediante el
homomorfismo identidad de P(X). Si G es un subgrupo de P(X), entonces de forma natural G actua
sobre X por la accién dada por la inclusién de G en P(X).

Ejemplo. 24.3. 0
Si H es un subgrupo de G y G actia sobre un conjunto X, entonces el homomorfismo H — G — P(X)
define una accion de H sobre X; llamamos a esta accién la restriccion de la accion de G a H.

Ejemplo. 24.4. (Accidn trivial)
La accién de G sobre X se llama trivial si g - x = x para todo g € G y todo x € X.

Ejemplo. 24.5. (Accién por conjugacion)
Si G es un grupo, una accién de G sobre el conjunto subyacente a G estd dada por:

a:GxG—G; a(g,x)=gxg ', paratodos g,x €G.

3308-01.tex
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En este caso decimos que G actua sobre si mismo por conjugacion. Si H es un subgrupo de G,
también existe la consiguiente acciéon de H sobre el conjunto subyacente a G

a:HxG—G; a(h,g)=hgh™!, paratodosh€H,g €@G.

Ejemplo. 24.6. (Accidn por traslaciones a la izquierda)
Si G es un grupo, otra accién de G sobre el conjunto subyacente a G esta dada por:

A:GxG—G; Ag,x)=gx,

el producto en G para g, x € G. Se dice que G actia sobre si mismo por traslaciones a la izquierda.
Si H es un subgrupo de G, podemos considerar la accién de H sobre G por traslaciones a la izquierda.
También podemos establecer la accidn de G en si mismo por traslaciones a la derecha mediante la
aplicacion:

pP:GxG—G; p(g,x)=xg},

el producto en G para g,x € G.

Ejemplo. 24.7. (Accidn por traslaciones a la izquierda)
Si G es un grupo y H un subgrupo de G, no necesariamente normal, sobre el conjunto de las clases
a la izquierda G/H, definimos una accién de G sobre G/H mediante:

A:Gx(G/H)— G/H; Mg,xH)=(gx)H,

para g,x € G. Diremos que G actua por traslaciones a la izquierda sobre G/H. Si consideramos
ahora G/H como el conjunto de clases a la derecha de G sobre H, podemos definir una accién de G
sobre G/H mediante:

p:Gx(G/H)— G/H; p(g,Hx)=H(xg™ '), para g,x €G.

Ejemplo. 24.8. (Accién por conjugacion)
Si G es un grupo y X es el conjunto de los subgrupos de G, definimos una accién de G sobre X
mediante

a:GxX—X; a(g,H)=gHg !, paratodosgeGyHEeX.

Decimos que G actiia por conjugacion sobre los subgrupos de G.

Para dar nombre a los conceptos anteriores, supongamos que tenemos una acciéon a de un grupo G
sobre un conjunto X, que induce el homomorfismo

¢ :G— P(X),

entonces ¢ se dice que es una representacion por permutaciones de G; llamamos ntcleo de la
accion al ntcleo de ¢; llamamos grupo de transformaciones asociado a la accion a la imagen de
¢. El nicleo de la accién es:

Ker(¢p)={ge G| g-x=x, paratodo x € X};
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esto es, el conjunto de los elementos de G que dejan fijo a cada elemento de X. La accién se dice que
es fiel 6 accion efectiva si su nucleo es {1}.

(e) En el Ejemplo 24.5., el nucleo de la accién es Z(G), el centro de G; el conjunto de los elemen-
tos de G que conmutan con todos, y su grupo de trasformaciones es el grupo Int(G) de todos los
automorfismos interiores de G.

() En el ejemplo 24.6., si G actiia sobre si mismo a la izquierda, el nticleo es {1}, luego se trata de
una accion fiel.

Lema. 24.9. (Teorema de Cayley)
Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo en P(G). En consecuencia todo grupo finito es un grupo
de permutaciones.

(¢) En el ejemplo 24.7., si consideramos las clases a la izquierda, el nicleo de la accién es el conjunto

{aeG| agH=gH,VgeG}={aeG| glagH=H, Vg € G}
={a€eG| acgHg?, Vg eG}
=n{gHg™" | g€ G},

que es el mayor subgrupo normal de G contenido en H. Lo representamos por H;.

G-conjuntos

Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X con accién a, decimos que (X, a), o simplemente X,
si a se sobre-entiende, es un G-conjunto, con estructura dada por a.

En esta definicion vez de a podemos utilizar el morfismo de grupos asociado ¢ : G — P(X).

Si (X1, ;) y (X5, a,) son dos G-conjuntos, una aplicacion y : X; — X, se llama un homomorfismo
de G-conjuntos si hace conmutar el siguiente diagrama:

ay

G x X, X,
-
GxXXy—2 X,

6 equivalentemente, y(g - x;) = g-y(x;), para todos g € G, x; € X;.

Dos G-conjuntos (X;, a,) y (X,, a,) se llaman equivalentes 6 isomorfos, si existe un homomorfismo
de G-conjuntos y : X; — X, que es una aplicacién biyectiva.

Si (X;,a,) y (X5,a,) son G conjuntos, decimos que X; es un G-subconjunto de X, si X; € X, y la
aplicacién inclusion es un homomorfismo de G-conjuntos.
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Acciones transitivas
Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X; en X definimos la relaciéon R, mediante:

XR;y siexiste g € G talque y = g-x.

Lema. 24.10.
La relacidn R es una relacion de equivalencia.

Cada clase de equivalencia para la relaciéon R, se llama una drbita de la accidon. Para un elemento
x € X, la drbita de x se representa por Orb;(x), Orb;(x) é G-x, y es igual a

Orbs(x)={g'xeX | g €G}.

El conjunto de todas las orbitas se representa por X /G.

El grupo G actua transitivamente sobre el conjunto X cuando X /G sdlo tiene un elemento; esto es,
cuando para cada par de elementos x, y € X, existe g € G tal que y = g-x (Existe inicamente una
orbita). También se dice que la acciéon de G sobre X es transitiva.

Una accién de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva si, y sélo si, los tinicos G-subconjuntos
de X son X y el subconjunto vacio.

Ejemplos. 24.11.

(1) Supongamos que X es el conjunto de todos los puntos del espacio afin euclideo real de dimensién
3,y que G es el grupo de las rotaciones con eje una recta dada r. Entonces para cada punto x € X
su Orbita es una circunferencia que pasa por x y estd contenida en un plano perpendicular a la
recta r.

(2) SeaX igual que en el ejemplo anterior, ¥ un vector de R® no nulo y G el grupo de las traslaciones
definidas por los vectores AV, donde A € R, entonces para cada punto x € X su 6rbita es una
recta que pasa por x y cuyo vector de direccién es V.

(3) Sea X = E? el espacio euclideo tridimensional, G el grupo de las rotaciones alrededor de un
punto fijo. La accién de G sobre E® es la natural. Las 6rbitas son las esferas con centro O y el
estabilizador de un punto Q # O es el subgrupo de las rotaciones de eje OQ. El estabilizador de
O es el mismo G.

(4) Consideramos 0,1 # n € N, 1 # o € S,, con descomposicién en ciclos disjuntos dada por
o =(x1,Xxy,... Xy, ) (e xp, e X, ), entonces al actuar G = (o) sobre {1,2,...,n}, enlaforma
obvia, sus 6rbitas son {x; x, ... Xy, | SRS G S S

(5) Sea X un conjunto arbitrario no vacio, n > 0 un naturalyseaY =X"=X x---xX.SeaG=S§,
el grupo de permutaciones de n elementos. Definimos G x Y — Y mediante:

o-(xq,...,x,)= (xa(l), s Xg(n))-

Es inmediato comprobar que X es un G-conjunto.
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Acciones primitivas

Otro concepto ttil para el estudio de grupos de permutaciones es el de accién primitiva 6 G-conjunto
primitivo. Para ello necesitamos algunas definiciones.

Sea X un G-conjunto transitivo y R una relaciéon de equivalencia en X; decimos que R es compatible
con la accidn 6 que es una congruencia,

si para cualesquiera x, y € X tales que xRy y cualquier g € G se tiene (g-x)R(g-y).

Si R es una relacion compatible, el conjunto cociente X /R = {[x,] | a € A} es una particién de X
verificando que para cada [x,] € X/Ry cada g € G, existe [x, ] € X/R tal que g-[x,] = [x,]. Esto
es, X /R admite una accion de G inducida por la accién sobre X.
Una particién {X, | a € A} del conjunto X que cumple: para cada a € Ay cada g € G existe f € A
tal que g.X, = Xg, se llama una particion en bloques de X, y es claro que para un G-conjunto X es
equivalente dar una particién en bloques y dar una relacion compatible con la accién.
Cada uno de los elementos B de una particion en bloques se llama un bloque 6 bloque de impri-
mitividad, y verifica

g-B=B6b6g-BNB={paracada g €G.

Por extension un subconjunto B de X que cumple esta propiedad se llama un bloque (de imprimi-
tividad) de X. Los bloques, X y {x}, para cada x € X, se llaman bloques impropios, y forman las
dos particiones en bloques impropios que existen de X.

Un G-conjunto X se llama primitivo, (6 bien la accidén de G sobre X es primitiva,) si las dnicas
particiones en bloques que existen son las impropias, 6 equivalentemente, las unicas relaciones de
equivalencia compatibles son la total y la de igualdad.

Lema. 24.12.
Toda accidn primitiva no trivial es transitiva.

DEMOSTRACION. Tenemos que las drbitas forman una particiéon en bloques ya que para cada x € X
y cada g € G se verifica:
g (G-x)=G-x.

Entonces si la accidn es no trivial, resulta que Orb(x) = X para cada x € X. a

Ejemplos. 24.13.

(1) Hacemos actuar al grupo D, sobre los cuatro vértices del cuadrado. Numeramos estos vértices
sucesivamente 1, 2, 3, 4. Sea r € D, la rotacién de angulo 71/2 radianes, y sea s la reflexién en la
linea diagonal que pasa por 1y 3. Entonces las permutaciones de los vértices correspondientes
son:

r—p=(1234), s—o=(24).
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Ya que la representacion por permutaciones es un homomorfismo, la permutaciéon correspon-
diente a sr es op = (1 4)(2 3). La accién de D, sobre los cuatro vértices del cuadrado es fiel ya
que sélo la identidad fija todos los vértices. El estabilizador de cualquier vértice i es el subgrupo
de orden 2 generado por la reflexion sobre la diagonal que pasa por i.

(2) Seaahora T = {{1,3},{2,4}} (conjunto cociente de {1,2,3,4}). La relacion de equivalencia que
define T es una congruencia y D, actiia sobre este conjunto:
(o) r intercambia los pares 1 = {1,3} y2={2,4}y
(o) la reflexion s fija ambos pares.

Asi que las permutaciones correspondientes son
r—(12), s—(1).

Esta accién no es fiel, su nicleo es (r?,s). Para cadai € T el estabilizador es el mismo ntcleo.
(3) Consideramos ahora el conjunto B = {{1, 2}, {3,4}}. El grupo D, no actila sobre B ya que {1,2} €
B pero r-{1,2} ={2,3} ¢ B.

Estabilizadores

Sea G un grupo que actua sobre un conjunto X, para cada elemento x € X consideramos el conjunto
de los elementos de G que dejan fijo a x.

Lema. 24.14.
Para cada x € X el conjunto

Stabg(x)={geG| g-x=x}=G,

es un subgrupo de G, al que llamaremos estabilizador o grupo de isotropia de x € G.

DEMOSTRACION. Ya que 1-x = x para todo x € X, tenemos que 1 € X. Sean g,f € Stabg(x),
entonces g-x = x = f-x, tenemos pues:

&f Dx=g( ' x)=g(fx))=g((ff)x)=g(Qx)=gx=x,
luego gf ! € Stab,(x). O

Corolario. 24.15.
Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X mediante el homomorfismo de grupos ¢, entonces

Ker(¢) = N{Stab;(x) | x € X}.
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DEMOSTRACION. Tenemos g € Ker(¢) si, y solo si, ¢(g) = 14 si, y s6lo si, para todo x € X se tiene
g-x = Xx si, y sélo si, x € N{Stab;(x) | x € X}. |

Lema. 24.16.
Sea G un grupo, si x, y € X estdn en la misma Orbita, entonces Stab;(x) y Stab;(y) son subgrupos
conjugados.

DEMOSTRACION. Existe g € G talque y = g-x y x = g '-y. Dado h € Stab;(y) se verifica:

hy=y
h-(g-x) =gx
(g7 hg)x =x
Entonces g 'hg € Stab;(x). La otra inclusién es obvia. a

Ejemplos. 24.17.
(1) Accidn por traslaciones a la izquierda. Supongamos que H es un subgrupo de un grupo G,y
que H actuda por traslaciones a la izquierda sobre G. Para cada g € G su ¢rbita es:

Orb(g)={hge G| heH}=Hg,
la clase a la derecha de H en G que contiene a g, y su estabilizador en H es:
Staby(g) ={h€H| hg =g} ={1}.

(2) En el Ejemplo 24.11..4 el estabilizador del elemento x;, es el subgrupo de G generado por o™.
(3) Accion por conjugacion. Si consideramos la acciéon de un grupo G sobre si mismo por conju-
gacion, entonces para un elemento x € G tenemos que la érbita de x es:

Orbg(x) = {gxg™' €G| g € G},
que se llama la clase de conjugacion de x y se representa por Cl(x). El estabilizador de x es:
Stabs(x)={g €G| gxg~' =x},

que se llama el centralizador de x en G, y se representa por C;(x); el nticleo de la accién resulta
ser:
N{Stabs(x) | x€G}={geG| gx =xgVx €G},

que es precisamente el centro de G, y se representa por Z(G).

En S,, dos elementos son conjugados si y sélo si sus descomposiciones en ciclos disjuntos son del
mismo tipo.

En GL,(F) dos matrices son conjugadas si y solo si son semejantes, esto es, representan el mismo
isomorfismo respecto a dos bases.
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Veamos una aplicacion de la teoria. Recordemos que H; es el mayor subgrupo normal de G contenido
en H. El siguiente Lema nos dice cémo de cerca estd H; de H para cada subgrupo H de G.

Lema. 24.18.
Sea H un subgrupo de indice n de un grupo G, entonces G/H es isomorfo a un subgrupo de S,,.

DEMOSTRACION. Ya que [G : H] = n, existe una biyeccién entre G/H y {1,2,...,n}, y un isomorfis-
mo de grupos entre P(G/H)y S,. Elmorfismo ¢ : G — P(G/H) asociado a la accién por traslaciones
a la izquierda tiene ntcleo igual a H;, y por tanto, aplicando el primer teorema de isomorfia, se tiene
el resultado. O

Corolario. 24.19.
Sea G un grupo finito y p el menor entero primo positivo que divide al orden de G; si H es un
subgrupo de G de indice p, entonces H es un subgrupo normal de G.

DEMOSTRACION. Llamamos G/H al conjunto de clases a la izquierda de H en G, entonces P(G/H)
es isomorfo a S,. Tenemos por el Lema 24.18. que G/Hg, es isomorfo a un subgrupo de S, y por
tanto | G/H; | divide a | S, |= p! Ademds | G/Hg |= [G : Hg] divide a | G |, luego todo divisor de
| G/Hg | divide a | G |, y por tanto | G/H; | esp 6 1. Si | G/H; |=1, entonces | G/H |= 1, lo que es
una contradiccién; si | G/H |= p, entonces ya que | G/Hg; |=| G/H || H/H; | y | G/H |= p, tenemos
que | H/H; |=1y H = H; es un subgrupo normal. |

Reduccion del estudio de acciones transitivas

Vamos a ver que cuando la accidn es transitiva, entonces el G-conjunto en estudio es equivalente 6
isomorfo a un G-conjunto formado por las clases a la izquierda de un subgrupo H en G.

Teorema. 24.20.

Sea G un grupo que actua sobre un conjunto X, para cada x € X se tiene que Orb;(x) y G/ Stabg(x)
son G—conjuntos isomorfos, en donde la accién de G sobre G/ Stab;(x) es la accién por traslaciones
a la izquierda.

En particular si G actua transitivamente sobre X, y x € X, H = Stabg(x), entonces el G-conjunto
X es isomorfo al G-conjunto G/H de las clases a la izquierda con accién dada por la traslacion a la
izquierda.
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DEMOSTRACION. Llamamos Y al conjunto de clases a la izquierda de Stab;(x) en G, y definimos un
aplicacion
¢ :O0rb(x) —Y; ¢(g-x)= gStabg(x).

(1). ¢ estd bien definida. Sean g, g, € G tales que g,-x = g,-X, entonces

(g,'82)x =g (g2x) = g7 "(g1-x) = (g, g1)-x = x,

luego g;'g, € Stabg(x) y tenemos g, Stabg(x) = g, Stabg(x).
(2). ¢ es una aplicaci6n inyectiva. Si g; Stabg(x) = g, Stabg(x), entonces g;' g, € Stabg(x) y tene-

mos (g, 'g,)-x = x, luego g '+(g,'X) = x, y por tanto g,-x = g;-X.
(3). ¢ es una aplicacién sobreyectiva. Es claro por la definicién.

Luego ambos conjuntos tienen el mismo cardinal.

En el segundo caso, por ser la accién transitiva, para cada x € X tenemos X = Orb(x) = {g-x| g €
G}. Al igual que antes, definimos ¢ : X — G/H mediante ¢(g-x) = gH, para todo g € G. Solo
falta ver que ¢ es un homomorfismo de G—conjuntos.

(4). ¢ es un morfismo de G-conjuntos. Dados g;, g, € G se verifica:

¢ (g1:(82:x)) = P((8182)-x) = (g182)H = g1(g,H) = g1°+(g2x).

Recordar que los elementos de X son todos de la forma gx, g € G, x € X fijo. a

Corolario. 24.21.
Si G actia sobre X y x € X, entonces | Orb;(x) |=[G : Stabg(x)].

Corolario. 24.22.

Si H es un subgrupo de un grupo G y x € G, entonces el G-conjunto de las clases a la izquierda de
H en G, con accidn dada por traslacion a la izquierda, es equivalente al G-conjunto de clases a la
izquierda de xHx ™! en G con accién dada por traslacién a la izquierda.

DEMOSTRACION. Tenemos que G actda transitivamente sobre G/H. Si xH € G/H, entonces el esta-

bilizador es xHx ™
Stabs(xH)={a € G| axH = gH}
={aeG| xlaxH =H}
={ae€G| xlax € H}

=xHx™},
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y G/H es isomorfo a G/xHx™*. En particular tenemos

[G:H]=|X|=[G:gHg].

Teorema. 24.23.
Si la accion de G sobre X es transitiva y no trivial, son equivalentes:

(a) La accién es primitiva;
(b) Para todo x € X el grupo Stab;(x) es maximal.

DEMOSTRACION. Dado x € X, tenemos X = Orb(x) y H = Stab;(X) & G es un subgrupo propio por
ser la accion, respectivamente, transitiva y no trivial. Podemos suponer que X es el G-conjunto G/H
con accion la traslacién a la izquierda.

(a) = (b). Supongamos un subgrupo H & L & G, entonces tenemos que G/L produce una descom-
posicion propio en bloques de G/H, lo que es una contradiccién.

(b) = (a). Consideramos una descomposicion propia en bloques de G/H, y sea B una bloque no tri-
vial. Es claro que U{g.B | g € G} es una particién de G/H en bloques (si B es un bloque, también g.B
es un bloque). Tenemos que Stab;(B) & G, y podemos suponer que 1H € B, entonces H C Stab,(B),
pues para todo h € H se verifica 1H € h.B N B. Entonces de H C Stab;(B) & G, por la maximalidad
de H, se deduce que H = Stab.(B), pero entonces B = {1H}, lo que es una contradiccion. O

Formula de clases

Supongamos que un grupo G actua sobre si mismo por conjugacion, entonces como consecuencia
del Corolario 24.21. tenemos:

Corolario. 24.24.
Si G es un grupo finito se verifica:
| CI(x) =[G : Ce(x)].

DEMOSTRACION. Para la accién por conjugacion tenemos Cl(x) = Orbg(x), y Stabg(x) = Cs(x) es
el centralizador de x en G. O

Vamos ahora a contar los elementos de un grupo finito usando las clases de conjugacidn.
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Proposicion. 24.25. (Férmula de clases)
Si G es un grupo finito, se verifican:

D |G |=2{IClx)|| x € A},
@ 1GI=1Z@G) |+ 2{ICl0) | x €C, x ¢ Z(G)}.

Donde C es un conjunto de representantes de clases de conjugacion.

DEMOSTRACION. (1). Tenemos que G es la unién disjunta de las clases de conjugacion de sus ele-
mentos, ya que la relacidon de conjugacion es de equivalencia, entonces la suma de los cardinales de
todas las clases es el orden de G, para dar una buena expresion de | G | basta tomar un representante
de cada clase y escribir

[Gl=2 {IC)| xech.

(2). Tenemos | Cl(x) |=1 si, y sélo si, [G : C5(x)] =1 si, y sblo si G = Cz(x) si, y solo si, x € Z(G);
entonces tenemos

1GI=2{IClx) || x€C,x € Z(G)}+ 2{ICLx) || x €C, x ¢ Z(G)}
=[Z(G) | +2{| Cl(x) | x € C, x ¢ Z(G)}.

O

Observacion. 24.26. (Generalizacion de la formula de clases)
Sea H un subgrupo normal de G. Hacemos actuar G sobre H por conjugacion. El estabilizador de un
elemento h € H es:

Stab(h) = {x € G| xhx™' =h} = C,(h).

La férmula de descomposicion en 6rbitas nos proporciona la siguiente igualdad:

|H|=>.{|Orb(h) | heC}
= S{[G : Stabg(h)] | he C}
=>{[G:Cs(M)]| heC}.

siendo C un conjunto de representantes de clases de conjugacién. Para que una drbita tenga sélo un
elemento ha de ser C;(h) = G, o equivalentemente h € Z(G) N H. Obtenemos entonces la formula:

|H|=|Z(G)nH |+ ) {[G:Ce(h)]| heC, x ¢ Z(G)NH}.

Ejemplo. 24.27.
Consideramos un grupo G, llamamos L(G) al conjunto de todos los subgrupos de G, y hacemos
actuar G sobre L(G) por conjugacion. Si tomamos H € L(G), la drbita de H es:

Orb(H) = {gHg™' | § € G},
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la llamamos clase de conjugacion de H y la representamos por CI(H). El estabilizador de H es:
Stabs(H) = {g € G| gHg™' = H},

lo llamamos el normalizador de H en G, y lo representamos por N;(H), es el mayor subgrupo de G
en el que H es un subgrupo normal.

Corolario. 24.28.
Para cada grupo finito G y cada subgrupo H de G se verifica:

| CI(H) |=[G : Ng(H)].

Teorema de Polya-Burnside

Consideramos un grupo finito G actuando sobre un conjunto finito X. Para cada g € G sea c(g) =|
{x €eX | g-x =x}|, yseaR larelacién de equivalencia en X definida por la accién (xRy si existe
g € G tal que y = gx).

Teorema. 24.29. (Polya-Burnside)
1GIIX/G =Y e c(g):

DEMOSTRACION. Consideramos una tabla rectangular en la que las filas estan indizadas por los
elementos de X y las columnas por los de G. Dados x € X y g € G colocamos un uno en la posicién
(x,g) si g-x = x, yla dejamos vacia en caso contrario. El niumero total de unos es deG c(g).

Otra forma de contar los unos es la siguiente: tomamos la clase [x ] de un elemento x en X /R. Para
cada y € [x], sea y = g-x, en la fila de y tenemos | Stab;(y) | unos, pero se verifica | Stab;(y) |=|
Stab(x) | ya que g Stab;(y)g ™! = Stab;(x). Ademds el niimero de elementos en [x] es: | Orb(x) |=
[G : Stabg(x)]. Luego el nimero de unos que aparecen en las filas de [x] es: [G : Stabg(x)] |
Stab;(x) |=| G |. Entonces el niimero total de unos que tenemos es: | G | | X /R |. O

Corolario. 24.30.
Sea G un grupo finito, entonces el nimero de clases de conjugacion de G es:

Z 1
[G: Ce(g)]

geG
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DEMOSTRACION. Hacemos actuar G sobre si mismo por conjugacion, se verifica que {x € G| g-x =
x}={xeG| gx =xg}=Cgs(g). Aplicamos ahora el teorema de Polya—Burnside. Si llamamos t al
numero de clases de conjugacion obtenemos:

1Glt=>"1Cs8)]

geG

NG 1
=2 o]~ T @

geiG g€iG

Y desarrollando se tiene:

O

Polya enuncid su teorema para determinar el nimero de isémeros de un compuesto quimico. Una
ilustracion sencilla seria la siguiente:

Ejemplo. 24.31.
Vamos a determinar el nimero de maneras distintas de colocar cuatro bolas blancas y otras cuatro
negras en los vértices de un cubo.

En este caso el conjunto X es el nimero total de elecciones de cuatro vértices (las bolas blancas) del
conjunto de los ocho vértices del cubo, asi que |S| = (i) =70.

El grupo G es el grupo de rotaciones del cubo. Este grupo es isomorfo a S,, asi que |G| = 24. Los
elementos del grupo G son:

= La identidad, para la cual c(g) = |S| = 70.

= Ocho rotaciones de dngulo 27t/3 alrededor de las diagonales del cubo. Cada una de ellas
descompone el conjunto de vértices en cuatro érbitas, dos de cardinal uno y dos de cardinal
tres. Como los elementos de cada drbita deben ser del mismo color para que s sea fijo bajo esta
rotaciones, obtenemos que c(g) = 4 para cada una de ellas.

= Seis rotaciones de dngulo 27t /4 alrededor de los ejes que unen los puntos medios de las caras.
Para cada una de ellas c(g) = 2.

= Tres rotaciones de dngulo 7 alrededor de los mismos ejes del apartado anterior. Para estas
rotaciones c(g) = (g) =6

= Seis rotaciones de dngulo 7t alrededor de los ejes que unen los puntos medios de aristas opues-
tas. También para estas rotaciones se verifica que c(g) = (3) =6

Sumandolo todo obtenemos

> () =70+84+6-2+3-6+6-6=168
geG

Aplicando el teorema de Polya existen |S/G| = 168/24 = 7 o6rbitas (que son las configuraciones no
equivalentes).
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25. Teoremas de Sylow

p-subgrupos

Sea p un niimero entero positivo primo, un grupo finito G es un p-grupo si | G | es una potencia de
p, entonces, por el teorema de Lagrange, cada elemento de G tiene por orden una potencia de p. El
reciproco también es cierto como veremos a continuacién en un corolario al teorema de Cauchy.

Un subgrupo finito H de un grupo G se llama un p-subgrupo de G si es un p-grupo.

Teorema. 25.1. (Teorema de Cauchy)
Si p es un nuimero entero positivo primo que divide al orden de un grupo finito G, entonces existe,
al menos, un subgrupo de G de orden p.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo abeliano, por el teorema de estructura de grupos abelianos finitos
tenemos que G es un producto de grupos ciclicos, siendo el orden de G el producto de los ordenes
de sus grupos factores, luego p ha de dividir al orden de un subgrupo ciclico de G, y por tanto G
contiene un subgrupo de orden p.

Para el caso general vamos a hacer la demostracion por induccién sobre el orden de G. Supongamos
que todo grupo de orden menor que | G |, cuyo orden sea multiplo de p, contiene un subgrupo de
orden p. Si G contiene un subgrupo propio cuyo orden es un multiplo de p, entonces, aplicando
la hipétesis, G contiene un subgrupo de orden p. En caso contrario, ningin subgrupo propio de
G tiene orden muiltiplo de p; sea H un subgrupo propio de G, entonces p | H |, y por tanto de
| G|=[G: H]| H | deducimos que p divide a [G : H]. Consideremos la férmula de clases (para la
accién por conjugacién)

|G |=1Z(G) |+ 2{ICl(x) | x €C, x ¢ Z(G)}
=|Z(G) |+ 2{[G : C5(x)]| x €C, x ¢ Z(G)}.

Ya que C;(x), x € C, x ¢ Z(G), es un subgrupo propio; p divide a | G | y a cada [G : C;(x)] en la
suma, luego necesariamente p divide a | Z(G) |. Entonces Z(G) no es un subgrupo propio de G, y
tenemos G = Z(G). Esto es, G es un grupo abeliano finito, y por tanto, aplicando la primera parte
de la demostracién, contiene un elemento de orden p, entonces Z(G) = Z, y tenemos el resultado.

O

3308-02.tex
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Corolario. 25.2.

Sea G un grupo finito. Son equivalentes las siguientes condiciones
(a) G es un p-grupo;

(b) cada elemento tiene por orden una potencia de p.

DEMOSTRACION. Supongamos que cada elemento de G tiene por orden una potencia de p, y sea g
un entero positivo primo que divide a | G |. Por el teorema de Cauchy existe un elemento de G cuyo
orden es g, y por tantoq =p’, r € N. Luego hadeserr =1y q =p. a

Teorema. 25.3. (Teorema de Burnside)
Si G es un p-grupo finito no trivial, entonces Z(G) es un subgrupo no trivial y | Z(G) |= p.

DEMOSTRACION. Si G = Z(G), entonces el resultado es cierto. Supongamos que G # Z(G), entonces
aplicando la férmula de clases (para la acciéon por conjugacién), tenemos:

|GI=12(G) |+ Al Cl(x)| x€C,x¢Z(G)}.

Tenemos | Cl(x) |[> 1six € C\ Z(G), y ya que | Cl(x) |= [G : Cs(x)], entonces | Cl(x) | divide a
| G |=p". Luego p divide a | G | y a cada miembro de la suma, y por tanto necesariamente divide a
| Z(G) |. Como 1 € Z(G), tenemos que | Z(G) |= p, y es no trivial. |

Lema. 25.4.
Si G/Z(G) es un grupo ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION. Supongamos que gZ(G) es un generador del grupo ciclico G/Z(G), entonces para
cada dos elementos x,y € G existen r, s € N con xZ(G) = g"Z(G) e yZ(G) = g°Z(G), y existen
x',y" € Z(G) tales que x = g"x’ e y = g°y’. Tenemos entonces:

r .S../.,/ v,/ ./

xy =g x)g'y)=g"g'xy =g¢g"y'x' =(gy)gx)=yx.
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Corolario. 25.5.
Todo grupo G de orden p? es abeliano.

DEMOSTRACION. Si G no es abeliano, entonces G # Z(G), y por el teorema de Burnside | Z(G) |> p,
luego necesariamente | Z(G) |= p. Asi G/Z(G) es un grupo de orden p, por tanto ciclico. Por el
Lema 25.4. ha de ser G un grupo abeliano, lo que es una contradiccién. a

Primer teorema de Sylow.

Si G es un grupo que acttia sobre un conjunto X, llamamos Fix,(G) al conjunto de los puntos fijos
de X, esto es:
Fixy(G)={x € X | gx = x para todo g € G}
={x € X | Stabs(x) = G}.

SiK esun subgrupo de G, entonces podemos definir una acciéon de K sobre X mediante (k,x) — k - x,
asi el homomorfismo de grupos asociado es la restriccion a K del homomorfismo de la accién. Como
consecuencia si la accion de G es fiel, también la restriccidén a K es fiel.

Para cada x € X tenemos
Staby(x) ={k € K | kx = x} = Stabg(x)NK,
y para en elemento x € X tenemos
x € Fixy(K) si, y solo si, K € Stabg(x).

Ejemplo. 25.6.
Supongamos que H y K son subgrupos de G y que G actda por traslaciones a la izquierda sobre el
conjunto G/H de clases a la izquierda de H en G. La restriccion de la accién a K verifica para cada
g€G:

Staby(gH) = gHg ' NK

gH € Fixy(K) siysblosiK C gHg™.

Lema. 25.7.
Si G es un p-grupo finito que actia sobre un conjunto finito X, entonces se verifica:

| Fixx(G) |=| X | (mdd p).
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DEMOSTRACION. Supongamos que las orbitas de la acciéon son X4, ...,X,, entonces

X=X 1<i<r},

si|X;|>1conX;=O0rb(x;), tenemos | X; |=[G : Stabs(x;)], luego es un muiltiplo de p.
Si | Fix,(G) |= s, entonces existen exactamente s oOrbitas, por ejemplo X;,...,X,, con un sdlo ele-
mento; tenemos

| X|=s+ > {IX | s<j<r},
entonces | Fix,(G) |=| X | (mdd p). |

Lema. 25.8.
Si H es un p-subgrupo de un grupo finito G tal que p divide a [G : H], entonces p divide a [N;(H) :
H].

DEMOSTRACION. Consideramos el conjunto X = G/H de las clases a la izquierda de H en G, y
la accién de H sobre G/H por traslacion a la izquierda, entonces | Fix,(H) |=| G/H |= [G : H]
(méd p).

Para cada g € G se verifica:

gH € Fixy(H) siysdlo si
H < Staby(gH) siy sélo si
H<gHg™ si y solo si (por ser G finito
H=gHg! siy sélo si

g € N;(H) siy sélo si
gH € N(H)/H.
Como consecuencia | Fixy(H) |=| N;(H)/H |, y tenemos el resultado. O

Corolario. 25.9.
Si G es un p-grupo finito, entonces todo subgrupo propio H de G es un subgrupo propio de N;(H).

Teorema. 25.10. (Primer teorema de Sylow)
Sea G un grupo de orden p"m, tal quen € N, n > 1, p entero primo positivo y p t m. Entonces

(1) G contiene un subgrupo de orden p* paracadal <k<n,y
(2) todo subgrupo de G de orden p*~' es normal en algiin subgrupo de orden p*.
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DEMOSTRACION. Ya que p divide a | G |, existe, por el teorema de Cauchy, un subgrupo de G de
orden p. Supongamos que H es un subgrupo de G de orden p*~!, con 1 < k < n, entonces p divide
a[G:H], yporellema 25.8., p divide a | N;(H)/H |. Entonces, por el teorema de Cauchy, existe un
subgrupo K/H de N;(H)/H de orden p, siendo K un subgrupo de G contenido en N;(H). El orden
de K es entonces
|K|=[K:H]|H|=p-p""=p"

Luego K es un p-subgrupo de G. Ya que H es normal en N;(H) y H € K € N;(H), tenemos que H es
normal en K.

Procediendo de esta forma llegamos a encontrar un subgrupo de G de orden p* paracada1l <k < n.
O

Si p es un entero positivo primo y G un grupo finito, un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo
maximal (entre los p—subgrupos) de G.

Corolario. 25.11.
Sea G un grupo de orden p"m en las condiciones anteriores, entonces se verifica:

(1) Existe un p—subgrupo de Sylow de G.

(2) Si P un subgrupo de G, entonces P es un p-subgrupo de Sylow de G si, y solo si, | P |=p".
(3) Todo subgrupo conjugado de un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo de Sylow de G.
(4) Si existe un tinico p-subgrupo de Sylow de G, entonces este es un subgrupo normal de G.

(5) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow de G.

Segundo teorema de Sylow

Teorema. 25.12. (Segundo teorema de Sylow)
Sea G un grupo de orden p"m en las condiciones anteriores. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G
y K es un p-subgrupo de G, entonces existe g € G tal que K < gPg™!.

En particular cada dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

DEMOSTRACION. Llamamos X = G/P al conjunto de clases a la izquierda de P en G. El cardinal de
Xes:|X|=[G:P]=|G|/|P|=m.
Si hacemos actuar K por traslacién a la izquierda sobre X, se verifica:

| Fixy(K) |=| X |[=m (méd p).
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Ya que p no divide a m tenemos que | Fixy(K) |# 0, y por tanto Fix,(K) # &. Sea gP € Fixy(K). Por
el ejemplo 25.6. esto ocurre si, y s6lo si, K C gPg™!.

En el caso particular en que K es un p-subgrupo de Sylow de G tenemos | K |=| P |=| gPg™! |;
entonces K = gPg~' y P y K son subgrupos conjugados. |

Aplicaciones del segundo teorema de Sylow

Corolario. 25.13.
Sea G un grupo finito y P un p-subgrupo de Sylow de G, entonces

NG(NG(p)) = NG(P)-

DEMOSTRACION. Siempre se tienen las inclusiones P € N;(P) € N;(Ng(P)). Si consideramos x €
N;(N;(P)), entonces xPx~' C xN;(P)x~! € N;(P). Como P y xPx™! son p-subgrupos de Sylow de
N,(P), son conjugados en N;(P); pero como P es normal en N.(P), se tiene P = xPx~ ' y x € N.(P).

O

Proposicion. 25.14. (Lema de Frattini)
Sea G un grupo finito, N un subgrupo normal de G y P un p-subgrupo Sylow de N con normalizador
N;(P), entonces NN;(P) =G.

DEMOSTRACION. Paracada g € G tenemos gPg~! C N. Tenemos que P y gPg™! son p-subgrupos de
Sylow de N. Por el segundo teorema de Sylow son subgrupos conjugados en N, luego existe n € N tal
que nPn~! = gPg~!. Como consecuencia P = n"'gPg 'n, y por tanto n"'g = h € N;(P), entonces
g =nh € NN;(P). O

Tercer teorema de Sylow

Teorema. 25.15. (Tercer teorema de Sylow.)

Sea G un grupo de orden p"m en las condiciones anteriores. Si n, es el numero de p-subgrupos de
Sylow de G, entonces:

(1) n, =[G :Ns(P)] donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G;

(2) n, divideam y

3) n,=1 (méd p).
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DEMOSTRACION. Llamamos X = Syl (G) al conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de G.

(1). Hacemos actuar G por conjugacion sobre X. Com esta accion es transitiva, si P € X, entonces el
numero de elementos de X es igual al numero de conjugados, distintos, de P, entonces

n, =| Syl,(G) |=[G : Stabg(P)] =[G : Ng(P)].

(2). Tenemos

m=[G:P]=[G:Ng(P)I[Ng(P): P]=n,[Ng(P): P],
luego n,, divide a m.
(3). Consideramos la accién por conjugacion de P sobre X. Se verifica | Fixy(P) |=| X | (mdd p).
Para Q € X tenemos Q € Fixy(P) si, y solo si, P C Stab,(Q) C Stab;(Q) = N;(Q). Entonces que P y Q
estan contenidos en N;(Q); ambos son p-subgrupos de Sylow de G, y por tanto también de N;(Q),

y por tanto son conjugados en N;(Q); ademas Q es normal en N;(Q), entonces P = Q y se verifica
que Fixy(P) = {P}, entonces n, =| X |=| Fixx(P) |[= 1 (méd p). O

Aplicaciones

Proposicion. 25.16.

Sea G un grupo y P un p—subgrupo de Sylow de G. Son equivalentes los siguientes enunciados:
(a) P es el unico p—subgrupo de Sylow;

(b) P es un subgrupo normal de G;

(c) P es un subgrupo caracteristico de G.

Proposicion. 25.17.
Si G es un p—grupo de orden p", entonces

(1) Todo subgrupo maximal de G es de orden p™!;
(2) Todo subgrupo maximal de G es un subgrupo normal.

Corolario. 25.18.
Todo p—grupo es un grupo soluble.

Los siguientes tres resultados son utiles consecuencias de los teoremas de Sylow.
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(1) Sip no divide al orden de G, el inico p-subgrupo de Sylow de G es el grupo trivial (y todas las
partes del segundo y tercer teorema de Sylow son triviales).

(2) Si|G| = p*, entonces el mismo G es su tinico p-subgrupo de Sylow.

(3) Un grupo abeliano finito tiene un inico p-subgrupo de Sylow para cada primo p. Este subgrupo
esta formado por todos los elementos cuyo orden es una potencia de p y se llama la componente
p-primaria del grupo abeliano.
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REVISAR

En el primer caso el estabilizador de x € G, G, = {g € G| gxg~! = x} es el centralizador de x en
G mientras que la érbita Gs = {xsx™! | x € G} es la clase conjugada de s en G.

En el segundo caso el estabilizador de x € G, G, = {g € G| gx = x} = 1 se reduce al subgrupo
trivial, mientras que la orbita Gx = {gx | g € G} es el grupo total. Igual ocurre en la traslaciéon por
la derecha.

En S, dos elementos son conjugados siy sdlo si al descomponerlo en ciclos disjuntos tienen el mismo
tipo. En GL,(F) dos matrices son conjugadas si y sélo si son semejantes.

El homomorfismo ¢ : G — P(G) obtenido para la traslacién por la izquierda se llama representacion
regular por la izquierda de G y es inyectivo. Nos identifica G con un subgrupo de P(G) y permite
enunciar el conocido:

Teorema. 25.19. (Cayley)
Todo grupo finito es isomorfo a un grupo de permutaciones.

Ejemplo. 25.20.
Las tres operaciones del Ejemplo (??) pueden generalizarse al conjunto X = #(G) (Booleano de G
o conjunto de las partes de G):

(1) SeaTcCG; gxT=gTg .
El estabilizador es el normalizador de T en G: No(T)={g€ G| gTg ' =T}.
La 6rbita es la clase conjugadade T en G: G+ T = {gTg™ ' | g € G}.

(2) SeaT CcG; x*xT =xT ={xt| t € T}. Es particularmente interesante el caso en que T es un
subgrupo de G.
Entonces el estabilizador de Tes {g€ G| gT =T} =T yladrbitaesG*xT ={gT | g€ G} =
G/T, el conjunto de clases por la izquierda de T en G. A un conjunto de representantes de estas
orbitas (es decir, un conjunto con un y sélo un elemento de cada 6rbita) le llamamos transversal
de T en G. Un andlisis andlogo podemos hacer en el tercer caso. El caso que acabamos de ver
es especialmente tipico, como veremos a continuacion.

Formula de clases

Teorema. 25.21.
Sea X un G-conjunto, x € X con estabilizador H = G, y orbita T = Gx.

(1) T es un G-subconjunto de X.
(2) Existe un isomorfismo de G-conjuntos f : T = G/H

3308-05.tex
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Corolario. 25.22.
Llamamos |Gx| al cardinal de la érbita Gx. Entonces

|Gx| =[G :G,]

Corolario. 25.23.
El nimero de conjugados de x en G es igual a

IG1/INg(x)| =[G : No(x)].

Teorema. 25.24.
Supongamos que la accién de G sobre X es transitiva y no trivial. La accidn es primitiva si y sdlo si
para todo x € X el grupo G, es maximal en G.

Llamemos ahora |X| al cardinal del conjunto X. Sea A un conjunto de representantes de las érbitas.
Obtenemos:

Teorema. 25.25. (Formula de descomposicion en drbitas)

SI=2[6:G.].

XEA

Aplicando el anterior corolario al primero de los ejemplos ??, las érbitas con un s6lo elemento seran
los x € G tales que gxg~! = x para todo g € G, lo cual se verifica si y sélo si x € Z(G). Separando
estas dOrbitas tenemos:

Corolario. 25.26. (Formula de clases)

Gl =12(G)+ D [G: Co(s)].

sEA’

donde la suma se toma sobre el conjunto A’ de representantes de clases que tienen mas de un
elemento.

La férmula de clases admite una generalizacién bastante util: Sea H <« G. Hacemos actuar a G sobre
H por conjugacién: g xh = ghg™'. El estabilizador de un elementoh€ Hes G, = {g € G| ghg™* =
0} = C;(h). La formula de descomposicion en orbitas nos da:

[H| =) [G : Co(h)]

heA

donde A es un conjunto de representantes de drbitas. Una Orbita tendrd un sélo elemento cuando
G = C;(h) oseacuando h € Z = Z(G). Asi que el conjunto de 6rbitas con un elemento corresponden
a los elementos de H N Z. Obtenemos

HI=|HNZ|+ ) [G: Co(h)]

hep’

donde A’ es un conjunto de representantes de 6rbitas con mas de un elemento. En particular si H
es finito, [G : C;(h)] es finito para todo h € H, aunque G no lo sea.
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El teorema de Polya-Burnside

Vamos a obtener un resultado muy util en la matemética combinatoria: Sea G un grupo y S un G-
conjunto, ambos finitos. Para cada x € G llamamos c(x) al cardinal del conjunto {s € S | xs =s}y
llamamos S/G al conjunto cociente de S por la relacién s ~ t < Jx € G tal que s = xt. Entonces

Teorema. 25.27. (Polya-Burnside)

Gl 1S/Gl = c(x)

X€G

DEMOSTRACION. Consideramos el conjunto X = {(x,s) € G xS | x *s =s}. Calculamos su cardinal
de dos maneras:

Sumando primero en g € G obtenemos

|X|=Z|{s€5| x*s:s}|=Zc(x).

xX€G xeG

Al sumar primero en s € S obtenemos
X| =D l{x €G| xxs=s}|= »|Stabs(s).
SES SES

Pero los estabilizadores de elementos de la misma érbita son conjugados, por tanto isomorfos y
tienen el mismo orden. Ademas, el orden de la 6rbita de todo s € S es [G : Stab(s)]. Agrupamos en
la tltima suma los elementos de la misma 6rbita y obtenemos:

X|= > > |Stab(s)| = Y [G: Stab(s)]- | Stab(s)|

5€S/G tes 5eS/G

= > I6l=1s/6G|-|G|

5€S/G
O

Corolario. 25.28.
El numero de clases conjugadas en un grupo finito G es

:E: 1
‘<G [G: Cg(x)]

DEMOSTRACION. Aplicar el teorema 25.27. al primero de los ejemplos ??. Entonces c(x) =|{g € G |
gx = xg}| =|Cs(x)|. Asi que el nimero de clases de conjugacién es

_i _ |CG(X)|_ ;
|S/G|—|G|Z|CG(X)|_Z G| _Z[G:CG(X)]

xX€G XE€G X€G

O

Polya enuncié su teorema para determinar el nimero de isémeros de un compuesto quimico. Una
ilustracion sencilla seria la siguiente:
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Ejemplo. 25.29.
Vamos a determinar el nimero de maneras distintas de colocar cuatro bolas blancas y otras cuatro
negras en los vértices de un cubo.

En este caso el conjunto S es el niimero total de elecciones de cuatro vértices (las bolas blancas) del
conjunto de los ocho vértices del cubo, asi que |S| = (i) =70.

El grupo G es el grupo de rotaciones del cubo. Este grupo es isomorfo a S,, asi que |G| = 24. Los
elementos del grupo G son:

» La identidad, para la cual c(g) = |S| = 70.

= Ocho rotaciones de angulo 27/3 alrededor de las diagonales del cubo. Cada una de ellas
descompone el conjunto de vértices en cuatro érbitas, dos de cardinal uno y dos de cardinal
tres. Como los elementos de cada drbita deben ser del mismo color para que s sea fijo bajo esta
rotaciones, obtenemos que c(g) = 4 para cada una de ellas.

= Seis rotaciones de angulo 27t/4 alrededor de los ejes que unen los puntos medios de las caras.
Para cada una de ellas c(g) = 2.

= Tres rotaciones de angulo 7 alrededor de los mismos ejes del apartado anterior. Para estas
rotaciones c(g) = (g) =6

= Seis rotaciones de dngulo 7t alrededor de los ejes que unen los puntos medios de aristas opues-
tas. También para estas rotaciones se verifica que c(g) = (‘2‘) =6

Sumandolo todo obtenemos

> c(8)=70+84+6-2+3-6+6-6=168

geG

Aplicando el teorema de Polya existen |S/G| = 168/24 = 7 6rbitas (que son las configuraciones no
equivalentes).

10 de marzo de 2021 Curso 2020-2021. NOTAS DE TRABAJO, 12



SEC. 26. EJERCICIOS PROPUESTOS 199

26. Ejercicios propuestos

Ejercicio. 26.1.
Sea G un grupo que actua sobre un conjunto X, demostrar que es posible definir una accion xde G
sobre X a la derecha mediante

XxG—X:(x,g)—>x*g=g x,

paratodox €X y g €G.
Ref.: 3308e_001 SOLUCION

Ejercicio. 26.2.
Si G es un grupo que actia sobre un conjunto X con accién a, demostrar que G tambiénactia sobre
el conjunto & (X), de las partes de X, con la accion definida por:

Gx2X)->2X);, (8Y)—gY,

parag € GeY € P(X), siendo g'Y = {gy € X: y € Y}. Aplicarlo al caso en queG actua sobre si
mismo por conjugacion y tomamos en vez de & (X) el conjunto desubgrupos de G.

Ref.: 3308e_002 SOLUCION

Ejercicio. 26.3.

Sea G el grupo S,, y X = {1,2,3,4}. Consideramos la accion natural de S, sobreX, y los subgrupos
de S, siguientes:

(1) H, =((123));

(2) H, = ((1234));

(3) Hy={1,(12)(34),(13)(24), (14)(23)};

(4) Hy=1{1,(12),(12)(34),(34)};

(5) Hs =A,.

Describir las orbitas y estabilizadores cuando actuan por restriccion sobre X .
Ref.: 3308e_003 SOLUCION

3308-09.tex
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Ejercicio. 26.4.
Sea G el grupo Ss y X = {1, 2,3,4,5}. Consideramos la accion natural de S sobre X, ylos subgrupos
de S; siguientes:

(1) H=((124));

(2) H=A,;
(3) H=((12)(34));
(49 H=S;

Describir las orbitas y estabilizadores cuando actuan por restriccion sobre X .
Ref.: 3308e_004 SOLUCION

Ejercicio. 26.5.
Si un grupo G contiene un elemento a con exactamente dos conjugados. Demostrar que entoncesG
contiene un subgrupo normal propio no trivial.

Ref.: 3308e_005 SOLUCION

Ejercicio. 26.6.
Sea G un grupo, demostrar:

(1) SiN C Z(G), entonces N es un subgrupo normal de G.
(2) SiN C Z(G) y G/N es un grupo ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

Ref.: 3308e 006 SOLUCION

Ejercicio. 26.7.
Sea G un grupo que actua transitivamente sobre un conjunto X que contiene al menos a 2elementos.
Demostrar que:

(1) Sila accidn es fiel, el nicleo es trivial, entonces para un subgrupo normal N de G tal que N C
Stab(x) para algtin x € X, se tiene N = {1}.

(2) Para cada x € X se tiene 6ard(Orb(x)) = [G : Stabs(x)], Iuego €ard(Orb(x)) divide a| G | si
éste es finito.
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Ref.: 3308e_007 SOLUCION

Ejercicio. 26.8.
Sea G un grupo no abeliano, si | Int(G) |= 4, demostrar que G tiene exactamente tressubgrupos
abelianos de indice 2.

Ref.: 3308e_008 SOLUCION

Ejercicio. 26.9.
Sea H un subgrupo de un grupo G. Demostrar que:

(1) C4(H) es un subgrupo normal de N;(H).
(2) N;(H)/C;(H) es isomorfo a un subgrupo de Aut(H).

Ref.: 3308e 009 SOLUCION

Ejercicio. 26.10.
Sea G un grupo que contiene un elemento g de orden distinto de 1 y 2. Demostrar que Aut(G) # {1}.

Ref.: 3308e 010 SOLUCION

Ejercicio. 26.11.
Sea G un grupo y N un subgrupo normal abeliano, demostrar que G /N actia sobre N por conjugacion
y dar un morfismo de G/N en Aut(N).

Ref.: 3308e 011 SOLUCION
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Ejercicio. 26.12.
Sea G un grupo que actua transitivamente sobre un conjunto X, y sea H un subgrupo normal deG.
Sean 0, ..., O, las orbitas distintas en la accion de H sobre X.

(1) Demostrar que G actua transitivamente sobre el conjunto {0, ..., 0,};

(2) Demostrar que todos los O; tienen el mismo cardinal;

(3) Sea x € 0, un elemento arbitrario. Demostrar que| 0, |= [G: H N Stab;(x)] y deducir que
k =[G: H - Stabg(x)].

Ref:: 3308e 012 SOLUCION

Ejercicio. 26.13.
Sea G un grupo finito de orden compuesto n con la propiedad de que G tiene un subgrupo de orden
d para cada entero positivo d que divida a n. Demostrar que G tiene un subgrupo normal propio.

Ref.: 3308e 013 SOLUCION

Ejercicio. 26.14.
SeanS y T dos G—conjuntos. Definimos una accion de G sobre el producto cartesiano S x T mediante:

g-(s,t)=(gs,g-t).

Demostrar que para esta accion el estabilizador de (s, t) es la interseccion de los estabilizadores de
s y t en las acciones dadas.

Ref.: 3308e 014 SOLUCION

Ejercicio. 26.15.
Sea G un grupo y H, K subgrupos de G de indices r y s respectivamente. Demostrar que[G: HNK] <
rs. [Teorema de Poincaré€]

Ref.: 3308e 015 SOLUCION
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Ejercicio. 26.16.

Sea G un grupo y H, K subgrupos de G conjugados de indice r. Demostrar que[G: HNK] < r(r—1).
(Pista. hallar una accidn transitiva de G sobre un conjunto der elementos y considerar la accion de
G sobre pares ordenados.)

Ref: 3308e 016 SOLUCION

Ejercicio. 26.17.

Sea G un grupo finito que actua transitivamente sobre un conjunto X con mds de un elemen-
to.Demostrar que existe un g € G que mueve todos los puntos de X. (El enunciado equivale a
queparaH £ G se tiene U,c.cgHg™ £ G.)

Ref.: 3308e 017 SOLUCION

Ejercicio. 26.18.

Sea n > 0 un numero entero positivo Una particion de n es una sucesion i, < --- < i, de numeros
enteros positivos tales que i; + - - - + 1, = n. Dada una permutacion o € S,,la descompos1c1on de o
en ciclos disjuntos (incluyendo Ios de longitud uno)o = vy, -y, determina una particion i,,..., 1
de n, donde cada i;es la longitud del ciclo y;. Dos permutaciones en S, se dicen del mismotipo si
determinan la misma particion de n. Demostrar que:

(1) Dos elementos de S,, son conjugados si y sélo si son del mismo tipo;
(2) EIl nimero de clases de conjugacion de S,, es igual al nimero de particiones de n.

Ref.: 3308e 018 SOLUCION

Ejercicio. 26.19.

Calcular el numero de clases de conjugacion de Ss. Dar un representante de cada una y encontrarel
orden de cada clase. Calcular el estabilizador de (123) para la accién por conjugacion deSs sobre si
mismo.

Ref: 3308e 019 SOLUCION
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Ejercicio. 26.20.
Un subgrupo G de S,, se llama transitivo si la accion deG sobre el conjunto {1,...,n} es transitiva.
Determinar los subgrupos transitivos deS,, paran < 5.

Ref.: 3308e_020 SOLUCION

Ejercicio. 26.21.

Sea G un grupo finito y x e y elementos de G conjugados. Demostrar que | C;(x) |es el nimero de
elementos g € G que verifican gxg ' = y.

Ref.: 3308e 021 SOLUCION

Ejercicio. 26.22.
Encontrar todos los grupos finitos que tienen exactamente dos clases de conjugacion.

Ref: 3308e 022 SOLUCION

Ejercicio. 26.23.
Sea G un grupo que contiene un subgrupo H # G con[G : H] finito, demostrar que existe unsubgrupo
normal propio K de G con [G : K] finito.

Ref.: 3308e 023 SOLUCION

Ejercicio. 26.24.
Sea X un G-conjunto finito transitivo y B € X un bloque para la accidn, demostrarque se verifica:

(1) Paratodo g € G, g-B es también un bloque.
(2) SiB # 0, entonces 6ard(B) divide a 6ard(X).

Ref.: 3308e 024 SOLUCION
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Ejercicio. 26.25.

Sea X un G-conjunto finito y transitivo, y x € X, llamamos H = Stab;(x). Demostrar quese verifica:

(1) Para cada subgrupo K de G tal que H C K, K-x es un bloque.

(2) Cada bloque que contiene a x es de la forma K-x con H < K < G, con K un subgrupo de G.

(3) Si 6ard(X) > 1, demostrar que la accion es primitiva si, y solo si, H es un subgrupo propioma-
ximal de G.

Ref.: 3308e 025 SOLUCION

Ejercicio. 26.26.

Sea X un G-conjunto transitivo con 6ard(X) = p un nimero entero primo positivo, demostrarque
X es primitivo.

Ref.: 3308e 026 SOLUCION

Ejercicio. 26.27.

Sea X un G-conjunto finito transitivo, N un subgrupo normal de G y 3 el morfismo dela accidn.
Si la accion es primitiva, demostrar que N C Ker(f3) 6 la accion de Nsobre X (por restriccion) es
transitiva.

Ref.: 3308e 027 SOLUCION

Ejercicio. 26.28.
Demostrar que si la accion de G sobre X es primitiva y fiel, entonces la accion inducida sobreX por
cualquier subgrupo normal no trivial N de G es transitiva.

Ref.: 3308e 028 SOLUCION
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Ejercicio. 26.29.
Sea G un grupo finito y ¢ : G — S(G) la representacion regular por la izquierda deG.

(1) Demostrar que si g € G tiene ordenn y | G |= nm, entonces ¢(g) es un producto dem ciclos de
longitud n.

(2) Deducir que ¢(g) es una permutacion impar si y solo si g es par y el orden del cocientem =|
G/{x) | es impar.

(3) Demostrar que si ¢ (G) tiene una permutacién impar, entonces G tiene un subgrupo de indice2.

Ref.: 3308e 029 SOLUCION

Ejercicio. 26.30.
Una accion de un grupo G sobre un conjunto X se llama k—-mente transitiva, para k € N*, si para

cualesquiera elementos sy,...,S; y tq,...,t, de X tales ques; #s; yt, # t; sii # j, existe un g € G
tal que g-s; =t;, 1 =1,...,k. Demostrar que toda accion doblemente transitiva es primitiva.
Ref.: 3308e 030 SOLUCION

Ejercicio. 26.31.
Sea G un grupo finito que actua fiel y transitivamente sobre un conjunto X, y sea H = Stab;(x) el
estabilizador de un elemento x € X. Demostrar que se verifica:

(1) La accién de G sobre X es doblemente transitiva si y sélo si H actuda transitivamente sobre el
complemento de x en X ;

(2) La accidon de G sobre X es doblemente transitiva si y sdlo siG = HTH, donde T es un subgrupo
de G de orden 2 no contenido en H;

(3) Si la accion de G es doblemente transitiva y [G: H] = n, entonces | G |= d(n— 1)n, donde d
es el orden del subgrupo que fija dos elementos. Ademds H es un subgrupo maximal de G, es
decir, la accion es primitiva.

Ref.: 3308e 031 SOLUCION

Teorema de Polya-Burnside
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Ejercicio. 26.32.
Sea G un grupo actuando transitivamente sobre un conjunto X . Demostrar que se verifica:

(D Yecc(8)=IG;
(2) G es doblemente transitivo si, y s6lo si, 3, ., c(§)* =2|G .

Ref.: 3308e 032 SOLUCION

Ejercicio. 26.33.

Determinar el nimero de maneras distintas en que se pueden pintar los borden de una tarjeta cua-
drada si se dispone de seis colores de pintura y no se puede utilizar un mismo color para dos bordes
diferentes.

Ref.: 3308e 033 SOLUCION

Ejercicio. 26.34.
Cuatro esferas estdn fijas en las esquinas de un cuadrado. Se quiere pintar cada una bien de color
rojo, blanco o azul. ¢{De cudntas maneras puede hacerse?

Ref.: 3308e_034 SOLUCION

Teoremas de Sylow

En lo que sigue p es un nimero entero positivo primo.

Ejercicio. 26.35.
Demostrar que todo grupo no abeliano de orden p*® tiene centro de orden p.

Ref.: 3308e 035 SOLUCION
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Ejercicio. 26.36.
Demostrar que existen tinicamente dos grupos de orden p? no isomorfos.

Ref.: 3308e 036 SOLUCION

Ejercicio. 26.37.
Sea G un grupo finito de orden pn, siendo p > n, demostrar que G contiene un subgrupo normal de
orden p, y que cada subgrupo de G de orden p es normal en G.

Ref.: 3308e_037 SOLUCION

Ejercicio. 26.38.
Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal de G, demostrar que si N y G/N son p-grupos,
entonces G es un p-grupo.

Ref.: 3308e 038 SOLUCION

Ejercicio. 26.39.
Sean G un grupo finito, P un p—subgrupo de Sylow de G y H un p—subgrupo de N;(P). Demostrar
que H C P.

Ref: 3308e 039 SOLUCION

Ejercicio. 26.40.

Sea G un grupo finito, N un subgrupo normal de G y P un p-subgrupo de Sylow de G. Demostrar
que si | N |#1 (méd p), entonces HN C;(P) # {1}.

Como consecuencia, si G ademds es un p-grupo y N # 1, entonces N N Z(G) # {1}.

Ref.: 3308e_040 SOLUCION
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Ejercicio. 26.41.
Sea G un grupo de orden p" y N un subgrupo normal de G de orden p, demostrar que N estd
contenido en el centro de G.

Ref.: 3308e_041 SOLUCION

Ejercicio. 26.42.

Sea G un grupo infinito en el que cada elemento tiene orden una potencia de p. Demostrar que para
cada n € N* existe un subgrupo de G de orden p" 6 existe m € N* tal que cada subgrupo finito tiene
orden menor 6 igual que p™.

Ref.: 3308e 042 SOLUCION

Ejercicio. 26.43.
Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal de orden p", demostrar que N estd contenido en todo
p-subgrupo de Sylow de G.

Ref.: 3308e 043 SOLUCION

Ejercicio. 26.44.
Hallar los p-subgrupos de Sylow de S, S,, A4, Ss yAs parap =2, 3y 5.

Ref.: 3308e_044 SOLUCION

Ejercicio. 26.45.
Demostrar que todo p-subgrupo de Sylow de S,, es abeliano de orden p?. Hallar los generadores
para cada uno de ellos.

Ref.: 3308e 045 SOLUCION
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Ejercicio. 26.46. 0—1 11

Demostrar que el subgrupo de SL(2,7Z3) generado por (1 0) y ( 1 _1) es el unico2-subgrupo de
Sylow de SL(2,Z,).

Ref.: 3308e_046 SOLUCION

Ejercicio. 26.47.

Para cualquier cuerpo F una matriz (a;;) € GL(n, F) se llama triangular superior estricta si a;; = 0

siempre que i > j y a; = 1 para todo indice i.

(1) Comprobar que las matrices triangulares superiores estrictas forman un subgrupo P de GL(n, F).

(2) SeaF =17,. Demostrar que P es un p-subgrupo de Sylow del grupo GL(n,Z,).

(3) Demostrar que el nimero de p—subgrupos de Sylow de GL(2,Z,) es p + 1 (Pista. Encontrar dos
p-subgrupos de Sylow distintos.)

Ref.: 3308e_047 SOLUCION

Ejercicio. 26.48.
Para cada entero primo positivo que divida al orden del grupo hallar todos los p—subgrupos de Sylow
de G en cada uno de los siguientes casos: Zgyy, Ds, Dg, SL(2,Z3) y SL(3,Z,).

Ref.: 3308e_048 SOLUCION

Ejercicio. 26.49.

(1) Sea p un entero primo positivo impar que divide a n. Demostrar que D, tiene un unico p—
subgrupo de Sylow que es normal y ciclico.

(2) Sean = 2*m, m impar. Demostrar que el nimero de 2-subgrupos de Sylow de D, es m (Pista.
Utilizar que si P es un 2-subgrupo de Sylow de D,,, entonces Ny, (P) = P.)

Ref.: 3308e_049 SOLUCION
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Ejercicio. 26.50.

Un subgrupo H de un grupo G se llama totalmente invariante si para todo endomorfismo f : G = G
se tiene f(H) C H.

Demostrar que si P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G, entonces P es un subgrupo
totalmente invariante de G si y sdlo si P es el tinico p—subgrupo de Sylow de G.

Ref.: 3308e_050 SOLUCION

Ejercicio. 26.51.
Sea G un p-grupo no trivial de orden p". Demostrar que para cada 1 < k < n, existe un subgrupo
normal de G, N,, de orden p*.

Ref.: 3308e 051 SOLUCION

Ejercicio. 26.52.
Sea G un grupo finito, N un subgrupo normal de G y P un p-subgrupo de Sylow de G. Demostrar
que PN N es un p-subgrupo de Sylow de N y que PN /N es un p-subgrupo de Sylow de G/N.

Ref.: 3308e 052 SOLUCION

Ejercicio. 26.53.
Demostrar que todo grupo de orden 12, 28, 56, 148, 200, 312 y 351 contiene un subgrupo de Sylow
normal y por tanto no pueden ser grupos simples.

Ref.: 3308e 053 SOLUCION

Ejercicio. 26.54.
¢Cuantos elementos de orden 5 tiene un grupo simple de orden 60?

Ref.: 3308e_054 SOLUCION
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Ejercicio. 26.55.
¢Cudntos elementos de orden 7 tiene un grupo simple de orden 168?

Ref.: 3308e 055 SOLUCION

Ejercicio. 26.56.

Sea G un grupo finito, si para todo nimero entero primo positivo p, que divida al orden de G, todo
p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo normal, demostrar que G es el producto directo de sus
subgrupos de Sylow.

Ref.: 3308e_056 SOLUCION

Ejercicio. 26.57.
Demostrar que Z(S,)) = {1} paran > 3. Demostrar que todo automorfismo de S, es un automorfismo
interno, y por tanto S, = Aut(S,) = Int(S,).

Ref.: 3308e 057 SOLUCION

Ejercicio. 26.58.

Sea p un nimero entero primo positivo y G un grupo de orden p + 1 que tiene un automorfismo de
orden p. Demostrar que G es un grupo abeliano y que existe un numero entero primo positivo q tal
que x9 =1 para todo x € G.

Ref.: 3308e 058 SOLUCION

Ejercicio. 26.59.
Si un grupo finito G actuda transitivamente sobre un conjunto X con mds de un elemento, demostrar
que existe algiin g € G que mueve todos los elementos de X .

Ref.: 3308e_059 SOLUCION
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Ejercicio. 26.60.

Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G no triviales verificando | H | + | K |=| G |, demostrar
que G = HK.

Ref.: 3308e_060 SOLUCION

Ejercicio. 26.61.
Si G es un grupo de orden 2n, con n un nimero entero positivo impar, demostrar que G contiene un
subgrupo de indice 2.

Ref.: 3308e 061 SOLUCION

Ejercicio. 26.62.
Demostrar que si un grupo finito G contiene un subgrupo H de indice n, entonces H contiene un
subgrupo normal de G de indice un divisor de n!

Ref.: 3308e_062 SOLUCION

Ejercicio. 26.63.

Sea S un p-subgrupo de un grupo finito G que no es un p-subgrupo de Sylow, demostrar que S es
un subgrupo propio de N(S).

Ref.: 3308e 063 SOLUCION

Ejercicio. 26.64.

Sea G un grupo finito y N el normalizador en G de un p-subgrupo de Sylow de G. Si S y T son
subgrupos de G tales que N €S C T C G, demostrar que:

(1) Ng(S)=S.

(2) [T:S]=1 (mdd p).

Ref.: 3308e_064 SOLUCION
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Ejercicio. 26.65.
Demostrar que un grupo abeliano de orden finito y libre de cuadrados es ciclico, y que por tanto
tiene un unico p-subgrupo de Sylow para cada nuimero entero primo positivo p que divida al orden.

Ref.: 3308e_065 SOLUCION

Ejercicio. 26.66.

Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G y N = N;(H), demostrar que H tiene exactamente
[G : N] conjugados en G. Demostrar que si H es un subgrupo propio de G, entonces G contiene un
elemento que no estd en ningudn conjugado de H.

Ref.: 3308e_066 SOLUCION

Ejercicio. 26.67.
Sea G un grupo finito verificando:

“Para todo nuimero entero positivo primo p que divide al orden de | G |, y todo p-subgrupo de Sylow
P, la accion de G sobre G /P, el conjunto de las clases a la izquierda, por traslacion es primitivo”.
Demostrar que se verifica una de las condiciones siguientes:

(1) Existe un nimero entero positivo primo p que divide a | G |, y existe un tinico p-subgrupo de

Sylow.
(2) Todo p-subgrupo de Sylow de G coincide con su normalizador.

Ref: 3308e_067 SOLUCION

Ejercicio. 26.68.
Demostrar que todo grupo de orden 35 es ciclico.

Ref.: 3308e_068 SOLUCION
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Ejercicio. 26.69.
Demostrar que no existen grupos simples de orden 42. Demostrar que todo grupo de orden 42
contiene un subgrupo normal de orden 21.

Ref.: 3308e_069 SOLUCION

Ejercicio. 26.70.
Demostrar que todo grupo de orden 99 es abeliano.

Ref.: 3308e 070 SOLUCION

Ejercicio. 26.71.
Sea G un grupo de orden finito n, y H un subgrupo de G que verifican}[G : H]!, entonces existe un
subgrupo normal N de G verificando1 # N C H.

Ref.: 3308e_071 SOLUCION

Ejercicio. 26.72.
Demostrar que si G es un grupo de orden 36, entonces contiene un subgrupo normal de orden 3 6
9.

Ref.: 3308e 072 SOLUCION

Ejercicio. 26.73.
Demostrar que si G es un grupo de orden 108, entonces contiene un subgrupo normal de orden 9 6
27.

Ref.: 3308e_073 SOLUCION
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Ejercicio. 26.74.

Usar el método de demostracidn de los teoremas de Sylow para probar que sis,(G) no es congruente
con 1 médulo p?, entonces existen dos p—subgrupo de Sylow distintos, P y Q, de G tales que [P :
PnQ]=[Q:PNQ]=p.

Ref.: 3308e 074 SOLUCION

Ejercicio. 26.75.
Demostrar que el centro de SL(2,7Z,) es el grupo de orden dos formado por los elementos +I, siendo
I la matriz identidad. Demostrar que SL(2,Z5)/Z(SL(2,Z5)) = A,.

Ref.:: 3308e 075 SOLUCION

Ejercicio. 26.76.

Sea G, el grupo de las rotaciones del tetraedro, G, el grupo de las rotaciones del cubo y G5 el grupo
de las rotaciones del icosaedro. Calcular los ordenes de cada uno de estos grupos. Determinar en
cada caso los p—subgrupos de Sylow para cada entero primo positivo que divida al orden del grupo,
y deducir que G, = A,, G, =S, y G; = As.

Ref.: 3308e_076 SOLUCION
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27. Productos semidirectos

SiH y N son grupos, decimos que H actia por automorfismos sobre N si el homomorfismo asociado
a la accién tiene su imagen en Aut(N) € P(N), 6 equivalentemente si existe un homomorfismo de
grupos 3 : H — Aut(N).

Por simplicidad, el elemento 3(h)(n) lo representamos por h - n.

Si H actua por automorfismos sobre N, es posible definir una estructura de grupo en el conjunto
producto cartesiano N x H mediante:

(ny,hy)(ny, hy) = (ny(hy - ny), hyihy).

Lema. 27.1.
Con la operacidn anterior el conjunto N x H es un grupo.

DEMOSTRACION. Para ver que la operacién es asociativa, dados (n,, h;), (n,,h,),(n;,h;) € N x H,

tenemos
(1, h)[(ny, hy)(n3, hy) ] = (ny, hy)(ny(hy - n3), hohs)
= (ny(hy - (ny(hy - n3))), hy(hyhs))
= (n,(hy - ny)(hy - (hy - (n3))), (hyhy)hs)
= (ny(hy - n)((h1hy) - (n3)), (hyhy)hs)
= (ny(hy - ny), hyhy)(ng, hs)
= [(ny, h1)(ny, hy)](n5, h3)

El elemento neutro es (1, 1), ya que dado (n,h) € N x H, tenemos:
(1,1)(n,h) = (1(1 - n), 1h) = (n, h)

y
(n,h)(1,1) = (n(h-1),h1) = (n, h).

Para (n,h) € N x H, un inverso es: (™! -n',h™!), ya que:

(W) -n,h ) =(nth-(h'-n 1),k ) = (n((hh™") -n1),1) = (1,1)

WL DY) =(h YR -n),h th) =(1,1).
O

El grupo asi definido se llama producto semidirecto de N por H respecto a la accién f3, y se repre-
senta por N Xg H o simplemente N X H si la accion 3 se deduce del contexto.

3309-01.tex
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Ejemplo. 27.2.
Cuando f : H— Aut(N) es el homomorfismo trivial, el producto semidirecto de N por H respecto
a la accion 3 es isomorfo al producto directo de N por H.

Llamamos G al grupo producto N x H, e identificamos N con N x {1} y H con {1} x H, entonces
cada elemento de G es de la forma nh para algin n € N y algiin h € H. El producto estd definido
mediante

(nyhy)(nyh,) = (nyny)(hyhy).

De la misma forma, si consideramos G el grupo N X H, e identificamos N con N x {1} y H con
{1} x H, los elementos de G admiten una representacién en la forma nh para algin n € N y algtn
h € H. El producto ahora estd definido mediante:

(nyhy)(nzhy) = (ny(hy - ny))(hyhy).
Ejemplos. 27.3.
(1) El grupo S5 es el producto semidirecto de C; y C, respecto al inico homomorfismo no trivial
B :Cy— C;.SiC3=(a) y C, = (b), entonces C; x4 C, tiene los elementos

(1,1),(a,1),(a*1),(1,b),(a,b) y (a*,b),

6 equivalentemente 1, a, a?, b, ab y a®b, y en esta ultima representacién el producto estd
definido:
ba=(b-a)b=da®b.

(2) Consideramos el inico homomorfismo de grupos no trivial 8 : C, — C5. Si C; = (a) y C, = (b),
entonces C; Xg C4 tiene 12 elementos. Para encontrar un grupo conocido al que sea isomorfo,
llamamos ¢ = (a, b?) y d = (1, b), entonces:

ord(c) =6, ord(d)=4,
d3cdc =1, d*c®=1,

y tenemos que G es isomorfo al grupo Q.
(3) Para cada ntimero natural n > 3, definimos 8 : C, — C, mediante (x) = x~'. Tenemos que
el producto semidirecto de C, por C, respecto a f3 es isomorfo al grupo diédrico D,,.

Caracterizacion interna del producto semidirecto

Vamos a encontrar una caracterizacion interna del producto semidirecto de dos grupos.

Teorema. 27.4.
Sean N y H dos grupos y supongamos que H actia por isomorfismos sobre N mediante el homo-
morfismo 3 : H— Aut(N), entonces se verifica:

(1) N yH son (isomorfos a) subgrupos de G =N X pH;
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(2) N es un subgrupo normal de G;
(3) G/N =H;

(4) G=NH;

(5) NnH = {1}.

Ademds la accion de H sobre N coincide con la restriccion a H de la accién por conjugacion de G
sobre N.

DEMOSTRACION. (1). Con las identificaciones anteriores, tenemos N = {(n,1) EG=NXgH| n€
N}yH={(1,h) e G=N xgH| h€ H}, y la operacion estd definida por:

(n1h1)(nyhy) = (ny(hy - ny))(hihy),

para ny,n, € Ny hy,h, € H. Para h,,h, € H se tiene hlh;1 € H.Paran;,n, €N se tiene nyn;' €N.
(2). Ademas para g =nh € G y n; €N, tenemos
gnig~' = (nh)ny(nh)™
=n(h-ny)h(nh)™?
=n(h-n,)hh 'n7?
=n(h-n,)n"' €N.

(3). Definimos f : G — H, mediante f(nh) = h, entonces f es un homomorfismo de grupos
sobreyectivo y Ker(f ) = N. Por el primer teorema de isomorfia tenemos el resultado.

(4). Cada elemento de G es de la forma nh, conn € N y h € H, luego G = NH. Es claro que
NNH={1}.

(5). Si consideramos ahora la conjugacién de un elemento n de N por un elemento h de H, tenemos:

hnh™ = (hn)h ' = (h-n)hh™ ' =h-n,
luego la accién de H sobre N coincide con la restriccion a H de la conjugacién en G. a

Este resultado admite un reciproco en la siguiente forma:

Lema. 27.5.

Sea G un grupo con subgrupos N y H verificando:
(1) N es un subgrupo normal de G;

(2) NnH={1};

(3) NH =G.

Entonces G es isomorfo a un producto semidirecto N X, H, para algin homomorfismo ¢ : H —
Aut(N).
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DEMOSTRACION. Definimos ¢ : H — Aut(N) mediante ¢(h)(n) = hnh™', entonces ¢ es un homo-
morfismo de grupos. Podemos definir el producto semidirecto de N por H respecto a ¢; Nx H.
Definimos ahora v : N X, H — G mediante v(n,h) = nh. Tenemos que v es un homomorfismo de
grupos
v((ny,hy)(ny, hy)) = v(ny(hy - ny), hihy)
= (n;(hy - ny))(hyhy)

= (nlhlnthl)(hlhz)

= (nyhy)(nyh,)

= v(ny, hy)v(ny, hy).
Por (3), v es una aplicacién sobreyectiva, y por (2), v es inyectiva, luego v es un isomorfismo de
grupos. a

Sea H C G un subgrupo de G. Un subgrupo K de G se llama un complemento para H en G si G = HK
YyHNK =1.

Con esta terminologia, el Lema 27.5. dice sencillamente que G es un producto semidirecto interno
de dos subgrupos propios si, y sélo si, existe un complemento para un subgrupo normal propio de
G. No todo grupo es el producto semidirecto de dos subgrupos propios (por ejemplo, si G es simple

no tiene subgrupos normales propios).
Ejemplos. 27.6.

(1) Dado un grupo G, llamamos holomorfo de G al producto semidirecto de G por Aut(G) respecto
al homomorfismo identidad de Aut(G). Se suele representar por Hol(G).

(2) Si H es un subgrupo de Aut(G), y consideramos la accién H sobre G dada por la inclusion
H C Aut(G), entonces el producto semidirecto de G por H respecto a la inclusién se llama el
holomorfo de G relativo a H.

(3) Si G es un grupo abeliano que contiene un elemento de orden distinto de 2, entonces el auto-
morfismo de G, ¢ : G — G, ¢(x) = x !, no es la identidad, y tiene orden 2. Existe en este
caso un subgrupo C = (¢) de Aut(G) de orden 2. Llamamos grupo diédrico generalizado de
G al holomorfo de G relativo a C, y lo representamos por Dih(G). Se verifica que G es un sub-
grupo normal de Dih(G) de indice 2, y que si G es un grupo ciclico finito de orden n, n > 3,
entonces Dih(C,) = D,,. Si G = Z entonces obtenemos el grupo diédrico infinito, al que vamos
a representar por D,.

TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara



222 CAPR VIII. PRODUCTO SEMIDIRECTO DE GRUPOS

28. Aplicaciones. Ejemplos de grupos

Grupos que son producto semidirecto

Ejemplo. 28.1.

Sean G =S,,H=A,yK = {((12)) £ Z,. Sabemos que A, <S,, A,K =S, yA,NK = 1, luego
S, =A, X Zy.

Ejemplo. 28.2.

Sean G = S,, H =V, K = S5 = Stabg, (4). Sabemos que V < S, y es facil ver que VN S; = 1y que
VS;=G.Luego G=V X S,.

Sea G un grupo; existe una accion por automorfismos de Aut(G) sobre G, definida por la identidad

Aut(G) 4, Aut(G). El producto semidirecto G x;; Aut(G) se llama el holomorfo del grupo G y se
representa por Hol(G).

Ejemplo. 28.3.
Hol(Z, x Z,) & S,.

Ejemplo. 28.4.

Si|G|=nym:G— S, es la representacién regular izquierda, entonces Ny (7(G)) = Hol(G).

En particular, como la representacion regular izquierda de un generador de Z,, es un ciclo de longitud
n en S,, deducimos que para cualquier n-ciclo (12...n),

Ng ({(12...n))) =Hol(Z,) = Z, X Aut(Z,)
Se deduce entonces que este grupo tiene orden ny(n).

Definicién del grupo diciclico Q,,.

Ejemplo. 28.5.

El ejemplo del grupo diédrico generalizado se puede extender de diversas maneras. Veamos una de
ellas: Sea H cualquier grupo abeliano y sea K = (y | y** = 1). Volvemos a definir 0 : K — Aut(H)
como O(y,a) = y xa = a ! para todo a € H. Se verifica para cada a € H que y?ay 2 = a, luego
y? € Z(G), siendo G = H X, K. En particular sin =2y H = (x | x™ = 1) con m impar, G es isomorfo
al grupo diciclico Q,,

Ejemplo. 28.6.

Para un numero par m el grupo diciclico no es un producto semidirecto (en particular el grupo
cuaternio Q, no lo es). En cambio podemos obtener Q, como un cociente de un producto semidirecto:

SeamparyseaH = (x |;x™ =1).SeaK = (y | y*=1) y formamos el grupo G del ejemplo anterior.
Como en dicho ejemplo, y* € Z(G). Sea z = x 2. Tenemos 2> = 1, yzy ' =z y por tanto z € Z(G).

3309-02.tex
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Formamos el grupo N = (zy?). Este es un subgrupo de Z(G) y por tanto es normal en G. Sea
G =G/N,ysean X = xN, y = yN. Tenemos las presentaciones:

G=(x,y| x"=1Ly*=1yxy '=x7")

Ty =1LyxyT =37

y este ultimo es precisamente el grupo diciclico Q,,.

G=(x,y| x"=1,x

Ejemplo. 28.7.

Sea H = Q (respecto a la suma), y sea K = (y) = Z. Definimos 6 : K — Aut(Q) por 6(y)(q) =
y *q = 2q para todo q € Q (ndtese que “multiplicacion por 2” en Q es un automorfismo ya que tiene
un inverso, “multiplicacién por %”). Identificamos Q con su imagen en G = Q X, K. Entonces Z < G
y el conjugado yZy ' = 2Z < Z. Luego y ¢ N.(Z) atn cuando yZy ' < Z (pero y'Zy £ 7).
Asi que para demostrar que un elemento g normaliza un subgrupo A en un grupo G infinito no es
suficiente demostrar que gAg~! <A, lo cual si es suficiente cuando G es un grupo finito.

Ejemplo. 28.8.

Sea C, = {a| a"=1). Sea k € Z tal que (k,n) = 1. En este caso a* también es un generador
de C,, asi que la aplicacién a' — a*' define un automorfismo a : C, — C,. Seam € Z, k™ =
1 (mod n). Calculemos: a™(a’) = a™ (a") =+ =a"" =a' = a™"=1.Sea C,, = (d| d"=1).
Por el teorema de Dyck existe un homomorfismo 6 : C,, — Aut(C,) dado por 6(d) = a. Entonces
G=C,%X,C, ={(d',d’)] 0<i<n,0<j<m}. Identificamos a = (a,1),d = (1,d). Obtenemos
(a},1)(1,d") = (a!,d’) = a'd’, yda = (1,d)(a,1) = (d xa,d) = (a(a),d) = (a*,d) = akd. Como G
esta generado por a y d, obtenemos la presentacion:

G=(a,d| a"=1,d™" =1, da = a*d)

que es un grupo metaciclico. Depende de tres pardmetros: n,m, k sujetos a la relacién k™ = 1
(mdd n). En particular, si k = n— 1y m = 2 obtenemos el grupo diédrico D,. Luego todo grupo
diédrico es un producto semidirecto.
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Aplicaciones de los teoremas de Sylow

Ejemplo. 28.9. (S;)
El grupo S, tiene tres 2-subgrupos de Sylow: ((12)), ((13)) y ((23)). Tiene un unico (por tanto
normal) 3-subgrupo de Sylow: ((123)) = A,. Nétese que 3 =1 (mdd 2).

Ejemplo. 28.10. (A,)
A, tiene un Unico 2-subgrupo de Sylow: V = ((12)(34),(13)(24)). Tiene cuatro 3-subgrupos de
Sylow: ((123)), ((124)), ((134)) y ((234)). Nétese que 4 =1 (mdd 3).

Ejemplo. 28.11. (S,)
S, tiene n, = 3y n; = 4. Ya que S, contiene un subgrupo isomorfo a D,, los tres 2-subgrupos de
Sylow de S, son isomorfos a D,.

Ejemplo. 28.12. (S,)

Sea p un primo. Todo p-subgrupo de S, tiene orden p, es ciclico y simple; contiene p — 1 ciclos de
longitud p, todos ellos son generadores. El nimero total de ciclos de longitud p en S, es exactamente
(p —1)!, asi que tenemos que n, = (p — 2)!

El nimero n, es también el indice [S, : Ng (P)] siendo P un p-subgrupo de Sylow. Entonces, por el
teorema de Lagrange, resulta |N5p (P)|=p(p—1).

Calculamos ahora el centralizador de P en G (luego nos haréd falta): o € CSP(P) siysélosio e
C’Sp((i1 ...1,)) para cualquier ciclo de longitud p de P. Como todos los ciclos de longitud p son conju-
gadosenS,, [S, : CSP(P)] = (p—1)!, (de laigualdad | Orbs(x) |=[G : Stab;(x)]) luego ICSP(P)| =p
ycomo |P|=pyPC CSP(P), entonces Cg_ (P) = P y es un subgrupo propio de NSP(P).

Ejemplo. 28.13. (GL,(Z,))

Sea p un primo y G = GL,(Z,).

Recordemos que el orden G es |G| = (p*>—1)(p?> —p) = p(p — 1)?(p + 1). La maxima potencia de p
que divide a |G| es exactamente p, por lo tanto los p-subgrupos de Sylow de G tienen orden p y son
ciclicos.

Resulta que H = {((1) ‘11) | a€Z,} yK = {(}l (1’) | a €Z,} son dos subgrupos distintos de G de orden
p,luegon, =p+1.

Tenemos que D = {(g g) | a,b e Z;} verifica:

(1) D normaliza a H,

(2 IDI=(p—-1)y
(3) DNH =1,

luego DH es un subgrupo de N;(H) y por tanto |N;(H)| > |DH| = p(p — 1)?. De donde n,=[G:

Ng(H)] = WLGTLN <p+1l. Enresumen,n,=p+1 y N;(H) = DH.

3309-03.tex
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Estudio y clasificacion de grupos

Vamos a aplicar el Lema (27.5.) para clasificar los grupos de orden n para algunos valores de n. El

argumento bdsico es el siguiente:

(1) Demostrar que todo grupo de orden n tiene subgrupos propios N y H que satisfacen las hipotesis
del Lema (27.5.).

(2) Determinar todos los posibles tipos de isomorfismo para N y H.

(3) Para cada par (N, H), hallado en el paso anterior, hallar todos los homomorfismos que existen
0 : H— Aut(N).

(4) Para cada terna (N, H, 0) hallada, formar el producto semidirecto N %, H (asi que cualquier
grupo de orden n es isomorfo a uno de estos grupos construidos explicitamente) y entre todos
estos productos semidirectos determinar qué pares son isomorfos. Eliminadas las repeticiones,
nos queda una lista de todos los tipos de isomorfismo distintos de grupos de orden n.

Para valores pequefios de n, hallamos los posibles N y H usando los teoremas de Sylow. Para demos-
trar la normalidad de N en G podemos usar los teoremas de Sylow o cualquier otro de los criterios
conocidos (por ejemplo: si [G : H] = p es el menor primo que divide a |G| entonces H <G). En muchos
de los ejemplos que siguen, |[N|y |H| son primos relativos, lo que implica N N H = 1 por el teorema
de Lagrange.

Como N y H son subgrupos propios de G, se determinan inductivamente a partir de subgrupos
suyos mds sencillos. En los ejemplos que siguen, N y H tienen ordenes suficientemente pequefios
como para que conozcamos sus tipos de isomorfismo a partir de resultados previos. Por ejemplo, en
muchos casos son de orden primo o cuadrado de primo.

En nuestros ejemplos existen relativamente pocos homomorfismos 8 : H — Aut(lN); en especial
después de tomar en cuenta algunas simetrias (como, por ejemplo, reemplazar un generador de H
por otro cuando H es ciclico).

Finalmente los productos semidirectos que aparecen en este proceso seran pocos en nuestros ejem-
plos y en general veremos que no son isomorfos entre si. Pero en casos mas complejos este puede
ser un problema delicado.

Lema. 28.14.
Sean H y K dos grupos y p;, p, : K — Aut(H) homomorfismos de grupos.

(1) Si 6 : K — K es un isomorfismo que verifica p; = p,0, entonces 6:H X, K— HXx, K
definido 6(h, k) = (h, 6(k)) es un isomorfismo de grupos.

P1

K Aut(H)
91i< P2 . Aut(H)
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(2) Siv:H — H es un isomorfismo de grupos que verifica 0 p,(k)0~* = p,(k) para cada k € K,
entonces v: H x, K — H X, K definido v(h, k) = (v(h), k) es un isomorfismo de grupos.

P1

K Aut(H)
i%
K P2, Aut(H)

DEMOSTRACION. (1).

0((hy, ki)(hy, ky)) = 0(hyp,(k1)(hy), kiky)
= (hyp1(k;)(hy), 0(k;k,))
= (hy0,0(k;)(h,), 0(k1)0 (k)
= (_hl: 9(k1)_)(h2, 6(k,))
= Q(hl’ k1)9(h2: kz)

(2).

Y((hy, k1)(hy, ky)) = v(hy o1 (ki) (hy), kek,)
= (v(hyp1(ky)(hy)), kiks)
= (v(h1)v(p1(k;)(hy)), kik,)
= (v(h1)(vp1(k;))(hy), ki k,)
= (v(hy)(pa (k1) v)(hy), kiky)
= (v(hy)pa(ky)(v(hy)), kik,)
= (v(hy), ky)(v(hy), ks)
= 5(hls k1)7(h2, kz)

O

Esta forma de expresar todo grupo de orden n como un producto semidirecto de subgrupos propios
no funciona para n arbitrario. Por ejemplo, Q, no es un producto semidirecto porque ningtn subgru-
po propio tiene un complemento. En general el proceso funciona bien cuando n no es divisible por
una potencia alta de un primo p. En el otro extremo, para p un primo y t grande s6lo una pequefia
parte de los grupos de orden p* son productos semidirectos no triviales.

En los ejemplos llamamos Syl,(G) = {P | P esun p-subgrupo de Sylow de G} y n, = n,(G) =
|5¥1,(G)I.

Grupos de orden pg, con p y q primosy p < g

Sea |G| = pq. Consideramos P € Syl (G) y Q € Syl (G). Las condiciones n, | p y n; = 1 (mod q)
fuerzan que n, = 1; asi que tenemos un subgrupo normal Q < G.
Como n, | g, las tnicas posibilidades son n, = 1y n, = g, y ésta tiltima sélo se puede dar si p|(q—1).
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Los grupos P y Q tienen orden primo y por tanto son ciclicos. Sean P = (y | y? =1) ysea Q =
(x| x1=1).
Si n, =1, entonces P <G, PQ =G, x e y conmutan y tenemos

G=(x,y| x1=1,yP=1,xy =yx)

que es un grupo ciclico de orden pq. En particular, si p no divide a ¢ — 1, existe un dnico grupo de
orden pq. Esto ocurre por ejemplo para |G| = 15.

Sip | (g—1). Como Aut(Q) es ciclico contiene un tinico subgrupo de orden p, sea éste (a). Cual-
quier homomorfismo 6 : P — Aut(Q) debe aplicar y en una potencia de a. Por tanto existen p
homomorfismos 6; : P — Aut(Q) dados por 0,(y) = a!, 0 < i < p. Ya que 0, es el homomorfismo
trivial, Q X5 P = Q x P. Cada uno de los otros 6; da lugar a un grupo G; no abeliano de orden pq. Es
inmediato comprobar que estos p — 1 grupos son todos isomorfos ya que para cada 6; existe un y;,
generador de P, tal que 6,(y;) = a. De modo que estos productos semidirectos son todos isomorfos
salvo eleccién del generador arbitrario de P.

Veamos una realizacion de un grupo no abeliano de orden pq (cuando p | ¢ — 1). Sea Q un g-subgrupo
de Sylow de S,,. Por el Ejemplo 28.12. se verifica |qu (Q)| = q(g—1). Por el teorema de Cauchy;, existe
P < qu(Q) tal que |P| = p. Por el segundo teorema de isomorfia, PQ < N, (Q) v |PQ| = pg. Como
qu (Q) =Q # PQ, y PQ es un grupo no abeliano.

Grupos de orden pqr, p < q < r primos distintos

Sea |G| = pqr. En primer lugar veamos que G tiene un subgrupo de Sylow normal: Si no fuera asi,
tendrfamos n, = pq, n, = q, n, = r. Contamos elementos de orden primo:

numero de elementos de orden1 = 1

numero de elementos de orden r = pq(r—1)

numero de elementos de ordenp > q(p—1)

numero de elementos de ordeng > r(g—1)

numero de elementos de G > pqr+(r—1)(q—1) > pgr

Lo cual es imposible. Ahora podemos demostrar: Para todo grupo de orden pqr con p < q < r primos
distintos, n, = 1. Para verlo, sabemos que uno de los subgrupos de Sylow es normal. Si n, =1, sea
P el p-subgrupo de Sylow. |G/P| = qr luego existe K «G/P tal que |[K| =r; K=K/PconK<Gy
|K| = pr. Entonces existe R < K tnico tal que |R| = r. Como R es caracteristico en K y K es normal
en G, tenemos R < G. El mismo razonamiento se aplica si n, = 1. Luego en cualquier caso, n, = 1.
Esta técnica de contar elementos de distintos drdenes se usa con mucha frecuencia, y funciona par-
ticularmente bien cuando los p-subgrupos de Sylow tienen orden p (como en este ejemplo), ya que
entonces la interseccidn de dos p-subgrupos distintos es la identidad. Si el orden de los p-subgrupos
de Sylow es p' coni > 1, es necesario mayor cuidado al contar, ya que p-subgrupos de Sylow distintos
pueden tener interseccién no trivial.

Grupos de orden 30

Sea G un grupo de orden 30, sean P € Syl;(G) y Q € Syl(G) subgrupos de Sylow. Supongamos
que ninguno de ellos es normal. Entonces n; = 10, ng = 6. Cada elemento de orden 5 estd en un
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5-subgrupo de Sylow de G y cada 5-subgrupo de Sylow de G contiene cuatro elementos de orden 5,
ademas la interseccién de dos 5-subgrupos de Sylow distintos es trivial. Asi que G contiene 4-6 = 24
elementos de orden 5. Andlogamente G contiene 2-10 = 20 elementos de orden 3. Luego G contiene
por lo menos 24 + 20 = 44 elementos distintos. Pero G soélo tiene 30 elementos, contradiccion.

Se verifica entonces que o n; =1 6 ns = 1. Pero entonces P <« G 6 Q < G. En cualquier caso, PQ ; G,
pues su orden es |PQ| = 15, por el segundo teorema de isomorfia, y es normal por ser [G : PQ] =
Por el apartado anterior solamente existe un grupo de orden 15 y es abeliano; entonces ambos P y Q
son subgrupos caracteristicos de PQ (por ser subgrupos de Sylow normales) y por tanto ambos son
normales en G.
Tenemos que todo grupo G de orden 30 contiene un subgrupo N de orden 15 y al menos un 2-
subgrupo de Sylow H de orden 2. Ademéas N y H verifican las condiciones del Lema 27.5., luego
G=N %y H.
Tenemos que N = (x | x!® =1) es el grupo ciclico y
Aut(N) = Aut(Zy5) =L} = Zy X Zy

En particular Aut(N) contiene exactamente tres elementos de orden un divisor de 2:

= 0y(x) = x, (la identidad);

n 0)(x) = x%

= 0,(x) =x7%

 O(x)=x"1.
Sea H = (y | y?=1). Existen cuatro grupos de orden 30:

» Go=NXg H=E(x,y | x®=y*=1Lyxy "' =x);

= Gi=Nxy H=(x,y [xP=y?=1yxy ' =x");
= G=Nxo, HE(x,y | x®=y*=1,yxy ' =x7%);
" Ga=NXg HE(x,y [ x®=y*=1Lyxy ' =x7").

Para identificar estos grupos con otros conocidos, descomponemos N = N; xN, donde N; = (x?®) = Z
y N, = (x°) £ Z,. Llamando u = x3,v = x> tenemos las presentaciones:

Go=Wwv,y|lww=v¥=y’=1vuvi=uyuy = uyvy ) = Za0
G=Wwv,y|lww=v¥=y*=1Lvw ' '=uyuy '=u" yvy v) = ZsxDs
G, = (uvy|115—1/3—-)/2—1vuvl—uyuy1 u,yvy™! v‘l) = 7 x Dy
G={uv,y|lww=v*=y*=1Lvuv ' =uyuy '=ul,yvy '=v 1) Z D,

Nétese que estos grupos son todos no isomorfos entre si, ya que sus centros respectivos tienen 6rde-
nes 15, 5, 3, 1.

Aungque todos los grupos de este ejemplo pueden definirse en funcidén de otros més pequeiios usando
sélo el producto directo, el argumento que hemos seguido muestra que esta es la lista completa de
tipos de isomorfismo de grupos de orden 30.
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Grupos de orden 12

Sea G un grupo de orden 12. Vamos a ver que o bien G tiene un 3-subgrupo de Sylow normal o
bien G = A, (en cuyo caso G tiene un 2-subgrupo de Sylow normal). Mas adelante usaremos esta
informacidén para clasificar los grupos de orden 12.

Supongamos n; # 1 (por tanto n; = 4), y sea P € Syl;(G). Consideramos la accién de G sobre
G/P por traslacién por la izquierda. Obtenemos un homomorfismo ¢ : G — S, cuyo nticleo estd
contenido en P. Como P no es normal en G y tiene orden tres, el nucleo de ¢ es trivial y ¢ es
inyectivo. La imagen de ¢ es un subgrupo de S, de orden 12, necesariamente A,. Obsérvese que
para éste grupo tenemos n, = 1y ny; =4.

Este resultado puede obtenerse también mediante la accién por conjugacién: Hacemos actuar a G
sobre Syl,(G) por conjugacién. Obtenemos un homomorfismo ¢ : G — S, cuyo nucleo es la inter-
seccion de todos los normalizadores de los subgrupos de orden 3. Para cada uno de éstos tenemos
Ng(P) =P (yaque [G : Ng(P)] = 4), y como los 3-subgrupos P son distintos y de orden 3, el nticleo
de v es trivial.

Sea G un grupo arbitrario de orden 12 y sean N € Syl,(G), K € Syl,(G). Sabemos que 0 G = A, 6
N <« G. Nos concentramos en este caso: N y K verifican las condiciones del Lema 27.5., y por tanto
G=N x, K.

IN| =3 ypor tanto N = (x | x>=1) y Aut(N) = Z,. El tinico automorfismo no trivial viene dado
por a(x) = x~!. Para K caben dos posibilidades:

(1) K={(y| y*=1) = 7,. Existen dos posibles homomorfismos 0 : K — Aut(N):
= O,(y)=1. Tenemos el grupo:
Go=(x,y| X’*=y*=1,yxy™ = x) 2%,
= 0,(y) = a. Nos da el grupo:
G=(xyl X*=y"'=1Lyxy '=x")=Q,.
(2) K=(y,z| y>=2*>=1,yzy ! =z). Otra vez tenemos dos homomorfismos posibles:
» O,(y)=0,(2) =1 que nos da:

1

G,=(x,y,z| X*=y*=2>=1,yxy ' =x,2x2 ' =x,yzy ' =2) 2 Z X Z,.

= 0,(y)=a,06,(2z) =1 con lo que queda:

1

G3:<x5yzz| X3:y2222:1’yxy—1zx— ’sz_l:x’yzy_1:z>gD3xZ22D6

En resumen, salvo isomorfismo hay exactamente cinco grupos de orden 12: Z,,, Zg X Z,, Q3, Dg ¥
A,. Los dos primeros son abelianos y los tres ultimos no lo son.
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Grupos de orden p?q, p y q primos distintos

Sea G un grupo de orden p%q. Demostraremos que G tiene un subgrupo de Sylow normal. Sean
P € Syl,(G) y Q € Syl (G).

» Seap>gq.Yaquen,|qyn,=1+kp, debe ser n, =1, entonces P <G.

= Sea ahora p < q. Si n, = 1, entonces Q es normal en G. Supongamos n, > 1. Como q > p,
tiene que ser n, = p*>. Ademds, q | (p>—1) y como q es primo, q | (p —1) o bien q | (p +1). Lo
primero es imposible asi que q | (p+1) ycomo q > p,q =p+1. Esto fuerzaaquep =2,q =3
y |G| = 12. Pero este caso ya lo hemos tratado antes. En particular todo grupo con |G| = 20
tiene ng = 1.

» Finalmente si q 4 (p>—1) y p 4 (¢ — 1), entonces n, = n, =1, el p-subgrupo de Sylow y el g-
subgrupo de Sylow de G son abelianos y conmutan elemento a elemento, luego G es abeliano.
Para un tal n s6lo hay dos grupos salvo isomorfismo. Esto ocurre, por ejemplo, para |G| = 45.

Grupos de orden 20

Sea G un grupo arbitrario de orden 20. Por los teoremas de Sylow sabemos que existe un unico H<G
con |H| =5. Sea H = (x | x> =1). También sabemos que existe K < G con |K| = 4. Por el teorema
de Lagrange se ve que HNK = 1, HK = G, luego G = H %, K. Es f4cil ver que Aut(H) = (a | a*=1),
siendo a(x) = x2. Distinguimos dos casos:

(1) K={y,z| y*=2%=(yz)?=1). Existen dos posibles homomorfismos:

= 0, =1 que nos da el producto directo:
Gi=(x,y,z|x’=y*=2*=1,xy=yx,xz=2X,y2 =2Y) = Z1y X Z,
» 0,(y)=1,0,(2z) = a® que nos da el grupo diédrico:
G,=(x,y,z|x>=y*=2*=1,xy=yx,xz=z2x ', yz=2y) =Dy,
(2) K ={(y| y*=1) Existen tres homomorfismos:
= 0,(y) =1 que origina el producto directo:
Gy=(x,y| x°=y*"=1, yxy™ = x) 2 Zy,

» 0,(y) = a? que produce el grupo diciclico:

114

Go=(x,yl xX*=y*=1,yxy " =x7") 2Qs
= 0,(y) = a que da lugar al grupo de Frobenius:
Gs=(x,y| x>=y*=1,yxy ' =x*)=F

En resumen existen cinco grupos de orden 20 salvo isomorfismos, dos abelianos y tres no abelianos.
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Grupos de orden 18

Sea G un grupo arbitrario de orden 18. Por los teoremas de Sylow, existe un dnico 3—subgrupo de

Sylow H< G con |H| = 9y 3K < G tal que |K| = 2. Sea K = (y | y>=1). Para H existen dos

posibilidades:

(1) H= (x| x?=1) = Z,. Entonces Aut(H) = (a| a®=1) = Z, siendo a(x) = x?. Existen dos
homomorfismos:

= 0,(y) =1 que origina el grupo ciclico:

Go=(x,y| x’=y*=1, yxy™ =x) = Zy
» 0,(y) = a® que origina el grupo diédrico:

G =(ylx’=y*=1yxy ' =x7) =D,

(2) H={(x,z|x>*=2°=1,3x = x3) = Z; X Z,. En este caso, Aut(H) = GL,(Z,). Por el teorema
de Dyck, existe un 6, : K — Aut(H) para cada a € Aut(H) tal que a* = 1. Si a y 3 son con-
jugados, los homomorfismos 6, y 65 determinan productos semidirectos isomorfos. Luego hay
que determinar las clases de conjugacion de elementos de orden 1 o 2 en GL,(Z;). Recordamos
de Algebra Lineal que dos matrices son conjugadas en el grupo lineal general si y sélo si son
semejantes, lo cual ocurre si y sélo si tienen los mismos factores invariantes. Las matrices A que
nos interesan verifican A%> = I, luego son aquellas cuyo polinomio minimo divide a X?>—1. Como
son matrices dos por dos, obtenemos las siguientes posibilidades:

» Polinomio minimo = X — 1. Entonces los factores invariantes son X —1, X —1: A = I,
a(x) = x, a(z) = z y obtenemos el producto directo:

Gy=(x,y,x|x*=y*=2>=Lax =xz,yxy ' = x,yzy" =2) ZZ x Lj

= Polinomio minimo = X + 1. Entonces los factores invariantes son X + 1, X + 1: A = —I,
a(x)=x"1, a(z) =z y obtenemos el grupo diédrico generalizado:

Gi={(x,y,x|x*=y*=2=1ax =xz,yxy ' =x'yzy ' =z

» Polinomio minimo = X2?—1. Los divisores elementales son X +1, X —1: A= (_01 ‘1)), a(x) =
x7!, a(z) = z y obtenemos el producto directo:

Gi={(x,y,x| X*=y*=2*=1,2x=xz, yxy '=x"1, yzy ' =2) =Dy, x Z,4

En total tenemos, salvo isomorfismo, cinco grupos de orden 18, dos abelianos y tres no abelianos.

Exactamente el mismo razonamiento se aplica para determinar todos los grupos de orden 2p? con
p primo impar, y siempre nos quedan los cinco grupos andlogos.
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Grupos de orden 24

El razonamiento del parrafo sobre grupos de orden 12 puede generalizarse para obtener el siguiente
resultado: Sea G un grupo de orden 24. Entonceson; =16n,=16 G=S,.

Supongamos n; # 1 (por tanto n; = 4), y sea P € Syl,(G). Tomamos la accién de G sobre Syl,(G)
por conjugacién. Obtenemos un homomorfismo ¢ : G — S, cuya imagen es un subgrupo transitivo
de S, y por tanto 4 | | Im()|. Por el primer teorema de isomorfia, | Ker(¢)| | 6. Si|Ker(¢)| =366, G
tendria un 3-subgrupo de Sylow normal en contra de la hipdtesis. Asi que quedan dos posibilidades:

= |Ker(y)| = 2. Entonces |Im(¢)| = 12, Im(p) = A, que tiene un unico subgrupo de orden 4
(que es normal). Su imagen inversa bajo ¢ es un subgrupo normal de G de orden 8, asi que
n,=1.

= |Ker(y)| = 1. Entonces Im(¢p) =S,,y G = S,.

Grupos de orden 36

En los ejemplos considerados hasta ahora hemos deducido la existencia de un subgrupo de Sylow
normal. Vamos a ver que a veces, como en este caso, podemos deducir la existencia de un subgrupo
normal propio, aunque no necesariamente de Sylow: Si G es un grupo de orden 36, entonces 6 ny =1
6 dH « G tal que |H| = 3. Para verlo, supongamos n; = 4 (el unico valor posible distinto de 1,
segun el segundo teorema de Sylow). La accién por conjugacién de G sobre S = Syl,(G) nos da
un homomorfismo no trivial ¢ : G — S,. Considerando el posible orden de la imagen y usando
el primer teorema de isomorfia, obtenemos |Ker(¢)| = 3 6 9. En el ultimo caso n; = 1 contra la
hipdtesis, asi que |Ker(y)| =3, y H = Ker(y) es normal en G.

Si ng = 4, el homomorfismo ¢ nos permite estudiar con mas detalle la estructura de G: Obsérvese
que Im(¢) = A, y que A, contiene un tnico subgrupo normal V de orden 4, isomorfo a Z, x Z,.
K = ¢~ }(V) es un subgrupo normal de G de orden 12. Ademds K contiene un subgrupo normal
H de orden 3 y todos los 2-subgrupos de Sylow de G, que son isomorfos a V. Esto nos deja como
Unicas posibilidades K = Dy 6 K = Z¢ x Z,. Pero en el primer caso Dg (y por tanto K) contiene un
subgrupo caracteristico de orden 6, que serd normal en G (ya que K es normal en G), y su imagen
bajo ¢ serd un subgrupo normal de A, de orden 2. Pero A, no tiene subgrupos normales de orden 2,
contradiccion. Luego K es abeliano y tiene un tnico subgrupo de orden 4 que es el tinico 2-subgrupo
de Sylow de G. En resumen: Para todo grupo G de orden 36, 6 n; =106 n, = 1.

Grupos de orden p?q?, p y g primos con p < q

Vamos a demostrar: Todo grupo de orden p*q? tiene un subgrupo de Sylow normal. Si n, =1 ya estd.
En otro caso, n, | ply n, =1 (méd q). Luego q | (p —1) 6 q | (p + 1). Lo primero es imposible
porque (p —1) < p < g y lo segundo sdlo es posible si ¢ = p + 1. Como p y q son primos, es forzoso
que p = 2y q = 3. Pero este caso ya lo hemos tratado. Obsérvese que como en casos anteriores, si
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pt(@>—1)yqt(p?*—1), G es abeliano. Para este tltimo caso existen exactamente cuatro grupos
salvo isomorfismos con orden p%q?.

Grupos de orden 60

Vamos a ver cdmo podemos utilizar los teoremas de Sylow para investigar la estructura de los grupos
de un orden dado aunque para ese orden existan grupos simples. Obsérvense dos técnicas: Iremos
cambiando de un primo a otro y usaremos inductivamente los resultados que hemos obtenido para
grupos de orden menor que 60.

Teorema. 28.15.
Si |G| =60 y G tiene mas de un 5-subgrupo de Sylow; entonces G es simple

DEMOSTRACION. Supongamos que |G| = 60 y G tiene mas de un 5-subgrupo de Sylow, pero que
existe H < G no trivial. Por el segundo teorema de Sylow, n; = 6. Sea P € Syl;(G). Entonces |P| =5
y INg(P)| = 10.

Si 5 | |H| entonces H contiene un 5-subgrupo de Sylow y como es normal, los contiene a todos. En
particular, |[H| > 1+6-4 = 25 y la tinica posibilidad es |[H| = 30. Pero antes hemos visto que cualquier
grupo de orden 30 tiene un dnico 5-subgrupo de Sylow. Luego 5 } |H| para todo subgrupo normal
propio de G.

Si |H| = 6 6 12, H tiene un subgrupo de Sylow normal (por tanto caracteristico) que es también
normal en G. Reemplazando H por este grupo nos hemos reducido al caso |H| = 2, 3 6 4. Sea
G = G/H, asi que |G| = 30, 20 6 15. En todos los casos, G tiene un subgrupo normal P de orden
5 por los resultados previos. Llamemos K a la preimagen de P en G, de forma que K<G,K # Gy
5| |K|. Esto contradice el parrafo precedente. O

Corolario. 28.16.
Ag es simple

DEMOSTRACION. Los subgrupos < (12345 ) >y < (13245)> son 5-subgrupos de Sylow
distintos de As. a

Teorema. 28.17.
Si G es un grupo simple de orden 60, entonces GcongAs
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DEMOSTRACION. Sea G un grupo simple de orden 60, sea P € Syl,(G) y sea N = Ng(P), asi que
[G:N]=n,=3,50615.

En primer lugar, G no tiene ningin subgrupo propio H de indice menor que 5: Si H fuera un sub-
grupo de indice 4, 3 6 2, considerando la accién por la izquierda de G sobre G/H obtendriamos un
homomorfismo no trivial de G en S,, n = 4, 3 6 2, con ntcleo K normal en G y distinto de G, asi que
K = 1. Pero 60 (= |G|) no divide a 4!. En particular, este argumento muestra que n, # 3.

Sin, =5, entonces N tiene indice 5 en G, y la acciéon de G mediante multiplicacion por la izquierda
sobre G/N nos da un homomorfismo G — S;. Como G es simple, el nicleo es 1 y G es isomorfo
a un subgrupo de Ss. Identificamos G con éste subgrupo. Si G ¢ As, entonces GA; = Ss y por el
segundo teorema de isomorfismo, [G : G NAg] = 2 en contradiccion con el parrafo anterior. Luego
G C A; y contando 6rdenes, G = Ag como queremos.

Finalmente sea n, = 15. Si para todo par P,Q € Syl,(G), PNQ = 1, entonces el nimero de elementos
no identidad en todos ellos seria (4 — 1) - 15 = 45. Pero ng = 6 y el nimero de elementos de G de
orden 5 es (5—1)-6 = 24 yen total |G| > 24445 = 69. Esta contradiccién prueba que 3P, Q € Syl,(G)
con [PNQ| =2.Sea M = N;(PNQ). Yaque P y Q son abelianos (tienen orden 4), PNQ es normal en
ambos y ambos son subgrupos de M. Por lo tanto 4 | |M|. Aplicando el segundo teorema de Sylow a
M, n,(M) es impar, es estrictamente mayor que 1 y divide a |[M|. La unica posibilidad es |[M| = 12,
[G: M] =75y el argumento del parrafo anterior con M en lugar de N nos da G = A. Esto nos lleva
a una contradiccion ya que n,(As) = 5. m|

Simplicidad de A,

Teorema. 28.18. (Teorema de Abel)
A, es simple para todon > 5.

DEMOSTRACION. Por induccion sobre n. Sin =5, es el corolario demostrado en el tltimo ejemplo de
la seccién anterior. Sea ahora n > 5 y supongamos el teorema cierto paran—1.Parai=1,...,n sea
G, ={o €A, | o(i) =i}. Todos los G; son conjugados entre si e isomorfos a A,_;, luego son simples.
Sea H un subgrupo normal de A,, y consideramos HNG;trianglelef tG;. Luego HNG; =1 6 HNG; =
G;. En este tltimo caso, Vj,30c €A, talque H = cHo ' D 0G,o7! = Gj,yH2GV---VG, =A,. Asi
quesiH # A, hade ser Vi, HNG; = 1. Supongamos que H # 1, ysea 0 € H, 0 # 1. Descomponemos
en ciclos disjuntos:
o=(1y...)(...)...

Supongamos que algun ciclo (p.e. el primero) tiene una longitud mayor que dos, es decir que o (i,) =
iy #1,. Como n > 5, sean i, is # i, 15,13 ysea T = (i3iyis) €A,. Entonces tot ' € Hy 1017 !(i;) =
iy=0(i)), 101 (i) =iy # iy = 0(iy) luego 1 # 0~'tot™" € H, HN G; # 1, contradiccién.

Asi que en la descomposicion anterior todos los ciclos tienen longitud 2, son disjuntos y mueven todo
i. Como n > 5 serd o = (iy1,)(i3i4)(isig). ... Sea ahora T = (i;i,)(i5 is). Entonces To1 o™ # 1,
tot 'o~!(i;) = i,, otra vez contradiccién. Luego H =1y A, es simple. a
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Resumen de técnicas

Como ya dijimos antes, la aplicacién principal de los teoremas de Sylow es demostrar que para un
n dado, todo grupo de orden n posee un subgrupo normal. Para los n pequefios muchas veces son
suficientes las condiciones sobre n,, dadas por el segundo teorema de Sylow. Pero a veces es necesario
un estudio mas fino. En esta seccidn resumimos algunas de las técnicas mas sencillas para mostrar
la existencia de subgrupos normales de un grupo de orden dado.

Contar elementos

Sea G un grupo de orden n, sea p un primo divisor de ny sea P € Syl,(G). Si |P| = p, todo elemento
no identidad de P tiene orden p y todo elemento de orden p estd en algin conjugado de P. Por
el teorema de Lagrange, conjugados distintos de P intersecan en la identidad, luego el nimero de
elementos de orden p es n,(p —1).

Si los p-subgrupos de Sylow de G para diferentes primos p tienen orden primo y suponemos que
ninguno de ellos es normal, puede ocurrir que el numero total de elementos de orden primo sea ma-
yor que |G|. Esta contradiccién muestra que al menos uno de los n, debe ser 1. Este es el argumento
que hemos usado para mostrar que no hay grupos simples de orden 30.

A veces la cuenta de elementos de orden primo no produce demasiados elementos, pero quedan
tan pocos elementos restantes que debe existir un subgrupo normal formado por ellos. Asi se puede
demostrar que en un grupo de orden 12, 6 n, =1 6 ny = 1. Esta técnica funciona especialmente bien

cuando G tiene un p-subgrupo de Sylow P de orden p tal que n, = '%', por ejemplo |G| = 56 u 80.

Considerar subgrupos de indice pequefio

Recuérdese que si G tiene un subgrupo H de indice k, la accién por traslacion sobre las clases por la
izquierda G/H origina un homomorfismo G — S, cuyo nucleo esta contenido en H. Si k > 1, este
nucleo es un subgrupo normal de G distinto de G, y si G es simple debe ser la identidad. Entonces
por el primer teorema de isomorfismo, G = L < S, y en particular, |G| | k!. Este argumento muestra
que si k es el minimo entero tal que |G| | k! y G es un grupo finito simple, entonces G no contiene
subgrupos de indice menor que k. En los ejemplos ese k es usualmente muy fécil de calcular: El
mayor primo p que divide a |G| aparece con exponente 1 6 2,y k = p 6 2p, respectivamente. Hemos
usado esta técnica en el segundo parrafo de la demostracién del teorema 4 (G era un grupo simple
de orden 60).

Representacion por permutaciones

Este método es un refinamiento del anterior. Si G contiene un subgrupo H de orden k, obtenemos
un homomorfismo ¢ : G — S, cuya imagen es un subgrupo transitivo y de las propiedades de
Im(y) deducimos propiedades de los elementos y los subgrupos de G. Por ejemplo, si G es simple
y contiene un elemento o subgrupo de un orden particular, también debe contenerlo S,. O bien: Si
P € Syl,(G) y P es también un p-subgrupo de Sylow de S;, entonces [N;(P)| divide a |Ng, (P)|. Esta
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condicién es muy util cuando p es un primo y k = p é p + 1. Nosotros hemos utilizado este método
en el estudio de los grupos de orden 60.

Una variante consiste en tomar un primo p tal que n, # 1y considerar la accién por conjugacién
sobre S = Syl,(G). Obtenemos ahora un homomorfismo ¢ : G — S, ¥ estudiamos la existencia
de un subgrupo normal (Ker(y)) y las propiedades de Im(y). Hemos utilizado esta técnica con los
grupos de orden 12, 24 y 36. También es aplicable a las grupos de orden 48, 72 y 96.

A veces se puede mejorar un poquito este método trabajando en A, en lugar de S,.

Considerar p-subgrupos para primos p distintos

Sean p y q dos primos distintos tales que todo grupo de orden pq es ciclico. Esto es equivalente a
p<qypt(g—1).SiG tiene un g-subgrupo de Sylow Q de orden q y p | IN;(Q)|, por el teorema
de Cauchy obtenemos P < Ng(Q), |P| = p (nétese que P no tiene que ser un p-subgrupo de Sylow
de G). Asi PQ es un subgrupo, es abeliano, estd contenido en N;(P) y por tanto q | |[N;(P)|. Esta
informacién numérica puede ser suficiente para mostrar que N;(P) = G, es decir, P <« G, o al menos
para forzar que [G : N;(P)] sea menor que el indice minimo permitido por la representacion por
permutaciones.

Se puede refinar este método no requiriendo que P y Q sean de orden primo: Si p y g son primos
distintos que dividen a |G| y tales que Q € Syl (G) y p | IN5(Q)|, sea P € Syl,(N5(Q)). Podemos
aplicar los teoremas de Sylow en N;(Q) para ver que P < N;(Q) y forzar que N;(P) tenga indice
pequeio. Si ademads P es un p-subgrupo de Sylow de G, podemos usar el segundo teorema de Sylow
para restringir mas los posibles valores de |N;(P)|. Por otra parte, si P no es un p-subgrupo de Sylow
de G, P < P; € Syl,(G) y en este caso, P < Np, (P). Luego N4 (P) (que contiene a Np (P)) tiene orden
divisible por una potencia de p estrictamente mayor que |P|, y ademas es divisible por |Q]|.

Normalizadores de intersecciones de p-subgrupos de Sylow

SiPeSyl(G)yl|P|l= p', i > 2, entonces los conjugados distintos de P puede que intersecten en
subgrupos no triviales y no podemos usar el argumento de contar elementos. Sea R € Syl (G) con
R#PyP,=PNR # 1. Entonces P, < P, P, < R luego P, < Np(P,) v Py < Ny(P,). Se puede usar
esto para demostrar que el normalizador de P, en G es suficientemente grande.

Este método funciona especialmente bien cuando |P| = p® y |P,| = p®~!. En este caso P, < P, P, <R,
luego BR < N;(P,) = N, y N tiene dos p-subgrupos de Sylow distintos. Por el segundo teorema de
Sylow, [N| = p%k donde k > p + 1. Hemos usado esta forma de encontrar subgrupos en el dltimo
parrafo de la demostracidn del teorema 4 (en los grupos de orden 60).

Recapitulando: Si para cada P, R € Syl (G) se tiene P NR = 1, aplicamos el argumento de contar
elementos de orden potencia de p. En otro caso, existe una intersecciéon de p-subgrupos de Sylow
cuyo normalizador es “grande”. Para algunos ordenes de grupo no podemos decidir cual de las dos
situaciones se produce, pero podemos dividir el argumento en dos casos y deducir la existencia de
un subgrupo normal en cada uno de ellos. Vamos a establecer ahora una condicién suficiente para
tener una interseccidon grande:
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Lema. 28.19.
Sea G un grupo finito y p un primo tales que n, # 1 (méd p?). Entonces existen P,R € Syl,(G) tales
que [P : PNR]=p, y por tanto PNR<P.

DEMOSTRACION. El argumento es un refinamiento de la demostracion de la congruencia en el se-
gundo teorema de Sylow: Hagamos actuar a P sobre S = Syl,(G) por conjugacién. Consideramos la
férmula de descomposicion en Orbitas:

S| = [P Stabp(@] =D [P : PNQ]
Como en la demostracién del segundo teorema de Sylow,
[P:Stabp(Q)]=[P:PNQ]l=1<=P=Q
y todos los demds indices son potencias positivas de p. Si todos ellos fuesen divisibles por p?, seria

n, =[S[=1 (méd p?), en contradiccién con la hipStesis. Luego existe un R tal que [P : PNR]=p =
[R:PNR]lo que implica PNR<«PyPNR<R. a
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Grupos: Clases conjugadas

Automorfismos internos

Dado un grupo G y un elemento a € G, “conjugacion por a” es la aplicacién y, : G — G definida por
Yo(x) = axa™

Lema. 28.20.
(1) y, es un automorfismo de G.

(2) Yab =7Ya¥b; Y1 = 1g-

DEMOSTRACION.

(D) y,(xy)=alxy)a? =axalaxa™! =v,(x)y,(y) luego v, es un homomorfismo. Por otra parte
7.(x) = axa™ = 1siysélosi x = a'a = 1. Luego y, es inyectiva. Para todo y € G sea
x =a 'ya. Entonces v,(x) =y y r, es sobre.

() varp(x) =a(bxb™)a™ = (ab)x(ab)™ = yg(x)

1 1

O

El automorfismo y, : G — G se llama automorfismo interno definido por a.

Definimos una aplicacion y : G — Aut(G) por y(a) = y,. Entonces y(ab) = y,y, vy por tanto y es
un homomorfismo. El nicleo de y consta de los elementos a € G tales que axa ! para todo x € G.
Es decir que ker(y) = Z(G). La imagen es un subgrupo de Aut(G) que denotamos Int(G) y llamamos
grupo de automorfismos internos de G. Por el primer teorema de isomorfismo Int(G) = G/Z(G).

Lema. 28.21.
Para cualquier grupo G, Int(G) es un subgrupo normal de Aut(G).

DEMOSTRACION. Para todo f € Aut(G), para todo y, € Int(G) y para todo g € G calculamos:
Frof D) =FfU. @) =flaf(@a") = fla)gf (@) =715 (8)

luego fy.f™' =71 O
El grupo cociente Aut(G)/ Int(G) se llama grupo de clases de automorfismos de G o también grupo
de los automorfismos externos de G.
Podemos formar la sucesién exacta de grupos y homomorfismos:
Aut(G)

—
Int(G)

1—Z(G) — G — Aut(G) —

3309-06.tex
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Holomorfismos de un grupo

El grupo A = Aut(G) es un subgrupo del grupo P(G) de permutaciones del conjunto G. Ahora bien,
P(G) contiene otros dos subgrupos interesantes: El grupo R = R(G) de traslaciones por la derecha
y el grupo L = L(G) de traslaciones por la izquierda (ver ejemplos de “Grupos de operadores”).
Consideremos el primero. Por el Lema (28.21.), cp,0 ! = Psigma, Para todo o € Aut(G) y por tanto
RA = AR es un subgrupo de P(G) generado por R y A.

Denotamos para cualquier a € G:
» La traslaciéon por la derecha por a como p, : G — G dada por p,(x) = xa.

» La traslacion por la izquierda por a como A, : G — G dada por A,(x) = ax.

» La conjugacién por a como 7, : G — G dada por y,(x) = axa™'.
El grupo RA = AR se llama holomorfo del grupo G y se denota por H = Hol(G). Sus elementos se
llaman holomorfismos del grupo G.
Para todo a € G se verifica que A, = v, p,, toda traslacién por la izquierda pertenece a H, y por tanto
el grupo L estd contenido en H. La relacion precisa entre H, L, R y A viene dada por el siguiente
teorema:

Teorema. 28.22.
Sea G un grupo arbitrario. Entonces:
(1) R y L son cada uno el centralizador del otro en P(G).

(2) H = AR es el normalizador de R en P(G)
(3) A es el estabilizador de 1 € G en la accion de H sobre G.

DEMOSTRACION. Supongamos que T € P(G) conmuta con todo elemento de R, o sea Tp, = p,T.
Asi que para cualesquiera x,a € G se verifica T(xa) = 7(x)a. Tomando x =1y b = 7(1) obtenemos
T7(a) = ba paratodo a € G,y T = A, € L. A la inversa, es inmediato que para cualesquiera a,b € G
se verifica p,A, = A,p,. Por tanto L es el centralizador de R en P(G). la otra mitad se demuestra
simétricamente. Llamemos N al normalizador de R en P(G). Ya que para todo o € Aut(G) se verifica
0P,0~" = py(e) Obtenemos que H C N. O

Vamos a caracterizar directamente los elementos de Hol(G):

Teorema. 28.23.
Sea f € P(G) una biyeccion. Entonces f € Hol(G) si, y solo si, tiene la siguiente propiedad: Para
cualesquiera x,y,z € G se verifica f (xy'z) = f(x)f (y) "' f (2).
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DEMOSTRACION. Sea f € Hol(G). Entonces f = p,o con p, € R(G) y o € Aut(G). Calculamos:
fGey™2) = po(xy'2) = p(c(x))(pao(¥)) ' pa0(2).

A la inversa supongamos que f(xyz) = f(x)f(y) 'f(z). Sea a = f(1). Un sencillo cdlculo muestra
que 0 = p_'f es un automorfismo de G y por tanto f = p,0 € H. a

Diagrama de inclusiones

En todo grupo G existe otra aplicacién interesante: o_; : G — G definida por o_;(x) = x~!. Esta
o_; es un automorfismo si y s6lo si G es abeliano. Pero en el caso general tiene algunas propiedades
interesantes:

Lema. 28.24.

(1) o2 . = 1. En particular, o_, es una biyeccidn.

(2) Para todo automorfismo o € Aut(G) se verifica c_;o00_; = 0, asi que o_, pertenece al centra-
lizador de Aut(G) en P(G).

(3) Para toda traslacion por la izquierda A, € L se verificac_,;A,0_; = p,1, asi que o_, intercambia
las traslaciones a la izquierda y a la derecha. Luego pertenece al normalizador de Hol(G) en
P(G).

Vamos a considerar como es el subreticulo de los subgrupos de P(G) descritos en los parrafos anterio-
res: L es el grupo de traslaciones por la izquierda, R las traslaciones por la derechay Z = LNR = Z(G)
es el grupo de las traslaciones por elementos del centro de G. LR es el compuesto de ambos. Obsér-
vese que L, Ry LR = RL son normales en Hol(G) y que

Hol(G) ., Aut(G)
LR Int(G)

Por otra parte, L y R son conjugados en Hol(G) % (o _;).

Otro grupo interesante no reflejado en el diagrama es

T={oce€Aut(G)| VxeGx ~o(x)}

Se verifica Int(G) € T < Aut(G). Ya sabemos que Hol(G) = L x Aut(G) =R x Aut(G)
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El diagrama de inclusiones es el siguiente:

Hol(G) x {(o_;)

/

Aut(G) x Hol(G)

\
/
Int(G)

v

/
\

Aut(G)

/
N

N,
i

Sea 0 € Aut(G) de orden finito n y sea m = |G|

Lema. 28.25.
El grupo L x (o) tiene orden nm.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio. 28.26.
Determinar, salvo isomorfismo, todos los grupos de orden 12.

Ref.: 3309e_001 SOLUCION

Ejercicio. 28.27.
Prueba que Q, no es un producto semidirecto de dos subgrupos no triviales.

Ref.: 3309e_000 SOLUCION

3309-09.tex
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accién sobre por conjugacion sobre subgrupos,

175
accion transitiva, 177
accion trivial, 174
automorfismo
interno, 65, 238
automorfismo interior, 176

bloque, 178
bloque de imprimitividad, 178
bloque impropio, 178

centralizador, 195

centralizador de un elemento, 180
centralizador de un subconjunto, 50
centro de un grupo, 49, 176, 180
ciclo, 13

clase a la izquierda, 19

clase conjugada, 195

clase de conjugacion, 180
componente p—primaria, 194
composicion, 44

congruencia, 178

conjunto de generadores, 18, 89

conjunto de relaciones de definicién, 136
conmutador de dos elementos, 52, 154

diedros regulares, 95
dominio de operadores, 174

elemento
cero, 8
inverso, 8
neutro, 5, 6
neutro a la derecha, 7
opuesto, 8
orden de un —, 18
simétrico, 6
simétrico a la derecha, 7
uno, 8
epimorfismo, 39
estabilizador de un elemento, 179

factores de composicién, 148
finitamente presentado, 136
funcién tociente de Euler, 57

grupo, 6
ciclico, 18
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abelianizado, 154

abeliano, 6

automorfismos externos, 238
automorfismos internos, 238
centro de un —, 30

clases de automorfismos, 238
cociente, 42

conmutativo, 6

cuaternio, 28

de los cuaternios, 28
exponente de un —, 28
factor, 165

factores de composicién de un —, 151

finitamente generado, 18
finito, 11
infinito, 11

longitud derivada de un —, 155

orden de un —, 11

simétrico, 13

simple, 148

soluble, 152
grupo abelianizado, 52
grupo cuasidiédrico, 107
grupo cuaternio, 97
grupo de isotropia, 179
grupo de Klein abstracto, 89
grupo de los cuaternios, 97
grupo de transformaciones, 175
grupo diédrico generalizado, 221
grupo diédrico infinito, 221
grupo diciclico, 108, 222
grupo libre, 130, 131
grupo lineal especial, 97
grupo lineal general, 96
grupo metaciclico, 223
grupo modular, 108
grupo producto directo, 165
grupo semidiédrico, 107
grupo unimodular, 97
grupos diciclicos, 106

hipercentro de un grupo, 50
hiperconmutador de un grupo, 53

holomorfismo, 239
holomorfo de un grupo, 221, 222, 239

holomorfo de un grupo relativo a un subgrupo,

221
homomorfismo de G-conjuntos, 176
homomorfismo de grupos, 37

imagen de un homomorfismo, 38
imagen de un subconjunto, 38
imagen inversa de un subconjunto, 38
isometria, 87

isomorfismo, 39

Lema de la mariposa, 48
Lema de Zassenhaus, 48
Ley modular, 48

matriz
ortogonal, 64
matriz triangular superior estricta, 210
monoide, 5
monomorfismo, 39

nucleo de la accién, 175

nucleo de un homomorfismo, 38
ntcleo definidor, 135

normalizador de un subconjunto, 50

operacion
binaria, 5

particion en bloques, 178
permutacion, 13

ciclica, 13

longitud de una —, 14
permutacion par, 60
permutaciones

disjuntas, 14
permutaciones del mismo tipo, 203
presentaciéon de un grupo, 89
producto, 8
producto directo, 162, 163, 165
producto directo interno, 47, 166, 167
producto semidirecto, 218
propiedad
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asociativa, 5, 6 trivial, 16
cancelativa, 8 subgrupo alternado, 60
conmutativa, 6 subgrupo caracteristico, 49
proyecciones candnicas subgrupo complemento, 221
del producto directo, 165 subgrupo conmutador, 52, 53
subgrupo de torsion, 113
rango, 134 subgrupo derivado, 52
Regla de Dedekind, 47 subgrupo normal, 41
relacién compatible, 178 subgrupo totalmente invariante, 49, 211
relacién de equivalencia subgrupo transitivo, 204
compatible, 41 suma, 8
relaciones de un grupo, 89
representacion por permutaciones, 175 Teorema
representacion regular por la izquierda, 195 Lagrange, 19
representaciones lineales, 97 Teorema de Dyck, 90
restriccion de la accién, 174 teorema de Nielsen-Schreier, 135
. . Teorema del doble cociente, 46
SOh.dOS platomcc.)sf 94 Teorema del paralelogramo, 46
serie de composicion, 148 transversal, 195
serie derivada de un grupo, 155 traslaciones
serie nor.mal, 147 por la derecha, 239
abeliana, 152 por la izquierda, 239
factores, 147 trasposicién, 15
longitud, 147
propia, 147
refinamiento, 147
refinamiento propio, 148
soluble, 152
términos, 147
series normales
equivalentes, 150
sistema de generadores, 18
sistema de generadores libre, 130
sistemas de generadores, 136
subgrupo, 16
indice de un —, 19
conjugado, 41
conmutador, 154
derivado, 154
generado, 18
impropio, 16
propio, 16
puntos fijos, 64
total, 16
TEORIA DE GRUPOS. Estructura de grupos finitos P. Jara
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