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Introduccion

A partir de la apariciéon del algoritmo de Buchberger que permite calcu-
lar bases de Grobner de ideales de anillos de polinomios, el calculo simboélico
ha experimentado un gran desarrollo tanto teérico como en sus aplicaciones;
fundamentalmente en lo que se refiere a la resolucion de sistemas de ecua-
ciones polinomiales. Recientemente, la combinacion de anélisis numérico y
geometria algebraica, la Geometria Algebraica Numérica, ha permitido ex-
tender atn mas los limites de la resolucion de estos sistemas de ecuaciones
polinomiales.

La idea basica en Geometria Algebraica Numeérica es el uso de los métodos
de continuacién homotopica para describir las componentes de la solucion de
sistemas de ecuaciones polinomiales. No sb6lo se encuentran las soluciones
aisladas, sino que también se pueden calcular los conjuntos de soluciones de
dimension positiva para, posteriormente, descomponerlos en sus componentes
irreducibles. Los métodos utilizados son simbdlico-numéricos, ya que métodos
numeéricos se aplican para encontrar resultados enteros.

En este texto vamos a considerar el software Bertini, el cual se puede
usar para calcular todas las raices aisladas de un sistema de polinomios con
coeficientes complejos. Es de destacar que Bertini usa métodos de continua-
cion homotopica para calcular las soluciones aisladas de sistemas polinomia-
les. La idea es escribir el sistema polinomial, del que queremos calcular las
soluciones, como una familia parametrizada de sistemas, uno de los cuales, el
start system, tiene soluciones faciles de calcular. Luego, el programa, escoge
un camino desde el start system al sistema original, construye una homoto-
pia entre los dos y traza los caminos soluciones usando métodos predictor-
corrector, empleando un step size flexible.

Muchos de los resultados producidos por la Geometria Algebraica Numé-
rica, por ejemplo los obtenidos con Bertini, no estan certificados, ya que



2 Introduccién

vienen generados usando métodos euristicos. Es pues importante certificar
que las soluciones halladas lo son realmente. En este trabajo se estudiardn
técnicas de certificacion para las soluciones aisladas de sistemas polinomiales.
Para sistemas polinomiales cuadrados, usaremos la «a-theory de Smale
para certificar las soluciones aproximadas dadas. a-theory garantiza la con-
vergencia cuadratica de la iteracion de Newton, empezando en un punto
z € C", si se verifica que una constante a(f,z), donde f es un sistema
polinomial cuadrado, es menor de una constante universal dada. Ademas,
a—theory proporciona una cota de la distancia entre el punto inicial z y la
posible raiz £ € C", y garantiza la unicidad de esta raiz para esa distancia.
El software alphaCertified, implementado por F. Sottile y J. Hauenstein,
permite el rapido calculo de las constantes y la certificacion de las soluciones
aisladas de un sistema cuadrado, por ejemplo las obtenidas con Bertini.
Para sistemas sobredeterminados sobre @, A. Szanto, J. Hauenstein y
T.A. Akoglu proponen una certificacion diferente, que se basa en métodos
simboélico-numéricos, usando, bien las raices aproximadas del sistema, bien
la division con resto de polinomios en una variable sobre QQ, para calcular
la rational univariate representation (RUR) de una componente del sistema.
La idea es, para sistemas polinomiales con raices simples, calcular una RUR
inicial a partir de las raices aproximadas y luego aumentar la precision a
través de iteraciones de Newton hasta encontrar la RUR exacta. Una vez en-
contrada ésta, y ya que es un sistema cuadrado, se le puede aplicar a-theory.

En el Capitulo 1 daremos unos conceptos basicos para entender cémo
funcionan los métodos de continuaciéon homotopica para encontrar soluciones
aisladas y veremos algunos ejemplos usando el software Bertini.

En los Capitulos 2 y 3 veremos las técnicas de certificacién para las solu-
ciones aisladas de sistemas polinomiales obtenidas con métodos de la Geome-
tria Algebraica Numérica. En el Capitulo 2 estudiaremos a-theory y el softwa-
re alphaCertified, ilustrando el funcionamiento a través de unos ejemplos;
y en el Capitulo 3 veremos teéricamente y con unos ejemplos el método de
certificacion propuesto por A. Szanto y sus colaboradores para la certifica-
cion de las raices aproximadas de sistemas polinomiales sobredeterminados

sobre Q.



CAPIiTULO 1

Métodos de continuacion
homotopica para encontrar
soluciones aisladas

En Geometria Algebraica Numérica se aplican métodos de continuacion
homotopica para describir las componentes de la soluciéon de sistemas po-
linomiales. No s6lo se encuentran las soluciones aisladas, sino también se
pueden calcular los conjuntos de soluciones de dimensién positiva para lue-
go descomponerlos en componentes irreducibles. Los métodos utilizados son
simbolico-numeéricos, ya que métodos numéricos se aplican para encontrar
resultados enteros.

1.1. Meétodos de continuaciéon homotopica
Sea f: C" — C™, m > n un sistema polinomial
f1($1,. .. ,xn) =0

fx) = :
fm(l’l, Ce ,.Tn) = 0
con X = (x1,...,2,) € C". Si todos los polinomios f; fuesen lineales, se po-

drian aplicar los métodos del algebra lineal y del algebra lineal nimerica. Los
polinomios no lineales llevan a situaciones méas complicadas: un polinomio de
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grado d en n variables tiene un total de (":d) monomios de grado menor o
igual que d.

Los sistemas polinomiales pueden tener conjuntos de soluciones formados
por puntos (cero-dimensionales) o de dimensién positiva (curvas, superficies,
...). Vamos a estudiar solo los sistemas polinomiales que tienen soluciones
cero-dimensionales o aisladas. Las soluciones aisladas pueden ser regulares o
singulares.

En el caso de polinomios en una variable, el concepto de multiplicidad es
facil de definir: la multiplicidad de una soluciéon z* de un polinomio p(z) €
Clz] es k si pU)(2*) = 0 para 0 < j < k y p®¥)(2*) # 0. Las soluciones
singulares son las que tienen multiplicidad £ > 1.

En el caso de polinomios en n variables, la situacién se hace un poco mas
complicada. Consideramos un sistema cuadrado f: C* — C".

Definicién 1.1. Una solucion x € C” se dice aislada si existe r > 0 tal que
la tinica solucién contenida en

B(x):={y e C"[|ly —=x| <r}

es X.
Una solucion x € C™ se dice regular si la matriz jacobiana de f en x, J f(x),
tiene rango n. Si no, se dice que x es singular.

Se tiene que una solucion regular es aislada pero puede que una solucién
aislada sea singular: por ejemplo, la solucién doble z = 0 para f(z) = z?
El estudio de las singularidades es importante en los métodos numéricos: el
método de Newton puede divergir o no converger cuadraticamente alrededor

de soluciones singulares.

Sistemas sobredeterminados

Las definiciones anteriores valen en el caso de sistemas cuadrados, es decir,
cuando n = m. Si m < n, el sistema tiene necesariamente un conjunto de
soluciéon de dimension positiva. Vamos a ver como tratar el caso de sistemas
sobredeterminados, es decir, con m > n. La técnica estandar para reducir
un sistema de m polinomios a uno de n < m polinomios es reemplazar
fi,..., fm con n combinaciones lineales de los polinomios. Dicho de otra
manera, eligimos una matriz aleatoria A € C™*™ y reemplazamos el sistema
f: C* — C™ con el sistema A- f : C" — C". Esta técnica se llama
randomization.

El teorema de Bertini ([3], Theorem 1.15) asegura con probability one que
todas las soluciones aisladas de f son también soluciones aisladas de A - f.
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Aplicando la randomization a un sistema sobredeterminado f, s6lo se pueden
anadir soluciones aisladas, nunca removerlas: esas soluciones extras, llamadas
nonsolutions, se pueden detectar facilmente y descartar ya que no satisfacen
f.

Con probability one significa que la eleccion aleatoria de la matriz A €
C™*™ hace que el teorema de Bertini valga siempre, salvo para algunas ma-
trices A que pero pertenecen a un conjunto de medida cero.

Métodos de continuaciéon homotépica

Los métodos de continuaciéon homotdpica constituyen la computacion ba-
sica en geometria algebraica numérica. Para encontrar las soluciones aisladas
de un sistema

fl(ZL‘l,. .. ,J,’n) = 0
fx) = :
folz1, ... x,) =0

con X = (21,...,x,) € C", la idea es calcular todas las soluciones aisladas
de un sistema fécil de resolver g(x) y luego, usando la continuaciéon homoto-
pica, deformar el sistema g(x) con sus soluciones en el sistema f(x) con sus
soluciones.

En los métodos de continuacion homotopica hay tres pasos:

1. Construir y resolver un start system g(x). Se utiliza la estructura del
sistema f(x) = 0 para encontrar un root count y construir un start
system g(x) = 0 que tiene exactamente el mismo numero de soluciones
regulares del root count. La eleccion mas simple es la homotopia de
grado total (1.2).

2. Construir una homotopia entre f(x) y g(x). La manera mas simple
viene dada por

h(x,t) =~(1—t)g(x)+tf(x) =0, tel0,1], (1.1)

con v € C. Obtenemos caminos que unen los startpoints, las soluciones
de g(x) =0, a los endpoints. Cada camino es la imagen de una aplica-
cion continua p : [0, 1] — C": se tiene h(p(t),t) = 0, para t € [0, 1].

3. Path tracking. El path tracking es un proceso numérico para apro-
ximar los caminos, obteniendo asi aproximaciones de las soluciones
de h(x,1) = 0 a partir de las soluciones aproximadas, conocidas, de
h(x,0) = 0.
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Las propiedades que nos esperamos de una homotopia (|6], Theorem, pag.60)
son:

1. Trivialidad: las soluciones para ¢t = 0 son faciles de encontrar;
2. Regularidad: no hay singularidades a lo largo de los caminos soluciones;

3. Se llega a una solucion aislada de multiplicidad m con exactamente m
caminos.

Los métodos de continuacién son técnicas numéricas estandar para tra-
zar caminos soluciones usando métodos predictor-corrector. La propiedad de
regularidad de las homotopias polinomiales complejas asegura que el camino
nunca vuelve atras, asi que durante la correccién se puede suponer que el
parametro t esté fijo.

La ventaja de estos métodos es que los algoritmos no requieren un cono-
cimiento a priori de las soluciones del sistemas, es decir, no hacen falta start
points.

Vamos a dar una idea de como funciona con un ejemplo sencillo en una
variable.

Ejemplo 1.1. Consideramos la ecuacion
f(x) =2 +32—-4=0,
y tomamos como start system
glr) =2 —4=0.

Las soluciones de g(z) = 0 son sencillas de calcular y son z = £2. Queremos
resolver f(x) = 0 y encontrar una manera de calcular las soluciones de f(x) =
0 a partir de las de g(z) = 0.

Definimos la ecuacién

h(x,t) = 2* + 3tz — 4 = 0.

Observamos que h(z,0) = g(x) y h(z,1) = f(x). Como ¢ varia entre 0 y 1,
h(z,t) = 0 cambia de g(z) = 0 a f(z) = 0. Vamos a eligir un incremento
At = 0.1. Con x = 2 como punto inicial, vamos a aplicar el método de
Newton a h(x, At) = 0, que es una ecuacion en una variable, x:

h(z,At) = 2* + 0.3z — 4 = 0.



1.1. Métodos de continuacién homotoépica 7

Como At es pequeno, se puede suponer que las soluciones de h(z,0) = 0
estén cerca de las de h(xz, At) = 0. Con ello, el método de Newton converge
rapidamente, encontrando una solucion x; de h(x, At) = 0. Luego, resolvemos
h(z,2At) = 0 usando z; como punto inicial, obteniendo una solucién xs. De
esta manera se sigue hasta llegar a At ~ 1.

Analogamente, se encuentra la otra solucion de f(x) = 0 a partir de z = —2.
El c6digo en Mathematica para resolver la ecuacion:

S>hix_, t_] := x72 + 3*xt*xx - 4;
>Cont [x_, DeltaT_] Module[{X, k, F, sol, H}, k = 1; sol = x;

While[k*DeltaT <= 1, H = h[X, k*DeltaT];

F = FindRoot[H == 0, {X, sol}, Method -> "Newton"];
sol =X /. F; k += 1]
Print[sol];]

>Cont[2, 0.1]

1.
>Cont[-2, 0.1]

-4.

Homotopia de grado total

Consideramos un sistema cuadrado f = (fi,..., f,) con d; = deg(f;), se
construye un start system g(x) = 0 de la siguiente manera:

alx?fl — 51 =0

d _ g _
o) = 2 TR (1.2

an:c,dl" —0B,=0

donde «;, 8; € C, para i = 1,...,n. Con ello, g(x) = 0 tiene exactamente
tantas soluciones regulares como el grado total D = []'_, d;. Por tanto, la
homotopia

h(x,t) =~v(1 —t)g(x) +tf(x) =0, tel0,1], ~e€C,

usando ¢g(x) como en (1.2), define D caminos soluciones. De hecho, el Teore-
ma de Bézout predice D como el ntimero de soluciones en el espacio proyectivo
complejo.

Dada una solucion aislada x* de f(x) = 0, la homotopia de grado total
asegura que el niimero de caminos que acaban en x* es igual que la multipli-
cidad de x* como solucion de f(x) =0 ([3], Theorem 3.1).
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Si el sistema a resolver es sobredeterminado, le aplicamos la randomization
obteniendo un sistema cuadrado I’y una homotopia h(x,t) como en (1.2).
Dada una solucion aislada x* de F'(x) = 0, el nimero de caminos que termi-
nan en x* es igual que la multiplicidad de x* como soluciéon de F(x*) = 0.
Por el teorema de Bertini, puede ser mayor de la multiplicidad de x* como
solucion del sistema original: por tanto el niimero de caminos que llevan a x*
es una cota superior para la multiplicidad de x*.

1.2. Regularidad y acotacion de las soluciones

Para una resolucién numérica, necesitamos que los caminos soluciones
sean libres de singularidades. Una singularidad aparece cuando la matriz
jacobiana Jh de la homotopia h(x,t) = 0 tiene determinante nulo. Las sin-
gularidades a lo largo de los caminos soluciones son soluciones del sistema

h(x,t) =0
{ det(.Jh(x, 1)) = 0 (1.3)

Si el sistema tiene alguna raiz con t € [0, 1), entonces hay al menos un camino
solucion con singularidades. Para resolver el problema, se elige una constan-
te compleja aleatoria . Por razones numéricas, generalmente se escoge la
constante vy con ||| & 1, es decir, v = €?, para § € R aleatorio. De hecho,
restringiendo v a la circunferencia unitaria, el proceso sigue funcionando con
probabilily one ya que el numero finito de malas semirectas en C interseca la
circunferencia unitaria en un nimero finito de puntos que hay que evitar.

La eleccion aleatoria de la constante v hace que todas las raices del siste-
ma (1.3) yacen fuera del intervalo [0, 1), salvo para algunos valores de v que
pero pertenecen a un conjunto de medida cero (por el Principio de Indepen-
dencia en la eleccion de los coeficientes del sistema 1.3, [6]).

Ejemplo 1.2. Sea

22+ 4y% — 4
T,y) =
f(z,y) {2y2—:p

el sistema polinomial que queremos resolver y tomamos como start system el
sistema
2
¢ —1
T,Y) =
9(x,y) {yQ _1

Consideramos la homotopia

h(z,y,t) = g(z,y)(1 —t) + f(z,y)t = 0. (1.4)
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Vamos ahora a ver si la homotopia tiene alguna singularidad. Resolvemos el

sistema
h(z,y,t) =0
{ det(Jh(z,y,t)) = 8t*y + day + dtxy = 0
>f = {x72 + 4xy~2 - 4, 2%xy~2 - x};
>g = {x"2 - 1, y°2 - 1};
>h = t*xf + (1 - t)x*g;

>eh = Expand[h];

>jh = {{D[eh[[1]], %], D[en[[1]1], yl}, {D[eh[[2]], x],
D[leh([[2]], yl}} // MatrixForm;

>sys = {eh[[1]], eh[[2]], Det[jhl};

>gb = GroebnerBasis[sys, {x, y, t}, {x, y}]

{-1+t-5t2+10t°3+13t74+29 t°5+ 21 t°6+ 12 t°7}

>NSolve [gb]

{{t -> -0.881854 - 0.9177 I}, {t -> -0.881854 + 0.9177 I},
{t -> -0.20116 - 0.887729 I}, {t -> -0.20116 + 0.887729 I},
{t -> 0.00685376 - 0.392797 I}, {t -> 0.00685376 + 0.392797 1},
{t -> 0.40232}}

Como t varia entre 0 y 1, en ¢t = 0.40232 vamos a encontrar una singularidad.
Resolvemos el problema eligiendo como constante v = 1 4 ¢ y consideramos
la homotopia

Mz, y,t) =vg(z,y)(1 —t) + f(z,y)t = 0.

SH = t*xf + (1 + D*(1 - t)xg;

>eH = Expand[H];

>jH = {{D[eH[[1]], %], D[eH[[11], yl}, {D[eH[[2]], x],
D[leH[[2]], yl}} // MatrixForm;

>sys2 = {eH[[1]], eH[[2]], Det[jH]};

>gb2 = GroebnerBasis[sys2, {x, y, t}, {x, y}]

{2-21) - (14-21I)t+ @22+101I) t2-(+101I) t°3 +
(4 -241)t74- (34 -81)t5+ (3+151I)t6+ (2+1I)t7}

>NSolve [gh2]

{{t -> -4.90598 - 2.67493 I}, {t -> -0.628098 + 0.665272 I},
{t -> -0.229099 - 2.01927 I}, {t -> 0.285571 - 0.278505 I},
{t -> 0.371627 - 0.767499 I}, {t -> 0.420395 - 0.532027 I},
{t -> 0.485584 + 0.20696 I}}

La eleccion de v ha hecho que todas las raices ahora son complejas y yacen
fuera del intervalo [0, 1).
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La misma constante aleatoria v asegura que todos los caminos estén aco-
tados para cada t € [0, 1). Esto significa que ningtin camino diverge al infinito
para t € [0,1) o, equivalentemente, el sistema h(x,t) = 0 no tiene soluciones
en el infinito para cada t € [0,1). El marco mas adecuado para este estudio
lo proporciona el espacio proyectivo.

Para verlo, hacemos una transformacion a coordenadas homogéneas intro-
duciendo una nueva coordenada X, y consideramos el sistema en el espacio
proyectivo. Pasar a coordenadas homogéneas permite estabilizar el célculo
nimerico y transforma caminos divergentes de longitud infinita en el espacio
afin en caminos de longitud finita en el espacio proyectivo. Esto permite que
un camino de este tipo pueda ser trazado numéricamente hasta su punto
final. Ademas, el calculo del endpoint de un camino en el espacio proyectivo
aporta una manera maés fiable para determinar si un camino diverge o no.
Cada soluciéon que no diverge al infinito luego se puede deshomogeneizar para
encontrar su valor correspondiente en las coordenadas afines originales. La
deshomogeneizacion es el simple proceso de dividir por la coordenada Xg y
eliminarla: por supuesto este proceso esta definido solo para las soluciones
finitas, es decir, las que tienen Xy # 0.

Consideramos el sistema homogeneizado H(Xy, X,t) =0y

H(Xo,X,t)=0
f o .
Como H es homogéneo en Xy, X = (X1,..., X,), las soluciones se encuentran

en el espacio proyectivo. Al aplicar eliminacion a H(0,X,t) = 0 se concluye
que, salvo para valores especiales de 7, no hay soluciones al infinito para
t € [0,1). Los valores especiales de 7 pertenecen a un conjunto de medida
cero A C C.

Observamos que, si los polinomios en el start system g(x) = 0 tienen grado
menor que sus equivalentes en f(x) = 0, entonces H(Xy, X, t) = 0 puede que
tenga soluciones al infinito para ¢ = 0.

En resumen, dadas las coordenadas afines x = (x1, ..., z,), un polinomio
f(x) € Clxy,...,x,] de grado d viene homogeneizado como

f(Xo, X1,..., X)) = XqF(X1/Xo, ..., Xu/X0).

Cada solucion [Xy, ..., X,] de f = 0 con X # 0 se dice finita y se deshomo-
geneiza como

(IL‘l,...,I'n) = (Xl/XQ,...,Xn/Xo).
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Ejemplo 1.3. Consideramos la homotopia

Wz, y,t) = ({ fyfj:g )(1—t)+({ v~ 170 )t.

Vamos a ver para cuales valores de ¢ hay caminos soluciones que divergen en el
infinito. Consideramos el sistema homogeneizado H(X,Y, Z,t) = 0 obtenido
quitando Z de los denominadores en h(X/Z,Y/Z, Z,t) = 0 y resolvemos el
sistema (1.5).

>f = {y"2 - 1, x°2 - 3};
>g = {x"2 - 1, y°2 - 1};
>h = t*xf + (1 - t)x*g;

>eh = Expand[h];

>ehZ = eh /. {x -> x/z, y -> y/z};

>ehZ = Simplify[ehZ*z"2]

{-(-1+t) x2+ty2-2"2, y2-2"2+t (x2-y"2-22z2)}

Como h es homogéneo en XY, Z, las soluciones se encuentran en el espacio
proyectivo; por tanto, las soluciones de H(X,Y,0,t) = 0 satisfacen también
H(X/Y,1,0,t) =00 H(1,Y/X,0,t) = 0.

>ehZ = ehZ /. {x -> x/y, y -> 1, z -> 0};
>gb = GroebnerBasis[ehZ, {x, y, t}, {x, y}]
{-1 + 2 t}

>NSolve[gb == 0, t]

{{t -> 0.5}}

Se tiene entonces que para t = 0.5 hay un camino que diverge a infinito. Para
evitar eso, analogamente al ejemplo anterior, consideramos la homotopia:

et = ({2120 Ja-o+ ({ L2520 )e

cony=1+i.

SH = t*xf + (1 + D*(1 - t)xg;

>eH = Expand[H];

>eHZ = eH /. {x -> x/z, y -> y/z};

>eHZ = Simplify[eHZ*z"2]

{(-1 -I) (-1 +t) x2-Q+1I)z2+t (y2+1Iz2),

t x2-@+I)y2-(2-1I)z2)+Q+1I (y2 - z°2)}

Como antes,
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>eHZ = eHZ /. {x -> x/y, y -> 1, z -> 0};
>gb2 = GroebnerBasis[eHZ, {x, y, t}, {x, y}]
{2-4t+ (2+1I) t2}

>Solve[gh2 == 0, t]

{{t -> 0.6 +0.21}, {t >1. -1. I}}

Con la constante compleja v ya no hay caminos divergentes con ¢ € [0, 1).

1.3. Técnicas de continuacion

Para trazar caminos soluciones definidos por la homotopia se usan mé-
todos predictor-corrector. El predictor devuelve en cada paso del método un
nuevo valor del parametro de continuacion y predice una soluciéon aproxima-
da del correspondiente nuevo sistema en la homotopia. Luego, la solucién
aproximada viene corregida aplicandole el corrector, por ejemplo el método
de Newton. El pardametro de continuacion puede quedarse fijo durante la co-
rreccion de la soluciéon y eso lleva a los llamados métodos de continuacion
increment-and-fix.

Supongamos que tenemos una familia de funciones h : C"* x [0, 1] — C"
y una curva diferenciable x : [0,1] — C" tal que

» h(x(t),t) =0, parat € [0,1);

» la matriz jacobiana de h con respecto a x = (z1,...,z,) tiene rango n
en (x(t),t), con t € [0,1).

Estamos interesados en ver como x cambia al variar de ¢: aplicamos el ope-

rador at a la homotopia y obtenemos la ecuacion diferencial de Davidenko:

at

Oh(x().1) z”: Oh(x(t),t) dxs(t) _ 0, con x(0) = po. (1.6)

ot ox; ot

=1

Con ello, trazar un camino equivale a resolver este problema de valor inicial.

Sea Jh(x,t) la matriz jacobiana con respecto a las variables x evaluada en

(x,t) yseax(t) = (x1(t),...,x,(t)) una solucion de (1.6). Podemos reescribir
la ecuacion diferencial de Davidenko como

Oh(x(t),t ox(t

On(x(t),t) + Jh(x(t),1) - ox(t) =0, (1.7)

ot ot
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0, si Jh(x,t) es invertible a lo largo del camino,

ox(t) Oh(x(t),1)
== I (), )

Existen diferentes métodos ntimericos para resolver este problema de valor
inicial, que tiene dos caracteristicas principales:

(1.8)

» El camino construido satisface una funcion explicita h(x(t),t) = 0y
con ello la funcién h(x,t) se puede usar para corregir el resultado del
método.

= El camino se encuentra en una curva algebraica y por tanto se puede
construir un modelo local de la curva cerca de un punto p*, modelo que
resulta particularmente util si p* es una solucion singular de h(x,1) =

0.

Si p* es una solucion singular de h(x, 1) = 0, la matriz jacobiana de h con
respecto a x se hace singular para t — 1. Se usan métodos diferentes cuando
t ~ 1y cuando t esta lejos del 1: la continuaciéon con t =~ 1 se dice endgame
([3]: métodos de Cauchy, expansion en serie de potencias).

El método Euler-Newton

Un ejemplo de método predictor-corrector viene dado por el método
Euler-Newton: primero se aplica el método de Euler para encontrar la si-
guiente aproximacion y luego a esa se le aplica el método de Newton para
corregirla.

Se resuelve (1.8) empezando en ty = 0 con py como valor inicial y calcu-
lando en seguida las sucesivas aproximaciones py, pa, ... enty <ty < .-+ < 1.
El método de Euler calcula la aproximacion

Oh(pi ti)
ot
donde At; = t; 11 — t;. Geométricamente corresponde a predecir a lo largo de

la recta tangente al camino solucién en el punto actual del camino.

Una vez obtenida una aproximacion de p;1, le sigue una correccién por
el método de Newton para h(x,t;,1) empezando en xg = p;41. El método de
Newton viene dado por la férmula iterativa

Zi 1 = Z; — Jhil(Zi, ti+1)h(zi, tz)

Pit1 = pi — Jh (pi, ti) At;,

Generalmente una o dos iteraciones son suficientes para obtener una predic-
cion més precisa de z(t;11). A p;y1 se le sustituye el valor corregido antes de
empezar un nuevo ciclo predictor-corrector.
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1.4. Homotopias poliédricas

Vamos a tratar primero el caso de polinomios en una variable. Conside-
ramos el siguiente problema:

In: % monomios distintos en una variable x:
¥, ..., 2%, con a; # a; para it # j.

Out: coeficientes ¢y, . . ., ¢4, tales que f(x) = cqx™ 4+ - - 44 x™ tiene k—1
raices reales positivas.

El politopo de Newton de una homotopia h(x,t) = 0 es el poligono convexo
generado por los vectores exponentes de los monomios en h(x,t) = 0. A cada
lado de la parte inferior del politopo se le hace corresponder una homotopia
para encontrar una raiz real positiva. Para encontrar las homotopias hay
que considerar los vectores ortogonales a los lados, las llamadas normales
mnleriores.

Ejemplo 1.4. Consideramos los monomios 1,2°, 27, z''. Queremos encon-

trar coeficientes ¢y, cs, c7, c11 tales que f(x) = ¢y + c52° + c7a” + !t tiene
exactamente 3 soluciones reales positivas.
Se puede reducir el problema a uno unidimensional, considerando la homo-
topia

h(z,t) =t —2°+ 2" — 2"t =0, parat>0. (1.9)

La alternancia de los signos en los coeficientes permite maximizar el niimero
de raices positivas. El politopo de Newton de la homotopia h(z,t) esta gene-
rado por {(0,1),(5,0),(7,0),(11,1)}. La eleccion de las potencias de t es tal
que la parte inferior del politopo de Newton de h contiene entre sus vértices
todos los exponentes de los monomios dados. Con el software Mathematica

>hiX_, T_] :=T - X°5 + X°7 - X~ (11)%T
>hom = h[x, t]
t - x5 +x77 -t x"11

(0,1) (11,1)

(5,0) (7,0)

En t = 0, la homotopia h(z,0) = —2°(1 — 2%) = 0 tiene una raiz real
positiva x = 1. Eligimos t = At = 0.1 tal que el método de Newton aplicado
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a h(z, At) = 0 converge cuadraticamente a una raiz real positiva empezando
con x = 1. En este caso se podria escoger At arbitrariamente grande ya que
h(1,t) = 0 para cada valor de t. Observamos ademés que los monomios en
h(z,0) corresponden al lado central inferior del politopo de Newton.

>Solve[h[x, 0] == 0, x]

{{x -> -1}, {x -> 0}, {x -> 0}, {x -> 0}, {x -> 0}, {x -> 0%},
{x -> 1}}

>FindRoot[h[x, 0.1], {x, 1}, Method -> "Newton"]

{x > 1.}

Para cada lado de la parte inferior del politopo vamos a usar una homo-
topia y para encontrarlas necesitamos las normales interiores, dadas por

v = (%7 1)7
Vo = (O, 1),
Vg = (—le, ].)
(0,1) (11,1)
v1 s v3
(5,0) (7,0)

Consideramos v; y vemos que verifica el producto escalar minimo con los
vértices que generan el primer lado de la parte inferior del politopo:

<(é,1> {(0,1), (5,0), (7,0), (11, 1)}) = {1,1, g %}

Hacemos ahora el cambio de coordenadas = = yt'/® y obtenemos

>hyl = hom /. {x -> y*t~(1/5)%}

t -t y5+t°(7/5) y7 - t7(16/5) y~11

>hyl1l = Collect[hyl/t, y] /. {t -> 0%}

1 -y75

>Solve[hyll == 0, y]

Hy > 1}, {y > -C-D~W/B}, {y > (-1)~(2/5)},
{y > -C-1D~@/5}, {y > (-1)~(4/5)}}

>FindRoot [h[y, 0.1], {y, 1}, Method -> "Newton"]
{y > 1.}
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Observamos que %h(y,O) =1 —gy® = 0 tiene una raiz real positiva y = 1.
Como antes, eligimos t = At = 0.1 tal que el método de Newton aplicado a
h(y, At) = 0 converge cuadraticamente a una raiz real positiva y* empezando
con y = 1 y calculamos z* = y*(At)"/°.

>soll = y*t~(1/5) /. {y -> 1, t -> 0.1}
0.630957

Consideramos ahora vs y andlogamente vemos que verifica el producto
escalar minimo con los vértices que generan el ultimo lado de la parte inferior
del politopo:

<(—}1,1) {(0,1), (5,0), (7,0), (11, 1)}) = {17_2, _Z, _Z}

1/4

Con el cambio de coordenadas z = yt~/* obtenemos

>hy2 = hom /. {x -> y*t~(-1/4)}

t - y°5/t°(6/4) + y 7/t~ (7/4) - y~11/t~(7/4)

>hy22 = Collect[hy2/t~(-7/4), yl /. {t -> 0%}

y 7 - y~11

>Solve[hy22 == 0, y]

Hy > -1}, {y >0}, {y > 0}, {y -> 0}, {y -> 0}, {y -> 0},
{y -> 0}, {y -> 0}, {y -> -1}, {y -> I}, {y -> 1}}

>FindRoot [h[y, 0.1], {y, 1}, Method -> "Newton"]

{y -> 1.}

Observamos que t/*h(y,0) = y"(1 — y*) = 0 tiene una raiz real positiva
y = 1. Analogamente, eligimos ¢t = At = 0.1 tal que el método de Newton
aplicado a h(y, At) = 0 converge cuadraticamente a una raiz real positiva y*
empezando con y = 1 y calculamos z* = y*(At)~1/4,

>s0l12 = y*t~(-1/4) /. {y -> 1, t -> 0.1}
1.77828

Para At = 0.1, h(x,0.1) tiene tres raices reales positivas aproximadas:

{1, 0.630957, 1.77828}

1.4.1. EIl Cayley trick y el teorema de Minkowski

Vamos ahora a ver como construir homotopias poliédricas cuando el siste-
ma que queremos resolver tiene mas que una variable. Para eso necesitamos
definir el volumen mixto de r regiones convexas de R™ y enunciar el Teorema
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de Minkowski.

Sean K1, ..., K, regiones convexas de R".
Definiciéon 1.2. El volumen mixto de K1, ..., K, se define como
1 a"
V(Kla"-aKT) VOl()\lKl ++)\1"KT)7

T LA - OA =ma=0
donde \{K; + - -+ + A\ K, es la suma de Minkowski y \; >0, i =1,...,7r.

Teorema 1.1 (Teorema de Minkowski). Sean K, ..., K, regiones convezas
de R™. f(A1,...,A\) == Vol(AM K7 + -+« + A\ K,) es un polinomio homogéneo
en los coeficientes de la combinacion.

En particular, los coeficientes de la combinaciéon son volimenes mixtos.

El Cayley trick es un método que permite construir una homotopia calcu-
lando los voliimenes mixtos. La version para homotopias poliédricas se debe
a B. Sturmfels.

El politopo de Cayley de r politopos es la region convexa de los politopos
situados en los vértices de un simplex unitario de dimension r — 1.

Vamos a construir la homotopia poliédrica para un sistema en dos varia-

bles.

Ejemplo 1.5. Consideramos el sistema

2t —ay+2=0

cuyos vectores exponentes son

_ Al = {<2’O>7 (171)7 (070)}
A= da),con )y 10,1),(1,2), (0,0}

Los politopos de Newton son las regiones convexas de los soportes A; y As.
El politopo de Cayley lo vemos en la Figura 1.1.

Imaginamos hacer cortes paralelos a la base del politopo de Cayley: esos
cortes producen regiones mixtas (con dos vértices pertenecientes al mismo
poligono) y copias escaladas de los poligonos originales en simplices no mixtos
(los tres vértices pertenecen al mismo poligono).
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(0,0,1) (0,1,1)
(1,2,1)
(0,0,0)
A(LLO)
(2,0,0) (2,0,0)

Figura 1.1: El politopo de Cayley de dos poligonos.

(0,0,1)

0,0,
(0,0,1) (0,1, 1) ( b (0,1,1)

(1,2,1)

(2,0,0) (1,1,0) (1,1,0)

Figura 1.2: Triangulaciéon del politopo.

Sean A1, Ay > 0 con A\ + Ay = 1 y consideramos la suma de Minkowski
A Pi+ Xy P, donde P es el poligono que define la base, P; es el poligono de la
parte superior del politopo y A\{ P; + Ao P la obtenemos como suma convexa
de todas las sumas de vértices de los poligonos. El area de los tridngulos en
el corte son Marea(P;) y Aarea(P;), como cada lado del tridngulo se escala
por A\; y Ag respectivamente. El area de la region mixta viene escalada por
A1 A2, ya que se genera a partir de un lado de P; y otro de Ps.

Vamos ahora a calcular la suma de Minkowski A\{ P; + A2 F». En nuestro
caso, el teorema de Minkowski dice

area(AM Pl + Ao Po) = V(P1, P)X2 + V (P, P) Mo + V (P, P2) )3,

donde V (P, P)) = area(P,), V(Pz, P2) = area(Py) y V(Py, P,) es el area de

la region mixta.
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(2,0,0)

Figura 1.3: Subdivision mixta inducida por la triangulaciéon del politopo.

(L, +(1,2)

1,2 (0,0) + (1,2) A (2,0) + (1,2)

Va 7

7/ /
Vi
7

/ /

(1, 1) L ,

p
7/ /
e (0,0) +(0,1) ry2 v A1z /
(0,1) ‘py 1727 /
142 1o /
" (I /
L 1/ /
(o
|
/

(0,0) (2,0) (0,0) ’ (0,0) (0,0) + (2,0)

Figura 1.4: Subdivision de la suma de los dos poligonos P; y Ps.

Por tanto,

1
area()\lPl + )\QPQ) = )\% -+ 4)\1)\2 + 5)\%

Las subdivisiones que queremos en la suma de Minkowski son las que vie-
nen inducidas por un lifting: se les llama subdivisiones regulares y definen
homotopias poliédricas. El soporte lifted es A = (A1, Ay), con

A; ={(2,0,0),(1,1,1),(0,0,0)}
Ay =1{(0,1,1),(1,2,0),(0,0,0).}

En general, para cada region mixta en la subdivisiéon de los politopos de
Newton hay que considerar una homotopia h(x,t) = 0, donde las potencias
de t son los valores del lifting de los soportes que han inducido la subdivision.
En nuestro ejemplo, sélo hay que considerar una homotopia:

22 —ayt+2=0
yt —xy? —1=0

h(z,y,t) = {
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(1,1,1) + (1,2,0)

(0,0,0) + (0,1,1)
y

1.4.2. CaAlculo de los volimenes mixtos y continuacién
poliédrica

Necesitamos conocer el ntmero de raices (0 una cota superior, segin el
Teorema B de Bernstein) de un sistema polinomial para poder crear un start
system para la homotopia. El Teorema A de Bernstein proporciona un root
count para un sistema genérico, usano los volimenes mixtos de sus politopos.

Teorema 1.2 (Teorema A de Bernstein). El nimero de raices de un sistema
polinomial genérico es igual que el volumen mixto de sus politopos de Newton.

La manera en la que se calculan los volimenes mixtos determina la forma
con la que resolvemos el sistema genérico. Hay dos técnicas principales: la
primera se basa en el Cayley trick y calcula todas las celdas en una subdivision
mixta; la segunda usa programacion lineal y lleva a una enumeracion eficiente
de todas las celdas mixtas en una subdivision mixta.

El Cayley trick

Con el Cayley trick se puede obtener una subdivisiéon mixta regular como
una triangulacion regular de cada politopo. Con este método se construye
una triangulacion gradualmente, anadiendo los puntos uno tras el otro.

La idea es descomponer cada punto con respecto a un dado simplex como
combinacion lineal de los vértices del simplex, imponiendo que los coeficientes
de la combinacién sumen 1. A esta descomposicion se le llama descomposicion
baricéntrica de un punto con respecto a un simplex. Los signos negativos en
la combinaciéon van a indicar cudles vértices del simplex se pueden cambiar
por el nuevo punto para crear un nuevo simplex en la triangulacion.

Ejemplo 1.6. Consideramos el simplex [cg, ¢1, ¢2] generado por ¢y = (0,0),
c1 = (4,2) y co = (2,3). Si consideramos otro punto, hay tres posibilidades:
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punto decomposicion baricéntrica nuevo simplex
r=(1,1) T = gcojt%cl%—%cz no
y=(0,2) y= %Co - %701 + C2 [co, ¥, c2]
z=(1,5) z = —§C0 — 50+ %CQ [z, c1, ¢, [co, 2, 2]

El algoritmo para calcular triangulaciones regulares gradualmente lleva a
un solver poliédrico incremental que resuelve sistemas polinomiales anadien-
do un monomio tras el otro. Si la estructura del sistema es tal que la mayoria
de los polinomios comparten el mismo soporte o generan el mismo politopo
de Newton, ese método se revela bastante eficaz.

Programacion lineal

Para los cambios de coordenadas en las homotopias poliédricas hay que
conocer las normales interiores de las celdas mixtas. Por tanto, vamos a usar
una representacion dual de los politopos. El normal fan de un politopo es el
conjunto de los conos normales a cada cara del politopo. El cono normal de
una cara contiene a todas las normales interiores que definen la cara.

Ejemplo 1.7. Para la subdivisiéon mixta obtenida en el Ejemplo 1.5, los
conos normales N'(P;) y N(P,) son

(1,2)

(1,1 NED 6 1) ©,1) N(P2)

o e 00

0 @O Gy at 0 -1

y la representacion dual de la subdivision mixta es

Estamos interesados en las celdas mixtas de una subdivisiéon mixta y, en
particular, en las normales interiores a las caras (o lados) de la suma de Min-
kowski que definen las celdas mixtas.

La busqueda de todas las normales interiores de una celda mixta en una
subdivision mixta lleva a un sistema de igualdades y desigualdades. Para un
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soporte A = (Ay,...,A,) de un sistema polinomial f = (f1,..., f,), consi-
deramos un lado del k-ésimo politopo, generado por {a,b} C Aj. Entonces
la normal interior v a ese lado satisface

(a,v) = (b,v)
{ (a,v) < {c,v), VceE Ay (1.10)

Enumerar todos los lados de un politopo es por tanto equivalente a enumerar
todas las posibles soluciones del sistema (1.10). Hacer variar k desde 1 hasta n
en el sistema (1.10) aplicado a los conjuntos de puntos lifted Ay proporciona
el modelo dual de programaciéon lineal para enumerar todas las normales
interiores a las celdas mixtas en una subdivisiéon regular mixta.

1.4.3. El Teorema B de Bernstein

El volumen mixto es un generically sharp root count para el nimero de
soluciones aisladas con todas las coordenadas distintas de cero (Teorema B
de Bernstein). Generically sharp significa que, salvo para sistemas con coefi-
cientes en un subconjunto especifico, el root count es exacto. Los sistemas
genéricos se suelen usar como start system para resolver sistemas polinomia-
les que tienen los mismos politopos de Newton.

Trazando caminos que divergen al infinito, nos preguntamos cuando ter-
minar. Si un camino parece que diverge, tenemos que saber si hay verdadera
divergencia o convergencia a una raiz con componentes muy grandes. El Teo-
rema B de Bernstein proporciona un certificado para la divergencia.

Para un sistema f(z) = 0 con soporte A = (A4, ..., A,), podemos escribir
sus ecuaciones f = (f1,..., fn) como
filz) = Zciaxa, i=1,...,n.
acA;

Los politopos de Newton de f los denotamos por P = (P,...,F,), donde
P, =conv(4;), parai=1,...,n.

Para w € C", w # 0 definimos la tupla de caras
0,P = (0,P,...,0,P,), con 9,P; := conv(d,A;),

donde
0,A; :={a€ A; | (a,w) = min(a’,w)}.

a’eA;



1.5. El software Bertini 23

El conjunto 0,A; es el soporte de la cara del i-ésimo polinomio f;:

Teorema 1.3 (Teorema B de Bernstein). Si denotamos el sistema polinomial
determinado por w # 0 como O, f = (Opf1,- -+, 0ufn), y €l volumen mixto de
P como V(P), tenemos:

» Siw#0yd,f(x) =0 no tiene soluciones en (C*)", entonces V(P) es
exacto y todas las soluciones son aisladas.

» Si no, para V(P) # 0, se tiene V(P) > n° soluciones aisladas.

Observacion 1.1. Aunque parezca que el volumen mixto lleva siempre a
un root count exacto, hay que considerar que los vértices de los politopos no
son aleatorios, sino que ocurren como exponentes de los polinomios. En el
caso de politopos de Newton genéricos, puede que haya caras k-dimensionales
generadas por méas de k + 1 vértices.

1.5. El software Bertini

El software Bertini se puede usar para calcular todas las raices aisla-
das de un sistema de polinomios con coeficientes complejos. Ademas, puede
encontrar witness points en cada componente irreducible del conjunto alge-
braico correspondiente al sistema polinomial. Bertini detecta la descompo-
sicion irreducible del conjunto algebraico especificando al menos un punto
para cada componente. Una vez calculado un witness set, el usuario puede
encontrar puntos en cada componente y ejecutar un test de pertenencia a una
componente para determinar, dada una lista de puntos, qué puntos yacen en
el conjunto algebraico correspondiente al witness set.

Como funciona

Bertini usa métodos de continuaciéon homotopica para calcular las solu-
ciones aisladas de sistemas polinomiales. La idea es escribir el sistema poli-
nomial, del que queremos calcular las soluciones, como una familia parame-
trizada de sistemas, uno de los cuales, el start system, tiene soluciones faciles
de calcular. Tras eligir la familia, Bertini escoge un camino desde el start
system al sistema original, construye una homotopia entre los dos y traza
los caminos soluciones usando métodos predictor-corrector (por ejemplo, el
método de Euler y el método de Newton), usando un step size flexible.
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Si necesario, Bertini homogeniza el sistema; ademaés, si el sistema es li-
neal y el niimero n de variables es mayor que el niimero m de ecuaciones,
anade n — m ecuaciones para hacerlo cuadrado. Bertini crea un start sys-
tem homogéneo, lo resuelve para obtener los puntos iniciales y une los dos
sistemas en una homotopia, usando el v trick para asegurar que no hayan
singularidades. Luego traza cada camino independientemente y devuelve los
resultados al usuario.

Ejemplo 1.8. Consideramos el sistema cuadrado dado por

2—-1=0
f(xay7z>: y2_2:0
22-3=0

El fichero de input para Bertini es

CONFIG
TRACKTOLBEFOREEG: 1e-7;
TRACKTOLDURINGEG: 1e-7;
FINALTOL: 1le-12;

END;

INPUT

function f1,f2,£f3;
variable_group x,y,Zz;

f1 = x~2-1;
2 = y©2-2;
f3 = z72-3;
END;

Las soluciones aproximadas son

1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
1.414213562373095e+00 -1.110223024625157e-16
1.732050807568877e+00 0.000000000000000e+00

9.999999999999999e-01 0.000000000000000e+00
1.414213562373095e+00 -5.551115123125783e-17
-1.732050807568876e+00 3.330669073875470e-16

1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
-1.414213562373095e+00 0.000000000000000e+00
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1.732050807568877e+00 0.000000000000000e+00

1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
-1.414213562373095e+00 -1.110223024625157e-16
-1.732050807568878e+00 -1.110223024625157e-16

-1.000000000000000e+00 5.551115123125783e-17
1.414213562373095e+00 -2.220446049250313e-16
1.732050807568877e+00 -1.110223024625157e-16

-9.999999999999998e-01 0.000000000000000e+00
1.414213562373094e+00 5.551115123125783e-17
-1.732050807568877e+00 -1.110223024625157e-16

-9.999999999999998e-01 5.551115123125783e-17
-1.414213562373095e+00 3.330669073875470e-16
1.732050807568877e+00 -4.440892098500626e-16

-1.000000000000000e+00 1.110223024625157e-16
-1.414213562373095e+00 -2.220446049250313e-16
-1.732050807568877e+00 1.110223024625157e-16

Vamos a ver mas en detalle como funciona. Usando el grado total del sistema
f(z,y,2) =0, creamos un start system g(z,y,z) = 0 de la siguiente manera:

2?2 —1=0
9(337%2): y2_1:O 5
22—-1=0

cuyas soluciones son faciles de calcular. Calculamos los start points con
Mathematica

>f {X~2 -1, Y°2 - 2, Z°2 - 3}; (* sistema a resolver *)

>¢ = {X"2 -1, Y2 - 1, Z°2 - 1}; (* start system *)

ShiX_, Y_, Z_, t_] := (1 + D*x(1 - t)*x{X"2 -1, Y"2 -1, Z°2 - 1} +
tx{X~2 - 1, Y72 - 2, Z72 - 3}

>Collect[h[x, y, z, t], t]

{1 +1I) (-1 +x2) -It (-1+x2), (1+1I)(1+y2) +
t ((2+y2-A+D (-1+y°2), 1 +1I) (-1+2z°2) +
t (-3 +2z72- (1 +1I) (-1+z"2)}
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Métodos de continuaciéon homotépica

>S = Solvelh[x, y, z, 0] == 0, {x, y, z}] (* start points *)
H{x->-1,y->-1,2z->-1}, {x->1,y -> -1, z -> -1},
x->-1,y->1,z->-1}, {x->1,y ->1, z -> -1},
x->-1,y->-1,z >1}, {x->1,y ->-1, z -> 1},
x->-1,y->1,z->1}, {x->1,y ->1, z > 1}}

La funciéon Cont calcula las soluciones aproximadas usando la homotopia
h(z,y,z,t) =v(1 —t)g(z,y,2) + f(z,y,2)t =0, con v = 1+ i. La funciéon
SOL devuelve todas las soluciones aproximadas a partir de los start points en

S.

>Cont [x_, DeltaT_] :=

Module[{X, Y, Z, k, F, sol, H, a, b, c}, k = 1; sol =

X3

While[k*DeltaT <= 1, H = h[X, Y, Z, kxDeltaT];
F = FindRoot[

sol[[1]]
sol[[3]]

Print[sol];]

>SOL[S_, DeltaT_]
For[i =

]

H == 0, {{X, soll[[1]1]1}, {Y, soll[[2]]1}, {Z, sol[[3]1]1}},
Method -> "Newton"];
X /. {F[[1113}; sol[[2]] =Y /. {F[[2]1};
Z /. {F[[31]1}; k += 1]

:= Module[{sol, t, sp}, t = DeltaT; sol = S;

1, i <= Length[soll, i++, sp = {x, y, z} /. soll[[il];
Cont[sp, t1];

Ejecutando la funciéon SOL obtenemos

>SOL[S, 0.1]

{-1.40. I,-1.41421+3.
{1. +0. I,-1.41421+3.
{-1.40. I,1.41421 -3.
{1. +0. I,1.41421 -3.
{-1.40. I,-1.41421+3.
{1. +0. I,-1.41421+3.
{-1.40. I,1.41421 -3.
{1. +0. I,1.41421 -3.

47099%10~-28
47099%10"-28
47099%10"-28
47099%10~-28
47099%10~-28
47099%10~-28
47099%10~-28
47099%10"-28

I,-1.73205+4.
I,-1.73205+4.
I,-1.73205+4.
I,-1.73205+4.
I,1.73205 -4.
I,1.73205 -4.
I,1.73205 -4.
I,1.73205 -4.

62714%x10"-26
62714x10~-26
62714%x10"-26
62714%10"-26
62714%x10"-26
62714%x10"-26
62714%x10"-26
62714x10"-26

I}
I}
I}
I}
I}
I}
I}
I}
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CAPITULO 2

Certificacién de las soluciones de
un sistema polinomial cuadrado:
alphaCertified

alphaCertified es un programa, creado por F. Sottile y J. Hauenstein,
que implementa elementos de a-theory para certificar las soluciones numéri-
cas de sistemas de ecuaciones polinomiales, usando sea aritmética exacta sea
aritmética floating point de precision arbitraria.

La ventaja de este programa es que basta sélo con certificar el resultado
de un calculo numérico, evitando la complejidad de certificar los caminos
usados para llegar a dicha soluciéon (Beltran y Leykin).

En alphaCertified vienen implementados algoritmos para sistemas po-
linomiales cuadrados y sobredeterminados, es decir, sistemas en los que el
nimero de polinomios es mayor que el nimero de variables. En este capitulo
nos quedaremos solo con el caso de sistemas polinomiales cuadrados, ya que
vamos a tratar la certificacion de soluciones de sistemas sobredeterminados
con otro método en el siguiente capitulo.

La idea es que, dados un sistema polinomial cuadrado f: C* — C" y un
conjunto de puntos X C C”, alphaCertified usa a-theory para ver:

= a partir de qué puntos de X el método de Newton converge cuadrati-
camente a una solucion de f;
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= a partir de qué puntos de X el método de Newton converge cuadrati-
camente a soluciones distintas de f;

= si f es un sistema polinomial real, desde qué puntos de X el método
de Newton converge cuadraticamente a soluciones reales de f.

2.1. a-theory de Smale

Sea f: C" — C" un sistema de n ecuaciones polinomiales en n variables
con conjunto de ceros V(f) = {& € C" | f(&) = 0}. Sea Jf(x) la matriz
jacobiana del sistema en el punto x.

Consideramos la aplicaciéon Ny : C* — C" definida por

Ny(x) = {X —Jfx)7f(x) s J¢(x) es invertible

X si J¢(x) no es invertible.

Llamamos a N¢(x) la iteracion de Newton de f que empieza en x. Para k € N,
definimos la k-ésima iteracion de Newton de f que empieza en X como

NP (x) = Nyo-- o Ny(x).
k\?(ﬂrces

Definiciéon 2.1. Sea f : C* — C" un sistema polinomial. Un punto x € C"
es una solucion aprorimada de f con solucion asociada & € V(f) si, para

cada k € N,
k 1 281
V{2 () — €l < (5) Ix — €1, (2.1)
donde || - || es la norma hermitiana usual en C".

Con ello, la sucesion {N J(ck) | k € N} converge cuadraticamente a &.

a-theory de Smale describe condiciones, basadas en las constantes a( f, x),
B(f,x)y~v(f,x), que implican si un dado punto x es una solucién aproximada
de f o no.

Si Jf(x) es invertible, definimos

(. ) = A x)1(/. %),
5. 3) =[x = Ny ()| = 1 £e) L f ).
) L) |

k!

Y

v(f,x) = sup
k>2
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donde J*f(x) es la k-ésima derivada de f en x como aplicacion k-lineal.
La norma en la definicién de 7 es la norma del operador Jf(x)~1J* f(x) :
SkC" — C", definida con respecto a la norma en S*¥C" (el cuerpo de las
k-ésimas potencias simétricas de C")! que es dual a la norma estandar inva-
riante bajo grupos unitarios de los polinomios homogéneos (|5]):

I el = Sl (),

lv|=d lv|=d
donde v = (vy,...,1,) es un vector exponente de enteros no negativos con
vV __ V1 v _ dy __ d! . . .
XV =aftat v = vty (9) = o1 es el coeficiente multinomial.

Six € V(f)y Jf(x) no es invertible, definimos
a(f,x) = B(f,x) =0,
V(f, %) := 0.

Six € V(f)y Jf(x) no es invertible, definimos

a(f,x) = B(f,x) =~(f,x) := 0.

El siguiente teorema nos da un certificado de que un punto x es una
solucion aproximada de f.

Teorema 2.1. 5i f : C" — C" es un sistema polinomial y x € C™ verifi-

cando

o(fx) < 22T

entonces x es una solucion aprozimada de f. Ademas, ||x — & < 26(f,x),
donde £ € V(f) es la solucion asociada a x.

~ 0.157671 , (2.2)

Si se verifica (2.2), se dice que x es una solucion aprozimada certificada
de f.

Para certificar que dos soluciones aproximadas tienen la misma solucion
asociada, vamos a usar el siguiente teorema.

1Sea V un espacio vectorial sobre K con dimg (V) = m < co. Denotamos

V@K - QxV sik>0
vek .- K sik=0
0 sik <0

Definimos S* (V) como el espacio cociente de VE* por el subespacio generado por v ®- - -®
U — V(1) @ - @Vg(r), para cada v; € V' y cada permutacion o : {1,...,m} — {1,...,m}.
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Teorema 2.2. Sean f : C" — C" un sistema polinomial, x € C" con
alf,x) <0.03 y & € V(f) la solucion asociada a x. Sty € C™ verifica

1
X -yl < =———,
P31 3570

entonces y es una solucion aprorimada de f con solucion asociada .

En general, la constante v( f, x) es dificil de calcular, debido al comporta-
miento de las derivadas de orden superior de f en el punto x, pero se puede
dar una cota superior.

Para un polinomio g : C* — C de grado d, g = Z\Vléd a,x”, definimos

lol? = 3 la, 2 L1

d! ’
lv|<d
luego || - || es la norma estandar invariante bajo grupos unitarios en la homo-
geneizacion de g.
Para un sistema polinomial f: C* — C", f = (f1,..., f»), definimos

L1 = Z”ﬁHZ’

y para un punto x € C", vamos a definir
Il =1+ )P =14+ ) Jaal.
i=1
Sea A(g)(x) la matriz diagonal n x n con

Ay (%) = d7 ||x

d;—1
1 )

donde d; = deg(f;).
Si Jf(x) es invertible, definimos

p(f.x) = max{L, | f]| - |7 ()" Ay ()]}

Proposicion 2.3. Sea f: C" — C" un sistema polinomial con d; = deg( f;)
y D =méxd;. Six € C" es tal que Jf(x) es invertible, entonces

(f,x)D?

y(f.x) < B 20, (2.3)
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2.2. Algoritmos para sistemas polinomiales cua-
drados

Sea f : C" — C" un sistema polinomial cuadrado y sea X = {x3,...,x;} C
C™ un conjunto de puntos. Los algoritmos estan pensados para sistemas po-
linomiales complejos pero vienen implementados para sistemas polinomiales
con coeficientes en Q(7).

Para cada i =1,...,k, alphaCertified primero verifica si f(x;) = 0. Si
se tiene que f(x;) # 0, entonces va a averiguar si la matriz jacobiana en x;,
J f(x;), es invertible. Si lo es, calcula B(f,x;) y cotas superiores para a(f, X;)

y v(f, xi).

Algoritmo 1: ComputeConstants(f, x)
Data: f: C" — C", x € C" tal que Jf(x) es invertible.
Result: (o, 8,7).
B=7fx)" )
_ ulf,x)D?.
2|1
a=p-7

El siguiente algoritmo calcula, usando el Teorema 2.1, un subconjunto
Y C X que contiene a los puntos que son soluciones aproximadas certifica-
das de f.

Algoritmo 2: CertifySolns(f, X)
Data: f: C" - C", X = {x3,...,x,} C C".

Result: Y.
begin
Y = 0;

for:=1to k do
if f(x;) =0 then
| Y =YU{x}
else
if Jf(x;) es invertible then
(o, B,v)=ComputeConstants (f,x;);
if @ < 13317 then
| Y=Y U{x;}

r(:,turn Y
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Sea ahora x una soluciéon aproximada de f con solucién asociada & tal
que J f(x) es invertible. Como x es una soluciéon aproximada, eso implica que

B(f, N ](ck) (x)) converge a cero. Ya que y(f,x) es el supremo de un niamero
finito de funciones continuas, se tiene que y(f, N ;k) (x)) esta acotado. Con

ello, por definicion, o f, N }k) (x)) converge a cero también.

Dadas dos soluciones aproximadas x; y X3 de f con soluciones asociadas,
respectivamente, & y &, vamos a usar los resultados de la secciéon anterior
para determinar si & y & son iguales:

w si||x; — xo|| > 2(8(f,x1) + B(f,%x2)), entonces & # &o;

w sia(f,x;) <0.03y [|x;—%x2| < 7, para i = 1,2, entonces &§; = &».

1

El siguiente algoritmo devuelve, usando los criterios anteriores, un valor
booleano que describe si & # &;.

Algoritmo 3: CertifyDistinctSolns(f, z1,x2)
Data: f: C" — C", x1, X5 soluciones aproximadas con soluciones
asociadas &1, &s.
Result: True si & # &, False si § = &.
for:=1to 2 do
L (e, Bi,vi)=ComputeConstants (f,x;);
if ||x; — xa|| > 2(51 + fB2) then
L return True;

N =

oW

if (a; <0.03 and %1 — %2 < 3 ) or (a2 < 0.03 and
|x1 — x2|| < 207 55—) then
6 L return False;

7 fori=1to 2 do
8 Lxl Ny(xi);

9 return to 1;

[}

Observamos que el algoritmo va a terminar, ya que 5(f, N f(k) (x;)) conver-

ge cuadraticamente y v(f, N J(ck) (x;)) estéa acotado.

Vamos ahora a considerar el problema de certificar soluciones reales de un
sistema polinomial real. Recordamos que un sistema polinomial f : C* — C"
esteal si {fi,...,fu} = {f1,..., fu} v en tal caso se tiene que las solucio-
nes de f(x) = 0 son reales o complejas conjugadas. También se tiene que
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Ny(X) = Ny(x), asi que Ny: R™ — R" es una aplicacion real.

Sea x una solucién aproximada de f con solucién asociada . No vamos
a suponer que X es real, ya que los métodos numéricos suelen devolver so-
luciones aproximadas complejas. Por suposicién, X es también una solucion
aproximada de f con solucién asociada &.

Consideramos la proyeccion natural g : C* — R”™ definida por

X+X
mR(X) = 5
Ya que ||x — X|| = 2||x — mr(X)||, se tiene que si ||x — mr(x)|| > 28(f,x),

entonces £ no es real.
Para demostrar que ¢ es real, hay dos enfoques: uno local y uno global.

» Criterio local:

e si||x — mr(X)|| > 26(f,x), entonces £ no es real;

e si a(f,x) < 003y ||x —mr(x)|| < m, entonces mg(x) es
también una solucién aproximada de f con solucién asociada &.
Ya que Ny es una aplicacion real y mr(x) € R", eso implica que

£ e R

= Criterio global:
supongamos que conocemos a priori que f tiene exactamente k solucio-
nes xi,...,X, con soluciones asociadas distintas. Si, para cada j # 1,
X; v X; también corresponden a distintas soluciones, entonces x; y X;
tienen que corresponder a la misma solucién, que es por tanto real.

El siguiente algoritmo usa el enfoque local para determinar si una solucion
aproximada corresponde a una soluciéon asociada real o no.

Algoritmo 4: CertifyRealSolns(f, )

Data: f: C" — C", x € C" con soluciéon asociada £ tal que J f(x)
es invertible.
Result: True si £ € R”, False si £ ¢ R™.
(o, B,7)=ComputeConstants (f,x);
if ||x — mr(x)|| > 20 then
L return False;

W N =

4 if @ < 0.03 and ||x — mr(x)|| < ﬁ then
L return True;
X = Ny (x);

return to 1;

(S}

N O
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2.3. Implementaciéon de alphaCertified

El programa alphaCertified esta escrito en C y depende de las libre-
rias GMP y MPFR para las computaciones con aritmética racional exacta y
aritmética floating point de precision arbitraria. Por defecto, usa aritmética
racional y todos los célculos se pueden certificar. alphaCertified permite
también al usuario de eligir la precision y usar aritmética floating point, pero
en tal caso lo que devuelve es un soft certificate.

Las operaciones lineales se hacen usando una decomposicion LU? y la

norma matricial espectral ||Alls = /Anaz(A*A) (donde Ajqp es el méxi-
mo autovalor de la matrix A*A, con A* la matrix transpuesta conjugada
de A) esta acotada superiormente usando la norma de Frobenius dada por
JAllr = /S0 S lagl? = V/iraza(A74).
Eso hace peor aiin la aproximacion de ~ y tiene dos consecuencias directas.
Primero, implica que el valor de [ tiene que ser mas pequeno para poder
certificar las soluciones aproximadas en CertifySolns. Ademas, los algo-
ritmos CertifyDistinctSolns y CertifyRealSolns pueden necesitar més
iteraciones de Newton. A parte del coste computacional anadido, el uso de
GMP y MPFR permite ejecutar estos célculos aunque se estan usando apro-
ximaciones de 7. En el caso de aritmética floating point, la precision inicial
aumenta automaticamente en cada iteracion.

Para determinar si un sistema polinomial cuadrado f en n variables es
real, alphaCertified usa dos tests:

1. Test 1: determina si los coeficientes de f son reales.

2. Test 2: elige un punto pseudo-aleatorio y € Q" y determina si

1), )} =LA fa3))

Si fallan todos los tests, luego alphaCertified no realiza la certificacion
de soluciones reales. Si no, para cada soluciéon aproximada x con soluciéon
asociada &, alphaCertified determina si existe una soluciéon real aproximada
que también le corresponde a &.

2La decomposicion LU factoriza una matriz en el producto de una matriz triangular
inferior y una matriz triangular superior. A veces, el producto incluye también una matriz
de permutacion.
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2.4. Ejemplos

Ejemplo 2.1. Consideramos el sistema del Ejemplo 1.8

22 —-1=0
f(ﬂf,y,Z)Z y2_2:o
22 -3=0

y vamos a certificar las soluciones aproximadas obtenidas con Bertini. Im-
ponemos que use aritmética floating point, ya que las raices aproximadas no
vienen con componentes racionales:

ALGORITHM: 2;
ARITHMETICTYPE: 1;

Al ejecutar alphaCertified, resulta que todas las raices vienen certifi-
cadas y son distintas y reales.

Floating point (96 bits) soft certification results:

Mumber of points tested:

Certified approximate solutions:
Certified distinct solutions:
Certified real distinct solutions:

oo oo oooon

Figura 2.1: Ejercicio 2.1 con alphaCertified

Los valores de las constantes «, 8 y + para la primera raiz aproximada
del Ejemplo 1.8 vienen dados por

3.967828787628881e-15
7.107350707467626e-16
5.582711408148075

Ejemplo 2.2. Consideramos la ecuacion
f(z) = 2%+ 32% + 2 +0.09 = 0.
Supongamos, erroneamente, que hemos encontrado tres raices reales x1, zo, 3.

T, = —2.63322
Ty = x3 = —0.183392

Ejecutamos ahora alphaCertified con estas raices y resulta que solo se
certifica la primera, x;.
Los valores de las constantes «, 8 y v para xo = x3 son
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Floating point (96 bits) soft certification results:

Number of points tested:

Certified approximate solutions:
Certified distinct solutions:
Certified real distinct solutions:

[

4.276131367622519e4
2.449824154929502
1.745485021452722e4

y no cumplen las hipotesis del Teorema 2.1, por tanto no se pueden certificar
como raices aproximadas de f(z) = 0.



CAPITULO 3

Certificacion de las soluciones de
un sistema polinomial
sobredeterminado sobre Q)

En este capitulo vamos a ver una forma efectiva de realizar los calculos
antes estudiados. Para ello restringimos a un cuerpo compatible como Q.

La certificacién propuesta se basa en métodos simbolico-numéricos, usan-
do bien las raices aproximadas del sistema o bien la division con resto de
polinomios en una variable sobre QQ, para calcular la rational univariate re-
presentation (RUR) de una componente del sistema. La idea es, para sistemas
polinomiales con raices simples, calcular una RUR inicial a partir de las rai-
ces aproximadas y luego aumentar la precision a través de iteraciones de
Newton hasta encontrar la RUR exacta. Una vez encontrada, ya que es un
sistema cuadrado, se le puede aplicar a-theory para certificar que los ceros
aproximados dados son ceros para la RUR exacta y por tanto para el sistema
original.

3.1. Preliminares

Vamos a recordar primero la definicion de RUR. Sea f = (fi,..., fm) €
Q[z1, ..., x,] param > ny supongamos que el ideal Z := (fi, ..., f,) es radi-
cal y cero-dimensional. El anillo cociente Q[z1, . .., x,]/Z es un espacio vecto-
rial de dimension finita sobre Q y denotamos por § := dimg Q|[x1, ..., x,]/Z.
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Ademés, casi para cada (Ai,...,\,) € Q" la combinacién lineal dada por
w(zy, ..., xy) = A1 + - -+ + Az, es un elemento primitivo de Z.

Sea ¢(T') € Q[T] el polinomio minimo de u en Q[z1,...,z,)/Z y sean x; =
v;(u) los polinomios que expresan las funciones coordenadas como combina-
cion lineal de las potencias de u en Q|xy, ..., 2,]/Z. Se tiene por tanto

u=Mvi(u) + -+ A\vp(u) y
q(T), 21 —v1(T),...,xn — v, (7)) =(Z, T — (Mx1 + -+ + Apy))-

Definicién 3.1. Sea Z = (f1,..., fm) C Q[z1,...,z,] un ideal radical y
cero-dimensional. La Rational Univariate Representation (RUR) de Z viene
dada por

= un elemento primitivo u = Az +---+ \,x, de Z para A\q,..., A\, € Q;

= el polinomio minimo ¢(7") € Q[T de u en Q[zy,...,x,]/Z, polinomio
monico libre de cuadrados de grado ¢;

» la parametrizacion de las coordenadas de los ceros de Z por los ceros
de ¢, dada por

vi(T),...,v.(T) € Q[T],
con deg(v;) <0 —1, Vi=1,...,n,y cumpliendo

Mo (T) + ...+ A\ (T) = T méd (7).
También se puede definir para un subconjunto V' C V(Z) la RUR de la
correspondiente componente de Z.

Definiciéon 3.2. SeaZ = (f1, ..., fm) C Q[z1,...,x,] un ideal radical y cero-
dimensional y sea \jx1 + -+ + \,x, € Q[zy,...,2,] un elemento primitivo
de Z. Los polinomios

T — (\ay+ -+ Aazn), g(T), v2(T), ..., va(T) (3.1)

forman una RUR de una componente de I si se cumplen las siguientes pro-
piedades:

» ¢(T) € C[T] es un polinomio moénico de grado d < ¢ libre de cuadrados;

w 01(T),...,0,(T) € C[T] son todos de grado como méaximo d — 1 y
satisfacen
Mon(T) + -+ Aon(T) = T méd o(T):
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= para cada?=1,...,m se tiene
fi(oi(T),...,va(T)) = 0 mod (7).

Ademas, si ¢(T), vi(T),...,v,(T) € Q[T], se le llama a (3.1) RUR de una
componente ractonal de L.

Observacion 3.1. Observamos que el conjunto

{¢(T), 21 — v (T),...,xn — (1)} (3.2)

forma una base de Grobner para el ideal que genera con respecto del orden
lexicografico con T' < x1 < -+ < x,. Si tenemos una RUR de Z, (3.2) es una
base de Grobner para

<I,T — ()\11‘1 R )\nl’n»

Vamos ahora a recordar la relacién entre la RUR de una componente de
7 y las correspondientes raices.
Sea V :={&,...,&} CV(Z) C C™ el conjunto de las raices exactas de una
componente de Z y denotamos & = (&1,...,&.,) para ¢ = 1,...,d. Para
cada (Ag,...,\,) € Q" tal que

AM&ig + o+ AN #F M+ A ST FE ],

podemos definir un elemento primitivo v = A\xy + -+ + \,x,, para V.
Como las raices son todas distintas, este elemento primitivo existe. Fijado

(A1, ..., An) € Q" definimos
M 1= )\151"1 + -t )\ngi,na 1= 1, ce ,d. (33)

Luego,
d

o(T) == [(T — ) (34)
i=1
es el tinico polinomio moénico de grado d que se anula en los valores de
correspondientes a cada punto de V. Por tltimo, v;(T") para cada j es el
tnico interpolador de Lagrange cumpliendo

vi(p;) =& ; parai=1,...,n. (3.5)

Los coeficientes de la RUR de Z son racionales, luego podemos calcular-
los exactamente. Eso no siempre se cumple en el caso de la RUR de una
componente de Z, s6lo cuando se trata de una componente racional.
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3.2. La RUR inicial

Para calcular una RUR inicial de una componente racional de Z:

1. Método homotépico. Sea f = (f1,...,fm) € Qlxy,...,z,] para
m > n y supongamos que el ideal Z := (fy, ..., f,,) sea radical y cero-
dimensional. Siguiendo [4], para cada aplicacion lineal R : Q™ — Q™,
que podemos también considerar como una matriz B € Q™*™, defi-
nimos el sistema cuadrado R(f) := R - f. Para casi cada eleccion de
R, el ideal generado por R(f) es radical y cero-dimensional. Fijada
R € Q™™ escribiremos

F=(F,...,F) = R(f). (3.6)

Calculamos raices aproximadas de todas las raices en V(F') usando
métodos de continuacion homotopica. Aplicando a-theory a F', se pue-
de dar una cota superior ¢ (se vea 2.2) de la distancia de cada raiz
aproximada de la exacta.

2. Para encontrar el subconjunto de las raices aproximadas que corres-
ponden a las raices exactas de una componente de V(Z), hay diferentes
métodos:

= eligir las raices que tienen los residuos de cada f; menores que una
tolerancia ¢, que podemos calcular en funciéon de ¢, de la altura y
del grado de cada polinomio.

= excluir los ceros que no son aproximaciones de V(Z), comparando
las raices aproximadas de R(f) con las de otro sistema cuadrado
aleatorio R/(f), para R' € Q™*™.

= sisabemos que Z o una componente racional de Z tiene un niimero
muy pequeno de ceros, se pueden verificar todos los subconjuntos
que tienen esa cardinalidad.

Escribiremos d como el niimero de raices escogidas.

3. RUR inicial. A partir de las d raices encontradas en el paso anterior,
se construye una RUR inicial con interpolacion de Lagrange y recons-
truccion de niimeros racionales, usando (3.3), (3.4) y (3.5).

Observacion 3.2. Observamos que el resultado depende de la eleccion de
las raices aproximadas en el paso 2. Para malas elecciones, la RUR iterada
no converge a una RUR exacta de una componente racional de Z.
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Una manera de evitar la eleccion de las raices en el paso 2 es calcular una RUR
exacta para todas las raices calculadas en el paso 1. Este método, aunque
menos eficiente, converge siempre a una RUR exacta, siempre que los ceros
calculados en el paso 1 sean ceros certificados y que el error de redondear sea
insignificante.

3.3. Incrementar la precision de la RUR

3.3.1. Método de Newton local

La idea es repetir el célculo de (3.3), (3.4) y (3.5) con raices cada vez
més precisas, calculadas aplicando el método de Newton a cada una de las d
raices.

Sea F' = (Fy,...,F,) como en (3.6). Sean {z§0),...,z§0>} C C"las d
rafces aproximadas y {z],...,z;} C C" las correspondiente raices exactas en
V(F). Para cada i = 1,...,d y k > 0, definimos la (k + 1)-ésima iteracion
de Newton como

2= = JPE) @),
donde JF (zgk)) es la matriz jacobiana de F'y suponemos que sea invertible.
Tenemos entonces, para cada i =1,...,d,
(0)

|z =z ll2 < e.

(0)

Usando que el método de Newton converge cuadraticamente de cada z;, ' a

z;, obtenemos
i} 1 2k—1
o sl <e(5)

Observacion 3.3. En el paso de interpolacion (3.5) puede que se pierda
precision, debido al condition number del interpolador de Lagrange, que en
la base de monomios es de orden exponencial con respecto al nimero de
nodos d aunque los nodos ; estén en el intervalo [—1, 1].

Para evitar esto, lo que se propone es cambiar a una base ortogonal de
polinomios, por ejemplo los polinomios de Chebyshev, que tiene el condition
number del interpolador de Lagrange lineal en d, suponiendo que los nodos
p; estén en el intervalo [—1,1]. Por tltimo, se puede volver de la base de
Chebyshev a la base monomial resolviendo un sistema lineal.
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Sea ¢®)(T), v")(T) = (UYC)(T), ol (T')) la RUR aproximada corres-
pondiente a {z\", ... ,zék)} y sea ¢*(T), v*(T) = (vi(T),...,v:(T)) la RUR
exacta que corresponde a {z},...,z5} C C". Luego, suponiendo que no hay
errores debidos al redondeo, la cota para el error de los coeficientes de la
interpolacion polinomial viene dada por

0T -l <= (3) (3.7

que converge a cero si k — oo, ya que d y € se quedan fijos durante la
iteracion.
Analogamente, la cota para la precision del polinomio ¢ (T') viene dada por

2k—1-d
09 - @<=t (5)

3.3.2. Método de Newton global

El método de Newton global aumenta directamente la precision de la
RUR aproximada, usando aritmética polinomial y sin emplear aproximacio-
nes de las raices.

Dados F' = (Fy,....F,) yu =Y, \z; en Qzy,...,1,], definimos la
aplicacion
d - Q(n+1)d N Q(n—l—l)d
como la aplicaciéon de los vectores coeficientes de los siguientes polinomios de
grado d — 1:

(T " F1(v(T)) méd q(T)T
) éT) > | Fao(2)) méd q(T)| . (3.8)
q(T) — T Z A\vi(T) =T

Observacion 3.4. Si u, ¢(T), v1(T),...,v,(T) es una RUR exacta de una
componente de (F'), entonces

®(vy(T), ..., v(T),q(T) =T = 0.

Observacion 3.5. Ya que QY9 y (Q[T]/{q(T)))"*! son isomorfos como
espacios vectoriales, podemos considerar ® como una aplicacién entre

®: (QIT]/(g(T))™ — (QIT]/{g(T))"*.
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Aplicamos el método de Newton (n + 1)d-dimensional para converger
localmente al vector coeficiente de una RUR exacta que es un cero de .

Lema 3.1. Sean F = (Fy,...,F,), u, ¢(T), v1(T),...,v,(T) como antes.

Para i = 1,...,n definimos m;(T) y r;(T) como el cociente y el resto de la
siguiente division con resto:
Ei(o(T)) = mi(T)q(T) + ri(T). (3.9)

La matriz jacobiana de ® respecta la estructura de dlgebra de (Q[T]/{q(T)))"*
y viene dada por

—mq(T)

JO((T), q(T) — T%) := JE(u(T)) _m5 gy | ML a()

A\ N, 0

(3.10)

Para definir la iteracién de Newton correspondiente a ® necesitamos im-
poner unas hipotesis.

Hipotesis 3.1. Sean F' = (Fy, ..., F,), u=>"  Nxz;, ¢(T), vi(T),...,v,(T)
polinomios sobre Q como antes. Suponemos que

1. q(T) es monico de grado d,

2. v(T) es de grado d — 1 como maximo,

9q(T)

57 es invertible modulo ¢(7T'),

Mo(T) + -+ Ao (T) =T,
JF(v(T)) es invertible modulo ¢(7),
6. JO := J®(v(T),q(T) — T?) es invertible modulo ¢(T).

Definicion 3.3. Si F(xy,...,2,), u(xy,...,2z,), ¢(T), v(T) son polinomios
sobre Q que verifican las Hipoétesis 3.1, definimos

w=>y 1" Nz;=T,

w(T) :=v(T) = (JF((T)) " F(v(T)) méd ¢(T)),

A(T) =300 dwi(T) = T,

r(T) == F(u(T)) méd ¢(T)
(T)

.C”F.W

U(T) = 2O (JF(UT a
AT) = Ui(T),
V(T :w< r)- (ié%?U(T) mod ¢(T))
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Vamos a ver ahora que V(7T') y Q(T) son las iteraciones de Newton para
la funcion @.

Proposicion 3.2. Sean F(z1,...,x,), w(z1,...,2,), ¢(T), v(T) polinomios
sobre Q wverificando las Hipdtesis 3.1. Entonces, A(T') es invertible modulo

q(T) y V(T), Q(T) estin bien definidas.

Ademds,
[Q(%(T_)Td] _ [q(T”;Tde} s {Z%F A(f}((TT)g | méda(). 311)

También se tiene .
Z AVi(T) =T.
i=1

Corolario 3.3. La iteracion definida converge localmente y converge cua-
drdaticamente a una RUR exacta de una componente de (F'), siempre que las
Hipotesis 3.1 se cumplan en cada iteracion.

Aplicando a-theory a la funcion @, se puede certificar que la RUR inicial
tiene la propiedad de convergencia cuadratica y acotar la distancia a la RUR
exacta.

Sea QO(T), VO(T) = (V;UT), ..., V;{®(T)) la RUR inicial aproximada
y supongamos que converja cuadraticamente al cero exacto Q*(T) y V*(T') =
(VIN(T),...,V.X(T)) de la funcion ®. Supongamos que existe un nimero v tal
que

1QT) = (D) < v, VD) =V (Dla<v i=1,...,m,

donde la norma es la norma euclidea usual de los vectores coeficientes de los
polinomios sobre C.

Usando la convergencia cuadratica de la iteracion global de Newton, obtene-
mos la siguiente cota para el error de los coeficientes de los polinomios en la
k-ésima iteracion:

r@%n—@@m3u@fhiHWW@—W@MSVGYM,

2
(3.12)
que converge a cero cuando k — oo.

3.4. Reconstruccion de numeros racionales

Una vez calculada una aproximacion suficientemente buena de la RUR
de una componente racional de Z, para calcular la RUR exacta la idea es
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reconstruir los inicos niimeros racionales con denominador acotado e indis-
tinguibles de los coeficientes de los polinomios en la RUR aproximada dentro
de las estimas de precision. Luego, usando métodos simbdlicos, se puede ve-
rificar si la RUR con los coeficientes racionales asi encontrados es una RUR
exacta para una componente del sistema original.

Ya que las coordenadas de las raices aproximadas vienen dadas como
ntmeros complejos floating point, se pueden considerar como racionales de
Gauss en Q(7) y lo mismo se puede hacer con los coeficientes de la RUR apro-
ximada. De todas formas, como la RUR exacta tiene coeficientes racionales,
nos quedaremos con la parte real de los coeficientes de la RUR aproximada.
Por tanto, supondremos que los coeficientes de la RUR aproximada estan en
Q, dados como ntmeros floating point.

El siguiente resultado implica que, si un niimero esté suficientemente cerca
a un numero racional con denominador pequeno, entonces se puede encontrar
este racional en tiempo polinomial.

Teorema 3.4. Eziste un algoritmo en tiempo polinomial que, dados ¢ € Q
y B € N, verifica si existe un par de enteros (z,d) con1 <d< By
1
c—z/d|< —,
o= 2/d|< 57
y, st existe, encuentra el unico par de enteros.

Observacion 3.6. El Teorema 3.4 no garantiza la existencia del par (z,d) €
72, solo la unicidad.

En nuestro caso, para calcular el par (z,d) para cada coeficiente ¢ de la
RUR aproximada, vamos a usar la cota B € N tal que ﬁ =~ F, donde E
representa la estima de la precision de la RUR aproximada, como en (3.7) o

en (3.12). Luego, podemos definir

B = {L—‘
V2E

Para un célculo eficiente de los ntimeros racionales, se pueden usar el algo-
ritmo extendido de Euclides o, equivalentemente, las fracciones continuas.
Los polinomios racionales calculados con denominador acotado los vamos a
denotar por

) v o(T) = (01(T),...,0,(T)). (3.13)
Observacion 3.7. En el caso que el algoritmo devuelva que no existe un
numero racional a distancia menor que F con denominador menor o igual
que B, hay que aumentar la precision de E, es decir, aumentar la cota B al
denominador. Eso se hace aplicando ulteriores iteraciones de Newton a las
raices aproximadas.
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3.5. Terminacién

Una pregunta que nos ponemos es si se pueden terminar las iteraciones o
si hay que aumentar la precision de la RUR aproximada.

Sean §(T) y o(T) = (04(T),...,0,(T)) los polinomios racionales con de-
nominadores acotados. Volvemos a considerar el sistema original sobredeter-
minado f = (f1,..., fm) € Qlzy,...,z,], param >n, con Z = (f1,..., fm)-

Vamos a reducir cada polinomio f; por la base de Grobner

{¢(T), 21 — 00 (T), ..., 20 — 0u(T)},

o, equivalentemente, calculamos f;(0(7")) méd ¢(7T).

Si todos se reducen a cero, entonces (3.13) es la RUR exacta de Z.

Si no todos reducen a cero, entonces la precision de la RUR aproximada es
demasiado baja o la iteracion no converge a una RUR de una componente
racional de 7.

Para decidir en qué caso estamos, vamos usar cotas superiores a priori
para la altura de los coeficientes de una RUR de una componente racional
de Z. Recordamos ahora la definicién de altura de un polinomio:

Definicién 3.4. Sea p(T) = T + ag T + -+ + ap € Q[T] donde cada

Zi

a; = % con z; € Z y d; € N. Sea P(T') € Z[T] un polinomio entero que es un
multiplo entero de p(7T), por ejemplo

d—1
P(T) = bgT% + by T 4+ 4 by 1= (H dl-) p(T) € Z[T].
=0

La altura de p se define como

max{|b;| : i =0,...,d}
ng{bz : Z:O,,d} ’

y definimos la altura logaritmica de p como
h(p) = log H(p).

Observacion 3.8. Observamos que si ged(z;, d;) = 1 para cada ¢, entonces

H(p) = H(P) =

H(p) > m;‘ix{|zi|,di} (3.14)

y podemos usar la altura para acotar la magnitud de los numeradores y
denominadores que aparecen en los coeficientes de los polinomios.
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Supongamos que los polinomios del sistema original tienen grado como
maximo D, altura logaritmica como maximo h, y sea ¢ el niimero de raices
en V(Z). Siguiendo [1], una cota superior para las alturas logaritmicas de los
polinomios en una RUR exacta ¢*(T'), v{(T),...,v}:(T) de una componente
de Z viene dada por

h(q*), h(v}) < 126n*hD" M log(né) i=1,...,n (3.15)
de la que deducimos una cota superior para la altura
H(q"), H(v]) < Hnge*®™' """ i =1, n, (3.16)
donde H = e".

Una vez tengamos una cota a prior: para la altura de los polinomios, se
puede usar (3.14) y verificar si la cota B para los denominadores sobrepasa
la cota a priori dada en (3.16). Si la supera, se concluye que la iteracion no
converge a una RUR exacta de una componente racional de Z y se termina.
Si no, hay que seguir para aumentar la precision de la aproximacion.

Resumiendo (ver [1]):

Teorema 3.5. Sea Z como antes. Supongamos que ¢*(T), vi(T),...,vi(T)
es una RUR exacta de una componente racional de Z. Definimos la altura
maxima como

H* :=max{H(q"),H(vy),...,H(v})}.

n

Supongamos que una RUR aprozimada q(T), vi(T),...,v,(T) cumple

1(T) = ¢ (D)o, [0s(T) — i (D) e S E < o i=1,...0n,  (3.17)

2(H*)2
para E >0, y sea ¢(T), 01(T),...,0,(T) obtenida por reconstruccion de ni-
meros racionales sobre los coeficientes de q(T), vi(T),...,v,(T) usando la

cota B := [(2E)~Y?] > H*. Entonces
4(T) = ¢*(T), 0(T) = vi(T), .., 0n(T) = v, (T).

Teorema 3.6. Sea f € Q[xy,...,x,|™ como antes y supongamos que H y D
son la altura y el grado mdximos de los polinomios en f, respectivamente. Sea
0 la cardinalidad de las raices de f en C™. Supongamos que tenemos una cota
superior E para la precision de la RUR aproximada q(T), v1(T),...,v.(T),
(3.7) 0 (3.12). Sea B := [(2E)~Y?] y supongamos que

B> Hn56125n4D"+1
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Sea ¢(T), 01(T),...,0,(T) obtenida por reconstruccion de nimeros raciona-
les sobre los coeficientes de q(T), vi(T),...,v,(T) usando la cota B para los
denominadores. Si

J(@(T)) # 0méd ¢(T),
entonces no existe una RUR exacta de una componente racional de T a dis-
tancia menor que E de q(T), vi(T),...,v,(T).

En seguida damos el ntimero de iteraciones necesarias asintéticamente en
el best case y en el worst case.

Teorema 3.7. Sea f € Q[z1,...,2,]™ como antes y T = (f).

1. Supongamos que ¢*(T), v{(T),...,v:(T) es una RUR ezacta de una
componente racional de T y que ¢°(T), v§0) (T),... ,vfzo)(T) es una
aprozimacion inicial de la RUR que converge cuadrdticamente a ¢*(T),
vi(T),...,v5(T). Entonces el nimero de iteraciones necesaria para en-

r n
contrar ¢*(T), vi(T),...,vi(T) estd asintéticamente acotado por

O(log(d) loglog(H™" Ey)),

donde H* = max{H (¢*), H(v}),...,H})}, d = degy(q) y Ey es una
cota superior de la distancia euclidea entre ¢ (T),vO(T) y ¢*(T), v} (T).

2. Supongamos que ¢\ (T), vgo)(T), . ,117(10) (T') es una RUR inicial apro-

zimada que converge cuadrdticamente a los polinomios vi(T), ..., v:(T),
q¢*(T), que pero tienen coeficientes irracionales. En este caso se necesi-
tan

O(nlog(donD)loglog(H Ey))

iteractones para concluir que nuestra iteracion no converge a una RUR
exacta de una componente racional de Z. H y D son la altura y el grado
mdzimos de los polinomios en f, respectivamente, § es el nimero de
raices en V(Z) y d, Ey como antes en 1.

3.6. Ejemplos

Ejemplo 3.1. Consideramos el sistema polinomial sobredeterminado

2 +9y2—-1=0
r+y+z2=0
T,Y,2) =
fz,y,2) 24?120

xy+ayz —yz—y =20
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Out[14]=

El sistema tiene d = 2 soluciones

61 = (1707 _1)
& =1(-1,0,1)

Con A = (0,0,1) € Q3 se verifica que (), &) # (), &) y con ello podemos eli-

gir a u = z como elemento primitivo para el ideal generado por los polinomios

en f.
Vamos a calcular la RUR inicial.
H1 = <)\7§1> = -1,
Mo = <)\,§2> =1

Por tanto, el tinico polinomio monico ¢(7") de grado d = 2 que se anula en
los valores de u correspondientes a cada punto de V' = {&;,&} viene dado
por

qT)=(T+1)(T—-1)=T*—1.

Vamos ahora a calcular los interpoladores de Lagrange cumpliendo v;(p;) =
§jparad=1,2,3.
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Por tanto, la RUR inicial viene dada por
qT)=T? 1, v)(T) = =T, v(T) =0, v3(T) =T,

cuyos coeficientes son racionales.
Para ver si es exacta, verificamos si f(v1(T),v2(T),v3(T)) = 0 méd ¢(T):

14177
0
f(_T707T) = —1—|—T2 =

0

mod ¢(T).

o O OO

Como la RUR es exacta, consideramos ahora el sistema cuadrado

o(T) T2 - 1=0
— T T =
R(T7'T7y7z> - ’ Ul( ) - T O . (318)
y —va(T) y=0
z —v3(T) z2—=T=0

Calculamos con Bertini las soluciones del sistema (3.18) y encontramos dos
soluciones reales x1 y s:

1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
-1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
-1.486505071804674e-18 1.391827266165299e-18
1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00

-1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
1.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
2.012592539165592e-16 2.083320349820768e-16
-9.999999999999998e-01 4.996003610813204e-16

Como el sistema es cuadrado, podemos aplicarle alphaCertified y obtene-
mos:

Mumber of points tested:
Certified approximate solutions:
Certified distinct solutions:
Certified real distinct solutions:

B Pl Ped B

Entonces, tenemos que las raices aproximadas &; y &3 son ceros certificados
de f(z,y,2) =0.
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