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INTRODUCCION

Las bases de Grobner fueron introducidas por Bruno Buchberger en su tesis doctoral
en 1965, realizada bajo la direccion de Wolfgang Grobner. Los principios béasicos
subyacentes a la nocion de bases de Grobner se remontan al fin del siglo XIX,
pero la contribuciéon principal de Buchberger ha sido la de idear un algoritmo
finito que transforma un sistema de generadores dados de un ideal en una base
de Grobner del ideal. Este algoritmo estd actualmente implementado en muchos
sistemas de dlgebra computacional (MAPLE, MATHEMATICA, REDUCE, AXIOM,
MACAULAY, COCOA, GROBNER, etc.).

El algoritmo de Buchberger para el célculo de Bases Grobner se ha convertido en una
poderosa herramienta para la soluciéon aquellos problemas que se pueden expresar en
términos de la teoria de ideales de polinomios con coeficientes en un cuerpo; en esta
teoria los ideales son finitamente generados como consecuencia del Teorema de la Base
de Hilbert.

Si I es un ideal de un anillo de polinomios K[Xj, ..., X,] con coeficientes en un
cuerpo, una base de Grobner de [ es un conjunto finito de elementos no nulos,
G ={Gy,...,Gi} C I, verificando que

Exp(I) = exp(G), ...,exp(Gy) + N* = Exp(G) + N

respecto de un orden monomial admisible. De forma esquemaética la importancia de las
bases de Grobner radica en que se asocia a cada ideal un sistema de generadores, la
base de Grobner, de forma unica; pudiendo entonces operar con este ideal considerando
unicamente la base de Grobner. El uso de elementos accesorios, como el orden monomial
elegido permiten, en ciertos casos, la simplificacion de los elementos a considerar.

Las bases de Grobner pueden ser utilizadas para resolver el problema de la pertenencia
de un polinomio a un ideal dado, la interseccion y cociente de ideales y otras operaciones
aritméticas sobre ideales. Sin embargo un aspecto esencial en las aplicaciones actuales
de la matematica se basa en el uso de las bases de Grobner, ya que al dar una
interpretacion de problemas en términos de ideales de anillos de polinomios; los
algoritmos que involucran a bases de Grobner tiene aplicacion directa a la resolucién
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de estos problemas. En este trabajo tratamos algunos de estos problemas; aquellos que
tratan de interpolacién y otros relacionados con teoria de grafos.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. Comenzamos dando al lector los conceptos
necesarios para la comprension de la teoria de anillos de polinomios que nos permitan
tratar con ideales y polinomios de forma sencilla; de particular importancia es el
problema de representar cada elemento. polinomio, de forma tnica, para lo que es
necesario introducir los 6rdenes monomiales. El principal resultado es el Teorema de
Dickson que es un resultado sobre finitud similar al Teorema de la base de Hilbert, y
el principal algoritmo es el algoritmo de la division de un polinomio por un conjunto
finito de polinomios.

En el Capitulo dos tratamos especificamente con bases de Grobner y estudiamos el
algoritmo de Buchberger que nos permite calcular una base de Grobner de un ideal
dado por un conjunto finito de generadores. La obtencion de una base de Groébner
reducida asociada a un ideal es de particular importancia para el desarrollo posterior
de la teoria.

Tratamos en el Capitulo tres de la resolucion de tres problemas utilizando como
herramienta la teoria de bases de Grobner. El primero trata con el problema de
interpolacion multivariante; se estudian los métodos de interpolacion de Lagrange, y
Hermite. Ilustrando su aplicacion con ejemplos variados como también la aplicacion a
la teoria de grafos y su desarrollo utilizando el software Mathematica 8. El segundo
problema tratado es el del coloreado de grafos y su tratamiento algebraico. Estudiamos
en particular el uso de cuerpos finitos que permite obtener de forma mas eficiente la
solucién tedrica, si bien para determinar cada posible solucién seria necesario desarrollar
otros métodos. El tercer problema trata de aplicar la aritmética a grafos; estudiamos
el problema de determinar ciclos en grafos y también el problema de la existencia de
caminos de una longitud dada.

Granada, 20 de junio de 2012
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Capituro 1

POLINOMIOS E IDEALES

En este capitulo recordaremos algunos conceptos sobre anillos e ideales y los
trasladaremos al anillo de polinomios en un cuerpo K.

1.1. Ideales en K[Xi,...,X,]

Sea K un cuerpo, Xj, ..., X, indeterminadas sobre K y K[Xj,...,X,] el anillo de los

polinomios en Xi, ..., X, con coeficientes en K.
Definicién 1.1. Un monomio en las indeterminadas X1, ...,X, es un producto de
la forma
X0 Xon,
donde todos los exponentes aq,...,a, son numeros naturales. El grado total del

monomio X7 - X es o) = a1 + ... + a,.

Podemos simplificar la notacion para monomios del siguiente modo. Si o =

(a1,...,ap,) € N" es una n-upla de nimeros naturales, entonces escribimos X =
X0 X0
Definicién 1.2. Un polinomio F € K[X,...,X,] es una combinacion lineal finita

de monomios con coeficientes en K, y lo escribimos de la siguiente manera:

F= Z g X

aeN”

Esta es la representacion distributiva de F. El problema de esta notacién es que no es
tinica en el sentido de que aunque las expresiones X; X3 + X, y Xo+ X1 X3 se refieren al
mismo polinomio son distintas, vamos a buscar criterios para asociar a cada polinomio
una expresion unica que nos permita compararlos de forma sencilla y poder desarrollar
algoritmos sobre los mismos.
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Definicién 1.3. Un conjunto I C K[Xy,...,X,]| es un ideal si satisface

. 0el.
1. Si F,G €I entonces F + G € 1.
. Si FelyHeK[Xy,...,X,] entonces HF € I

De particular interés son los ideales generados por un nimero finito de polinomios.

Definicién 1.4. Sean Fi,..., Fy polinomios en K[Xy, ..., X,]|. Entonces
(Fy,...,F,) = {ZHiE]Hl,...,Hs c K[Xl,...,Xn}}.
i=1

Lema 1.5. Si Fy,...,Fy, € K[Xy,...,X,], entonces (Fy,...,Fs) es un ideal de
K[Xy,...,X,] y lo llamaremos el ideal generado por Fi, ..., Fj.

Demostracién. Primero, 0 =73, 0- F}, luego 0 € (Fy,..., F).

Suponga F' =37 | PF;y G =3, QiF; entonces

F+G= Z(H + Qi) F;
i=1
Por tltimo, sea H € K[X7,..., X,],

=1

Queda demostrado que (F}, ..., Fy) es un ideal.

1.2. Lema de Dickson. Ordenes Monomiales

Algunas herramientas algebraicas son necesarias para el tratamiento simbodlico y
computacional de los polinomios multivariados. En primer lugar, estudiaremos la
manera de ordenar los términos aXi"--- X%, con a € K un escalar, Xi,..., X,
indeterminadas, y aq,...,qa, € N. Como queremos que el escalar a no influya en el
orden de los términos; fijada una ordenacién de las indeterminadas, bastara con ordenar

los exponentes a = (o ... ;) € N,

Cuando trabajamos con polinomios en una indeterminada nos interesamos por su grado,
que es un numero natural, y el conjunto N de los nimeros naturales es un conjunto
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bien ordenado, pero con polinomios multivariados, no es tan obvio qué debiera ser el
grado, y, de hecho, puede haber varias alternativas. Una razén fundamental es que el
conjunto que indexa los monomios es ahora

N ={(aq,...,0p) : a1, ..., q, € N},

para n > 1, y en contraste con el caso n = 1, hay una infinidad de maneras distintas
de ordenar N"”. Ademads, con objeto de poder hacer argumentos de teoria de anillos,
habremos de usar érdenes que proporcionen buenas ordenaciones. El resultado que
asegurara que esto va a ser posible se llama Lema de Dickson, y comenzaremos
discutiéndolo.

Lema 1.6. (Lema de Dickson) Sea S C N" un subconjunto no vacio, entonces existe
un subconjunto finito G C S tal que para cada o € S existen 5 € G y v € N" tales que

a=p+".
Se dice que G genera a S.

Demostraciéon. Hacemos induccién sobre n. Si n = 1, entonces S C N y podemos
tomar G = {f}, siendo f el primer elemento de S. Supongamos que n > 1. Tomamos
p €S, siexiste a € S tal que a ¢ 5+ N™, entonces existe un indice ¢ tal que «o; < f;,
y en particular o pertenece a uno de los siguientes subconjuntos:

Sij={a€eSla=j};i=1,...,n;5=0,...,0 —1,
Definimos nuevos subconjuntos
Si={aeN'a; =0y (o,..., 01,7, Qig1, ..., ) € Sij}
Podemos considerar Sj; € N*~'. Por la hipétesis de induccién, existe Gj; C Sj; finito

que genera S;;. Definimos entonces

Gij = {(ala ce e 7ai—17j7ai+17 .. 'aan) S Sz’j|(a1a ce e 7ai—1707ai+17 cee 7a/n) S G;]}

Resulta que Gj; es un subconjunto finito que genera Sy;, luego {8} U (U;; Gij) es un
conjunto finito que genera a S.

Cada a = (ai,...,a,) € N" determina un monomio estandar X« = X ... X"
en el anillo de polinomios K[Xj,...,X,]. Entonces decimos que todo conjunto A de
monomios estandar contiene un subconjunto finito B tal que cada monomio de A es
multiplo de alguno de B.

Ordenar el conjunto {X*|a € N"} de monomios del anillo de polinomios K[X7, ..., X,]
es equivalente a ordenar N”. Los érdenes que nos interesaran en la practica seran del
tipo de los descritos en la siguiente definicion.
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Definicién 1.7. Un orden monomial < en K[Xy,...,X,] es una relacion < en N",
o de forma equivalente, una relacion en el conjunto de los monomios {X*a € N},
que satisface:

1. < es un orden total en N".
ii. Sia =0 yyeN" entoncesa+vy < [F+1.

1. = es un buen orden en N™. Esto es, todo subconjunto no vacio de N" tiene un
primer elemento.

A continuacién daremos algunos ejemplos de érdenes monomiales en N™

Definicién 1.8. (Orden Lexicogrdfico) Sea o = (aq,...,a,) y = (B1...,0n) €
N". Decimos B =i « si en el vector diferencia a— 3 € N, el primer elemento distinto
de cero, de izquierda a derecha, es positivo. Escribiremos X? < X® 81 8 <jex .

Ejemplo 1.1.
a. (1,3,0) = (1,2,4) ya que (1,3,0) — (1,2,4) = (0,1, —4).

b. Las variables X1, ..., X, se ordenan conforme el orden lexicografico de la siguiente
manera:

(17()’"'70) ilea: (0717()’"'70) ileaj tlea} (anva]-)

entonces X1 ez Xo Zjex *+* ez Xn. De forma natural esta es la ordenacion
de las variables que permite asociar a un monomio X = X" - X la n—upla
(Oél, c. ,Oén).

Definicién 1.9. (Orden Lexicogrdfico Graduado) Sean o, € N". Decimos

6 jgrlex o st
n n
Bl=) B <lal=) a
=1 i=1

0 silal =B y B Riew @
Ejemplo 1.2.
a. (1,2,3) =gex (2,3,0) ya que |(1,2,3)| =6 > |(2,3,0)] = 5.

b. <1a574) Zgrlex (17376) Yya que |(1v5a4)| = |(1a376)| Y (1a5>4) Zlex (1>376)'
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Definicién 1.10. (Orden Lexicogrdfico Graduado Inverso) Sean o, € N".

Decimos B = greviex @ St
n n
ol => > |81 =)_ B
i=1 i=1

osilal = 18] yena—p € Z" el primer elemento distinto de cero de derecha a izquierda
es neqativo.

Ejemplo 1.3.
a. (4,7,1) = grevier (4,2,3) ya que |(4,7,1)| =12 > ((4,2,3)] = 9.

b. (1,5,2) =grevtes (4,1,3) ya que |(1,5,2)] = |(4,1,3)] v (1,5,2) — (4,1,3) =
(=34, —1).

Con el objeto de fijar notacién, a la hora de tratar con polinomios, definiremos los
siguientes términos

Definicién 1.11. Sea F' =) a, X un polinomio distinto de cero en K[Xq,...,X,]
y sea = un orden monomial

i. El diagrama de Newton de F es N(F) = {«a € N"|a,, # 0}.
ii. El exponente de I es exp(F )= mix{a € N*|a € N (F)}.
iii. El grado de F es grad(F) = max{|a| : a € N(F)}.

w. Bl coeficiente lider de F, lc(F) = Geyp(r)-

v. El término lider de F, [t(F) = aeppry X P,

vi. El monomio lider de F, Im(F) = XU,

Lo siguiente es también notacién. Si a(1),...,a(t) € N, es una lista de elementos de
N", definimos:

A' = a(l)+N",
A? = (a(2) +N")\ A"

A = (a(t)+ N\ A,

1<t

A = N\ [ A

i<t
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Lema 1.12. Para cada lista de elementos de N, por ejemplo a(1),...,a(t) , tenemos
que {AY, A2 ... AV A} es una particion de N, cuando eliminamos los conjuntos
vacios.

Como consecuencia, de este resultado, tenemos el siguiente algoritmo de la divisiéon en
el anillo K[Xy,..., X,].

Teorema 1.13. Dado un orden monomial en N", para cada lista finita de polinomios
no nulos

Gi,...,Gy € K[Xy,..., X,
constderamos la particion de N determinada por la lista

exp(Gr), ..., exp(Gy).

Se verifica entonces que para cada 0 # F € K[Xq,...,X,] existen elementos Q1, ..., Qy
y Re K[Xy,...,X,], unicos, cumpliendo las propiedades siguientes:

ii. R=0J6N(R)CA;

ii. Para cada indice i se verifica: exp(G;) + N(Q;) C A'. Como consecuencia, si
QiG; # 0, se tiene exp(Q;G;) <X exp(F) y si R # 0, entonces exp(R) < exp(F).

1.3. Ideales Monomiales

Un ideal I de K[X3,...,X,] se llama monomial si tiene un sistema de generadores
formado por monomios.

Lema 1.14. Si I es un ideal monomial con un sistema de generadores formado
por monomios {X%a € A C N"}, para cada monomio XP € K[Xy,...,X,] son
equivalentes:

i. XPel.

ii. Briste F € K[Xy,...,X,] tal que X® = FX®, para algin o € A.

Ademas este F' se puede tomar monomial.

Lema 1.15. Sea I un ideal monomial y sea F un elemento de K[X;,...,X,]. Son
equivalentes los siquientes enunciados:
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. Fel.
1. Todo monomio de F pertenece a I.

115. F es una combinacion K-lineal de monomios de I.

Si I es un ideal definimos:

Exp(I) = {exp(F)|0 £ F € I}.

Un subconjunto £ C N” se llama un monoideal, si para cada v € F/'y cada o € N" se
tiene y+a € F, estoes, E = F +N"

Lema 1.16. Para cada ideal I de K[Xq,...,X,] se tiene que Exp(I) es un monoideal
de N".

Lema 1.17. (Lema de Dickson para ideales monomiales) Si I es un ideal
monomial, entonces I tiene un sistema finito de generadores formado por monomios.

Proposiciéon 1.18. Cada ideal monomial tiene un sistema finito minimo de
generadores.

Demostracién. Sean G y G’ dos sistemas de generadores. Para cada g € G existe
g € G tal que ¢'|g, luego (G \ {g}) U{g'} es un nuevo sistema de generadores que
ocupa el lugar de G. Si realizamos este proceso para cada sistema de generadores G,
llegamos a un sistema de generadores minimo.

Es claro que existe una biyeccién entre ideales monomiales de K[Xi,...,X,]| vy
monoideales de N™. En esta biyeccion a cada ideal I le corresponde el monoideal Exp(T),
y a cada monoideal £ C N" con sistema de generadores GG le corresponde el ideal
monomial con sistema de generadores {X7|y € G}. En ambos casos los sistemas de
generadores pueden ser tomados finitos.

Lema 1.19. Sea I un ideal no nulo de K[Xy,...,X,]. St A CN" es un sistema finito
de generadores de Exp(I), para cada conjunto de polinomios {F,|a € A} C I tales que
exp(F,) = « para cada o € A, se tiene que {F,|a € A} es sistema de generadores de
I como ideal.






CAPITULO 2

BASES DE GROBNER

Estamos ya preparados para manejar sistemas de generadores de ideales de anillos
de polinomios con coeficientes en un cuerpo. La primera observaciéon que necesitamos
es la siguiente. Seguimos denotando por K[Xj,...,X,] el anillo de polinomios en las
indeterminadas Xi,..., X, con coeficientes en K, y por < un orden admisible sobre
N™.

Si I es un ideal de K[Xj,...,X,], una base de Grobner de [ es un conjunto finito
de elementos no nulos, G = {Gy,...,G} C I, verificando que

Exp(I) = {exp(G1),...,exp(Gy)} + N" = Exp(G) + N".
respecto de un orden monomial admisible.
Corolario 2.1.
i. Cada ideal no nulo de K[Xy,...,X,| tiene una base de Groebner.
1. Toda base de Groebner de un ideal no nulo es un sistema de generadores.

iii. Teorema de la base de Hilbert. Todo ideal de K[X1,...,X,] es finitamente
generado.

2.1. Algoritmo de Buchberger

Aunque sabemos que cada ideal de K[X7,...,X,] tiene una base de Grébner, atin no
tenemos un procedimiento para calcularla. Normalmente, un ideal vendra dado por un
conjunto finito de generadores. Presentaremos el Algoritmo de Buchberger, que permite
calcular una base de Grobner a partir de un sistema de generadores dado. Durante el
desarrollo de esta seccion, consideraremos un orden admisible < sobre N™.
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Vamos a introducir la notaciéon necesaria para su desarrollo.

Si X* vy X8 son dos monomios, vamos a definir su minimo comtin multiplo. Sea

Sea v = (71, ,v) € N entonces llamamos a X7 el minimo comin multiplo de
X%y XP. Tenemos que X7 es realmente un multiplo ya que se verifica:

X7 =X7X

Y el resultado es andlogo para X?.

Representaremos el mfnimo comin multiplo por m.c.m{X?, X?}. Con esto definiremos
las semisicigias 6 s—polinomioss—polinomios. Dados F,G € K[Xi,...,X,], con
exp(F) = ay exp(G) = B, el s—polinomio definido por F'y G es:

Tmap

Io(F) R

S(F,G) =

Lema 2.2. Se considera la expresion ), ¢ XOF. en donde, los F; son elementos de
K[Xy,...,X,], ¢ € K, y a(i) € N*, verificando:

695]9(2 GXVF) <6 = exp(X*VF),

para cada indice 1. Entonces existen elementos cj, € K tales que :
Z CZ_Xoc(i)_Fi — Z cij(S—"/(jk)S(P’j’ Fk)’ y GIEp(X(S_’Y(jk)S(_Fj’ Fk)) < 57
7 ik
en donde X70%) = m.c.m.{X6$P(Fj)7Xexp(Fk)}.

Demostracién. Supongamos que exp(F;) = (i), entonces «(i) + (i) = §. Hacemos
el siguiente desarrollo:

7

' Xl [
DX OF =3 elelF) oy = D ele(F)H,
- C\ L'

i

donde )gj((;,)l; ¢ = H;. Podemos completar este desarrollo de la siguiente forma:
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Y aX R = > cle(F)H; =

= ClllC(Fl)(Hl — HQ) + (CllC(Fl) + CQZC(FQ))(HQ — Hg) —+ .-
+ (CllC(Fl) + - thllC(Ft,1>>(Ht,1 — Ht) +
+ (CllC(Fl) + -+ Cth<Ft))Ht.

Consideramos ahora el producto X°~YU* S(F;, F}). Vamos a desarrolllarlo y asf obtener
un multiplo de H; — Hj,.

XOTUMS(F, Fy) =
_ xR (L R -BGE _ L Xw(jk)—ﬁ(k)Fk)

Ie(F) ()
1 . A , 1 A ,
— X 6-Gk) xR -BUF; _ X 6-k) x v (Gk)=B(k) Fr
Ie(E) le(FY)
1 , 1
- - XS PO _ - xi-BRE
Ie(F) TR ‘

Xa(i)Fj Xk Fy

— H; — H,.

Entonces tenemos 4
XUNS(F;, F) = Hy — Hy,.

Ahora como »_ ¢;lc(F;) = 0, tenemos:

D aX O = cle(F)X T IS(Fy Fy) +

+ (ale(Fy) 4 cole(Fy)) X S(Fy, Fy) + - -
+ (CllC(Fl) + -+ Ct_llC(Ft_l))X6_7(t_1’t)S(Ft_l, Ft)

Y hemos demostrado la primera parte del enunciado. Para la segunda parte tenemos en
cuenta que cada H; es un polinomio ménico con exp(H;) = 9, entonces exp(H; —H;) < §
y tenemos el resultado.
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Teorema 2.3. (Teorema de Buchberger) Sea G un conjunto finito de generadores
de un ideal I de K[X3,...,X,]. Entonces G es una base de Grébner para I si, y solo
si, R(S(G;,G;) : G) = 0 para todo G;,G; € G. Entiéndase R(S(G;,G;) : G) =0 como
que el resto de aplicar el Algoritmo de la Division para dividir S(G;, G;) entre G da
como resultado 0.

Demostracion. Es evidente que si G es una base de Grobner entonces es un sistema
de generadores de [ entonces R(S(G;,G;) : G) = 0.
Sea 0 # F € I entonces F = Q;G; y tenemos

exp(F) < max{exp(Q;:G))|i =1,...,t}.

Se puede alcanzar la igualdad de la siguiente forma. Llamamos:

0 = max{erp(Q;G;)|i=1,... t},
(i) = exp(Q;G;).

Si exp(F') < 6, descomponemos F en la siguiente forma:
F = Z QG
= Z QG + Z Q.G

4(1)=6

:sz G+Z i —Im(Q))Gi+ Y QiG.

4(1)=6 0(i)= 5(i)<d

Las dos tltimas sumas son “despreciables”, ya que su exponente es menor que . Vamos
a cambiar ) 5,5 Im(Q;)G; mediante otra expresién. Usando el Lema (2.2) tenemos:

Z Im(Q)G; =Y e X UMS(Gy, Gy),

con exp(X°7K S(G;, Gy)) < d. Los restos de la division de S(Gy, Gy) por Gy, ..., G,

son cero, entonces resulta:
S(Gi, Gy) = ZijiGi; Qjri € K[X1,..., X,)]

y por el algoritmo de la divisién tenemos:

exp(QjriGi) < exp(S(Gy, Gi)).
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Encontramos pues una expresion del siguiente tipo:

F = Z Q.G; con exp(Q'G;) < 0.

Repitiendo el proceso tantas veces como sea necesario, llegamos a una expresién
i

en donde exp(F) = max{exp(Q;G;)|i = 1,...,t}, y como consecuencia exp(F) =
exp(Q;G;) para algun indice i, esto es:

exp(F) = exp(Q;G;) = exp(Q;) + exp(G;) € {exp(Gy),...,exp(Gy)} + N"™.
y G es una base de Grobner.

Teorema 2.4. (Algoritmo de Buchberger) Sea I un ideal no nulo de K[X;, ..., X,]
con un sistema de generadores {Fi, ..., F;}. Es posible construir una base de Grobner
de I siguiendo los pasos:

i. Se define Go = {F,...,F};
it. Se define G, = |J{R(S(F,G);G,) #0|F,G € G,}.

Entonces cuando G; = G, 11, tenemos que G; es una base de Grobner de I.

Demostracién. Dado Gy = {F,..., i}, si R(S(F,G); Gy) = 0 para cada par F,G €
Gy, entonces tenemos una base de Grobner. Si no lo es, existen F,G € (g tales que
R(S(F,G);Gy) # 0. Llamamos Gy = R(S(F,G);G) . Tenemos que N(Gyy1) C A.
Entonces, si definimos:

G(1) = {Gla - 7Gt7 Gt+1}7
obtenemos una particién

Al AL AT AT

siendo A U AD = A, Si R(F;Gy) = 0, para F € K[Xy,...,X,], entonces
R(F;Gny) = 0, y en el caso en que R(S(Gi,G;),Gy) = 0, también se tiene
R(S(G;,G5),Gy) = 0 por lo tanto se puede aprovechar el trabajo hecho.

Si para todo F,G € G se verifica R(S(F,G);G(1y) = 0, entonces tenemos una base
de Grobner. En el caso contrario tenemos un nuevo G = R(S(F,G);Gny) # 0, y

definimos G(9) = {G1,...G41, G412}, teniendo que N (Gyp2) C AQ).

Si en algiin momento encontramos una base de Grobner, ya hemos terminado, en caso
contrario tendriamos una cadena ascendente de sistemas de generadores:

GOCG(l)C--'



CAPITULO 2. BASES DE GROBNER 14

Asociada tenemos una cadena ascendente de monoideales:

exp(Go) + N" C exp(Gyy) + N" C ---

Como consecuencia del Lema de Dickson esta cadena se estabiliza y por tanto existe
un indice n tal que

exp(Gy) + N" = eaxp(G(,41)) + N”
tenemos entonces
exp(Geini1)) € exp(Gny) + N" = N"\ ALY,
pero exp(Giyni1)) € A® | lo que es una contradiccién.

Calculando una Base de Grobner

Vamos a ilustrar el célculo de una base de Grobner mediante el Algoritmo de Buchberger
en un ejemplo sencillo

Ejemplo 2.1. Consideremos' M = {Fy, F;} C K[X,Y] (K denota, como es usual, un
cuerpo), donde Fy = X?Y + X +1, F, = XY +Y? + 1.

Usamos el orden lexicografico con X >, Y . Ponemos, claro, Gy = {F}, F»}. Un primer
calculo nos dice que
R(S(F,F);Go) =Y? +Y +1

De acuerdo con el Algoritmo de Buchberger, ponemos
G, = {F\, F,,F3}, donde F5 =Y?+VY +1.

Observemos que no calculamos S(Fy, Fy) ni S(Fy, Fy), puesto que ambos son
trivialmente nulos.

Sigamos aplicando el algoritmo: tenemos que calcular R(S(Fi, Fy);Gy),
R(S(Fl,Fg),Gl) y R<S<F27F3)7G1> En realidad, puesto que F3 = R(S(Fl,F2>,Go),
tenemos inmediatamente que Fy; = R(S(F, F»);G1) = 0, ya que F3 € G;. Esto es
porque si S(Fy, Fy) = Q1F1 + Q2F» + F3 es una divisién de S(Fy, Fy) entre Gy = Fi, F)
(con resto F3), entonces claramente S(Fi, Fy) = Q1F) + Q2Fy + 1 - F3 + 0 es una
divisién de (Fi, Fy) entre G; = {Fy, Fy, F3} (con resto 0). Sélo tenemos, pues, que
calcular R(S(F, F3);Gy) v R(S(Fy, F3); Gy). Bien, tenemos que

S(F,F3) =Y?F, — X?Fy = - X?Y + XY? - X? + Y2

!Ejemplo tomado de José Gémez Torrecillas, Guia de estudio, septiembre 2003, Universidad de
Granada.
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XY+ X+1]Q,:~-1
XY +Y?2+1|Qs:Y
Y34+Y +1 Qs —1

15

—X%Y + XY? - X?4+Y?
-X%Y - X -1

H XY’ - X’+X+Y?+1
XY?24+Y34+Y

Hy: - X’+X+Y?’+1-Y3-Y

-X2+ X —

resto

Hy:—Y3+Y?2-Y +1
-Y3-Y -1

R:—-X?’+X

H4IY2—|—2
Y2+2—

R:—X?+X

H5 : 0
Escribimos Fy = R(S(Fy, F3);Gy) = = X2+ X + Y2 + 2.

Ahora tenemos

R:—X’+X+Y?+2

S(Fy, Fy) = Y2F,— XFy = —XY - X +Y* +Y?

Dividimos:

XY+ X+1|Q;:
XY +Y?24+1|Qy:—1
Y34Y +1 Qs:Y

XY - X4+Y*4Y?
—-XY -Y?-1

H:—X+Y*+2Y?+1

-X — resto

Hy : Y'42Y? +1 =X
Y*4+Y?24+Y

H;:Y?-Y +1 R:
Y2-YV+1—

H;:0 R:—X+Y?2-Y+1

Escribimos
F5:R(S<F2,F3),Gl):—X+Y2—Y—|—1

GQZ{F17F27F37F47F5}
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En el proceso anterior obtenemos un sistema de generadores que es una base de Grébner,
y que tiene, posiblemente, demasiados elementos. Veamos como optimizar el nimero
de elementos de una base de Grobner.

2.2. Bases de Grobner minimales y reducidas

Comenzaremos viendo un procedimiento que permite, a partir de una base de Grobner G
de un ideal I, eliminar algunos de los polinomios de G para obtener una base de Grobner
de I con un nimero menor de polinomios. [lustramos primero dicho procedimiento con
un ejemplo.

Ejemplo 2.2. Continuamos con el Ejemplo (2.1).

Tenemos la base de Grobner del ideal I, calculada tras aplicar el Algoritmo de
Buchberger:
G:{F17F27F37F4>F5}7

donde

F = XY +X+1

F, = XY +Y?+1

Fy, = Y)4+Y +1

F, = - X?4+X+Y?+2
Fy, = - X+Y?*-Y +1

Tenemos, pues, usando el orden lexicografico con X > Y para calcular los exponentes
de Fi,..., F5 que

Exp(1)=((2,1) + N*) U ((1,1) + N*) U ((0,3) + N*) U ((2,0) + N?) U ((1,0) + N?)
Ahora, (1,1) € (1,0) + N2, lo que implica que
Exp(I) = ((1,1) + N*) U ((0,1) + N?) U ((2,0) + N*) U ((1,0) + N?)
Como (1,1) € (1,0) + N", deducimos que

Exp(I) = ((0,3) + N)) U ((2,0) + N?) U ((1,0) + N?).



CAPITULO 2. BASES DE GROBNER 17

Una vez mas, (2,0) € (1,0) + N2, luego

Exp(I) = ((0,3) + N*) U ((1,0) + N?).

Asi que tenemos F3, F5 € I que verifican

Exp(I) = (exp(F3) + N*) U (exp(F5) + N?).
Puesto que exp(F3) = (0,3) y exp(F5) = (1,0). Por tanto, {F3, F5} es una base de
Grobner de 1.

Lema 2.5. Sea I un ideal no nulo de K[Xy,...,X,] vy G ={Gy,...,Gi} una base de
Grobner de I. Sea F € G un polinomio que verifica:

exp(F) € {exp(G)|F # G € G} + N",

entonces G\ {F'} es una base de Grébner de I.

Una base de Grobner G de un ideal no nulo I de K[Xj,...X,] se llama minimal si
verifica:

i. le(F) =1 para cada F € G.
ii. exp(F) ¢ {exp(G)|F # G € G} + N" para cada F' € G.

Simplemente eliminando los elementos que sobran tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. Todo ideal no nulo I de K[X1,...,X,] tiene una base de Grébner
manimal.

Corolario 2.7. Dado un subconjunto G = {G1,...G;} C I de un ideal de K[X7, ..., X,]
son equivalentes:

1. G es una base de Grobner minimal.

it. {exp(Gy),...,exp(Gy)} es un sistema minimo de generadores de Exp(I).

Como consecuencia los términos lideres de una base de Grobner minimal estdn
determinados de forma unica y cada dos bases de Grobner minimales tienen el mismo
numero de elementos.

Un ideal puede tener bases de Grobner minimales distintas. Para buscar la unicidad
vamos a introducir las bases de Grobner reducidas. Una base de Grobner G de un ideal
no nulo de I se llama reducida si verifica:
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i. le(F) =1 para cada F € G.

ii. N(F)N ({exp(G)|F # G € G} + N") = & para cada F € G.
Es claro que toda base de Grobner reducida de un ideal no nulo de I es una base de
Grobner minimal.
Teorema 2.8. Cada ideal no nulo tiene una unica base de Grobner reducida

Demostracion. Si G es una base minimal, un elemento F' € G se llama reducido si
N(F)Nn ({exp(G) F #G € G} +N") = @.

Si F' € G es reducido, entonces es reducido en cualquier base de Grébner minimal G’
que lo contenga y que verifique:

{exp(Q)|G € G} = {exp(G)|G € G'}.

Definimos para cada F' € G los siguientes elementos:

F' = R(F,G\{F});
G = (G\{FHU{Fr}.

G’ es también una base de Grobner de [ si exp(F') # exp(F"), entonces de las relaciones:

F o= Y QcG+R(F;G\{F}) =) QcG+F
exp(F) = mix{{ezp(QcG)|G € G\ {F}} U {exp(F')}}

Y por ser todos los exponentes distinitos, se tiene que existe G € G\ {F'} tal que
exp(F) = exp(QeG), lo que es una contradiccién con el hecho de ser G una base
de Grobner minimal. Tenemos entonces que G’ es una base de Grobner y que F” es
reducido. Aplicando este proceso a cada uno de los elementos obtenemos una base de
Grobner reducida.

Para ver la unicidad, si G y G’ son dos bases de Grobner reducidas, se verifica:

Exp(I) = exp(G) + N" = exp(G') + N"™.
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Dado F € G, tenemos las relaciones siguientes:

exp(F)=exp(G')+~, G €G, ~eN"
exp(G') = exp(G)++, GeG, v eN

de donde se deduce que exp(F) = exp(G) + v + ', y por ser G minimal tenemos
v =0 =+". Entonces exp(F') = exp(G’) y como consecuencia tenemos la igualdad:

exp(G) = exp(G).

Dado ahora F' € G existe G' € G’ tal que exp(F') = exp(G’). Entonces F' — G’ tiene
todos sus términos menores que exp(F'). Como F' — G’ € I tenemos R(F — G';G) = 0.
Como G y G’ son reducidas y exp(G) = exp(G’), tenemos

N(F —-G)CA=N"\ Exp(]),

Para probar esta inclusion consideraremos el siguiente desarrollo:

N(F -GN (exp(G) + N") =
= N((F -G)Nn (UWexp(L)+N"|l € G})
= U{N(F —G") N (Uexp(L) + N")|l € G}
U{N(F — G") N (Uexp(L) + N")|F # 1 € G}
N(F — G n(U{exp(L)|F #1 € G} +N")
(N(F) N ({exp(L)|F # 1 € G} +N"))
N(G) N ({exp(L)|G" #1€ G} +N"))) = ¢

cC N

Entonces R(F — G';G) = F — G', de donde F = G'.

Actualmente hay varios programas computacionales que calculan bases de Grobner,
por ejemplo Mathematica, Maxima, Maple, de esta forma podemos obtener bases de
Grobner en menos tiempo y con mayor precision. En el Apéndice aparecen algunas de
las 6rdenes utilizadas para trabajar con bases de Grébner. En el ejemplo (3.13) se puede
observar como calcular una base de Grobner reducida dada una lista de polinomios.






CAPITULO 3

APLICACIONES DE LAS BASES
DE GROBNER

Vamos a estudiar algunas aplicaciones de la teoria de bases de Grobner hasta ahora
desarrollada. Los calculos de las bases de Grobner en los ejemplos, se han hecho usando
el Software Mathematica 8.

Problema de pertenencia

Sea I un ideal izquierda de K[Xy, ..., X,] con un sistema de generadores {F}, ..., F,.};
dado F' € K[Xy,...,X,], nos planteamos el problema de determinar si F' € I. Para
esto se calcula una base Grobner G = {G, ..., G;} de I; entonces tenemos F' € [ si, y

sélo si, R(F;G) = 0.

Representantes canonicos

Dado un ideal I daremos un criterio y un método, para determinar un representante
canénico en cada clase del cociente K[X1,...,X,]/I.

En primer lugar, dado I, construimos una base de Grobner G de I. Para cada
FeK[X.,... X
consideramos el resto R(F'; G) y es claro que se verifica:
F+1=R(F;G)+1.

Ademés, R(F;G) es tnico verificando la igualdad anterior y N'(R(F;G)) C A = N*\
Exp(I). Este elemento R(F;G) lo llamamos la forma normal de la clase de F' con
respecto a G.

21
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Ideales cofinitos

Pasamos ahora a estudiar el caso de ideales cofinitos, esto es, ideales I de K[X7, ..., X,)]
tales que el cociente K[X7, ..., X,]/I es de dimensién finita como K-espacio vectorial.
Se trata de dar un método que permita calcular una base del cociente K[ X, ..., X,]/1.

Para cada clase F' 4+ I de K[Xy,...,X,]/I considerando una base de Grobner de I,
tenemos un representante R de la clase F' + I tal que N(R) C N"\ Exp(I). De
aqui resulta que R se puede escribir en la forma

R= anXa,

con ¢ {exp(G) : G € G} + N" = FExp(Il) y ¢, € K.. Tenemos entonces que

{XP|3 € N*\ Exp(I)} es un sistema de generadores linealmente independiente de
K[X1,.... X, ]/I.

Como subproducto podemos determinar cuando un ideal a la izquierda es cofinito; lo
es si, y solo si, el cardinal del conjunto N™ \ Exp(I) es finito.

Proposicién 3.1. Sea I un ideal a la izquierda de K[ Xy,...,X,] con base de Grébner
reducida G. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. I es cofinito;

ii. Para cada indeterminada X; existen G; € G y v; € N tales que Im(G;) = X[

Demostracién. (=) Como I es cofinito, dado X; existe v; € N tal que X" es el
término lider de un polinomio en I, entonces (0, ...,v;,...,0) € Ezp(l) = exp(G)+ N".
Llamemos «a(j) = exp(G;) para cada G; € G. Existen j € {1,...,t} y v € N" tales que

(07"-71/1'7'-'70) :a(J)_l—’}/?
entonces a,(j) = 0 =y, si h # i. Luego exp(G;) = (0,..., y;,...,0) para algin y; € N,
esto es, Im(G;) = X™ para algin m € N.
(<) Consideramos o € N™ \ Exzp(I). Por hipdtesis, para cada X; existe G; tal que
It(G;) = X;". Si oy > v;, entonces tenemos una expresion del siguiente tipo:

a=(0,...,v...,0)+(o1,...,0; =V, ..., ) € exp(G;) + N" C Exp(I),

lo que es una contradiccién, y por tanto necesariamente «; < 14, para cada indice 7. En
consecuencia existe un nimero finito de elementos o € N* \ Exp(I) y por tanto I es
cofinito.
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Eliminacién de variables

Teorema 3.2. Sea G = {G,...,Gi} una base de Grébner de un ideal no nulo I C
K[Xy,...,X,] con respecto al orden lexicogrdafico con Xy > --- > X,,. Entonces G N
K[Xii1,...,X,] es una base de Grébner del i—ésimo ideal de eliminacion I; =

INK[Xi, ..., X0

Demostracién. Supongamos que G; = {GYy,...,G;}. Dado F' € I; se tiene exp(F') €
A(j) para algin j = k,...,t, ya que F no tiene monomios en los que aparezcan
Xi,...,X;. Por lo tanto exp(F) € {exp(Gk),...,exp(Gy)} + N" v se tiene Exp(l;) =
{exp(Gy), ..., exp(Gy)} + N™.

La aplicacion de este resultado es como sigue. Dado un sistema F; = 0}, s en el que
G :={Fj|j=1,...,s} es una base de Grébner, ordenamos los elementos de G de forma
que G; = {F,, Fr,41,. .., Fs} con 1 < k; < k;y; < s, para cada indice i = 0,1,...,n—1.
Entonces comenzamos resolviendo el sistema F; = 0},;—¢, , . s. A continuacién, con los
valores obtenidos resolvemos el sistema F; = 0};—4, , ., ¥ asl proseguimos hasta
resolver el sistema inicial F; = 0}, . ;.

Interseccion de Ideales

Dados dos ideales A y B del anillo K[X7, ..., X,], se trata de determinar la interseccién
A N B. Vamos a hacer uso de la técnica de eliminacién de variables, para esto
introducimos una nueva variable T', y consideramos la extension de anillos

w: K[X1,..., X, ] — K[T,X1,....X,]

El ideal A se extiende al ideal A° en K[T,Xy,...,X,] generado por los mismos
elementos, esto es, si A = (I}, ..., Fy), entonces A° = K[T, Xy,..., X, |A = (F1,...,Fy)
en K[T,Xy,...,X,]. De forma andloga tenemos para B = (Gy,...,G).

Teorema 3.3. Sean A = (Fy,...,Fs) y B=(Gy,...,Gy), ideales de K[ X1, ..., X,]. Se
considera una nueva variable T, la extension w : K[Xy,...,X,]| — K[T,Xy,...,X,]
y el ideal C:==TA*+ (1-T)B* C K[T,Xy,...,X,]. Se verifica

AmB:CHK[XlavXTLL

esto es, AN B es el primer ideal eliminacion de C' con respecto al orden lexicogrifico
conT >X1>--->X,

Demostracién. Dado F' € AN B se tiene F = TF + (1 — T)F, luego AN B C
CNK[Xy,... X
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Sea ahora F' € CNK[Xy,...,X,], existen U;,V; € K[T, Xy,...,X,] tales que

F = TZUF+ 1-T ZVG

=1

Al evaluar esta expresién en T = 1 se obtiene
F=> U(lXy,... . X,)F(X1,... . X,) € 4

Al evaluar T = 0 se tiene

t
= Z‘/J(17X177Xn)GJ(X1,,Xn) (~ B’

j=1
Luego FF € AN B.

Ejemplo 3.1. Determina la interseccion de los ideales A = (X,Y) y B = (X—-1,Y—1)
en K[X,Y].

Solucién. Introducimos una nueva variable 7. Un sistema de generadores para T'A +
(1-T)Bes{TX, TY,(1-T)(X —1),(1=T)(Y —1)}. Una pequena manipulacién nos
conduce al sistema de generadores: {T' X, TY, T+ X — 1, X —Y'}. A partir de aqui una
base de Grobmer es: {TX,TY,T + X —1,X — Y, Y? — Y}, y una base de Grobner
reducida es: {TX,TY, T+Y —1,X =Y, Y?-Y}.

El primer ideal de eliminacién tiene como base de Grobner {X — Y, Y? — Y'}. Por lo
tanto ANB=(X-Y,Y2-Y).

En el Elemplo (3.15) de Apéndice se implementa un algoritmo para la interseccién de
ideales en Mathematica.

3.1. Interpolaciéon con Bases de Grobner

3.1.1. Meétodo de Interpolacion de Lagrange

Dado un conjunto de puntos distintos xy,...,2; € K" deseamos determinar
un polinomio F' € K[Xi,...,X,] tal que F(x;),...,F(x;) tomen unos valores
determinados vy, ...,v; € K. Esto es, el problema que se plantea es: dados xq,...,2z; €

K™, distintos, y v1,...,v € K, determinar todos los polinomios F' € K[X,..., X,]
tales que F'(x;) = v; para cadai=1,...,t.
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Una forma de determinar estos polinomios F' es considerar primero el problema
homogéneo, esto es, el conjunto de polinomios

I=FeK[Xy,. .  XJIFp)=0i=1,... ¢t

De esta forma tenemos un ideal I que es cofinito en K[X7,..., X,].

Observa que los polinomios F' que son solucién al problema de interpolacién forman
una clase moédulo I, y que, por lo tanto, la solucién al problema de interpolacion es
unica moédulo 1.

Se sabe que si G es una base de Grobner del ideal I, cada clase médulo I tiene un
unico representante de la forma ZaeNn\ Fap(G) CaX®

Para determinar wuna solucion F  basta considerar un elemento genérico
ZaeNn\ Fap(G) @aX“ € imponer las condiciones iniciales, esto es:

E T = v;.

aeN™\ Ezp(G)

para i = 1,...,t. Este es un sistema de ecuaciones lineales en las indeterminadas
{aa]a € N*\ Exp(G)}, y cada solucién de este sistema proporciona una solucién al
problema de la interpolacion.

Interpolacién univariante

Consideremos el caso de un polinomio en K[X], determinar F' € K[X] tal que F(z;) =
Yi, 1 =1,2,3 con x; # xjsii#j

Si F(z;) = 0 tenemos que

Flr))=0 & xz—m|F & Fe(r—ux)
F(z) =0 & z—x|F & F e (x— )
F(z3) =0 & z—ua3/F & F € (x—ux3)

Luego F' € I = (X —z1) N (X —29) N (X —x3). Si G es una base de Grobner del ideal 1,
G = {(X —x1)(X —x2)(X —z3)} por lo que el conjunto cociente K[X]/I esta formado
por lo polinomios de grado 2, como el conjunto B = N\ Ezp(G) es de dimensién finita
entonces K[X]/I también lo es, esto es,

K[X]/I = {ap + a1 X + ayX?|ag,a1,ay € K},

lo que implica que I es un ideal cofinito.
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Supongamos Fj y F3 soluciones al problema de interpolacién, entonces
(Fl — FQ)(JL'Z) = Fl(a;l) — FQ(Q?l) =Y — Y = 0= F —Fyel.

Para determinar un polinomio solucién basta con tomar F'+ 1 =35 zasX f 4+ 1, una
clase de equivalencia modulo I y resolver el sistema

g+ a1T1 +ax1 = Y1
Qg + a1T2 + G2X2 = Yo
g + a1T3 + asxrs = Y3

Interpolacién multivariante

Ahora consideremos determinar F' € K[X,Y] tal que F(x;,y;) = 2, i = 1,2,3 con
(@i, y:) # (zj,y;) sii#j

Determinamos F[X,Y] tal que F(z;,y;) = 0. Observemos que F(z;,y;) = 0 = F €
(X —z;,Y —y;) ya que si dividimos F por Y —y; implica que F' = (Y —y;)Q+ R, R,Q €
K[X,Y]y exp(R) < 1 entonces R € K[X] luego el que F(x;,y;) = 0 implica

F= —y)Qwi,y;) + R(z;) =0= R(z;) =0 =X — x;|R
de forma que
F= —y)Qz;,y;) + (X —x;))R' =0
por tanto F € (X —z,Y —y)y Fe I =_ (X — 2, Y —y,)

Determinamos B = N? \ Ezp(G), siendo G una base de Grébner de Iy resolvemos el
sistema en los ag siguiente ), agxf =wv;, t=1,2,3.

Ejemplo 3.2. Dados los puntos p1 = (0,5,0), po = (
determinar un polinomio F € R[X,Y, Z] tal que F(p;) = 2,

Solucion. Tenemos que
I=(XY-52)N{(X—-1Y-572-3)yn(X+1Y—-57+1).

Una base de Grobner para [ es G = {—3Z —2Z% + Z3, -5+ Y,6X — 57 + Z?}, luego
N3\ Ezp(I) = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0)}. Entonces el polinomio interpolador serd de
la forma
Z aﬁXﬁ = a(0,0,0) T 0,012 + a(o,o,z)ZQ-
BeN3\Exp(I)
Lo que resta es determinar las incégnitas ag planteando el siguiente sistema de
ecuaciones lineales con los puntos dados p; = (0,5,0), po = (1,5,3) y p3 = (—1,5,—1).
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a0,0,0) + 0a(0,0,1) + 0ao,0,2) = 2 p1 = (0,5,0)
a(0,0,0) T 3a(0,0,1) + 9a(0,0,2) = 1 p1=(1,5,3)
a(0,0,0) — 1a0,0,1) + La2 =0 p1=(—1,5,-1)
Al resolver el sistema se obtiene a0y = 2, @02 = 17/12 y a@o0 = —7/12, de
manera que el polinomio interpolador es
17 7
F(X,)Y,Z)=2+ —7 — —7*°
( Y ) ) + 12 12

Si se hubiera utilizado el orden graduado lexicografico, el resultado seria G = {—5 +
Y, 6X —57+7%3X-22+XZ2X+X?-7Z} y N3\ Exp(I) = {(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2)}
El sistema a resolver seria:

a(0,0,0) T 0a0,0,1) + 0ag,00) = 2 P11 = (Oa 5, 0)
a(0,0,0) + 3a(0,0,1) + la(o0) =1 p1=(1,5,3)
a(0,0,0) — lag,0,1) — a0 =0 p1=(—1,5,-1)
Luego a(,0,0) = 2, a(0,0,1) = —3/2y aa,00) = —7/2, por lo que el polinomio interpolador
en este caso seria 5 .
F(X,Y.Z)=2—SZ+ X.

En los problemas de interpolaciéon por medio de bases de Grobner el orden monomial
utilizado es importante, pues permite obtener polinomios de interpolacién con unas
u otras caracteristicas. Por ejemplo, un orden lexicografico producird polinomios
en los que algunas indeterminadas tendran grados relativamente altos y un orden
graduado producird polinomios en los que los grados de las distintas indeterminadas
son semejantes. Esto se debe a que el conjunto o € N" \ Exp(G) depende del orden
monomial seleccionado.

A veces nos encontramos con curvas como la que aparece en la figura (3.1).

En este caso para zy tenemos dos valores de y, y si ademés agregamos informacion
sobre las derivadas en los puntos, los métodos de interpolaciéon no son eficientes para
estas curvas. Por esto es conveniente considerar una parametrizacion de la curva, dada
por funciones = = z(t) y y = y(t) y determinar cada una de ellas independientemente
por los métodos de interpolacion clasicos.

Este mismo problema se plantea en el caso multivariado al considerar superficies u otros
conjuntos algebraicos.

Una vez determinados los polinomios de interpolaciéon para cada una de las funciones
coordenadas utilizamos la teoria de eliminacién de variables con bases de Grobner para
eliminar los parametros utilizados y obtener funciones implicitas para los conjuntos
algebraicos.
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Figura 3.1: Curva (sin(t), sin(2t)), 0 <t <2rm

Es importante observar que si tenemos un conjunto finito de puntos en R? o en R3
con coordenadas p; = (x;,v;) € R? 0 ¢; = (v4,y5,2:) € R}, i = 1,...,s y queremos
determinar un polinomio F' tal que F(p;) = z; para todo i, en el primer caso, o un
polinomio G tal que G(¢;) = 0, podemos hacerlo de dos maneras:

i. Calculando una base de Grobner del ideal generado por los puntos ¢; tal y como
se describié en esta seccion, 6

ii. Calculando un polinomio interpolaciéon en dos variables; para este caso es
aconsejable abordar el problema mediante el uso de una parametrizacion para
poder abordar el problema con total generalidad.

Esta dltima aproximacion limita el tipo de polinomios interpolacion, pero es mas
efectiva, mientras que la primera requiere el uso de mas indeterminadas, lo cual es
un problema si consideramos valores superiores a 2 y 3.

Veamos una aplicacion estandar.

Ejemplo 3.3. Considere la esfera de radio uno en R® y una parametrizacion de la
esfera, con 0 < a < 2w y 0 < 8 <2w. Véase la figura (3.2):

Es claro que nosotros trabajamos con polinomios, por esta razén habria que reescribir
esta parametrizacion

Sea A = sena, B = cosa, C' = senf3, D = cos[3 entonces tenemos
= BD

= AD

C

— A2 +BQ

= C*+ D?

— = N e 8
Il
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.y
: h x = coscx cosf3
— \‘.I v = senc cosfs
}' z = senfd
|
{

Figura 3.2: Esfera de radio 1

Aplicando teoria de eliminacién determinamos una base de Grobner de esta
paramerizacion elimando las variables A, B,C' y D, para obtener la forma implicita
de la esfera.

Obtenemos una base de Grobner de I = (X—BD,Y—AD, Z—C, A>+B?—1,C?*+D?-1)
eliminado las variables y G = {—1 + X? + Y2 + Z?}, que es la forma implicita de la
esfera de radio uno en R3

Al obtener la base de Grobner eliminando variables encontramos la minima curva o
superficie que contiene la parametrizacion dada. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.4. Dados los puntos py = (1,2), po = (0,1), p3 = (0,4) y ps = (—1,3)

determinar un polinomio F(X,Y') tal que para cada punto p; se tiene F(p;) = 0.

Por como esta definido el problema, vemos que para resolverlo podemos hacerlo usando
los casos antes mencionados.
Si calculamos una base de Grobner para el ideal generado por los puntos obtenemos

G ={2Y® —15Y? + 33V — 2X —20,Y* — 10Y® + 35Y2 — 50Y + 24}

Calculando una combinacién lineal de los dos generadores obtenemos un polinomio que
interpole los puntos,

F(X,Y)=Y*—=8Y? +20Y? + (-17)Y + (—2)X +4
Por otro lado si parametrizamos los puntos de tal forma que cada punto p; sea
representado por p; = (z(t),y(t)); t € |a, b]; obtenemos

x(t) = S5+ 612 — 2t 4 1.
_ —3243 2 34
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Con 0 < ¢ < 3/2. Para determinar el polinomio F' tal que F'(x;,v;) = 0 necesitamos
una base de Grobner de

8 13 32 34
]:(X+§t3—6t2+Et—l,Y+§t3—24t2+§t—2)

eliminando la variable ¢ y obtenemos la base de Grobner
G = {20 — 30X +240X* + 128X° — 33Y — 120X Y — 96 X?Y +15Y? +24XY? — 2Y?}.

De forma que F(X,Y) = 20— 30X +240X2+128X3 —33Y —120XY — 96 X?Y +15Y %+
24XY? —2Y3. Este polinomio es la minima curva que contiene a los puntos dados. Ver
figura (3.3).

Figura 3.3: Gréifica de F(X,Y)

Veamos ahora un ejemplo de superficie.

Ejemplo 3.5. Dados los puntos p1 = (0,1,1), po = (2,—1,0), p3 = (2,3,2) y py =
(2,—1,4), determinar un polinomio F(X,Y,Z) tal que para cada punto p; se tiene
F(p;) =0.

Si calculamos una base de Grobner para el ideal generado por lo puntos obtenemos
G={7°-32>-AZ+3Y +3,Z" —77° + 142* — 87, 27" + 127* — 16Z — 3X + 6}
y un polinomio que interpole los puntos puede ser. Véase figura 3.4.

F(X,Y,Z)=2*-87%+2372* —28Z +3Y —3X +9
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Figura 3.4: Grafica de F(X,Y)

Si determinamos una parametrizacién en dos variablesty s, con0 <t <3/2y0<s <1
usando un orden graduado lexicografico obtenemos lo siguiente:

z(t,s) = 36s — 165> — 12t.
y(t,s) =1 — 140s + 48s? + 60¢.
2(t,s) =1 — bds + 24s* + 22t.

Determinamos una base de Grobner para

{X — 365+ 165 + 12t,Y — 1 + 1405 — 48s® — 60t, Z — 1 + 5ds — 245> — 22t},

y eliminando las variables ¢ y s obtenemos
F(X,Y,Z) =193 — 140X +36X>+82Y — 12XY +Y? - 300Z + 72X Z — 12Y Z + 362>

Véase figura 3.5.
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Figura 3.5: Grafica de F(X,Y)
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3.1.2. Interpolacion de Hermite

Si complementamos el método de interpolacion de Lagrange mediante el uso de valores
para las derivadas, se tiene el método de interpolacion de Hermite. Se trata en este caso
de determinar un polinomio F' € K[Xj,..., X,] tal que en un conjunto finito de puntos
x1,...,7; (distintos) tomen valores dados v;, y para vectores unitarios wj j, se tenga
Dl(uh)JZF(:cz) =vnparai=1,...,t 5, =1,...,8(i), h =1,...,5(i,j;). En este caso
Dgz)hF (x;) = v; j,.n es el valor de la derivada h-ésima de F' segun la direccién indicada
por w ;.

Con la notacién anterior el conjunto

I={FeK[X,...,X,)|F(x;) =0y D" F(x;) =0,Vi,j;, h}

2Ji

es un ideal cofinito.

De forma analoga al método de interpolacién de Lagrange, dada una base de Groebner
G de I, el cociente K[X7,...,X,]/I es un espacio vectorial de dimensién finita, y
cada solucién al problema de interpolacién de Hermite esta univocamente determinada
modulo .

Dada una base de Groebner G de I, cada clase modulo [ tiene un tinico representante de
o . . . .

la forma ZaeNn\ Fap(c) GaX . Para determinar una solucion basta considerar el sistema

de ecuaciones lineales

ZaEN"\E:}:p(G) aOlXa =V

(h) _
Dwi,ji ZaGN"\Ea?p(G) a0 X = Yi,jish
para todos 1, j;, h.
La soluciéon al problema de interpolacion de Hermite es tinica moédulo 1.

Ejemplo 3.6. Determine un polinomio F(T,S) tal que cumpla con las siguientes
condiciones:

F(0,0) =1 D10 F(0,0) = 2
F(0,1) = —1 Do.1)F(0,0) = —2
F(1,0) = 10 D? 3 F(0,0) =6
F(1,1)=7 Do F(0,1) = —1
D(QDF(O, 1) - —3

Solucion. Tenemos que

Fel =(T,8)n(T,S-1n(T-1,8N{(T—1,5—1)
N(T?%,S)N(T,S?) N{(T3,S)N(T? S —1)N(T, (S —1)?).
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Una base de Grobner para I es {ST — S?T,5* — 283 + 82 T4 — T3, ST% — ST?}.
Luego N2\ Exp(I) = {(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(0,1),(0,2),(0,3), (1,1),(2,1)}

Por lo que F = CL(O,()) +(I(170)T+(1(2’0)T2+CL(370)T3+CL(071)S+CL(072)52 +CL(073)SS+CL(171)ST+
a(gyl)TZS’ . Planteamos el sistema de ecuaciones correspondientes conforme los valores
de la funcién y sus derivadas en cada punto. De manera que se obtiene el polinomio

F(T,S) = 4T% 4 3T 4+ 28*T — 3ST 4 2T — 35 +35% — 25 + 1.

Figura 3.6: Grafica de F(T,S)

Ahora vamos a retomar el caso mostrado en la figura 3.1, donde puntos como (xg, y1) y
(0, y2) pertenecen a la misma y ademds se proporciona valores de la derivada en ellos.
Para esto es preciso recordar algunas cuestiones de derivacion paramétrica. Algunas
curvas pueden ser dadas en forma paramétrica como

z = x(t),
= y(t),

y se quiere determinar

dy

dr’
Suponga que x = z(t) y y = y(t) son funciones continuamente diferenciables, y que
2'(t) # 0 para cualquier ¢ de cierto intervalo. Entonces las ecuaciones paramétricas
definen a y como una funcién diferenciable de x y su derivada es:

d
dy _dydt

dx_%d:c_fl—f'
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Veamos el ejemplo

Ejemplo 3.7. Dados los puntos p; = (1,0), po = (0,1), p3 = (—=1,0) y p, = (0, —1), la
derivada en los puntos py y py es cero en las direcciones (—1,0) y (1,0) respectivamente.
Determinar un polinomio F(X,Y) tal que para cada punto p; se tiene F(p;) = 0 y
cumpla con los valores de su primera derivada en cada punto. Note que la curva que se
pide no es una funcion, ya que hay dos puntos diferentes con la misma preimagen. Para
esto determinamos una parametrizacion que contenga los puntos dados incluyendo la
iformacion de la derivada.

_ 11¢2 2t3 11t4 2t°
L md, e e T
vy =1-F+ 5+ &

Obtenemos una base de Grébner del ideal I = (X +t + % — % — % +2t°9,Y —

23¢2 I 3 o 5t4 I . . . . s
]_ + 18 18 18 + 18>. PCLTCL encontrar el pOllnomZO que contiene la paT‘ametT’Lzacwn

eliminamos la varible t.

F(X)Y) =3122+26X —3196 X2 —28 X3+ 74X*4+2X°+1660Y —6220XY —8196 X?Y +
508X3Y —40X*Y —3283Y2 — 2586 X Y2 — 4371 X2V 2 +320X3Y 2 +388Y 3 +6220X Y3 —
1280X2Y3 4+ 161Y* + 2560 XY+ — 2048

Figura 3.7: Grafica de F(X,Y)
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3.2. Bases de Grobner y coloreado de grafos

Definicién 3.4. Un grafo es un par G = (V, E) formados por dos conjuntos: V el
conjunto de vértices, y E el conjunto de lados. Cada lado x € E determina un
conjunto de vértices {vi,va}; si el lado no es orientado, el orden de estos vértices
es indiferente, y si el lado es orientado, este orden importa, por esto en este caso
designaremos los vértices como un par (vi,vs), y llamamos a vy el origen del lado y a
vy el fin. Cuando vi = vy decimos que el lado es un lazo.

Un grafo simple serd un grafo con un conjunto finito de vértices, con lados no orientados
y sin lazos, y entre cada dos vértices hay a lo mas un lado. Asi cada lado se puede
identificar con el {vy, vy} de sus vértices; si © = {vy,v2} es un lado, diremos que x
conecta vy y v, y que vy, v1 son adyacentes.

Llamaremos grafo orientado a un grafo con un conjunto finito de vértices en el que
todos los lados son orientados y para cada par ordenado (vq,vy) existe a lo més un lado
con origen vy y fin vy; también en este caso excluiremos a los lazos. En este caso cada
lado se puede identificar con el par ordenado (vi,vs); si z = (vy,vy), diremos que x
conecta v con vy, y llamamos ori(x) = vy y fin(z) = vs.

Un camino en un grafo orientado es una sucesién finita de lados x;---z; en la que
fin(x;) = ori(x;11) parai =1,...,t — 1. El extremo inicial del camino es ori(z;) y el
extremo final es fin(x;). La longitud de un camino es el numero de lados que contiene.
Un camino es cerrado si el extremo final coincide con el extremo inicial. Un camino es
simple si en la sucesion de vértices ori(xy), fin(xq), ori(xs), ..., fin(x;) no hay ninguno
repetido, y un camino cerrado es simple, también llamado un ciclo, si los tinicos vértices
repetidos son fin(z;) y ori(z;). Un camino cerrado es un circuito si no repite aristas.

Dado un grafo no orientado un camino es una sucesion de lados xy---x; a los que
podemos dar orientacién de forma que sean un camino (orientado); los diferentes tipos
de caminos se definen en estos grafos de la forma obvia.

El orden n de un grafo G = (V| E) es el nimero de vértices o el cardinal de V. Asimismo
se define el tamano E de un grafo G = (V, E), como el cardinal de E o el nimero de
aristas de G.

De aqui en adelante nos referiremos a grafos simples a menos que se especifique lo
contrario.

3.2.1. Coloreado de Grafos

Dado un grafo G = (V, E), una coloracién de G consiste en asignar un color a cada
vértice de forma que dos vértices, entre los que existe un lado, tienen colores distintos.
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Observa que una coloracién es una aplicacién ¢ : V' — C' del conjunto de vértices V
al conjunto de colores C, que verifica ciertas condiciones; si v = {v;,v2} es un lado,
entonces ¢(v;) # c(v;).

Existe una amplia teoria sobre coloraciones de grafos. Vamos a estudiar un aspecto de
la teoria en el que podremos hacer uso de los anillos de polinomios y de las bases de
Grobner.

Supongamos que queremos dar a un grafo G una coloracién con d colores, esto es,
una d—coloraciéon. Como el conjunto C' con d elementos puede ser cualquiera, tomamos
C ={&i=0,...,d— 1}, las raices d-ésimas de la unidad, siendo £ una raiz d—ésima
primitiva. Una coloracién serd una aplicaciéon ¢ : V' — C verificando la condicion
anterior.

Supongamos que el conjunto de vértices es V = {wvy,..., v}, y llamamos X; al valor
asignado al vértice v;; se tiene X¢ — 1 = 0.

Por otro lado para dos vértices v;, v; se tiene
X! -1=X{-1,
esto es: X4 — X ]‘-j = (. desarrollando esta expresién tenemos:
0=X!-X!=(X; = X))(X{ "+ X7°X; + - + X, X2+ X771,

Si {v;,v;} es un lado del grafo, se tiene X; — X; # 0, y por tanto necesariamente
X+ XX+ + XX X =0,

Como consecuencia, si existe una d—coloracién ¢, el siguiente sistema de ecuaciones
polinémicas tiene una solucién:

X4 —1=0, v €V,
Xid_l —}—XZ-d_QXj _|_..._|_XiXJC.l_2+XZ-d_1 =0 {vi,v;} € E.

Cada solucién de este sistema es una coloraciéon del grafo.

Para futuras aplicaciones, llamamos I(G,d) al ideal generado por los polinomios
anteriores, y lo llamaremos el ideal de d-coloracion del grafo GG. Cada elemento de
V(I(G,d)) corresponde a una d-coloracién.

Ejemplo 3.8. Veamos el siguiente ejemplo.

V Us
v
v V4

Vamos a colorear con 2 y 3 colores.
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caso de dos colores.
Para dos colores tenemos que resolver el sistema:

X2—-1=0
X2—-1=0
X2-1=0
X2-1=0
X2-1=0
X+ X, =0
X;+ X5 =0
X+ X5=0
X5+ X, =0
X5+ X;5=0

Usando Mathematica

GrobnerBasis|[
{X1°2-1,X2"2-1,X3"2-1,X4"2-1,X5"2-1 ,X1+X2,X1+X3,X2+X3,X3+X4,X3+X5},
{X1,X2,X3,X4,X5}]

Vemos que la base de Grobner del ideal generado por estos polinomios es trivial: {1}.
En consecuencia no existe una coloracién de este grafo con dos colores. Lo cual, por
otro lado es evidente por la existencia del subgrafo completo {vy, vg, v3}.

caso de dos colores.
Para tres colores tenemos que resolver el sistema:

X3—1=0
X3—1=0
X3—1=0
X}—1=0
X3—1=0

X2+ X1 X3+ X2=0
X2+ XoX3+ X2=0
X2+ X3X5+ X2 =0

GrobnerBasis[
{X1°3-1,X2"3-1,X3"3-1,X4"3-1,X5"3-1,X1"2+4X1X2+X2"2,
X172+X1 X3+X372,X272+X2 X3+X372,X372+X3 X4+X4"2,

X372+X3 X5+X572},{X1,X2,X3,X4,X5}]
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La base de Grobner del ideal generado por estos polinomios es:

(X1 + Xo+ X3, X5 + Xo X3 — X3 X5 — X2, X3+ X3X5 + X2,
XaXy+ X7 — X3 X5 — X2, -1+ X2 -1+ X2}

Para averiguar cuantas coloraciones distintas existen, tenemos que calcular la
co—dimensién de este ideal, esto es, el nimero de soluciones distintas. En Mathematica
usamos la orden:

L=Solve[{
-1+X573==0,-1+X4"3==0,X3 X4+X4"2-X3 X5-X5"2==0,
X372+X3 X5+X572==0,X2"2+X2 X3-X3 X5-X572==0,
X1+X2+X3==0},{X1,X2,X3,X4,X5}]

Length[L]

El nimero de soluciones (3-coloraciones) distintas es 24.

Cuerpos finitos

Anteriormente trabajando en el cuerpo C hemos utilizamos las raices de la unidad para
colorear un grafo, pero ;jSera posible estudiar la coloracién de un grafo en un cuerpo
con menos elementos? En efecto, si. Supongamos que queremos 5—colorear un grafo;
vamos a trabajar en el cuerpo Fs.

Sea G = (V, E) un grafo simple, con vértices v; y lados {v;,v;} con i # j. Supongamos
que tenemos una 5-coloracién de G dada por la aplicacién ¢ : V — F5 = {0,1,2,3,4}.

Veamos las condiciones que verifican los elementos ¢(v;) = x; € F5. La primera es que

x? = z;, ya que F5 \ {0} es un grupo abeliano de orden 4; para incluir al elemento

0 anadimos un factor X a la relacion X* = 1. Si e = {v1,v2} es un lado, entonces

c(v;) # c(v;), esto es, z; # ;. Como se tiene z? — z; = 0 = 22 — x;, obtenemos

J
5 5 _
l‘i—.l’j—l’i—l'j.

: : ~ 4, .3 2.2 3_ .4
El primer miembro factoriza como (x;—x;)(x; +x;z;+rivi+ 107 —77), como x;—x; # 0,

se tiene la relacién
3 _
J

4 3 2,2 4 _
T; +xixy + i +ory —x; =1

En resumen, se tienen las relaciones:

2 —2;=0 v €V

4., .3 2,2 3_ .4 1_
r; + xjr; + wjri + vl —a; —1=0 {vi,v;} € E.
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. Cudl es la ventaja de esta aproximacion al estudio de la coloracién? La simplicidad de
los céalculos a realizar, ya que en este caso trabajamos con los enteros médulo 5 en vez
de trabajar con los niimeros complejos.

Ejemplo 3.9. Considere el siquiente grafo:

V2

Vi

El sistema de ecuaciones para este grafo sera:

x?—xlzo

5 —19=0

x5 —23=0

xi—x4:0

22— ax5=0

o]+ 2wy + il + ol — 23 —1=0
i+ 23z + i+ ol -2 —1=0
)+ adrs + ot 4wl — 2l —1=0
Ty + Thxs + w30; + wexh — a5 — 1 =0
Ty + 3wy + 23rt + mox — i —1=0
x4+ w3y + 2+ agad — i —1=0
T3+ riws + vt +asrd — 23 —1=0
xh+ riws + xie +wgxd — 2t —1=0 |

Calculamos una base de Grobner moédulo 5 para este sistema de ecuaciones y
determinamos las soluciones en moédulo 5 de forma que el conjunto de colores
estard determinado por los valores {0, 1,2, 3,4}.

Utilizando Mathematica hacemos lo siguiente:

El = Table[X[i]"5 - X[il, {i, 1, 5}];
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Var = Table[X[i], {i, 1, 53}];

5-k k-1
E2[{i_, j_}] := Sum[X[i] X[j] , {k, 1, 5}] -1
Lista = {{1, 2}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {3, 5},

{4,5}};
E20 = Map[E2, Listal;
E22 = Union[E1, E20]
ecuaciones[L_] := Table[L[[i]] == 0, {i, 1, Length[L]}]
E33 = GroebnerBasis[E22, Var, Modulus -> 5]
E34 = ecuaciones[E33]
Solve[E34, {X[1], X[2], X[3], X[4], X[5]}, Modulus -> 5]

Si fijaramos un valor para zs y x4 vemos que reduciriamos mas los calculos, por ejemplo
tomemos x5 =1, 4 =0

Solve[E34 /. {X[2] -> 1, X[4] -> 0}, {XI[1], X[2], X[3], X[4], X[5]},
Modulus —-> 5]

{{xX[11 -> 2, X031 -> 2, X[5] —> 1}, {X[1] -> 2, X[3] -> 2, X[5] —> 3},
{X[1] -> 2, X[3] -> 2, X[5] -> 4}, {X[1] -> 2, X[3] -> 3, X[5] -> 1},
{X[1] -> 2, X[3] -> 3, X[6] -> 4}, {X[1] -> 2, X[3] -> 4, X[5] —> 1},
{x[1] -> 2, X[3] -> 4, X[56] -> 3}, {X[1] -> 3, X[3] -> 2, X[6] —> 1},
{X[1] -> 3, X[3] -> 2, X[56] -> 4}, {x[1] -> 3, X[3] -> 3, X[5] —> 1},
{X[1] -> 3, X[3] -> 3, X[5] -> 2}, {X[1] -> 3, X[3] -> 3, X[6] —> 4},
{X[1] -> 3, X[3] -> 4, X[5] -> 1}, {X[1] -> 3, X[3] -> 4, X[5] —> 2},
{X[1] -> 4, X[3] -> 2, X[6] -> 1}, {X[1] -> 4, X[3] -> 2, X[5] -> 3},
{xX[1] -> 4, X[3] -> 3, X[6] -> 1}, {X[1] -> 4, X[3] -> 3, X[6] —> 2},
{X[1] -> 4, X[3] -> 4, X[56] -> 1}, {X[1] -> 4, X[3] -> 4, X[6] —> 2},
{X[1] -> 4, X[3] -> 4, X[56] -> 3}}

Vimos anteriormente como colorear un grafo trabajando en un cuerpo con 5 elementos.
Sin embargo trabajar la coloracién en cuerpos con un nimero de elementos no primo,
implica un poco méas de trabajo pero sigue el mismo procedimiento, por ejemplo
podriamos considerar Fy[X] y Fo[X].

Tenemos un cuerpo F, con ¢ = p™ elementos, siendo p un nimero primo, sabemos que

_ Fp[X]
o =5
isomorfo a F,[X,Y]/(F) para cada indetereminada Y.

para un cierto polinomio irreducible F' € F,[X] de grado n y que F,[Y] es

Sea G = (V, E) un grafo simple, con vértices V = {vy,..., v} ylados E, y ¢: V = F,
una g—coloracién de G. Si e = {vy,v2} es un lado, entonces c(v;) # c(v;).
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Planteamos el siguiente sistema, que debemos resolver en [F,.

g;(?—xi:o v, €V

+al P a2 - 1=0 {vi,v;} € B

(3.1)

Q=

Ly

Para ello, calculamos el ideal I(G,q) generado por los polinomios que conforman
el sistema en F,[X, ..., X;]. Trabajar en F, es ciertamente complicado, ya que no
conocemos con detalle su aritmética. Consideramos entonces la relacién

F,[X] F[X, X1, ..., X,]
(F) (F) ’

I

F (X1, ..., X,] (X1, X

y estudiamos el ideal I(G, ¢) mediante el ideal correspondiente en F,[X, X7, ..., X;].

En nuestro caso éste ideal de F,[X, X1, ..., X{] es el ideal generado por los polinomio
del sistema (3.1) junto con el polinomio F' que define F,.

Ejemplo 3.10. Considere el grafo de la figura (3.10)

4

El estudio de la coloracién realizado mediante el programa Mathematica es el siguiente:

El = Table[X[i]"4 - X[i], {i, 1, 5}]

E2[{i_, j_}] := X[i]"3 + X[i]l"2 X[j] + X[i] X[jl"2 + X[j1"3 - 1

Lista = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {3, 5}, {4,
5}}

E20 = Map[E2, Lista]l;

E22 Union[El, E20];

Var = Union[Table[X[i], {i, 1, 5}], {X}];

E220 = Union[E22, {X"2 + X + 1}];

E330 = GroebnerBasis[E220, Var];

ecuaciones[L_] := Table[L[[i]] == 0, {i, 1, Length[L]}]

GroebnerBasis[E330 /. {X[5] -> 0}, {X, X[1], X[2], X[3], X[4]1},

Modulus -> 2]
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{1 + X[4]"3, X[3]"2 + X[3] X[4] + X[4]"2,
X[2]"2 + X[2] X[3] + X[2] X[4], X[1] + X[2] + X[3] + X[4],
1+ X+ X2}

GroebnerBasis[E330 /. {X[4] -> 1, X[5] -> 0}, {X, X[11, X[21, X[31},
Modulus -> 2]

{1 + X[3] + X[3]"2, X[2] + X[2]"2 + X[2] X[3], 1 + X[1] + X[2] + X[3],
1+ X+ X2}

RR[F_] := PolynomialRemainder[F, x"2 + x + 1, x]
Map [RR, E330 /. {X[3] -> x, X[4] -> 1, X[5] -> 0}]

{0, 0, 0, X[2] + x X[2] + X[2]°2, 1 + x + X[1] + X[2], 1 + X + X"2}
GroebnerBasis[%, {X, X[1], X[2]}, Modulus -> 2]
{X[2] + x X[2] + X[2]"2, 1 + x + X[1] + X[2], 1 + X + X2}
Map[RR, E330 /. {X[2] -> 0, X[3] -> x, X[4] -> 1, X[5] -> 0}]
{0, 0, 0, 0, 1 +x + X[1], 1 + X + X"2}
GroebnerBasis[%, {X, X[1]}, Modulus -> 2]
{1 +x+ X[1], 1 + X + X2}
Map[RR, E330 /. {X[1] -> x + 1, X[2] -> 0, X[3] -> x, X[4] —> 1,
X[5] -> 03]

GroebnerBasis[%, {X}, Modulus -> 2]

{0, 0, 0, 0, 2 +2x, 1+ X+ X"2}
{1 + X+ X2}

En el ejemplo anterior el objetivo es ver que si se puede encontrar las soluciones en
F4[X] trabajando en [F5[X], vamos dando valores fijos a las variables y observando que
el residuo de dividir por F' se va haciendo cero para los elementos de la base, el proceso
podria sistematizarse, ya que en cada caso el nimero de elementos a considerar es finito
(exactamente q).
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3.2.2. Sudoku

El problema de resolver un sudoku se puede plantear en términos de colorear un grafo.
Imaginemos que tenemos un sudoku 9 x 9. Cada casilla serd un vértice del grafo, y
habra un lado entre cada dos vértices que estén en la misma fila, en misma columna,
o en el mismo cuadrado 3 x 3. Tenemos 9 x 9 = 81 vértices y de cada vértice salen
8+ 8+ 4 = 20 lados.

Resolver un sudoku consiste en colorear el correspondiente grafo con nueve colores, y por
tanto es un problema que ya hemos resuelto. Sin embargo en la practica la resolucién
consume mucho tiempo. Veamos el caso de un sudoku 4 x 4. En este caso tenemos
4 x 4 = 16 vértices, que podemos representar por v; j, en donde ¢ y j varian entre 1y
4. Ademas de cada vértice salen 3+ 3+ 1 = 7 lados. Tenemos por tanto 16 + % =72
ecuaciones:

Resolviendo el Sudoko en Mathematica tenemos lo siguiente
Escribimos los vértices:

Var = Flatten[Table[Vij, {i, 1, 4}, {j, 1, 4}]1]

Las ecuaciones de los vértices:

EcuVert = Table[Var([[i]]"4 - 1, {i, 1, Length[Var]}];

Los lados:

Lado1[i_, j_] := Join[Table[{Vij, Vik}, {k, j + 1, 4}]1,

Table[{Vij,Vkj}, {k, i + 1, 4}]]

Lados2 = Flatten[Join[Table[Ladol[i, jl, {i, 1, 4}, {j, i, 4}],
Table([Lado1[i, j1, {i, 1, 4}, {j, 1, i - 1}1]1, 21;

Lados3 = {{V11],v22]}, {v12, v21}, {Vv13,v24},{v14, v23}, {V31, V42},

{V32, V41},{v33, Vv44}, {V34, V43}};

Lados = Sort[Join[Lados2, Lados3]];

Las ecuaciones de los lados son:
Ecuacion[x_, y_] :=x"3 +x"2y + xy"2 +y73

Ecuacion2[L_] := Ecuacion[L[[1]], L[[2]1]]
EculLados = Map[Ecuacion2, Lados];
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Ecuaciones del sudoko 4 x 4
EcuSudoku = Join[EcuVert, Eculados];

Vamos a estudiar el caso en el que v1; =1, v14 = =1, vo1 = =1, V22 = I, v33 = 1,
Vg4 = I

CondInicial = {V11 - 1, V14 + 1, V21 + 1, V22 - I, V33 - 1, V44 - I},
EcuSudokuEjemplo = Join[EcuSudoku, CondIniciall;

GB = GroebnerBasis[EcuSudokuEjemplo, Var]

Sistema = Table[GB[[i]] == 0, {i, 1, Length[GB]}];

SO0 = Solve[Sistema, Var];

Length [S0]

Table[Sort[SO[[i]], #1[[1, 211 < #2[[1, 2]] &], {i, 1, Length[S0]}];
MatrixForm[%]

V1,1 — 1,’(}172 — —Z',ULg — ’L',U174 — —1,’(}271 — —1,1)2’2 — i,U273 — _7/-,/0274 — 1,1)371 —
Z',’U372 — —1,1}3’3 — 1,1)3’4 — —i,U4’1 — —’i,U4’2 — 1,’1]473 — —1,1}4’4 — 1

Observa que en este caso se tiene una solucion unica.

3.2.3. Grafos univocamente coloreables

Dado grafo G que es d—coloreable, esto es, admite una d—coloracion, decimos que G
es univocamente d—coloreable si para cada dos d—coloraciones distintas ¢; y ¢ existe
una biyeccién 6 : C — C' del conjunto de colores tal que co = # o ¢;. Observa que si
G es univocamente d—coloreable, entonces el conjunto V' (I(G,d)) tiene exactamente d!
elementos, esto es, uno por cada permutacion del conjunto de colores.

Observa que el grafo
2
3
1 4

no es univocamente 3—coloreable; en cambio si lo es el grafo

2

[
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Observa que todo grafo d—completo es univocamente d—coloreable.

El problema planteado es cémo determinar cuando un grafo d-coloreable es
univocamente d-coloreable.

Hacemos el siguiente desarrollo. Dada una coloracion ¢, podemos suponer que los
vértices {vy,...,vs} estdn coloreados de forma que los d ultimos vértices estén
coloreados con los d colores. Asignamos los vértices vq,...,vs las indeterminadas
Xy > <Xy qg>Y, > ... > Yy v los polinomios:

Ud(Yd) = }/dd —1
Uz()/lv s 7}/d) = Zaﬁ-'“-i-oéd:i }/;ai e 'Y;lad7 sl = 1, e ,d —1

Vii(X;.Y) =X, -Y sie(Xj,) =c(Y;),parai=2,...,d
‘/1,j1 (Xj1 +Yo 4+ }/d7 si C(Xj1) = CO/I)

Los grafos univocamente d—coloreables se pueden caracterizar mediante el siguiente
teorema

Teorema 3.5 (Hillar-Wibdfeldt (2006).). Sea G un grafo con una d—coloracion c. Con
la notacion anterior son equivalentes:

1. G es univocamente d —coloreable.
2. {Uspu{Ui | i=1...,d=1yU{Vi; | jii=2,...,d} U{Viy | 1} € I(G,d).

3 AU U{U; | i=1...,d=1} U{V;,
de Grébner reducida de 1(G,d).

Jiy i =2,...,d}U{Vi; | 71} es una base

El objetivo de este Teorema es hacer que Fxp(I(G,d)) sea igual a
(Y4, Yddjll, L YR Y, X 4,...,X1), y por tanto en este caso tendremos:
N*\ Ezp(I(G,d)) tiene cardinal d1

3.3. Caminos en grafos

3.3.1. Ciclos en grafos

Dado un grafo G = (V, E') con vértices {vy,...,vs} y un entero positivo d < s, estamos
interesados en estudiar si G contiene ciclos de longitud d. Para esto consideramos
indeterminadas X;,..., X, e Yy, ... Y.
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Si el grafo contiene un ciclo de longitud d y v; es un vértice es de este ciclo, consideramos
y; = 1, en caso contrario escribimos y; = 0. Como consecuencia se tiene y; +- - -+ys = d.

Observemos también que y 1 + - - - + ysTs = Z?Zli = @ v que y173 + -+ ywl =
Zd ;2 — dd+1)(2d+1)

=1 6

ViXi 4o+ VX, - 450 =0
Y1X12_|_..._|_Y;X2_w:o
Vi¥i - 1) =0

Yi(Ys=1)=0

Dado un vértice v; con y; = 1, consideramos x; = k, si v; ocupa el lugar k£ en el ciclo.
Como consecuencia se tiene (z; — 1) -+ (x; —d) = 0.

(X1 —1)- (X, — d)
:(Xs_1>"'(Xs_d)

Supongamos que v; ocupa el lugar k en el ciclo, otro vértice v; ocupard el lugar siguiente,
k+1 6 1, segin el caso, y en cualquier caso se tiene y; = 1. Tenemos:

1. Si k < d, entonces x; = k+ 1, y se tiene z; —x; +1 = 0.

2. Si k =d, entonces z; = 1, y se tiene z; —x; — (d — 1) = 0.
Para y; = 1 e y; = 1, se tiene:

1. Six; < dy ladireccién en el ciclo es de v; a v;, entonces x; = k+ 1, y como antes
tenemos x; —x; +1 = 0.

2. Siz; > 2y ladireccién en el ciclo es de v; a v;, entonces se obtiene el caso anterior
intercambiando 7 y 7.

3. Siz; = dy la direccién en el ciclo es de v; a vj, entonces x; = 1, y como antes
tenemos z; —z; — (d — 1) = 0.

4. Siz; = 1y ladireccion en el ciclo es de v; a v;, entonces se obtiene el caso anterior
intercambiando 7 y 7.
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Tenemos pues la relaciéon (z; — x; + 1)(x; — 2; — (d — 1)) = 0 para cada j tal que
{i,7} € E y la direccién en el ciclo es de v; a v;. Podemos escribir esta relacién y;(z; —
yirj + yi) (@ — yie; — y;(d — 1)) = 0

Si{i,j} € E ysetiene Y; = 1, y; = 0, entonces no nos interesan las relaciones de z;
y x;. Por tanto, siguiendo con la notacién anterior tendremos y;(z; — y;x; + y;)(z; —
yjx; —y;(d—1)) =0, que es z;z; = 0, de donde x; = 0, pero esto no es posible.

Si {i,j} € E y se tiene y; = 0, las relaciones de z; y x; no nos interesan. Por tanto,
siguiendo con la notacién anterior tendremos y;(x; —y;z; +y;)(x; —y;jz; —y;(d—1)) = 0.
Juntando ahora todas estas relaciones tenemos y; [ [; e p(®i — yjz; + y5) (2 — yjz; —
y;j(d—1)) = 0. De esta forma, como el producto tiene al menos dos factores y algin y;

no nulo, los factores con y; = 0 que dan un factor 27 podemos simplificarlos ya que los
x; son no nulos.

Esto nos da las relaciones:

Yilljijyen(Xi = YiX; + V)Y = VX, = Yj(d - 1)) }

i=1,...,s

Como consecuencia si el grafo GG tiene un ciclo de longitud d, entonces el siguiente
sistema tiene una solucién.

Vit Y, —d=0,
3/1X1+'--+Y3X5—Ci(dTm=O,
ViX2 44 Y, x2 - ddrbedil) _
YiYi=1)=0 }¢:1 s

.....

Teorema 3.6. Dado un grafo G = (V, E) con vértices V.= {vy,...,vs} yd < s un
entero positivo, son equivalentes:

1. G contiene un ciclo de longitud d.

2. El sistema de ecuaciones
Vit +Ye—d=0,
YiXp + -+ VX, — 44 —
ViX2 44 Y, X2 - ddibedil) _
s<*s 6 ’
Yi¥i=1)=0 }1'71

tiene una solucion.
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Segun lo anterior, cada solucion dard un ciclo de longitud d de G.

Observacién: Tenemos que limitar las posibles permutaciones ciclicas de los vértices que
conforman el ciclo.

Demostracion. Sélo es necesario probar que si si x1,...,Zs, Y1,...,¥Ys €S una solucion
del sistema, entonces existe un ciclo de longitud d en el grafo.

Consideramos los indices i tales que y; # 0; estos son los vértices del ciclo. Vamos a ver
que estos vértices forman un ciclo. Para y; # 0 tenemos que existe un indice j tal que
yj #0yz;—x;j+1=06x;, —x; —(d—1) = 0. En el primer caso z; =z, + 1, y en el
segundo z; + 1 = x; + d; como z;,z; € {1,...,d}, se tiene x; = d y z; = 1. Ahora un
simple razonamiento sobre el principio prueba que los z; para los que y; # 0 recorren
el conjunto {1,...,d}, y tenemos un ciclo.

Desarrollamos un algoritmo en Mathematica para determinar si un grafo tiene ciclos
de d vértices.

Algoritmo La variable t es el niimero de vértices en el ciclo, y la s es el nimero de
variables o vértices en este caso.

Var[M_, s_] := Table[M[i], {i, 1, s}]
VarXY = Union[Var[X, 5], Var[Y, 5]]
Var[X, 5]
Var[Y, 5]
Ecuaciones([L_] := Table[L[[i]] == 0, {i, 1, Length[L]}]
Primerals_] := Table[Y[jl*(Y[j] - 1), {j, 1, s}]
Sumalt_, s_] :={ Sum[Y[j] , {j, 1, s}] - t}
Segundal[t_, s_] := Table[Product[(X[jl-k),{k,1,t}],{j,1,s}]
Tercera[t_, L_List] := Complement[Table[Y[j]Productl[
(X031 - YILCCLj, i11I*X[LCCj, 1111 + YILCLj, i111)
(X031 - YILCCj, i]11I*X[LCCj, 1111 - YILCLj, 1111Ct - 1)),
{k,1,Length[L[[jI1]]1}],{j, 1, Length[L]}],
Var[Y, 5]]

SumaCuadrados[t_] := (¢t (¢t + 1) (2t + 1))/6

SumaC[t_, s_] := {Sum[Y[jl*X[j1"2, {j, 1, s}] - Sumacuadrados[t]}

Ecult_, s_, L_] := Union[Suma[t, s], Primera[s], Segundalt, s],
Terceralt, L], SumaC[t, s]]
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Vi

V2

V3

Ve

Vs

Figura 3.8: Grafo

Ejemplo 3.11. Considere el grafo de la figura (3.8) y determine si tiene ciclos de
longitud 3.

A simple vista vemos que no tiene ciclos de longitud 3, implementaremos un algoritmo
en Mathematica para ver que funcionan las relaciones planteadas.

Primero elaboramos la lista que contiene la informacion de los vértices en este caso el
vértice vy solo tiene relacion con le vértice v de forma que el primer elemento de la L
serd {3}, de igual manera el vértice vy tiene relacion con los vértices vy, va, vy, vs, asi el
elemento 3 de la lista serd {1,2,4,5}.

L = {{3}, {3}, {1, 2, 4, 5}, {3}, {3}}

Ecul3, 5, L];

MatrixForm[%];

EcuGB = GroebnerBasis[Ecul[3, 5, L], Union[Var([X, 5], Varl[Y, 5]]1]
{1}

No hay ciclos de longitud 3 en este grafo

Ver ejemplos (3.16) y (3.17) en el Apéndice.

3.3.2. Caminos en un grafo

Dado un grafo orientado D = (V, E) con vértices {vy, ..., vs} y un entero positivo d < s,
estamos interesados en estudiar si D tiene caminos de longitud d — 1 sin considera los
que tienen ciclos. Para esto consideramos indeterminadas X4,..., X, e Y7, ... Y,.

Si el grafo contiene un camino de longitud d — 1 y v; es un vértice de este camino,
consideramos y; = 1, en caso contrario escribimos y; = 0. Como consecuencia se tiene
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Y1+ - +ys = d. Observemos también que y1x1 + -+ + ysxs = Zlei = @ y que

PTs A yer? = S 2 = A,

ViXy 4o+ VX, - 450 =0
}/‘1)(124_..._’_}{9)(2_%:0
Yi(Yi—1) =0

V(Y. ~1) =0

Dado un vértice v; con y; = 1, consideramos x; = d — k, si v; ocupa el lugar k en el
camino. Como consecuencia se tiene z;(x; — 1) -+ (z; — (d — 1)) = 0.

Xi(Xi =1 (X1 —(d-1))=0

Supongamos que v; ocupa el lugar k es decir z; = d — k en el camino , otro vértice

v; ocupard el lugar siguiente, k + 1 o z; = d — (k + 1) y en cualquier caso se
tiene y; = 1. Tenemos que z; — z; — 1 = 0, si {v;,v;} € E de igual manera se
cumple que y;(z; — y;z; — y;) = 0 Juntando ahora todas estas relaciones tenemos

Yi H{i,j}eE(Ii —yjz; —y;) = 0.

Tenemos

Yi H{z’,j}GE(Xi - Y}Xj - YE) =0 }

i=1,...,s

Como consecuencia si el grafo D tiene un camino de longitud d— 1, entonces el siguiente
sistema tiene una solucion.

Vit Yo —d=0,
ViXi 4o+ VX, - 48 — g
d(d+1)(2d+1
VIX? 4 4 Y X2 - ABDeED g
Y;(Y;=1)=0 }izl,...,s
Y; H{i,j}eE(Xi - Y X;+Y;) =0 }1:1,...,5
Desarrollamos el siguiente algoritmo en Mathematica para grafos orientados
Algoritmo
La variable t es el nimero de vértices en el ciclo, y la s es el numero de variables o
vértices en este caso. El formato de la lista que contiene la informacién d los vértices es
L=vértices de los lados que parten de vq,vértices de los lados que parten de v,,. ..,
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Var[M_, s_] := Table[M[i], {i, 1, s}]
VarXY = Union[Var([X, 5], Var[Y, 5]]
Var[X, 5]
Var[Y, 5]
Ecuaciones([L_] := Table[L[[i]] == 0, {i, 1, Length[L]}]
Primerals_] := Table[Y[jI*(Y[j]l - 1), {j, 1, s}]
Sumalt_, s_] :={ Sum([Y[j] , {j, 1, s}] - t}
Segunda[t_, s_] := Table[Product[(X[jl-k),{k,1,t}],{j,1,s}]
Terceral[t_, L_List] := Table[Y[j]Product[
(X031 - YILCOj, 1111*X[LC[j, 1111 + Y[LLC[j, i111),
{k,1,Length[LL[j]111}],{j, 1, Length[L]}]

SumaCuadrados[t_] := (¢t (¢t + 1) (2t + 1))/6

Cuartalt_, s_] := {Sum[Y[j1*X[jl"2, {j, 1, s}] - Sumacuadrados([t-1]}

Ecult_, s_, L_] := Union[Suma[t, s], Primerals], Segundalt, s],
Terceralt, L], Cuartalt, s]]

Ejemplo 3.12. Considere el grafo de la figura (3.9) y determine si tiene caminos de
longitud 4.

Figura 3.9: Grafo

lados = {{3}, {1, 4}, {2}, {3}, {2}};
Ecul[4, 5, lados];
EcuGB = GroebnerBasis[Ecul4, 5, lados], VarXY]

{1}

Segun el algoritmo implementado este grafo no tiene caminos de longitud 4, ya que
consideramos caminos que no pasan dos veces por un mismo vértice






APENDICE

Bases de Grobner con Mathematica

Para calcular bases de Grobner utilizamos el comando
Dada la lista de polinomios y la lista de variables

GroebnerBasis[{poly 1, poly 2,...},{x1,x2,...}]

Se da la lista de polinomios, las variables y las que se quieren eliminar

GroebnerBasis[{poly 1, poly 2,...},{x1,x2,...},{y1,y2,...}]

Ejemplo 3.13.
GroebnerBasis[{x"2 - 2 y°2, x y - 3}, {x, y}]
{-9 +2y4, 3x-27y3}

Mathematica por defecto trabaja con un orden Lexicografico pero puede cambiarse el
orden segun se desee por ejemplo

Ejemplo 3.14.

GroebnerBasis[{x"2 - 2 y°2, x y - 3}, {x, y},
MonomialOrder->DegreeReverselexicographic]

{-3+xy, x2-2y72, -3x+ 2y-3}

Para calcular una base de Grobner de la interseccion entre dos ideales, dada las listas
de generadores de cada ideal y el niimero de variables a considerar podemos definir una
funcién que determine dicha interseccién.

Interseccion[listal_,lista2_,n_]:=Module[{listalT,lista2T,T,i},
listalT=Table[listal[[i]]*T,{i,Length[listal]}];
lista2T=Table[lista2[[i]]1*(1-T),{i,Length[1lista2]}];
GroebnerBasis[Union[listalT,lista2T],Union[{T},Table[X[i],{i,1,n}]1],{T}]
]
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Ejemplo 3.15.
Interseccion[{X[1] - 4, X[2] - 2}, {X[1] + 2, X[2] - 3}, 2]
{6 - 5 X[2] + X[2]"2, -16 + X[1] + 6 X[2]}

Ciclos en grafos

Ejemplo 3.16. Considere el grafo de la figura y determine si tiene ciclos de longitud

3.

Escribimos la lista que contiene la informacion de los vértices
L = {{2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4, 5}, {3}, {3}}

Luego aplicamos el algoritmo descrito en la seccion (3.3.1)

Ecul3, 5, L];

MatrixForm[%]

EcuGB = GroebnerBasis[Ecul[3, 5, L], Union[Var([X, 5], Var[Y, 5]111;
MatrixForm[%];

EcuGBY = GroebnerBasis[Ecul[3, 5, L], Union[Var[X, 5], Var([Y, 5]],
Var [X, 5]]

{Y[5],Y[4],-1+Y[3],-1+Y[2],-1+Y[1]}

EcuGBY2 = Ecuaciones[EcuGBY];
Solve[EcuGBY2, Var[Y, 5]1]

{{Y[5]1->0,Y[4]->0,Y[3]->1,Y[2]->1,Y[1]->1}}

Observe que la base de Grobner se calculé de manera que eliminara las variables X[i
asi vemos que vértices pertenecen o no pertenecen al ciclo y precisamente solo tenemos
un ciclo de longitud 3 para este grafo.

Ejemplo 3.17. Considere el grafo de la figura y evalie si tiene ciclos de longitud 3.
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Figura 3.10: Grafo

L = {{2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 4, 5}, {3, 5}, {4, 3}}

Ecul[3, 5, L];

MatrixForm[%]

EcuGB = GroebnerBasis[Ecul[3, 5, L], Union[Var([X, 5], Var[Y, 5]111;
EcuGBY = GroebnerBasis[Ecul[3, 5, L], Union[Var[X, 5], Var([Y, 5]],
Var [X, 5]]

{-Y[5]+Y[5]°2,Y[4]-Y[5],-1+Y[3],-1+Y[2]+Y[5],-1+Y[1]+Y[5]}

EcuGBY2 = Ecuaciones[EcuGBY];
Solve[EcuGBY2, Varl[Y, 5]]

{{Y[11->0},Y[2]->0,Y[3]->1,Y[4]->1,{Y[B]->1},
{Y[1]->13},Y[2]->1,Y[3]->1,Y[4]->0,{Y[5]->0}}

Son las dos soluciones que se pueden observar en el diagrama.
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