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Capitulo I

Nociones basicas

1. Introduccidn . . . . . . . . . . . . e e e e e e 1
2. Introduccion intuitiva a la teoria de conjuntos . . . . ... ... ... ... .. 3
3. Al%ebra de proposiciones . . . . ... .. ... e e e e e 12
4.  Aplicaciones . . . . . . .. e 20
5.  Relaciones de equivalenciaydeorden . . . . ... ... ... ... . . ... 27
6. Cuantificadores . . . . . . .. ... 31
7. Meétodosdedemostracion . . . . ... ... Lo oo o e 35

1. Introduccion

Vamos a comenzar por una introduccion intuitiva al concepto que es la base del curso: el
de conjunto . Hemos preferido hacer esto asi ya que una introduccion rigurosa del concepto
conjunto exigiria demasiado esfuerzo a un posible lector, y lo apartaria de los objetivos cen-
trales de este curso que son la introduccion a las técnicas del trabajo matematico, y por que
deseamos fijar las notaciones y el lenguaje que vamos a emplear a lo largo del curso.

Para poder comprender en su totalidad el concepto de conjunto y el algebra de subconjun-
tos es necesario hacer pequena introduccion al algebra de proposiciones, de esta forma ya
tendremos dos ejemplos de algebras de Boole.

El concepto de conjunto se complementa con el de funcién o aplicacién entre conjuntos,
veremos la definicion y algunas de sus propiedades.

Otro concepto de interés es el de relacion. Aqui vamos a estudiar relaciones de equivalencia
y de orden, aunque las segundas las estudiaremos en profundidad en un capitulo posterior.
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Acabamos el capitulo con una introduccion a los cuantificadores y el dlgebra de predicados
y con algunos ejemplos como hacer una demostracion.

Me gustaria volver a insistir que la aproximacion los conceptos aqui tratados no es una apro-
ximacion axiomatica sino intuitiva. Para una introduccion a la teoria de conjuntos amena, y
a la vez rigurosa, recomendamos el siguiente texto: [4].

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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2. Introduccién intuitiva a la teoria de conjuntos

2.1. Conjuntos

Vamos a considerar un conjunto X como una coleccion de elementos. Los elementos de un
conjunto son distintos dos a dos, esto es, cualesquiera dos elementos de un conjunto o son
el mismo elemento o son elementos distintos, y no hay ningiin orden o relacién entre ellos.

Los conjuntos pueden ser definidos de dos formas distintas:

(-) por extension, esto es, haciendo una lista de todos sus elementos, o
(-) por comprension, esto es, mediante una propiedad que caracteriza a sus elementos.

Ejemplo. 2.1. (Definicion por extension)
Un ejemplo de un conjunto definido por extension es:

A={1,2,a,b,c}.

Segun lo dicho antes, observar que {1,2, a, a} no es un conjunto ya que en él aparecen dos
elementos repetidos, esto es, un mismo elemento aparece dos veces.

Ejemplo. 2.2. (Definicion por comprension)
Un ejemplo de un conjunto definido por comprension es:

P = {x| xesunnamero natural par}.

Si un elemento x pertenece a un conjunto X, escribimos
x X,
y si no pertenece, escribimos
x ¢ X
Ejemplo. 2.3.

En los ejemplos anteriores tenemos que

l1e A={1,2,a,b,c}

1 ¢ P={x| xesunnimero natural par}.

Matematica Discreta P. Jara
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2.2. Subconjuntos

Dado un conjunto X, un subconjunto de X es un conjunto Y verificando que para cada ele-
mento y € Y se tiene y € X. Escribimos entonces Y C X.

Dos subconjuntos X; y X> de un conjunto X son iguales si X; C X, y Xo C X, y escribimos
X; = Xo.

Si dos subconjuntos X; y X, de un conjunto X no son iguales, entonces decimos que son
distintos, y escribimos X; # Xo.

Si Xj es un subconjunto de Xy X; # X, podemos escribir X; C X 6 X, ; X, y decimos que X;
es un subconjunto propio de X.

Ejemplo. 2.4.
(1) Cada conjunto es un subconjunto de si mismo.

Esto es, para cada conjunto X se tiene X C X; llamamos a X el subconjunto impropio
de X.

(2) El conjunto B = {1,2} es un subconjunto de A = {1,2, a, b, c}. Esto se representa por
B C A. En cambio el conjunto C = {1,2,3} no es un subconjunto de A. Esto se repre-
senta por C ¢ A.

(3) El conjunto By = {2, 1} esigual al conjunto B; estoes, {1,2} = {2,1}.
Si Y es un subconjunto de un conjunto X, a veces los representamos mediante un diagrama

de Venn, esto es, el conjunto X se representa por el interior del cuadrado y el conjunto Y por
el interior de la linea curva.

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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X

2.3. Operaciones con subconjuntos

Si X; y Xo son dos subconjuntos de un conjunto X, podemos definir su unién como el sub-

conjunto de X definido por:

XTUX, ={xeX| xecX6xc X},

Matematica Discreta

P. Jara
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y su interseccién como el subconjunto de X definido por:

Xlﬁng{xeXl xeleJCze},

Ejemplo. 2.5.

(1) Sea D = {1,a}. Como B = {1,2} y D son subconjuntos del conjunto A = {1, 2, a, b, c},
entonces podemos calcular su unién y su interseccion. Se verifica:

BUD=1{1,2,af y BnD={1.

(2) También B = {1,2}y By = {2, 1} son subconjuntos del conjunto 4; en este caso tenemos

BUBy=B=By y BNBy=B=B,.

Existe un conjunto especial que esta definido por la propiedad de no tener ningtin elemento.
Este conjunto se llama vacio y se representa por el simbolo &.

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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A

Cada conjunto X tiene un unico subconjunto que no tiene ningun elemento, si representa-
mos por & a este subconjunto, entonces & es un subconjunto de X. El subconjunto & se llama
subconjunto vacio o trivial de X.

Si la interseccion de dos subconjuntos X; y X> de un conjunto X es igual a @, decimos que
son subconjuntos disjuntos.

Matematica Discreta P. Jara
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Sea Y un subconjunto de un conjunto X, llamamos subconjunto complemento de Y en X al
siguiente subconjunto de X:

Y=X\Y={xeX| x¢VY}

X\Y

Ejemplo. 2.6.
El complementode B= {1,2} en A= {1,2,a, b, c} es:

B=1{a,b,c}

Observacién. 2.7. B
Observar que para cada subconjunto Y de un conjunto X, los subconjuntos Yy Y son siempre
disjuntos.

Ejercicio. 2.8.

Sea X un conjunto e Y un subconjunto de X. Probar que?’ Y.

SOLUCION. Tenemos que probar que YCVY yque Y C Y. Para esto tltimo cojamos un
elemento y € Y, entonces y € Xyademdas y ¢ Y, luego y € Y.

Reciprocamente, si y € Y, entonces por definicién y € Xyademdas y ¢ Y, luegoy € Y. d

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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Dado un conjunto X existe un conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X.
Este conjunto lo llamamos conjunto de las partes 6 conjunto potencia de X y lo representa-
mos por P(X).

Ejemplo. 2.9.
(1) El conjunto de las partes del conjunto A = {1,2, a, b, c} es:

P(A) = {Q’ {1}’ {Z}a {a}v {b}> {C},
{1,2},{1,a},{1,b},{1,c}.{2,a},{2, b}, {2, ¢}, {a, b},
{a, c},{b, c},
{1,2,a},{1,2,b},{1,2,c},{1,a,b},{1,a,c}, {1,b,c},
{2,a,b},{2,a,c},{2,b,c} {a, b,c},
{1,2,a,b},{1,2,a,c},{1,2,b,c},{1,a, b, c},{2,a,b,c},
{1,2,a,b,c}}.

(2) El conjunto de las partes del conjunto D = {u, v, w} es:
P(D)= {2, {u}, {v}, {w}, {w, v}, {u, w},{v,w}, {v,w}, {u, v, w}}.
(3) El conjunto de las partes del conjunto & es:
P(o) ={o}.
Observar que P (@) es un conjunto con un elemento.

(4) El conjunto de las partes del conjunto {&} es:

P{2}) = {2, {2}}.

En lo que sigue vamos a usar, casi exclusivamente, conjuntos que tienen un namero finito
de elementos, a estos conjuntos los llamaremos conjuntos finitos, y a los que no tienen un
numero finito de elementos los llamaremos conjuntos infinitos.

Ejemplo. 2.10.
(1) El conjunto A = {1,2, a, b, c} es un conjunto finito.

(2) El conjunto R de los nimeros reales es un conjunto infinito.

Cuando X es un conjunto finito el nimero de sus elementos lo llamamos su cardinal. Tam-
bién se define el cardinal de conjuntos infinitos, pero no vamos a tratar este problema aqui.

Ejercicio. 2.11.
Si X es un conjunto con n elementos, probar que el conjunto P(X) tiene 2" elementos.

Matematica Discreta P. Jara
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SOLUCION. Subconjunto de X con 0 elementos hay exactamente uno. Subconjunto de X con
un elemento hay exactamente 7, el namero de elementos de X. Subconjuntos de X con dos
elementos hay n(n — 1)/2 = (3). En general si ¢ < n, el nimero de subconjuntos de X con ¢

elementos es (). Luego en total tenemos

(6) < (D)~ (5)++ (")« () -asvr=2n

Dados dos subconjuntos X; y X, de un conjunto X llamamos diferencia de X; y X, al subcon-
junto X; \ X, definido por:

i

X \Xg =XiN Yg
Observar que en general se tiene X; \ Xo # X5 \ Xj.

X

Antes de abordar el problema de estudiar las propiedades que verifican la union, interseccion
y complemento, vamos a estudiar como trabajar con afirmaciones o proposiciones.

Larazoén es la siguiente: si Xj, X, y X3 son tres subconjuntos de un conjunto X,
;Qué relacion existe entre (X; N Xo) U X3y (X3 U X3) N (Xo U X3)?

Para establecer la relacion existente entre ambos tenemos que analizar las expresiones que
nos definen estos subconjuntos

{xeXiyxeXotoxeXs

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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{xeXjoxeXzly{xe X, 6xe X3}

Matematica Discreta P. Jara
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3. Algebra de proposiciones

Una proposicion es una afirmacion. Por lo tanto las proposiciones pueden tomar dos valores:
V, verdadero o,

F, falso.

Vamos a representar las proposiciones por letras mayusculas en negrita A.

Ejemplo. 3.1.
(1) “Hoy es lunes”, es un ejemplo de una proposicion.

(2) “El hambre en el mundo se puede erradicar”, es un ejemplo de una proposicion.
(3) “Para sacar dinero del cajero primero tienes que introducir la tarjeta’, no es una propo-

sicion.

Si Ay B son dos proposiciones, definimos nuevas proposiciones, a las que llamaremos pro-
posiciones compuestas, mediante las siguientes construcciones:

A N B, que se lee “Ay B”, y su definicion esta dada por la tabla siguiente.

ANB

ANB

o< <>
T <
o< <

AV B, que se lee “A 6 B”, y su definicion esta dada por la tabla siguiente.

AVB

AVB

o< m<®
< <<
o< <

—-A, que se lee “no A”, y su definicién estda dada por la tabla siguiente

A -A
-A |74 F
F |4

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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Ejemplo. 3.2.
(1) “Hoy no es lunes”seria la negacion de “Hoy es jueves’.

(2) “El coche es rojo” o “La libreta es amarilla” seria la proposicion “El coche es rojo o la
libreta es amarilla”.

(3) “El coche es mio” y “yo no tengo una bicicleta” seria la proposicion “El coche es mio 'y
yo no tengo una bicicleta”.

(4) Podemos negar una proposicion compuesta, por ejemplo la negacion de “El coche es

mio y yo no tengo una bicicleta” seria: “El coche no es mio o yo tengo una bicicleta”.

Dos proposiciones A y B son equivalentes si A es verdadera cuando B lo es y B es verdadera
cuando A lo es. Dadas dos proposiciones definimos una nueva proposicion mediante

A A~ B B
v 14 v
A<= B F F |74
|74 F F
F |4 F

Entonces Ay B son proposiciones equivalentes si la proposicion A <= B toma solo el valor
V.

Ejemplo. 3.3.

Las proposiciones A vV B y B V A son proposiciones equivalentes para cualesquiera proposi-
cionesAy B.

(AT AVB [ B | AVB)< (BVA) | B | BVA | A |
A v B — B v A
v v v v v v v
F v 14 14 14 v F
14 1% F 14 F 1% 14
F F F 14 F F F

Lo mismo ocurre con las proposicionesAAByB A A

Ejercicio. 3.4.
Probar que A N B yB A A son proposiciones equivalentes para cualesquiera proposiciones A

y B.
Una proposicion que toma siempre el valor V se llama una tautologia.

Ejercicio. 3.5. B
Probar que para cada proposicion A la proposicion A V A es una tautologia.

Matematica Discreta P. Jara



14 CAP. 1. NOCIONES BASICAS

3.1. Aplicaciones ala teoria de conjuntos

Podemos considerar ahora las propiedades elementales de las operaciones que hemos intro-
ducido entre los subconjuntos de un conjunto dado.

Proposicion. 3.6.
Sea X un conjunto y sean Xj, X, X3 subconjuntos de X, se verifica:

XTU(XUuXs) = (X1UuXp)uXs P asociativa
X1 N (X2 N Xg) = (Xl N Xz) N X3
XiuX = XuXy P. conmutativa
XiNnXo, = XNXg
XTuXy = X P. de idempotencia
XxinXg = Xy
XQueg = Xy E. neutros
XiNnX = X
XiNnNg = o P. absorcion
X{HuX = X

Otro tipo de propiedades son las siguientes:

Proposicion. 3.7.
Sea X un conjunto y sean X;, X, X3 subconjuntos de X, se verifica:

X1 U (Xz N Xg) = (Xl U Xg) N (Xl U X3) P. distributiva
XN (Xg U Xg) = Q(l ﬂi(z) @) (X1 N Xg)
XiTuX = XinX Ley de De Morgan
XnX = XuXs
XxiuXy = X E. complementos
XinXg, = o

Observar que en estos casos todos los conjuntos que aparecen son siempre subconjuntos de
un mismo conjunto X.

Para ver que estas igualdades son ciertas, esto es, que los conjuntos que en ellas aparecen son
iguales, vamos a comprobar que tienen los mismos elementos. Haremos esto partiendo de la
definicion del subconjunto correspondiente y obteniendo las consecuencias oportunas.

Para este fin vamos a introducir la siguientes notacion: Cuando de una afirmacion se deduce
otra, escribimos las dos afirmaciones y entre ambas escribimos el simbolo =-.

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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En el parrafo anterior en realidad estamos introduciendo una nueva forma de obtener nuevas
proposiciones a partir de otras dadas. Vamos a hacer una justificacion de esto:

Si Ay B son proposiciones, definimos una nueva proposicion mediante

A—B

A= B=(-A)VB

o< <P
<m <<
o< <

La nueva proposicion A —> B se lee:
“Aimplica B”,
“de A se deduce B” o
“si A entonces B”.

Tal y como hemos indicado antes indica que si la afirmacion A es verdadera, entonces nece-
sariamente B también lo es.

Puede parecer extrano el hecho de que A — B es verdadera cuando A es falsa y B es verda-
dera o falsa; esto refleja el bien conocido hecho de que de premisas falsas se podria obtener
cualquier resultado verdadero o falso.

Observar que el inico caso en que A —> B es falsa es cuando A es verdadera y B es falsa, esto
significa que no se va a poder deducir un resultado falso de un resultado verdadero.

Para probar las Proposiciones 3.6. y 3.7., antes tenemos que probar los resultados sobre pro-
posiciones.

En nuestro caso, como ya conocemos que AVB y BVA son proposiciones equivalentes, resulta
que podemos hacer la siguiente demostracion:

Demostraciéon de la propiedad conmutativa para la unién
X; UXo =X UXj.

Comprobamos que se tiene X; U X, C Xo U X; y también Xo U X; C X; U X,. Esto es, vemos
que cada elemento x € X; U X, verifica x € X U X].

xeXxiuXo=xcX VxekX
=xcXo VxekX
=>xeXUXy

Matematica Discreta P. Jara



16 CAP. I. NOCIONES BASICAS

En forma semejante se tiene que cada elemento x € X, U X) verifica x € X; U X5.

xeXuUuXj=xeX VxekX
=>xeX] VxeX
=>xeXjUXy

Aqui hemos utilizado que se tiene una equivalencia entre las proposiciones AV By BV A para
cualesquiera proposiciones Ay B.

Veamos otro ejemplo. Si probamos que son equivalentes las proposiciones -(AV B) y (—A) A
(—B), para cualesquiera proposiciones Ay B (ley de de Morgan), esto es, si en la tabla siguiente
debajo del simbolo < sélo parecen V,

A | Al (- B | <= -] @@]V] B
F | V| F | F | V vV [ F |V | V]|V
v |  F|F| F | vV v | F| F | Vv ]| vV
F| Vv | FEF| Vv | F v | F|l v | v | F
v |  F|Vv]| v | F v |v| F | F | F
2 1 3 2 1 4 3 1 2 1

entonces podemos hacer la demostracion de la Ley de De Morgan para conjuntos.
Demostracién de la ley de De Morgan

X UXz = X NXe.
Comprobamos que se verifican las inclusiones X UX, C X1 N X y X1 NXo € X3 U Xo.

Para la primera tenemos que ver que cada elemento x € Xj U X; verifica también x € X N X>.

xeXIUX2$x¢X1UX2
:>X¢X1 VAN X¢Xg
=xeX] AN xeXy
=xeXiNXe

(I.1)

La inclusiéon X; N X, € Xj UX, se prueba simplemente invirtiendo las implicaciones que
aparecen en la lista (I.1).

XEXIUX2<:X¢X1UX2
<ZX¢X1 VAN X¢Xg
=xeXi ANxeXy
=xeXiNXs

(I.2)

25 de enero de 2007 Curso 2006—2007
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Esta lista (I.2) podriamos también haberla escrito como

xXeXINX=xcX] N xeXo
:>X¢X1 AN X¢X2
:>X¢X1UX2
=xeXUX

(I.3)

Las listas (I.1) y (I.2) se pueden escribir abreviadamente como

XEXIUX2<:>X¢X1UX2
Sx¢eXy AN xéXo
sxeX] AN xeXo
sxeXinNXs

(I.4)

Ejercicio. 3.8.

Probar todos los resultados que aparecen en la Proposicion 3.6. y la Proposicion 3.7. sobre
propiedades de la union, interseccion y complementario de subconjuntos de un conjunto
dado.

Existen muchos otros resultados sobre la unién, interseccién y complementario que nos irdn
apareciendo alo largo de este curso, y de otros cursos. Para su demostracion podremos hacer
uso de la misma técnica de demostracion que hemos empleado aqui, pero también podemos
hacer uso de los resultado que ya hayamos probado. Veamos un ejemplo.

Ejercicio. 3.9.
Sean X;, X, subconjuntos de un conjunto X. Probar que se verifica

(X1 NX)U (X NXe) = (X1 UXe)N (X1 NXa)

SOLUCION. En este caso podemos también probar que cada elemento del primer subcon-
junto es un elemento del segundo y viceversa. Podéis comprobar que este proceso es largo.
Es mejor entonces utilizar las relaciones que se han establecido en la Proposicion 3.6. y la
Proposicion 3.7.. Tenemos entonces:

X NXH)UXKNX)=XuXnNX)NRunX)]
= [(X1UX)NXUX)N[(X UX))N (X UXp)]

= XN (X1 UX)]N[XUX))NX]
X1 UXZ)ﬂ(XgUXI)

By
=(X1uXo)N(XnX)
= (

X1 U Xg) N (Xl N Xg)

Matematica Discreta P. Jara



18 CAP. I. NOCIONES BASICAS

i

El subconjunto (X; N Xz) U (X N X,) se llama la diferencia simétrica de X; y X,. La vamos a
representar por el simbolo A;

X1AXy = (Xl U Xg) N (Xl ﬂXg) =XoAX].

3.2. Producto cartesiano de dos conjuntos

Dados dos conjuntos X e Y, existe un nuevo conjunto, al que llamamos el producto carte-
siano de X e Y, cuyos elementos son:

XxY={(xy)| xeXyyeY}

Si X’ e Y’ son subconjuntos de X e Y respectivamente, entonces X’ x Y’ se considera un
subconjunto de X x Y.

Ejercicio. 3.10.
Sean X e Y conjuntos y Xi, Xo subconjuntos del conjunto X. Demostrar que se verifica

X1 xYUX, X Y:(X1UX2)>< Y
X1 xYNXp x Y:(XlﬂXz)X Y

Ejercicio. 3.11.
Sean X e Y dos conjuntos y X', Y’ subconjuntos de X e Y respectivamente. Demostrar que se
verificaX' x Y = (X' x Y)U (X x Y')
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Observacién. 3.12.
Hasta ahora las operaciones que hemos realizados entre conjuntos en realidad lo han sido
entre subconjuntos de un conjunto dado. Podemos definir la union o la interseccion de dos
conjuntos arbitrarios, pero preferimos establecer la siguiente convencion o axioma.

Dados dos conjuntos X e Y, existe un conjunto Z talque X C ZeY C Z.

Entonces podemos definir la union o interseccion de dos conjuntos arbitrarios apelando a la
definicion de union e interseccion de subconjuntos de un conjunto.
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4. Aplicaciones

Sean X e Y dos conjuntos, una aplicaciéon de X a Y es una regla que permite asignar a cada
elemento del conjunto X un #nico elemento del conjunto Y.

Si f es una aplicacion de X en Y, vamos a representar f mediante:

x—y 6 x Ly

Six e Xyf: X — Y esuna aplicacion, llamamos f(x) al inico elemento de Y que asigna f a
x, ylo llamamos imagen de x por f.

El conjunto
Im(f) ={f(x) e Y| xe X}

se llama la imagen de la aplicacién f, y es un subconjunto de Y.

En general, si X) es un subconjunto de X, llamamos imagen de X; por f al subconjunto f(X;)
de Y definido como:

fXq)={f(x) e Y| xe Xi}.

Si ¥1 es un subconjunto de Y, llamamos imagen inversa de Y; por f al subconjunto f~!(;)
de X definido como:

fnm)={xeX| f(x) e 1.
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Ejemplo. 4.1.
Sean A= {1,2,a,b,c} yE = {a,[3,v,} dos conjuntos y f: A — E la aplicacién definida por

f() =5,f2) =0, f(a) = o, f(b) = o, f(c) = J.

Entonces la imagen de f es:

Im(f) = {«, 5,6}.
Laimagende B= {1,2} C Aes:
f(B) ={B,d}.
Laimagen inversade F = {v,} C Ees:
fHF) = {2},
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Ejercicio. 4.2.
Sea f : X — Y una aplicacion y sean A, B C X subconjuntos de X.

(1) Probar que f(AU B) = f(A) U f(B).
(2) ;Qué relacion existe entre f(AN B) y f(A) N f(B)?

Ejercicio. 4.3.
Sea f : X — Y una aplicacion y sean C, D C Y subconjuntos de Y.

(1) Probar que f~'(AUB) = f~Y(A)uf~1(B).
(2) ;Qué relacion existe entre f~1(AN B) y f~Y(A) n f~1(B)?

Vamos a establecer el concepto de aplicacion de forma mas rigurosa. Sean X e Y dos conjun-
tos, un grafo de aplicaciéon de X en Y es un subconjunto G del conjunto producto cartesiano
X x Y verificando la siguiente propiedad:

para cada x € X existe un unicoy € Y tal que (x,y) € G.

De la definicion se deduce que si un par (x, y) pertenece a G, el elemento y esta univocamente
determinado por el elemento x, por lo que vamos a representar y por G(x). Asi pues un grafo
de aplicacion G determina una aplicacion

X = G(x),

en el sentido en que las hemos definido anteriormente. Y reciprocamente, si f: X — Y es
una aplicacion, definimos el grafo de f mediante

Gr(f) ={(x,f(x)) e Xx Y| xe€ X}.
Entonces Gr(f) es un grafo de aplicacion.

La formalizacion del concepto de aplicacion pasa pues por identificar los dos conceptos, el
de aplicacion y el de grafo de aplicacion.
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Ejemplo. 4.4.

Observar que si consideramos la aplicacion f : R — R definida por f(x) = x?, resulta que la
grafica de la funcion es la parabola siguiente. Por lo tanto f es una aplicacion de R en Ry su
grafo son los puntos de la parabola.

100}
BIII?
g0 |
40}

2o}

-10 -5
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Observar que si consideramos la grafica de una circunferencia x> 4 y* = 1, esta grafica no es
un grafo de aplicacion, x — y, de R a R, pues hay puntos, por ejemplo x = % que tienen dos

posibles imagenes: @ y _\/Tg-

En resumen. Dados dos conjuntos X e Y, dar una aplicacion f de X a Y es lo mismo que dar
un subconjunto G C X x y que es un grafo de aplicacion. En este caso la aplicacionf : X — y
lleva cada elemento x € X en el tinico elemento y € Y tal que el par (x,y) € G, entonces el
elemento y estd determinado univocamente por x y f, por lo que lo representaremos por f(x).

4.1. Tipos de aplicaciones

Sea f: X — Y una aplicacion, decimos que | es sobreyectiva si Im(f) = Y, esto es, si para
cada elemento y € Y existe un elemento x € X tal que f(x) = y.
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Llamamos inyectiva a una aplicacion f: X — Y tal que para cualesquiera dos elementos x;,
x2 € X,sif(x1) = f(x2), entonces x; = x.

Ejercicio. 4.5.
Sea g: Q© — Q7 definida por f(x) = x* para cada x € Q*. Probar que la aplicacién g es
inyectiva y no es sobreyectiva.

SOLUCION. Para comprobarlo procedemos como sigue: si g(x;) = g(x»), entonces tenemos
x? = x2, de donde deducimos que x; = x, ya que ambos son positivos.

Sin embargo g no es una aplicacion sobreyectiva, ya que por ejemplo 2 ¢ Im(g).

Para comprobarlo basta suponer que esto no fuese cierto, entonces existiria un elemento
x € Q7 tal que x> = 2, lo cual es imposible, ya que v/2 no es un ntimero racional. O

Ejemplo. 4.6.
La aplicacion f del ejemplo de la pagina 21 no es sobreyectiva ya que v ¢ Im(f), y no es

inyectiva, ya que, por ejemplo, f(1) = 5 = f(c).

Una aplicacion f: X — Y que es a la vez inyectiva y sobreyectiva se llama una aplicacion
biyectiva o una biyeccion.

Ejemplo. 4.7.
La aplicacion h: Rt — R definida h(x) = x* para cada x € R es una biyeccion.

4.2. Composicion de aplicaciones

Supongamos que f: X — Yy g: Y — Z son aplicaciones, definimos una nueva aplicacion
gof: X — Z como sigue:
(gof)(x) =g(f(x)) paracada x € X.

g o f sellama la composicion de fy g. La composicion de f'y g se suele representar también
simplemente por gf.

Para cada conjunto X existe una aplicacion especial, llamada identidad en X, a la que repre-
sentamos por 1x y que esta definida por 1x(x) = x paracada x € X.

Lema. 4.8.
Sea f: X — Y una aplicacion. Se verificafolx =f y lyof = f.

Si f: X — Y es una aplicacion, llamamos una aplicacién inversa de f a una aplicacion
g Y — Xqueverificafog=1y y gof=1x.
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Observacion. 4.9.
En general si una aplicacion f tiene una inversa, esta inversa se representa por 1.

{0JO!. No confundir con la notacién f~! utilizada para la imagen inversa de un subconjunto.

Lema. 4.10.
Siuna aplicacion f: X — Y tiene una inversa, entonces es una biyeccion.

Ejercicio. 4.11.
Demostrar que si f: X — Y es una biyeccion, entonces existe una inversa de f.

Tenemos entonces que una aplicacion f: X — Y es biyectiva si y solo si tiene una inversa.

Observacion. 4.12.

Observar que al decir que una aplicacion f : X — Y tiene una inversa hemos dicho que
existe una aplicacién g : Y — X verificando fg = 1y y gf = 1x, no basta con solo una de
las igualdades, ya que dada la aplicacién f : {1,2} — {a} existe una aplicacién g : {a} —
{1,2} verificando fg = 14, pero no es biyectiva. En efecto, es facil ver que no es una aplica-
cion inyectiva.
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5. Relaciones de equivalenciay de orden

Una relacién R en un conjunto X es una regla que permite distinguir si dos elementos estan
o no relacionados. Si dos elementos x, y € X estan relacionados mediante la relacion R escri-
bimos xRy.

Veamos algunas de las propiedades que puede verificar una relacion.

Propiedad reflexiva. Decimos que la relacién R verifica la propiedad reflexiva si para cada
elemento x € X se verifica xRx.
Vx € X, xRx.

Propiedad simétrica. Decimos que R verifica la propiedad simétrica si cuando para dos ele-
mentos X, y € X se verifica xRy, entonces también se tiene yRx.

Vx,y € X, si xRy, entonces yRXx.

Propiedad transitiva. Decimos que R verifica la propiedad transitiva si cuando para tres ele-
mentos X, y, z € X se verifica xRy e yRz, entonces también se verifica xRz.

Vx,y,z € X, si xRy e yRz, entonces xRz.

Propiedad antisimétrica. Decimos que R verifica la propiedad antisimétrica si cuando para
dos elementos x, y € X se verifica xRy e yRx, entonces se verifica x = y.

Vx,y € X, si xRy e yRx, entonces x = }.

Vamos a poner ejemplos de relaciones que verifican algunas de estas propiedades.

Ejemplo. 5.1.
Consideramos el conjunto N de los nimeros naturales y definimos aRb si existe ¢ € N tal que
a= b+ 2c6 b= a-+ 2c. Entonces R verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo. 5.2.

Consideramos el conjunto Z de los numeros naturales y definimos aRb si a— b es un multiplo
de 2, (existe ¢ € Z tal que a — b = 2¢). Entonces R verifica las propiedades reflexiva, simétrica
y transitiva.

Ejemplo. 5.3.
Consideramos el conjunto N de los nimeros naturales y definimos la relacién a | b si existe
¢ € N tal que b = ac. Entonces | verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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Ejemplo. 5.4.

Consideramos el conjunto Z de los numeros enteros y definimos la relacion a | b si existe
c € Z tal que b = ac. Entonces | verifica las propiedades reflexiva y transitiva, y no verifica la
propiedad antisimétrica.

Si Res unarelacion en un conjunto X, podemos considerar el grafo de R como el subconjunto
Gr(R) = {(x,y) € X x X | xRy}.

Est4 claro que definir una relacion en un conjunto X es lo mismo que dar su grafo, esto es, un
subconjunto de X x X.

El uso de grafos permite hacer algunas construcciones sobre relaciones de forma facil.

Observar los siguientes hechos:

(1). Una relacion R es reflexiva siy solo si la diagonal de X x X esta incluida en el grafo de R.
(2). Una relacion R es simétrica si y solo si el grafo de R es simétrico respecto a la diagonal.
(Esto es, si (x,y) € Gr(R), entonces (y, x) € Gr(R).

5.1. Relacion de equivalencia

Decimos que una relacion R que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva es
una relacién de equivalencia.

Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto X, para cada elemento a € X definimos
la clase de equivalencia de a como el subconjunto

a=|a ={xeX| aRx}.

Lema. 5.5.
Sia, b € X, entonces se verificaa = boan b = @, esto es, cada dos clases de equivalencia
0 son iguales 6 son disjuntas.

Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto X, el conjunto de todas las clases de
equivalencia se llama el conjunto cociente de X por R, y se representa por X/R.

Ejercicio. 5.6.
En el conjunto R x R se considera la relacion

(a1, a2)R(by, by) sid® + a5 = b + 3.

Probar que R es una relacion de equivalencia en R x R y describir el conjunto cociente.
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Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto X y X/R es el conjunto cociente, existe
una aplicacién sobreyectiva p: X — X/R que a cada elemento x € X le asocia p(x) = x.

5.2. Relacion de orden

Decimos que una relacion R que verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva
es una relacién de orden.

Un conjunto X junto con una relacion de orden se llama un conjunto parcialmente ordena-
do.

Si Y es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado X con relacién orden R, lla-
mamos:

elemento maximal de Y a un elemento m € Y tal que no existe ningin elemento y € Y tal
que mRy.

cota superior de Y en X a un elemento c € X tal que yRc para cada elemento y € Y.

elemento maximo de Y a un elemento m € Y tal que yRm para cada elemento y € Y. Esto
es, un maximo de Y es una cota superior de Y en X que pertenece a Y.

Ejercicio. 5.7.
Demostrar que en un conjunto parcialmente ordenado el elemento maximo de un subcon-
junto, si existe, es tunico.

SOLUCION. Sea Y un subconjunto de un conjunto X con una relacién de orden R, y supon-
gamos que Y tiene dos elementos maximos m; y ni,. Por ser m; un maximode Yysermp € Y
se verifica my Rm,.

Por analogos motivos se verifica m; Rm;.

Entonces como R verifica la propiedad antisimétrica, se verifica m; = m, y el maximo de Y
es inico. O

También existen las nociones duales, esto es, las nociones de elemento minimal, de cota
inferior y de elemento minimo 6 primer elemento.

Finalmente, un elemento s € X se dice que es un supremo de Y si es un minimo del conjunto
de las cotas superiores de Y. El concepto dual es el de infimo.
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Ejercicio. 5.8.
Escribir las nociones aqui mencionadas para una relacion de orden en X representada por el
simbolo < en vez del simbolo R.

Ejercicio. 5.9.
Orden lexicografico Se consideraN x N, y en él la relacion:

(a,b) < (¢, d), sia<coa=cyb<d.

Demuestra que esta relacion es una relacion de orden en N x N.

Nota. Es preciso destacar que las definiciones que hemos hecho de conjunto, aplicacion entre
conjuntos y relaciéon en un conjunto carecen totalmente de rigurosidad. El objetivo hasta
aqui ha sido senalar que, en este momento, nos interesa mas el manejo de los conceptos que
los conceptos en si mismos.

De cualquier forma remitimos al alumno o alumnos interesados en profundizar en estos con-
ceptos a los libros de la bibliografia para definiciones mas rigurosas de las nociones aqui in-
troducidas.
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6. Cuantificadores

Sea R el conjunto de los nimeros reales. Para cada nimero natural 7z definimos un subcon-
junto C, de R mediante

Co=10,n={reR| 0<r<n}=10,n).
El menor subconjunto de R que contiene a todos los C,, es exactamente [0, c0).

Podemos hablar entonces de la union de todos los subconjuntos C,, para n un nimero na-
tural, y representamos esta unién como

Si consideramos ahora un conjunto X y subconjuntos X,, de X, entonces también podemos
definir la unién de los subconjuntos Xj;; esta sera:
U{Xn | ne N} 0 Unen Xn,

y sus elementos son
{x € X| existeunn < Ntalquex € X,}.

Aqui hemos utilizado como conjunto de indices el conjunto N, pero esto no es imprescindible
y podriamos haber utilizado otro conjunto, supongamos que A, con elementos \. Tendremos
entonces

U{X) | A€ A} =UpeaX) = {x€ X | existeun \ € Atalque x € X, }.
La interseccion de los subconjuntos X, se define entonces como
N{X\ | A€ A} =nMyeaX) = {x € X| paracada\ € A setiene x € X)}.
En todo este proceso nos aparecen dos cuantificadores, el cuantificador existencial, usado

en la definicion de union, y el cuantificador universal, usado en la interseccion. Vamos a
representar por 7 el cuantificador existencial y por V el cuantificador universal.

Escribimos entonces

U{Xh | NeAl={xeX]| INeA, xe X}

MX\ | AeA}={xeX| Ve A, xe X}
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Las afirmaciones que tienen una variable en vez de proposiciones las vamos a llamar funcio-
nes proposicionales, de forma que si A(x) es una funcién proposicional, para cada valor a
del argumento x tenemos que A(a) es una proposicion.

En el ejemplo anterior x € X es una funcién proposicional con variable \. Los cuantificadores
actuan pues sobre las variables de las funciones proposicionales.

Ejemplo. 6.1.
(1) Se considera la funcion proposicional P(X) definida por: “X es mayor que 2”.

(11) Se consideran el cuantificador 3y la proposicion:
dx € C, P(x).

Esta proposicion se lee: existe x en C tal que P(x) es cierta, esto es, “existe un elemento
x en C tal que x es mayor que 2”. Es cierta si C es por ejemplo el conjunto {0,1,2,3}y
falsa si Ces el conjunto {—1,0,1,2}.

(111) Si se considera el cuantificador V y la proposicion:
Vx e C, P(x).

Esta proposicion se lee: para todo x en C se tiene que P(x) es cierta, esto es, “para todo
elemento x en C se tiene que x es mayor que 2”. Es cierta si C es por ejemplo el conjunto
{3,4,5} yes falsasi Ces el conjunto {0, 1,2, 3}.

6.1. Relacion de equivalenciay particién de un conjunto

Una particién de un conjunto X es un conjunto de subconjuntos de X, disjuntos dos a dos,
cuya union es X.

Si R es una relacion de equivalencia en un conjunto X, entonces el conjunto de las clases de
equivalencia, para la relacion de equivalencia R, forma una particion de X; la llamamos la
particion definida por la relacion R.

El resultado reciproco también es cierto, esto es, para cualquier particion {X, | A € A} de
un conjunto X, existe una relacion de equivalencia R en X de forma que la particion definida
por R coincide con la particion {X, | A € A}.

En efecto, basta definir R como sigue: “si x e y son elementos de X entonces xRy si x e y
pertenecen a un mismo subconjunto X),”.

Lema. 6.2.
La relacion R, asi definida, es una relacion de equivalencia.
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DEMOSTRACION. (1). Propiedad reflexiva. Para cada x € X, ya que la unién de los subcon-
juntos X, es X, existe un indice A € A tal que x € X, luego xRx.

Vx e X, xRx

(2). Propiedad simétrica. Para cualesquiera x, y € X, si xRy, entonces existe un indice \ € A tal
que x, y € X, pero es claro que también se verifica y, x € X), ya que el orden de los elementos
x e y es irrelevante, entonces yRx.

Vxe X,Vye X, xRy = yRx

(3). Propiedad transitiva. Para cualesquiera x, y, z € X, si xRy e yRz, entonces existen indices
A e Atalesquex,ye Xyey, ze X,. Como X, = X, 0 X,NX, =ayseverificay € X, NX,,
resulta X, = X, luego x, z € X y tenemos xRz.

Vxe X,Vye X,Vze X, xRye yRz — xRz

i

Ejercicio. 6.3.
Se considera el conjunto N = {1,2}. Determinar la relacion de equivalencia que define la

particion {{1}, {2}}.
Ejercicio. 6.4.
Obtener la particion dada por la relacion de equivalencia del Ejemplo 5.1..

Ejercicio. 6.5.
Dar la relacion de equivalencia en N \ {0} que da la siguiente particion:

{1,...,9},{10,11,...,99},{100,101,...,999}, ...
Queremos hacer un comentario sobre las notaciones anteriores. Como ya hemos sefalado, el
simbolo = indica que la afirmacidn tras el simbolo es cierta cuando lo es la afirmacién que

aparece antes de él. En la pagina 33 aparece xRy = yRx, esto es, i se verifica xRy, entonces se
verifica yRx. Una forma alternativa de leerlo es la siguiente: xRy implica yRx.

Aqui vamos a usarlo, en combinacién con los cuantificadores en multiples contextos.

Veamos un ejemplo. Consideramos el conjunto A = {1,2,a, b, c} y los subconjuntos B =
{1,2} y B; = {1, 2, a}. Como Bes un subconjunto de B, se tiene:

VxeA xeB — xeB;
Si quisiéramos expresar que B; no es un subconjunto de B tendriamos que escribir:

dxe€A xeByx¢B

Matematica Discreta P. Jara



34 CAP. I. NOCIONES BASICAS

En efecto esta segunda expresion es la negacion de la primera, ya que A —> B estd definido
como (—A) Vv B. En forma simbdlica se escriben

Vx € A, A(x) = B(x)

o0 equivalentemente
Vx e A (-A(x)) vV B(x)

y su negacion, que seria:

dx € A, A(x) A (5B(x)) [= =((-A(x)) V B(x))] -
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7. Meétodos de demostracion

A continuaciéon vamos a ver como hacer demostraciones de algunos resultados en Matemati-
cas. Aunque ya hemos hecho alguna en lo que llevamos expuesto, se trata aqui de hacer un
pequeio resumen de estos métodos.

7.1. Método directo

Consiste en probar A —> B directamente, haciendo uso de las definiciones y resultados pre-
Vios.

Hasta ahora las demostraciones que hemos hecho son todas directas. Pero existen otros méto-
dos de hacer demostraciones que vamos a detallar.

7.2. Método contra-reciproco

Consiste en probar A —> B mediante una demostracion directa de la proposicion equivalen-
te (-B) = (—A)

7.3. Método de reduccion al absurdo

Consiste en probar A —- B mediante una demostracion directa de una de las siguientes
proposiciones:
AN(-B)=-A 0

AN (-B) = B.

La siguiente es una demostracion por reduccion al absurdo utilizando el siguiente argumen-
to: “Si de una afirmacion (A) se deduce una afirmacion (B), que es falsa, entonces la afirmacion
(A) es falsa’.

(Nota. Observar la tabla de verdad de =-.)

Teorema. 7.1. (Teorema de Euclides)
Existen infinitos nimeros naturales primos.
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DEMOSTRACION. Supongamos que no es cierto el enunciado del Teorema, entonces hay tini-
camente un numero finito de nimeros naturales primos, sean estos py, ..., p;. El namero
q = p1---pr+ 1daderesto 1 al dividirlo por todos los primos conocidos. Tenemos pues un
numero distinto de 0 y 1 que no es un producto de nimeros primos, lo que es una contradic-
cion.

Afirmacién (A): no es cierto el enunciado del Teorema.

Afirmacion (B): existe un nuimero natural distinto de 0y 1 que no es un producto de niuimeros
primos.

Hemos probado que A = B, pero como sabemos que siempre se verifica =B, llegamos a
probar la implicacion -B = —A que era lo que queriamos. g

Otro ejemplo de demostraciéon por reduccion al absurdo se obtiene al probar el siguiente
resultado:

Ejercicio. 7.2.
Demostrar que v/2 no es un niimero racional.

7.4. Enunciados de teoremas

Teorema directo: A — B
Teorema contrario: (-A) = (-B)
Teorema reciproco: B = A
Teorema contra-reciproco: (—-B) — (—A)

Son equivalentes
el teorema directo y el contra-reciproco
y también son equivalentes, entre si
el teorema contrario y el reciproco.
Veamos un ejemplo.

Vamos a suponer que X e Y son conjuntos finitos y que f: X — Y es una aplicacion.

Enunciado directo:
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Lema. 7.3.
Sif es inyectiva, entonces Card(X) < Card(Y).

El enunciado contra-reciproco, y equivalente, de este Lema es el siguiente:

Lema. 7.4. (Principio del palomar)
SiCard(Y) < Card(X), entonces f no es inyectiva.

Es claro que los enunciados son equivalentes:
Vamos a llamar A a la afirmacion “f es inyectiva” y B a la afirmacion “Card(X) < Card(Y)”.
Entonces el Lema 7.3. se escribe

A—B

y el Lema 7.4. se escribe
(-B) = (—A).
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8. Numeros naturales

Vamos a representar por N al conjunto de los niimeros naturales, porlotantoN = {0,1,2,3,4, ..

La primera propiedad que vamos a utilizar de los nimeros naturales es la siguiente:

Propiedad I.

En N hay un elemento distinguido, el cero, al que vamos a representar por 0, y cualquier
elemento deN, distinto de cero, se puede obtener a partir de 0 repitiendo, el nimero de veces
que sea necesario, una operacion que vamos a llamar siguiente (y que se puede interpretar
como sumar1).

Observar que cada niumero natural, salvo el cero, es el siguiente de otro al que llamaremos
su anterior.

1.
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Como consecuencia los nimeros naturales son, segin la representacion que usemos:

0

1 0+1 0+1 I

2 0+1)+1 1+1 I
3 (0+1)+1)+1 241 Jiil
4 : 3+1 v
5 4+1 v

Observar que en la columna de la izquierda aparece una forma, como otra, de representar a
los nimeros naturales.

Propiedad II.

El conjunto N de los niimeros naturales verifica el Principio de Induccién: Si Y C N es un
subconjunto que contiene a cero, 0 € Y, y si para cada elemento y € Y se verificay+ 1 € Y,
entonces Y = N.

En el conjunto N tenemos dos operaciones, la suma (+) y el producto (x), las cuales verifican
las propiedades:

at+b=>b+a P. Conmutativa axb=bxa
a+ (b+c)=(a+b)+c P Asociativa ax (bxc)=(axb)xc
a+0=a Elemento cero ax0=0
Elemento uno axl=a

P Distributiva ax (b+c)=axb+axc

para cualesquiera numeros a, b, ¢ € N.
Se verifican también las siguientes propiedades de simplificacion:
at+c=b+c

=
axc=bxcyc#0 =
axc=0yc#0 =

SEENEEN
I
oT

Veamos una sencilla aplicacion del Principio de Induccion.
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Ejemplo. 8.1.

Es bien conocido que se verifican las siguientes relaciones:
1+2 = 3=3
1+2+3 = 6=14

1+2+3+4=10=2

En donde los numeradores de las fracciones se consiguen facilmente como:

(1+2) x2,
(1+3) x 3,
(14+4) x4,

Podemos entonces conjeturar que se verifica el siguiente resultado:

Lema. 8.2.
14243+ + tesigual a 1L,

Para probar que esto es asi procedemos como sigue:

(1). Llamamos Y ={neN| 14+2+3+---+ n= W} U {0}, el incluir 0 en Y es debido
al hecho de que no tenemos definida la suma anterior para el valor n = 0 si, como es natural,
las sumas las comenzamos siempre en 1.

(2).Esclaroque0,1,2,3,4 € Y.

(3).Sit € Y, vamos a ver que también 7+ 1 € Y. En efecto, se tiene:
14243+ +t+(t+1D)=1+2+43+---+0)+(t+1)

LEDXE 1 (¢4 1) — (L+1) x (t+1)

(552) x (t+1) — (2]

(1+(t+1)) x (t+1)
2

y por tanto ¢ + 1 € Y. Por el principio de induccion se tiene Y = N.

Matematica Discreta P. Jara



42 CAP. II. NOUMEROS NATURALES Y NOUMEROS ENTEROS

8.1. El orden natural

En el conjunto N tenemos una relacion ( <), definida por
a< bsiexistece Ntalque b=a+ c.
Observar que para cada namero entero 7 se verifica 0 < nya que siempre se tiene: n = 0+ n.
Escribimos a < bsia< bya# b.Sia, b, c € N se verifica
a+c<b+csiysolosia< b.
Para el producto tenemos un resultado similar, si @, b, c € Ny ¢ # 0, se verifica

axc<bxcsiysolosia < b.

Se tiene también que si a < b, entonces a+ 1 < b.

La primera propiedad sobre la relacion < es:

Lema. 8.3.
La relacion < es una relacion de orden en N, esto es, tenemos que N es un conjunto parcial-
mente ordenado.

Un conjunto parcialmente ordenado X con relacion de orden R se llama totalmente ordena-
do, si para cada par de elementos

X,y € X se tiene xRy 6 yRx.

Corolario. 8.4.
El conjunto N, junto con la relacion de orden <, es un conjunto totalmente ordenado.

Un conjunto parcialmente ordenado X con relacion de orden R se llama bien ordenado si
para cada subconjunto no vacio Y C X existe el minimo de Y (también nos podemos referir
a este minimo como primer elemento).

En este caso también se suele decir que la relacién de orden R es un buen orden.

Corolario. 8.5.
El conjunto N junto con la relacion de orden < es un conjunto bien ordenado.
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DEMOSTRACION. La demostracion se hace utilizando el principio de induccién. Sea Y un
subconjunto no vacio de N, y supongamos que Y no tiene un primer elemento. Llamamos Z
al conjunto de nimeros naturales definido por:

Z={neN| n<yparacadaye Y}.

Es claro que 0 € Z, ya que 0 es menor que cualquier elemento de N, y por tanto de Y. Supon-
gamos que tenemos un n € Z. Si n € Y, entonces n es un primer elemento de Y, lo que es
una contradiccion. Sin ¢ Y, entonces n < yparacaday € Y,luegon+1 < yparacadayc Y
y tenemos n+ 1 € Z. Ahora el principio de induccion nos dice que Z = N. Pero como Y es no
vacio, tenemos un elemento y € Y,ycomo y+1 € N = Z, resulta que y+ 1 < y,lo que es una
contradiccion. O

Observar que como consecuencia del Corolario 8.5. se tiene:

Lema. 8.6.
No existen cadenas infinitas estrictamente decrecientes de niimeros naturales.

Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado es un subconjunto no vacio tal que para
cada par de elementos ay b se tiene a < b6 b < a. Es claro que N, junto con el orden que
hemos definido, es una cadena.

8.2. Definicién por recurrencia

Los nimeros naturales aparecen en todos los campos de la Matemaética y de las ciencias en
general. Vamos a analizar en detalle un tipo usual de definicion en la que los nimeros natu-
rales juegan un papel fundamental, es la definicion por recurrencia.

Una sucesion de ntimeros reales es simplemente asignar a cada nimero natural un nimero
real (se puede imaginar como una aplicacion a de N en R). Como los nlimeros naturales son
0,1,2,3, etc., los elementos que conforman la sucesion se escriben en la misma forma:

ap,dy, dp, as, . ..

y de forma abreviada como {a,},. Cada uno de los a;lo llamamos un término de la sucesion.
Observar que ahora {ay, a;, a, as, . ..} no es un conjunto, pues en la sucesion puede haber
términos repetidos.

Hay numerosos ejemplos de sucesiones. En algunos casos sus términos siguen reglas prefija-
das que hacen facil su descripcion; en otros casos los términos son faciles de calcular a partir
de los términos anteriores. Pero en general los términos de una sucesion no van a verificar
reglas que permitan una facil descripcion de los mismos.
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Ejemplo. 8.7.
(1) Lasucesion {ay,},, siendo a, = 1 para cada indice n.

(2) Lasucesion {ay},, siendo a, la cifra n-ésima en el desarrollo decimal de % yay = 0.
(3) Lasucesion {ay},, siendo a, la cifra n-ésima en el desarrollo decimal de 7y ay = 3.

(4) Lasucesion {a;},, siendo a, la suma de los dos términos anteriores, con valores inicia-
lesay =0y a, = 1.

(5) Lasucesion {ay},, siendo a, = %

Es claro que salvo en el caso (3), en todos los demas es sencillo, o al menos lo parece, el
calcular cualquier término de la sucesion.

Vamos a centrarnos en esta parte en estudiar un caso similar a las sucesiones del tipo de las
definidas en el caso (4).

Decimos que una sucesion verifica una regla de recurrencia si el término n-ésimo (n es va-
riable) puede calcularse en funcion de ¢ términos anteriores (f es fijo). El caso mas sencillo lo
proporcionan las sucesiones o progresiones aritméticas y geomeétricas.

8.3. Sucesiones aritméticas

Una sucesion {a,}, se dice que es una sucesién aritmética o una progresién aritmética si
existe un numero real d tal que para cada n el término a,, se calcula como a,., = a, + d.
Observar que como consecuencia de la definicién una sucesion aritmética esta determinada
por el primer término ay y el nimero d.

Llamamos a ay el término inicial de la sucesion y a d la diferencia que define la progresion.

Ejemplo. 8.8.
(1) Escribir los diez primeros términos de la progresion aritmética definida por ayp = 2y
d=A4.

(2) Escribir los diez primeros términos de la progresion aritmética definida por ay = 1,
d=0.

(3) Escribir los diez primeros términos de la progresion aritmética definida por @y = 0,
d=1.

(4) Escribir los diez primeros términos de la progresion aritmética definida por ay = ,
d=0,5.
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Dada una progresion aritmética hay dos problemas que son facilmente resolubles, el primero
consiste en calcular la forma que tendra el término general, esto es, el término a, para cual-
quier valor de n, es evidente que esta forma en general dependera de ay, dy n, y el segundo
problema es el calculo de la suma de s términos consecutivos.

8.4. Eltérmino general de una progresion aritmética

Los términos de la progresion aritmética son:
ag,ay =ay+da=a +d,ag=ay+d,a,=as+d,...
Es claro que si en la expresion de a, en vez de a; escribimos su valor, tenemos:
@=a+d=ay+d+d=ay+2d.

Para ver que este resultado es cierto para cada valor de n, esto es, que a,, = ag + nd, vamos a
hacer induccion sobre 7.

Sin =0, es claro que ay = ayp + 0d; suponemos que el resultado es cierto para ¢t > 0 y vamos
a ver que también lo es para t + 1:

ary=a;+d=ay+td+d=ay+ (t+1)d.

8.5. Lasuma de s términos consecutivos

Queremos calcular el valor de a, + a,1 + api2 + - + Apis—1-
Utilizando el resultado previo escribimos a; = ay + d, la suma resulta igual a

apn + pt1 + py2 + -+ Apys—1
=(ap+nd)+ (ap+ (n+1)d)+ (ap+ (n+2)d)+---+ (ap + (n+s—1)d)

=s(ap+nd)+0+1+...+(s—1))d

—1)sd
:s(a0+nd)+¥

<2a0+2no;+(s—1)d>

= S =

s <a0+nd+ao+(n+s—1)d) _ (antanys 1)s
2 - 2

Cuando n = 0, esto es, cuando la suma comienza con el primer término de la progresion,
entonces resulta
(a() + as_l)s

ap+ay +az + -+ as-1 = 2
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Ejercicio. 8.9.
Se considera la sucesion cuyos primeros términos son: 1, 5,9, 13, 17, ...
(1) Calcular el término general de esta sucesion.

(2) Calcular la suma de los 100 primeros términos de esta sucesion.

SOLUCION.

(1) Esclaro que la diferencia es 4, entonces el término n—-ésimo es a,, = a,_; +4, y por tanto
una expresion para el término general es: a, = 1 + 4n.

(1+(1+4x99))100
5 =

(ag+agg)
-2

(2) Lasuma ay+a;+ax+- - -+dgg = 100, luego se tiene que la suma es:

M = 19900.

8.6. Sucesiones geométricas

Una sucesion {a;,} , se dice que es una sucesion geométrica o una progresion geométrica si
existe un numero real r tal que para cada n el término a,; se calcula como a,, = (a,)r.

Observar que como consecuencia de la definicion una sucesion geométrica esta determinada
por el primer término @y y el nimero r. Llamamos a r la razénque define la progresion.

Los dos problemas a los que haciamos referencia en el estudio de las progresiones aritméticas
se pueden también plantear también en este caso.

8.7. Eltérmino general de una progresion geométrica

Los términos de la progresion aritmética son:
ap,dy = apl, dp = ayr,as = azr,dg = asr, . ..
Es claro que si en la expresion de a, en vez de a; escribimos su valor, tenemos:

ay = ayr = agIr = apr*.
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Para ver que este resultado es cierto para cada valor de n, esto es, que a, = ayr'", vamos a
hacer induccién sobre n. Si n = 0, es claro que ay = ay7°; suponemos que el resultado es
cierto para ¢t y vamos a ver que también lo es para ¢ + 1:

A1 = air = agr'r = agr'™t

8.8. Lasuma de s términos consecutivos

La suma de s términos consecutivos de una progresion geométrica. Cuando r = 1 la suma es
muy fécil de calcular, vamos a suponer que r # 1.

Queremos calcular el valor de a,, + a,11 + ani2 + - - - + anrs—1. Utilizando el resultado previo,
escribimos a; = ayr’, la suma resulta igual a

an + Ap41 + Api2 + -+ Apgs—1
— (aorn> + (aorn—H) 4ot (aorn—l—s—l)
= ay (rn_|_ rn+1 N rn+s—1>
=ap (P +rt+ ) — (Pt
:ao(r0+r1—|—---+r”+s*1) ;:1 _ (rO_’_rl_F“__'_rnfl)%
e W L R L

r—1 r—1 = Ao

—

Cuando n = 0, esto es, sila suma comienza con el primer término de la progresion, entonces

resulta
r—1

r—1°

ya que siempre se tiene laigualdad: (1 +r+---+ ") (r—1)=r' - 1.

ay+ay+ap+ -+ ds_1 = a

Ejercicio. 8.10.
Hallarlasumal +2 + 22+ 23 ... + 2%,

SOLUCION. Podemos utilizar la férmula dada en la pagina 47 paraelcasor = 2,ay = 1y
s=n+ 1yobtenemos:
ﬁ—l_lﬂ“—l

= S
r—1 2—1

ao
U

SOLUCION. Podemos hacer la demostracion de este resultado por induccién sobre n. Para
n = 0 el resultado es cierto: 1 = 2071 —1 = 1. Suponemos que el resultado es cierto para n > 0
y vamos a ver que también es cierto para n + 1. En efecto,

1+2+22+23++2n+2n+1:(2n+1_1>+2n+1:2n+2_1
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g

Ejercicio. 8.11.
Se define la sucesion {a,}, como sigue: ag = 1, an1 = Y 1o @;. Calcular una férmula para el
término general de esta sucesion.

SOLUCION. Esclaroqueay =1, a1 = l, o =ay+a =1+1=2,a3 = ay+a, + a =
1+1+42=4=22a4=ay+a1 +a +az=1+1+2+4=28=23 Vamos a suponer que se
verifica la férmula a,, = 2" si n > 1. Sillamamos Y = {n € N* | a, = 2"} U {0}, entonces
0 € Y,ysisuponemos que n € Y, n > 1, vamos a probar que n+1 € Y. Para esto procedemos
como sigue:

n—1

n
an+1:Zai:Zai+an:an+an:261n=2'2n_l=2n.
i=0 i=0

Y por tanto Y = N. 0

Ejercicio. 8.12.

Don Ramon tiene una pequena cantidad de dinero en un banco por la que mensualmente
le dan un interés de un 6 % anual. Si la cantidad que ahora tiene Don Ramon es de 100.000
euros, ;qué cantidad tendra al cabo de un ano?

SOLUCION. Elinterés mensual que recibe Don Ramén es del 0,5 %, entonces el primer mes
el dinero que tendra Don Ramon es 100.000 x 1,005 = 100.500, al segundo mes sera 100.500 x
1,005, etc. En consecuencia al cabo de doce meses tendra:

100.000 x (1,005)'? = 106.168.

0

Ejercicio. 8.13.

A Don David le gusta echar una copa cada noche. Para esto el dia primero del mes compro una
botella de un litro de una bebida con un contenido en alcohol del 40 %. Pero Don David quie-
re dejar de beber y para ello ha ideado el siguiente truco, tras beberse la correspondiente copa
rellena la botella con la misma cantidad de agua que el liquido que bebe. Si la copa que ha-
bitualmente utiliza Don David es de 50 cm3, averiguar cual serd el contenido en alcohol de la
botella tras beber veinte copas.

SOLUCION. Tras la primera copa el contenido en alcohol sera igual a % del original, ya que

sacamos 2—10 del contenido inicial y lo rellenamos con agua. Tras la segunda copa sera otra vez

. . . . . 20
% del contenido existente. Por esto tras veinte copas el contenido sera (%) = 0,358486 del

contenido inicial, esto es: 14,3394 %.
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9. Sistemas de numeracion

9.1. Division euclidea

En esta seccién vamos a utilizar fundamentalmente un concepto la divisién euclidea de
numeros naturales. Comenzamos por una nueva formulacion del Principio de Induccion,
el Segundo Principio de induccién, cuya demostracién dejamos al aplicado lector.

Proposicion. 9.1. (Segundo Principio de induccion)
Sea X C N un subconjunto del conjunto de los ntiimeros naturales, entonces X = N si verifica
las dos siguientes propiedades:

(1) 0 € X.

(2) Sixesun numero natural tal que y € X para todos los niimeros naturales y anteriores a
X (y < x), entonces x € X.

Proposicion. 9.2. (Divisiéon euclidea de nameros naturales)
Sean a y b dos nimeros naturales, b # 0, entonces existen otros dos numeros naturales qyr,
unicos, verificandoa = bq+ry0 <r < b.

DEMOSTRACION. Llamamos Y ={x € N| x=bg+ rcon0 < r < b, con ¢, r € N}. Basta ver
que Y = N.Se tiene 0 € Y, ysix € Y verifica que todo nimero natural menor que x pertenece
a Y, vamos a probar que también x + 1 pertenece a Y, y como consecuencia del Segundo
Principio de Induccion se tendra el resultado. Si x € Y esta en las condiciones anteriores,
consideramos x + 1. Si x + 1 < b, tenemos la expresiéon buscada: x +1 = b- 0+ (x + 1).
Si x+ 1 > b, entonces existe un numero natural y tal que x + 1 = b + y (nosotros hemos
representado otras veces este nimero y por x + 1 — b).

Ahora el namero y es menor que x + 1, y por tanto y < x, por la hipoétesis se tiene y € Yy
existen ¢/, r tal que y = bq’ + r’. Ahora procedemos como sigue:

y=>bq +71
x+1=b+y=b+bg +7
x+1=blqd+1)+7

y resulta que x + 1 € Y. Falta probar que para cada pareja de nimeros naturales ay b los
nameros gy r son unicos. Supongamos que tenemos dos expresiones @ = bq; + nya =
bg, + r,, con q; < g entonces

bgy+n=a=bqgy+ 1

g2 = q1 + y para algin nimero natural.
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Entonces
n=>by+ n.

Pero r; < b, luego necesariamente y = 0, y por tanto g, = q1,y 1. = 1. O

El método utilizado en la demostracion es en cierto modo constructivo, sin embargo el que
aqui se detalla no es el mejor algoritmo para hacer la division euclidea de dos nimeros natu-
rales.

Cada numero natural no nulo es el siguiente de otro, de forma que cada numero natural
estd determinado por el lugar que ocupa en la cadena de todos los nlimeros naturales.

No hemos hecho hincapié hasta el momento sobre la forma de escribir los nimeros natura-
les. Si recordamos la tabla de la pagina 40,

0

1 0+1 0+1
2l (0+1)+1 1+1
3 (0+1)+1)+1] 2+1
4 3+1
5 4+1

en las columnas primera y segunda, tenemos dos formas de representar los nimeros natura-
les. En la columna primera la representacion es la siguiente: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12,
..., mientras que en la columna segunda es: 0, 0+1, 0+1+1, 0+1+1+1, 0+1+1+1+1, .... Es claro
que la primera forma de representar los nimeros naturales es mas util que la segunda a la
hora de hacer calculos y otras operaciones.

La representacion de los nimeros naturales como 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, ...se
llama escritura posicional de base decimal y, aunque parezca lo contrario es de muy reciente
introduccion.

Cada nuimero se expresa en funcion unos simbolos; las cifras: 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, las
cuales, dependiendo de la posiciéon que ocupen, tienen un valor u otro. Asi en el nimero
1231 la primera y la cuarta cifra, (comenzando siempre por la derecha) son iguales a 1, pero
tienen valores diferentes. La primera representa que se repite una vez la base elevada a 0,
mientras que la segunda indica que se repite una vez la base 10 elevada a 3. En efecto, el
numero anterior 1231 es:

1231 =1x103+2x10%2+3 x 10 +1 x 10°.

El uso de la base 10 se podria justificar por el nimero de dedos que tiene en las manos una
persona normal, y no ha sido siempre la base utilizada para escribir los nameros y contar.
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9.2. Sistemas de numeracion: formulacion abstracta

Un sistema de numeracion es un conjunto de reglas que permiten escribir los niimeros na-
turales y hacer operaciones entre ellos. El sistema que hemos utilizado en el parrafo anterior
se llama sistema de numeracion posicional de base diez.

Si queremos escribir el nimero x = 1231 en otra base, por ejemplo la base 8. Lo primero
que tenemos que hacer es determinar las cifras que vamos a necesitar en este nuevo sistema
de numeracion. Por ejemplo éstas podrian a ser: 0,1,2,3,4,5,6,7. A continuacion escribimos el
numero en la forma x = a,8" + a;_ ;81 + - + @;8! + a,8°.

Para hacer esto podemos proceder como sigue: si suponemos que ya hemos realizado el pro-
ceso, entonces qp es el resto de la division euclidea de x por 8, siendo el cociente igual a
a8 + a, »81 +... 4 4;8° pues se tiene:

x=8(a8" '+ a, 8"+ + @8 +ay

Si repetimos ahora el proceso con el cociente de la anterior division, a;8" ! 4+ a,_18" 72 +--- +
a:8°, encontramos el valor de aj, y asi hasta llegar a determinar todas las cifras del numero x
escrito en base 8. En nuestro caso

1231=153 x 8+ 7
153=19x8+1
19=2x8+3

2=0x8+2

x=2x8+3x82+1x8 +7x8°
=2x512+3x64+1x8+7
=1024 + 192 + 8 + 7 = 1231.

;Como escribir el namero x en la base 8? Para esto simplemente utilizamos las cifras que
hemos encontrado, que en nuestro caso son 2317. Pero para distinguirlo del namero 2317
escrito en otra base, por ejemplo la base 10, vamos a escribir por ejemplo

X = 23178-

Con el convenio de que cuando el nimero estd escrito en base decimal, base 10, no es nece-
sario agregar el correspondiente subindice.

Para hacer ahora operaciones, suma y producto, con nimeros escritos en el sistema de nu-
meracion posicional de base ocho necesitamos conocer las tablas de la suma y el producto
de los niimeros que se pueden expresar con una cifra, esto es, de los nameros 0, 1, 2, 3,4, 5, 6

y7.
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El mismo numero x = 1231 escrito en otras bases es:

Base 2: 10011001111,
Base 3: 12001215
Base 4: 103033,

Base 5: 144115

Base 6: 54114

Base 7: 34067

Base 8: 23173

Base 9: 16179

En cambio si queremos escribirlo en base 11, los restos sucesivos son:

1231 =11 x 111 + 10,
111=11x 10+ 1,
10=11 x 0 + 10,

luego el namero debe tener las cifras 10, 01 y 10. Es conveniente buscar un tinico simbolo pa-
ra representar la cifra 10 en la base 11. Una forma puede ser llamarla a4, y entonces el nimero
xenlabase 11 se escribe: alay;.

Vamos a escribirlo en otras bases mayores que 11 siguiendo el mismo proceso de buscar
representacion para las cifras superiores a 9 mediante letras.

Base 11: alay;
Base 12: 8672
Base 13: 7393
Base 14: 63d4
Base 15: 57115
Base 16: 4cfig

Si tenemos un nimero escrito en base 10, para sumar necesitamos saber las tablas de la suma
del 0 al 9 y lo mismo para multiplicar. Si el nimero estd en la base 8 s6lo necesitamos saber
las tablas del 0 al 7. En cambio si el nimero esta en base 16 necesitaremos conocer las tablas
delOal f.

Si x es un numero real, el logaritmo decimal de x es el nimero al que hay que elevar 10 para
obtener x, esto es,
1080 — .

Se pueden definir logaritmos sobre otras bases. Asi para un numero B, el logaritmo de x en la
base Bes el nimero al que hay que elevar B para obtener x:

BlOgB(x) =X
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La relacion entre los logaritmos log(x) y logg(x) se obtiene de la siguiente forma, teniendo en
cuenta que las dos expresiones representan al mismo ntiimero x:

10%8(x) — x = Blogs(¥) tomando logaritmo se tiene:
log(x) - log(10) = logg(x) - log(B) se obtiene entonces:

logp(x) = %.

Como el logaritmo de 8 en la base 10 es: log(8) = 0,90309, resulta que el logaritmo en base 8
de x es: logg(x) = % = 3,42187. Obtenemos que el numero de cifras de x en la base 8 es

4.

Como el logaritmo de 2 en la base 10 es: log(2) = 0,30103, resulta que el logaritmo en base 2

de x es: log,(x) = % = 10, 2656. El numero de cifras de x en la base 2 es 11.

Necesitamos un resultado que nos asegure que dada una base B, cada namero natural puede
escribirse, de forma tnica, en el sistema de numeracion posicional de base B.

Teorema. 9.3. (Teorema fundamental de los sistemas de numeracion)
Sean a y b nimeros naturales, existen nimeros naturales c;, ¢;—, ..., €1, ¢y, determinados de

forma tnica, verificando a = ¢;b* + ¢;_1b*"' +---+ b+ ¢p.

DEMOSTRACION. La divisién euclidea a = bg + r nos determina ¢y de forma tinica, en efecto
co = r, el resto de la division. Ademas el cociente g es ¢;b'~! + ¢,_1b*"2 + --- + ¢, vamos a
llamar ¢ a este cociente.

Si repetimos el proceso llegamos a que c; esta también determinado de forma tinica como
el resto de la division euclidea de gy por b. Sea esta division gy = bqg, + ¢;. Vamos entonces

determinando el coeficiente c;, ; al hacer la division de g; por b.

Un posible método de demostracion consiste en hacer induccion en la misma forma que en
la Proposicién 9.2.. O

Ejercicio. 9.4.
Dado el nimero x = 324567, expresarlo en las bases: 2, 5, 16.

SOLUCION. 1001111001111010111,
403412325

Af3d716 O
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Ejercicio. 9.5.
Dado el numero x = 234a51091,, expresarlo en base 10.

SOLUCION. 45086424 O

Ejercicio. 9.6.
Dado el nimero x = 777733322g, expresarlo en las bases 2 y 16.

SOLUCION. 111111111111011011011010010,

7f6d21g O

Ejercicio. 9.7.
Dado el nimero x = 11113330224, expresarlo en las bases 2 y 16.

SOLUCION. 1010101111111001010,

55f(,‘(116 U

Ejercicio. 9.8.
Determinar una base 3 con respecto a la cual se verifica la igualdad: 21 x 31 = 1033.

SOLUCION. Los numeros involucrados son: 23+ 1,23+ 3y 33 +33+3, y verifican la relacion:

(28+1)(28+3)=33+33+3
462 +83+3=033+33+3
#—4p2-58=0

Las raices son: 5 = 0, —1 y 5. Por tanto la base pedida es: 5 = 5. O
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10. Numeros enteros

Al igual que en el caso de N, suponemos que el alumno conoce el conjunto Z de los nlimeros
enteros, y conoce también que en €l hay definidas dos operaciones: suma y producto, que
verifican las siguientes propiedades.

La suma:

(1) Propiedad asociativa. a+ (b+ c¢) = (a+ b) + ¢, paratodos a, b, c € Z.
(11) Propiedad conmutativa. a + b = b+ a, paratodos a, b € Z.

(111) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 0 € Z tal que para todos a € Z
tenemos 0 + a = a.

(1v) Existencia de elemento opuesto. Dado n € Z existe m € Z tal que n+ m = 0.

El producto:

(1) Propiedad asociativa. a(bc) = (ab)c, paratodos a, b, c € Z.
(11) Propiedad conmutativa. ab = ba, para todos a, b € 7Z.

(111) Existencia de elemento neutro. Existe un elemento 1 € Z tal que para todos a € Z
tenemos la = a.

(1v) Propiedad distributiva del producto respecto ala suma. a(b + c¢) = ab + ac para todos

a b, cecZ.

Estas operaciones nos permiten estudiar la aritmética de Z de forma facil.

(v) Propiedad cancelativa del producto. Si ac = bcy c # 0, entonces a = b.

El primer hecho a tener en cuenta es que Z verifica la siguiente propiedad: si n, m € Z verifi-
can nm = 0, entonces n = 06 m = 0, esto es; Z es un dominio de integridad.
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10.1. Larelacion de ordenen Z

Podemos suponer que Z contiene a N, el conjunto de los nimeros naturales. La relacion de
orden en N se puede extender a una relaciéon de orden en Z definiendo:

n<m,siexisteac Ntalquem=n+ a.

Como es usual escribimos n < mcuandon < myn # m,y n > m (resp. n > m) cuando
m < n (resp. m < n).

Lema. 10.1.
La relacion < es una relacion de orden en el conjunto Z de los ntimeros enteros.

Esta relacion verifica las siguientes propiedades:

(1) {neZ| 0<n}=N.
(2) Propiedad de Tricotomia. Para cada nimero entero n € Z se verifica:

n<0, n=0 o n>0.

3) SinnmeZ,n<myacZ, entoncesn+a< m+ a.
(4) Sin,meZ,n< mya >0, entonces na < ma.

(5) Sin,meZ,n< mya <0, entonces na > ma.

Ejercicio. 10.2.
Probar que para todo niimero entero n € 7 se verifica: > > n.
En particular n?> > 0 para todo n € 7.

SOLUCION. Hacemos una disyuncién de casos:

(1) Sin =0, entonces n> =0 = n.

(2) Sin > 0,entonces n > 1, ortanton*=n-n>1-n=n.
yp

2

(3) Sin<0,entoncesn“=n-n>0-n=0> n.

Ejercicio. 10.3.
Probar que para cualesquiera n, m € Z se verifica n> + m? > 2nm.

SOLUCION. Como tenemos (n— m)? > 0, basta desarrollar para obtener n?> — 2nm+ m? > 0,
entonces resulta n> + m? > 2nm. O
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10.2. Divisores. Nimeros primos

Sean d, n € Z nameros enteros, decimos que d es un divisor de 1, 6 que n es un multiplo de
d, si existe otro numero entero m tal que n = dm.

Si d es un divisor de n escribiremos d | n, y si no lo es, entonces escribimos d t n.

La relacion | en Z verifica las propiedades reflexiva y transitiva, y no verifica las propiedades
simétrica ni antisimétrica.

Cada ntiimero entero no nulo n tiene siempre cuatro (jo dos!) divisores, estosson: 1, —1, ny —
n. Tenemos que 1y —1 son unidades y dividen a cada namero entero. A ny —nlos llamaremos
divisores impropios de 7, y a los restantes, si existen, los llamaremos divisores propios de 7.

Dos nameros enteros n, m se llaman asociados si n | my m | n, es facil demostrar que dos
numeros enteros no nulos n'y m son elementos asociados si n = +m.

El uso de los divisores nos permite definir nimeros enteros especiales, los niimeros primos.
Un numero entero, distinto de 0, 1 y -1, es primo si no tiene divisores propios. Es claro que si
p es un numero entero primo, entonces —p también lo es, y por tanto dado un nimero primo
siempre existe un nimero entero primo positivo, que se diferencia de €l posiblemente en el
signo. Los nimeros primos nos permiten dar una expresion sencilla y manejable (jen algunos
casos!) de los nimeros enteros.

Teorema. 10.4. (Teorema fundamental de la Aritmética.)
Todo ntimero entero n distinto de 0, 1 y —1 se expresa de forma, esencialmente, tinica del
siguiente modo:

er

n::‘:plel...pr ,

donde py, ..., pr Son numeros enteros primos positivos y donde ey, ..., e, y r son nimeros
enteros positivos.

DEMOSTRACION. Podemos reducirnos a hacer la demostracién para niimeros enteros posi-
tivos. Definimos un conjunto Y C N mediante:

Y={0,1}U{xeN[;x=p®--- p, como en el enunciado}.

Para ver que Y = N, basta ver por el Segundo Principio de Induccion que si un namero natu-
ral y verifica que todo numero natural x < y pertenece a Y, entonces y € Y. Supongamos que
x # 0, 1 verifica esta propiedad; si x primo, entonces x pertenece a Y; si x no es primo, enton-
ces tiene una factorizacion en divisores propios, sea x = x;xz, entonces xj y X Son menores
que xy por la hip6tesis ambos pertenecen a Y. Existen pues expresiones

X1 :plel...prer
x2:q1ﬁ...qsf‘;
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yen consecuencia x = x1x = ;1% - - prqt g yxe Y.

Falta probar la unicidad de esta expresién. Supongamos que x = p;® ---p,* = q/i .. g
son dos de estas expresiones. Si p; = ¢, entonces simplificando se tiene p;~!... p,¢ =
qi/i~1 ... g¢5; este nimero es menor que x, y otra vez el Segundo Principio de Induccién nos
permite asegurar que las dos expresiones son la misma salvo el orden. Si p; # ¢, suponga-
mos que p; > ¢, entonces p; — ¢, = r € N, yresulta:

p1<p‘131_1 ...prer _ qlli_l qsfs): plel ...prer _ plqlltl_ll quS
:qlfl...qsfs_plq’;lf qbfs
= (qn —p)@ - g,

que es menor que 7, y otra vez el Segundo Principio de Induccion nos permite asegurar que
esta expresion es Uinica; en particular como p; es uno de los factores de esta expresion, deber
aparecer en los factores de (g1 —p1 )11 ~1 - - - g55, pero estos son, por la hipétesis de induccién,
los g,y los factores de q; — py, si fuese uno de los g; podemos hacer uso de la parte anterior,
y si es uno de los factores de g, — p, entonces divide a ¢, lo que implica que p; = q, lo que
es una contradiccion. O

Lema. 10.5.
Sea p un enteros primo, si p | ab, entoncesp | ad p | b.

SOLUCION. Sia, b= 0,1, el resultado es cierto. Sean a, b # 0, 1. Si se consideran las factori-
zaciones de ay de b, entonces p ha de ser uno de los primos que aparecen en ellas. O

Esta descomposicion es interesante como mas adelante veremos al estudiar el maximo comun
divisor y el minimo comun multiplo. Antes de pasar a esto vamos a enunciar y demostrar un
resultado clasico de la teoria de ntimeros en el que aplicaremos el Teorema fundamental de
la Aritmética.

Teorema. 10.6. (Teorema de Euclides.)
Existe un nuiimero infinito de enteros primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que existan Gnicamente s enteros primos, py, ..., ps, defini-
mos n = pj --- ps + 1, entonces n es distinto de 0,1 y —1, y ademas no es divisible por ningan
entero primo, lo que es una contradiccion con el Teorema fundamental de la Aritmética.

U

Ejemplo. 10.7. (Aplicacion. Divisores de un niimero.)
Sea n un numero entero positivo distinto de 0y 1, el cual se escribe

—_ na r
n=p;---p’
Si consideramos el numero N definido por:

N=@tpt+p)A+pat - +p5) (Lt pot-+p),
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entonces cualquier divisor de n aparece como uno de los sumandos en el desarrollo del pro-
ducto que define N y reciprocamente, cada uno de estos sumandos es un divisor de n. Como
consecuencia el namero de divisores de 7 es igual a:

(61 + 1)(62 + 1) <o (e,;—l— 1).

Llamamos a este nimero d(n).

Es claro que N es la suma de todos los divisores de n. Sin embargo es conveniente hacer
alguna modificacion en la descripcion de N para poder calcular més facilmente su valor. Para
esto procedemos como sigue. Teniendo en cuenta que se tiene al igualdad:

(p—DA+p+-+p)=p" -1,

resulta que

e+1_1
1 ey P
(Ltptetp)=——~
y por lo tanto se tiene:
1 1
U et T et S /il
pr—1 p2—1 pr—1

Para calcular el producto de todos los divisores de n, basta considerar que si escribimos todos
estos divisores en orden creciente: dy, d,, ..., d,, entonces dy = 1y d, = n. Al considerar
el resto dy, dy, ..., dr_1, se observa que si d; = /n, entonces la lista se reduce a un sélo
elemento, y si d < /n, entonces d;d,_, = n. En efecto, como d; es un divisor y no es 1 ni n,
se tiene n = dy h, siendo huno delos dy, ..., d,_1; si h # d, — 1, entonces existe un k tal que
d,_1k = n; este k esuno de los d, ..., d,_». En particular d; < k, y como h < d,_,, resulta
n=dh < kd,_, = n,lo que es una contradiccién. En consecuencia se debe tener h = d,_;
y tenemos el resultado. Este proceso se puede ir repitiendo eliminado ahora, si la lista tiene
mas de un elemento, d; y d,_1; y ala nueva lista le aplicamos el mismo proceso. Finalmente
llegaremos a una lista con un solo elemento o a una lista vacia, y se obtendra el siguiente
resultado: en la lista original se tiene d;d,_; = npara cada indicei=0,...,r.

Si llamamos P al producto de todos los divisores de n, tenemos:

P=dydy - dr_1 dy
P:drdr—l dldO
P? = (dydy)(dvdr_y) - - - (dr_1dy)(drdy) = n*t1 = ndm),

En consecuencia se tiene P = v nd(n),

Ejercicio. 10.8.
Se considera el numero entero positivo n = 1800. Calcular el numero de divisores y la suma
y el producto de todos ellos.
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SOLUCION. Se calcula la factorizacion de n en factores primos; en este caso es: n = 2332 .52,
Entonces el nimero de divisores es: (3 + 1)(2 4 1)(2 + 1) = 36. La suma de todos ellos es:

_2t1 331 531
N = 2—1 -~ 3=1 =~ 51

=15-13 - 31 = 6045
El producto de los divisores de 1800 es:

P =+/18003%6 =
39346408075296537575424000000000000000000000000000000000000.

En Mathematica la orden Divisors[n] da una lista con todos los divisores de n, en este caso
es:

L=1{1,2,3,4,5,6,8,9,10,12, 15,18, 20, 24, 25, 30, 36, 40, 45, 50, 60,
72,75,90, 100, 120, 150, 180, 200, 225, 300, 360, 450, 600, 900, 1800}

La suma se calcula con:
Sum|[L[[i]], {i, Lenght[L]}]

y el producto con:
Product[L][[i]], {i, Length[L]}].

g

Ejemplo. 10.9.

Los numeros primos no estan distribuidos de forma uniforme a lo largo de la cadena de
numeros enteros positivos. Por ejemplo, menores que 10 hay solo cuatro nimeros primos:
2, 3,5y 7, ymenores que 100 hay veinticinco: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53,59, 61, 67,71, 73,79, 83, 89, 91, 97.

En Mathematica la orden PrimePi[n] nos da el niumero de enteros primos positivos menores
que n.

PrimePi[100] = 25.

PrimePi[1000] = 168.

PrimePi[1000000] = 78498.

Si n es un nimero entero positivo el nimero de nliimeros primos positivos menores que n
se representa por m(n). Una aproximacion a este nimero la propuso Legendre, quien afir-
maba que 7 (n) se aproxima por Tz —083 Posteriormente Gauss da otra aproximacion a w(n)
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mediante la fraccion %. A continuacion incluimos una tabla en la que aparecen estas apro-

ximaciones y los valores correctos de 7(n) para algunas potencias de 10.

n m(n) Legendre | Razén Gauss Razon
100 25 26 0,96154 22 1,13636
1007 1229 1193 1,03018 1086 1,13168
1003 78498 77009 1,01934 72382 1,08450
100% 5761455 5684828 1,01348 5428681 1,06130

100°| 455052511 450534653 |1,01003| 434294482 |1,04780
100 37607912018 | 37312011198 |1,00793| 36191206825 |1,03915
1007|3204941750802(3184085553026|1,00655(3102103442166(1,03315

10.3. Maximo comun divisor

Sean ny m nimeros enteros positivos, definimos el maximo comiin divisor, mcd, de ny m
como el mayor namero entero positivo d que divide a ny m; es claro que d siempre exis-
te, y que si ny m tienen las siguientes expresiones en funcién de nimeros enteros primos
positivos

n=p"--py, €>0,

m:q,lpl...qgs’ f]'.>()7

entonces podemos obtener una expresion sencilla para d de la siguiente forma: primero ex-
tendemos las expresiones anteriores para que consten de los mismos factores primos, posi-
blemente con exponentes nulos, asi obtenemos expresiones del tipo siguiente:
_ 8 er
n — pl .« e pt ,

m:p‘fl---p‘?,

cont>r,t>sydonde e; g > 0, entonces

h h

d= pll...ptt’
con h; = min{e;, g;}. De la misma forma se define el minimo comtn maltiplo, mecm, M de n
y m, como el menor nimero entero positivo multiplo de n'y m; siguiendo con las anteriores
notaciones tenemos l l

M=p;-- p,
con l; = max{e;, g}
Ejercicio. 10.10.
Comprobar que se verifica la siguiente igualdad:

dM = nm,

como consecuencia calculado uno de los dos, d 6 M, conocemos €l otro.
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Ejercicio. 10.11.

En el conjunto N de los numeros naturales la relacion de divisibilidad es una relacion de
orden. Comprobar que en €l el infimo de dos ntiimeros n'y m es el maximo comun divisor y
el supremo es el minimo comun multiplo.

Vamos a determinar el mcd y el mcm de dos ntimeros enteros positivos segun sus propieda-
des de divisibilidad; resulta que si n'y m son enteros positivos, el mcd d de n'y m verifica la
siguiente propiedad:

dln dlm vy
si x es otro numero entero tal que x | ny x | m, entonces x | d.

Es facil ver que un namero entero d que verifica la propiedad anterior es el mcd de ny m
0 su opuesto, por lo tanto esta propiedad caracteriza al mcd. De forma andaloga es sencillo
comprobar que la siguiente propiedad caracteriza al mcm.

n|M, m|M,y
si x es otro numero entero tal que n | xy m | x, entonces M | x.

La definicion de maximo comun divisor y de minimo comun multiplo se puede extender a
numeros enteros en la siguiente forma:
Si ay b son niimeros enteros un maximo comun divisor de ay b es un entero d, tal que:

dlad|b vy
si existe un entero ctal que c | a, c | b, entonces c | d.

Para cada par de nimeros enteros pueden existir dos maximos comunes divisores, concreta-
mente dy —d. Para nuestros propositos vamos a considerar siempre el valor positivo o nulo.

De forma analoga se define el minimo comtn maultiplo.

Ejercicio. 10.12.
Probar que se verifican las siguientes propiedades para el maximo comun divisor de numeros
enteros:

1) m.c.d.{a, b} =m.c.d.{a,—b} =m.c.d{—a, b} =m.c.d.{—a,—b}.
1) m.c.d.{a,0} = a.
(1) m.c.d{a-c,b-c} =m.c.d{a, b}-.
(v) Sid|ayd | b, entonces m. c.d.{g,g = %{”’b}

(V) m.c.d.{m.c.d.{a, b}, c} = m.c.d.{a,m.c.d.{b, c}}.
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Ejercicio. 10.13.
Enunciar las propiedades correspondientes para al minimo comun miltiplo.

Ejercicio. 10.14.
Sean a, b, q y r niumeros enteros tales que a = bq + r, probar quem.c.d.{a, b} = m.c.d.{b, r}.

Existen otras formas de representar el mcd y el mcm (positivo 6 nulo) de dos nlimeros enteros
ny m, estas son (n, m) y [n, m| respectivamente.

Dos nimeros enteros ny m se llaman primos relativos si m. c. d.{n, m} = 1.

Ejercicio. 10.15.
Probar quem.c.d.{a,bc} = 1siysolosim.c.d.{a,b} =1 =m.c.d{a,c}.

Ejercicio. 10.16.
Probar quesia | bcym.c.d.{a,b} = 1, entonces a | c.

10.4. Algoritmo de la division

Recordemos rapidamente el Algoritmo de la division en Z.

Teorema. 10.17. (Algoritmo de la division.)
Dados dos ntiimeros enteros ay b, con b > 0, existen dos tinicos niimeros enteros q y r verifi-
cando:

() a=bq+r,
2)o<r<hb.
DEMOSTRACION. Llamemos S = {a— bs| s € Z,a— bs > 0}, tenemos que S es no vacio ya

que a — b(—a?) > 0; entonces S tiene un primer elemento r = a — bq. Por hipétesis r > 0; si
r > b, entonces r = b+ r, y despejando el valor de 7 tenemos

’=r—b=a—bg—b=a—-b(g+1) €S,

yya que ' < r, llegamos a una contradiccion, luego r < by se tiene que el enunciado es
cierto a falta de la unicidad. Supongamos que tenemos dos expresiones distintas

a=bq+r=bq +71r

con0 < r, 7 < b, entonces restando una de la otra tenemos la igualdad

0=Dblg—q)+(r—7),

Matematica Discreta P. Jara



64 CAP. II. NOUMEROS NATURALES Y NOUMEROS ENTEROS

de donde deducimos que r — ¥ = 0, esto es que r = I, y por tanto también g = ¢'. O

r se llama resto y g cociente de la division de a por b. Observar que el resto r es siempre
positivo, mientras que el cociente g puede ser positivo o negativo.

Como consecuencia del anterior Teorema tenemaos:
Corolario. 10.18. (Algoritmo de la division.)

Dados dos niimeros enteros a 'y b, con b # 0, existen dos tinicos nimeros enteros q y r verifi-
cando:

(1) a=bqg+r,
2) 0<r<|b|

DEMOSTRACION. Si b > 0 podemos aplicar el Teorema 10.17.. Si b < 0, entonces —b es
positivo y por el Teorema tenemos a = (—b)g+rcon 0 < r < —b. En consecuencia se obtiene
a= b(—q) +rcon0 < r < |b|. Launicidad es también consecuencia del Teorema. O

10.5. Maximo comun divisor. Identidad de Bezout

Vamos a calcular el mcd de dos niimeros enteros utilizando el Algoritmo de la division, pero
antes veamos una propiedad interesante del mcd. Sean n y m ntimeros enteros (positivos),
consideramos el conjunto

T={an+bm| a,be Z},

y hacemos (T N N) \ {0}, este conjunto es no vacio ya que n € (T N N) \ {0}; existe por tanto
un primer elemento d de (T N N) \ {0}, supongamos d = aygn + bym con ay, by € Z. Vamos
a demostrar que d es el mcd de ny m. Para ver que d | n hacemos la divisién de n por d
obteniendo n = dq + rcon 0 < r < d, entonces

r=n—dq=n-— (an+bym)q=n(l—ayq) — mbygec TNN,

lo que es una contradiccion salvo que r = 0, y en este caso d | n. De igual forma se tiene d | m.
Es sencillo comprobar que si x es otro numero entero tal que x | ny x | m, entonces también
x| d,luego d es el mcd de ny m. Observar que en este caso se tiene T = {xd | x € Z}.

El resultado anterior se conoce como Identidad de Bezout, y se enuncia como sigue.

Lema. 10.19. (Identidad de Bezout.)
Sean n y m nimeros enteros (positivos) y sea d su mcd, entonces existen nimeros enteros a
y b tales que d = an + bm; en particular se tiene la igualdad:

{an+bm| a,beZ} ={xd| x e Z}.
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Algoritmo de Euclides para el calculo del mcd. Una justificacion de este algoritmo la vere-
mos mas adelante. Baste por ahora hacer uso del mismo para habituarnos a la aritmética de
Z. Este algoritmo consiste en tomar los dos nimeros enteros, no nulos, ny m, ordenarlos de
mayor a menor y hacer divisiones sucesivas de la siguiente forma:

1. Dividimos n por m obteniendo un resto r;.
n=mq+n,0<n<m
Resulta que el mcd de ny m es el mismo que el de my r;. (Hacer como ejercicio).
2. Dividimos m por r; obteniendo un resto r».
m=rng+nr,0<rn<n.
Al igual que antes tenemos que el mcd de my r esigual al mcd de r; y r».
3. Dividimos r; por r» obteniendo un resto r3.
n=nrnqg+rrm, 0<r<n.
Al igual que antes tenemos que el mcd de r; y r» es igual al med de rp y 73.

4. Este proceso se repite hasta llegar a un resto igual a cero, pues la sucesion ry, 1o, ...es
una sucesion de niimeros enteros positivos estrictamente decreciente.

5. Resulta que el altimo resto no nulo es el mcd de n'y m. En efecto, supongamos que
r+1 = 0y ry # 0, entonces:

m.c.d{n,m}=m.c.d{mn}=mcd{n,rn}=---=mcd{r_,rn} =r,
ya que r; divide a r;_1, pues el resto de la division de r,_, por r; es rr1 = 0.

6. Este proceso nos permite también obtener niimeros enteros ay b que verifican la Iden-
tidad de Bezout: d = an + bm. Basta desandar el camino para expresar r; como una
combinacién lineal, con coeficientes enteros de ny m.

Célculo de los coeficientes de la identidad de Bezout. Es claro que cadarestor;, i =1,... ¢
se puede expresar en la forma r; = a;n + b;m; basta desandar el camino seguido al hacer las
divisiones sucesivas. Por ejemplory = n—gym,luegoa, =1yb = —q1.Yn =m—nqg =
m—(n—qim)q, = —g2n+ (1 + q1q2). Si suponemos que conocemos las expresiones de r;_;
y r;, vamos a calcular la expresion para r;, ;. En efecto, se tiene:

Iiy1="Ti1 — I'idin1
= a; 1n+ bi_ym— (an+ bim)q;
= (aj—1 — aiqi1)n+ (bi—1 — biqi1)m.
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Esto es,

Ait1 = i1 — aiqi1Y biy1 = bi_1 — biqii1.
Podemos entonces completar la siguiente tabla, con los valores iniciales que se indican, to-
mando r_; = nyry = n:

|l rla] a | b |
—1 1 0

0 0 1

1 1 —q

2 —q2 1+ aqiq>

Ejemplo. 10.20.
Calcular la identidad de Bezout para 27y 8: 27a+ 8b = 1).

En nuestro caso hacemos las divisiones sucesivas:

3 2 1
27 8 3
3 2| 1

1=3-1x2
=3-1x(8-2x3)=3x3-1x8
=3x(27—-3%x8)—1x8=3x27-10x38.

11 4 q b
—1 1 0
0 1
1 3 3 1 -3
2l 2 2 0-2=-2 1-(-3)2=7
30 1 1] 1-(-2)1=3 -3-(7)1=-10

10.6. Resolucion de ecuaciones diofanticas

Una ecuacion diofantica en nimeros enteros es una ecuacion del tipo
nX + mY = c, (IL.1)

en donde n, my ¢ son nameros enteros.

Una solucién de la ecuacion diofantica (I1.1) es una pareja de niimeros enteros (a, b) verifi-
cando na+ mb = c.
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Observar que si la ecuacion diofantica tiene una solucién, entonces c pertenece al conjunto
T={nx+my| x,yeZ} ={xd| x € Z},siendo d = m. c.d.{n, m}, luego c es un multiplo de
d.

Proposicion. 10.21.
Si la ecuacion diofdntica nX + mY = c tiene solucion entera, entonces c es un multiplo del
madximo comun divisor de n y m.

Ejemplo. 10.22.
Comprobar que la ecuacion diofantica4X — 6Y = 5 no tiene solucion.

SOLUCION. Basta aplicar el razonamiento anterior. Alternativamente comprobar que para
cualquier solucién (a, b) se tendria que 2 divide a 4a — 6b, mientras que 2 no divide a 5, luego
esta ecuacion diofantica no tiene solucion. O

Se trata ahora de comprobar si el reciproco de la Proposicion 10.21. es cierto, esto es, com-
probar que sid = m.c.d.{n,m} y d | ¢, entonces la ecuacién nX + mY = c tiene solucién'y
calcular esta o estas soluciones.

Supongamos que nX + mY = c es una ecuacion diofantica, que d = m.c.d.{n, m} y que d|c.
Entonces dividiendo por d en ambos miembros se obtiene

n m Cc

Como ahorase tienem. c.d.{Z, 77} = 1, podemos suponer que ésta es la situacion inicial. Esto
es, podemos suponer que d = 1 en la hipotesis de partida.

Debido a la identidad de Bezout existen numeros enteros « y [ tales que na + mg = 1, en
consecuencia, si multiplicamos por c se tiene

n(ac) + m(fe) = c,
y la pareja (ac, 5c) es una solucion de la ecuacion diofantica.

;Existen mas soluciones?

Basta ver que, dada una solucién (a, b) de la ecuacion diofantica siempre se verifica
c=na+ mb=na+nm—nm+ mb= n(a+ m)+ m(b— n),

y por tanto (a+ m, b— n) es también una solucién. Esto lo podemos hacer, en vez de con nm,
con cualquier multiplo comtn de ny m.

Por otro lado si (a, V') es otra solucion, entonces se verifica na’ + mb' = c, esto es, n(a— a') +
m(b — V') = 0 Tenemos entonces n(a — @) = m(V — b), un multiplo comtin de ny m, y por
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tanto de su minimo comuin mdltiplo, que en este caso es nm. Luego nm | n(a — a'), de donde
m | a—d,yexiste t € Z tal que tm = a — d, luego d = a — tm. Y por el mismo motivo
n| b — byexiste s € Z tal que ' = b + sn. Tenemos

c=nd + mb = n(a— tm) + m(b+ sn) = na+ mb — tnm + snm,

y resulta tnm = snm, de donde ¢ = s. En consecuencia, si (&, /) es otra solucion de la ecua-
cion diofantica, tenemos @ = a— tmy b = b+ tn para un cierto t € Z. Esto nos permite,
conocida una de ellas, calcular todas las soluciones de una ecuacién diofantica. Tenemos
entonces:

Proposicién. 10.23.

La ecuacion diofantica nX + mY = c tiene solucion entera, si y solo si ¢ es un miultiplo del
maximo comun divisor de n y m. En este caso si el par a, b es una solucion, entonces el resto
de las soluciones se obtienen como los pares a — tm y b+ tn, cuando t varia en Z.

Ejemplo. 10.24.
Calcular las soluciones de la ecuacion diofantica4X — 6Y = 10.

SOLUCION. Reducimoslaecuacion anterior dividiendo ambos miembros por2 = m. c. d.{4, 6},
y obtenemos la ecuacion 2X —3Y = 5. Una solucién es: (1, —1). Las soluciones de la ecuacion
son de la forma (1 + 3, —1 + t2) para t € Z, esto es, las soluciones son:

(1,-1),(4,1),(7,3),...,(=2,-3),(=5,-5),. ..

Ejemplo. 10.25.
Calcular las soluciones de la ecuacion diofantica 7X — 11Y = 2.

SOLUCION. Primero como 7 y 11 son primos relativos, calculamos la identidad de Bezout
haciendo divisiones sucesivas:

Lpon
117 |4 3
4 3 |1

1=4-3=4—-(7-4)=-74+2-4=-7+2(11-7)=-3-7+2-11
Luego se tiene 1 = —3 - 7 — (—2) - 11, multiplicando por 2 tenemos 2 = —6 -7 — (—4) - 11.
Entonces una solucion es (—6, —4). Comprobacion:

7-(=6)—11-(—4)=—42+44 =2.

El resto de las soluciones son: (—6 — #(—11),—4 + £7) = (11t — 6,7t — 4). Observar que todas
ellas también se pueden escribir como (11 — 6,7t — 4) = (11(¢ — 1) + 5,7(t — 1) + 3), luego
otra forma de expresar todas las soluciones es: (11t + 5,7t + 3). d
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10.7. Congruencias

Dado un nimero entero positivo n, distinto de 1, existe en Z una relacion de equivalencia Ry,
definida por:
XRyy si x — y es un multiplo de n

Observar que también podemos considerar 7z un entero negativo, en este caso se tiene R, =
R_,, por esta razon reducimos el estudio a considerar enteros positivos.

La clase de equivalencia [y] de un numero entero y esta formada por todos los niimeros ente-
ros x que estan relacionados con y, esto es, todos los nimeros enteros x tales que x — y = tn
para algin ¢ € Z, luego x es un nimero de la forma: x = y + tn.

Podemos hacer un listado de los elementos de [y]:

y={y,y+ny+2ny+3n,....y—ny—2ny—3n,...}.

Recordar que las clases de equivalencia formaban una particion del conjunto, en este caso
de Z, resulta pues que las siguientes clases son la particion de Z asociada a la relacion R;;:

0] ={0,mn2n,3n,...,—n,—2n,-3n,...},
1] ={1,1+n1+2n1+3n,...,1-n,1-2n,1-3n,...}

2] ={2,2+n2+2n,2+3n,...,2—n,2—-2n2-3n,...}

mn-1={n-1,2n-1,3n-1,4n-1,...,-1,-n—1,-2n-1,...}

Observar que [n] = [0], [n + 1] = [1], etc. y que [-1] = [n — 1], [-2] = [n — 2], etc. Como
consecuencia tenemos exactamente 7 clases distintas. El conjunto de todas estas clases lo
representamos por Zy,.

Como cada clase de Z, contiene un tnico elemento x que verifica 0 < x < n, a este ele-
mento x lo llamamos el representante canénico de la clase, y por abuso de notaci6n a veces
escribimos x en lugar de [x]. Recordar que otra forma de representar a la clases [x] era escribir

X.
V={y,y+ny+2ny+3n,....y—ny—-2ny-3n,..}=7y.

En Z, es posible definir operaciones a partir de las operaciones en Z, asi se tiene:

N+y2=y+y.

JTIXJTzizylxyg.
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Para definir estas operaciones podemos tomar el representante de las clases de y; y de y» que
queramos, en la seguridad de que el resultado obtenido es el mismo, esto es, es independien-
te de los representantes elegidos.

En efectosiy; = J71 ey = 372, entonces y; — y; = l;nparaciertos t; € Zyparai= 1, 2. Se tiene:

n+y)—0i+h) =01 -+ 0 — V) =tan+bn=(f + B)n,

luego y1 + y» = y; + ), tal y como queriamos. Por otro lado para el producto se tiene:

N XP) =N X)) =N XY= XY+ N X Vo=V X Vh
=nx0—¥)+0n -1 X
=yibn+ yny,
=t + uy,)n,

luego y; x 2 _3/1 V5.

Teorema. 10.26.
El conjunto Z,, con las operaciones suma y producto, antes definidas, es un anillo conmuta-
tivo.

Observar que en Z, puede ocurrir que el producto de dos elementos no nulos sea nulo. Por
ejemplo en Zg se tiene

2x3=0.
Comprobar que esto pasa siempre que n admite una factorizacion propia n = n;n, con n; #
+1, esto es, siempre que 7 no es un nimero entero primo.

Un elemento de a € Z, se llama invertible si existe un elemento b € Z, tal que ab = 1.
También se dice que a es una unidad.

Lema. 10.27.
Cuando p es un numero primo vamos a comprobar que cada elemento no nulo de Z, es
invertible.

DEMOSTRACION. En efecto, si X # 0, entonces x no es multiplo de p, y por tanto es primo
relativo con p; esto significa, por la identidad de Bezout, que existen nimeros enteros ay b
verificando ax + bp = 1. Pero entonces tenemos la siguiente igualdad:

l=ax+bp=ax+bp=ax+0=ax

y resulta que a es el inverso de Xx. O

Observar que como consecuencia de este resultado en un anillo Z,, la clase X es invertible si
y solo si x y n son primos relativos.
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Ejercicio. 10.28.

Calcular el inverso de la clase de 10 en el anillo Z»7.

SOLUCION. Basta calcular la identidad de Bezout para 27 y 10: (27a + 10b = 1); en nuestro
caso hacemos las divisiones sucesivas:

20 1
27| 10
70 3] 1

1=7-2x3
=7-2x(10-7)=3x7-2x10
=3x(27-2x10)—2x10=3 x 27 — 8 x 10.

n dq a b
1 1 0
0 0 1
1] 77 2 1 -2
2l 3 1 0—1=-1 1—(-2)1=3
3 1] 2/ 1-(-1)2=3 -2-3x2=-8

El inverso de la clase de 10 en Z,-7 es —8 = 19.

Ejemplo. 10.29. (Nameros pseudo-aleatorios.)
Los numeros aleatorios se suelen emplear en aplicaciones de simulacion, y son de gran valor.
En general, sin embargo, es dificil obtener listas eficientes de nimeros aleatorios. Se recurre
entonces a generar listas de nimeros en el ordenador que hagan las veces de los niimeros
aleatorios, sin necesidad de que lo sean; se conocen como niimeros pseudo—aleatorios.

g

Un método de generar numeros pseudo-aleatorios se basa en el uso de las congruencias. si
queremos generar una sucesion de numeros pseudo-aleatorios, damos tres parametros:

m, el moédulo,
¢, el coeficiente,
d, el incremento,

x, la semilla.

verificando:

c,d,xg < m,

c> 2,
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La forma de generar una sucesion {x,}, de nimeros pseudo-aleatorios es tomar xp = X, y
definir, de forma recursiva, x,.1 = cx, + d (méd m), para n > 0. Los elementos que com-
ponen la sucesion dependen de los valores que asignemos a los parametros m, ¢, dy x. Si los
numeros pseudo-aleatorios queremos que estén comprendidos entre o y 1, basta considerar
la sucesion {x,/m} .

Ejemplo. 10.30.
Construir la sucesion de niimeros aleatorios para los parametros siguientes: m = 1001, ¢ = 2,
d=3,x=05.

Tenemos xp = x = 5, x3 = 2-5+3 = 13 (mdd 1001), y el resto se obtienen utilizando
la formula x,,; = 2x,+3 (md6d 1001). El calculo es sencillo usando algunas funciones de
Mathematica.

Primero definimos una funcion, sea L, mediante:

L[0] =5,
Ln_Integer| := Mod[2 L(n — 1] + 3,1001]

Ahora podemos escribir los primeros nimeros pseudo—-aleatorios:
Table[L[i], {i, 0, 10}],

el resultado es:
5,13,29,61, 125, 253, 509, 20, 43, 89, 181

en este caso a partir del término xgy, que es igual a 5, se repiten todos los términos de la
sucesion.
Table|L[i], {i,0,60}]
{5,13,29, 61,125,253,509, 20, 43, 89, 181, 365, 733, 468, 939,
880,762,526,54, 111,225, 453,909, 820, 642, 286, 575, 152, 307,
617,236,475,953,908, 818, 638, 278, 559, 120, 243, 489, 981, 964,
930, 862, 726,454,911, 824,650, 302,607,216,435,873,748,498,
999,1000,1,5}

10.8. Resolucion de ecuaciones en congruencias

En el anillo Z,, podemos plantearnos las mismas cuestiones que en Z. Por ejemplo resolver
ecuaciones.

La ecuacion aX + b = 0 en Zy, siendo a, b € Z, tiene solucion si existe x € Z, tal que
ax+ b=0.

;Como resolver una ecuacion de este tipo?
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Observar que si llamamos a a un representante de la clase a € Z, y lo mismo para by x,
entonces la ecuacion tiene solucion si existe un niimero entero x tal que ax+ b es un multiplo
de n, y por lo tanto si existe t € Z tal que ax + b + tn = 0. Tenemos pues una ecuacion
diofantica con incégnitas x y ¢, la cual tendra solucion si y solo si m.c.d.{a, n} divide a b.
En particular cuando m.c.d.{a, n} = 1, ya que en este caso existe el inverso de a en Zj, la
solucion serfa x = —ba 1.

Ejemplo. 10.31.

Resolver en Zg la ecuacion 4X = 2.

SOLUCION. Observar que en este caso podemos hacer una comprobacién con todos los ele-
mentos de Zg, obteniendo:

Od WN —= ofx
N%ON%O?

como consecuencia tenemos dos soluciones: 2 y 5.

El método indicado anteriormente supone resolver la ecuacion diofantica4X + 6T = 2. una
solucion es: (—1, 1), y todas las soluciones son de la forma (-1 — 3,1 + 2) = (—(t+ 1)3 +
2,(t+1)2—-1) = (3s+2,-2s— 1), llamando s = —(¢ + 1). Entonces todas las soluciones de
la ecuaciéon 4X = 2 en Zg son de la forma 3s + 2, esto es, como basta considerar dos valores
consecutivos s = 0y s = 1, las soluciones seran: x =2y x =5 O

Cuando se trata de un anillo Zj, siendo p un nimero entero primo, la resolucién de ecuacio-
nes o de sistemas de ecuaciones se realiza con los métodos algebraicos al uso.

Ejemplo. 10.32.
Resolver en Z;; la ecuacion 7X = 2.

SOLUCION. Otra vez el método exhaustivo es eficaz debido al tamafio de Z1;.

x| 7x x 7x
0 0 6 9
1 7 7 5
2 3 8 1
3 10 9 8
4 6| 10 4
5 2

La solucién es 5.
Otra forma es multiplicar por el inverso de 7 en Z;;, que observando la tabla es igual a 8,
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entonces la solucién es: x = 77! x 2 = 8 x 2 = 5. Para el calculo del inverso podemos también
utilizar la identidad de Bezo_ut, la_cual es:1 = —3 x 74 2 x 11, ver pagina 68, entonces el
inverso de 7 es -3=8, yaque —3 = 8 en Z;. ]

10.9. Teorema chino del resto

Sean n; y np dos enteros positivos distintos de 1. Los anillos Zy,, Zy,, Y Zpn,n, son ya bien
conocidos para nosotros. Deseamos averiguar que relacion existe entre ellos.

Dados dos anillos conmutativos Ay B definimos en el producto cartesiano A x B dos opera-
ciones:

(ar,b1) + (az, bo) = (a1 + az, by + by)

(a1, b1) x (a2, b2) = (a1 x az, by X bo)
Lema. 10.33.

A x B es un anillo conmutativo.

Asipues Zp, X Zn, ¥ Zn,n, son dos anillos, con el mismo ntimero de elementos: n; 1.

;Son iguales?

Ejemplo. 10.34.
Zy x 73y Ze son iguales (jisomorfos!).

SOLUCION. Definimos una aplicacion f : Zg — Z, x Z3 mediante:

G WwWN —~ Olw

es una biyeccion y es un homomorfismo de anillos, luego los dos anillos son isomorfos (=igua-
les). O

Ejemplo. 10.35.
37y X Loy Z4 son iguales?
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SOLUCION. En este caso no son iguales, ya que en Z; x Z, cuando sumamos un elemento
consigo mismo el resultado es siempre (0,0), el elemento cero. Mientras que en Z, se tiene
1+1=2+#0. O

La pregunta es ;bajo qué condiciones se tiene un isomorfismo Zy, x Zy, = Zp,n,?
El caso de Z; x Z3 nos pone sobre la pista de que los subindices son primos, pero también son

primos los subindices en el caso Z, x Z,. ;Sin embargo en este caso no son primos relativos!

Lema. 10.36.
Sean n y ny enteros positivos primos relativos distintos 1, entonces la aplicacion f : Zy, n, —
Zn, % Zn, definida por f(1) = (1,1) es un isomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION. Primero observamos que para cada entero r se verifica f(7) = (7, 7). Vamos
aver que f es inyectiva, si f(a) = (0,0), entonces a = 0 en Zy,, esto es, a es un multiplo de n;,
luego es un multiplo de n; 71, su minimo comun multiplo. Por tanto @ = 0 en Zj, ,. Ahora,
como ambos tienen en mismo numero de elementos, la aplicacion f es biyectiva y ambos
anillos son isomorfos. O

En particular f : Zy,n, — Zn, X Zp, €s sobreyectiva y por tanto también lo es la aplicacion

8: 2 — Ln, X Lp,.

n1n2 ? an X Zl’lz

Esto significa que cada par (a;, az) € Zpn, X Zy, s laimagen de un elemento de Z, esto es, el

sistema
X = a (méd nl)
X = ay (méd ng)

tiene solucion cuando n; y n, son primos relativos.

;Como calcular una solucién?

Como n,; y np son primos relativos, existen a, b € Z tales que an; + bn, = 1, entonces se tiene
a, = ama; + bnpa; = bnpa;  (méd ny)

y
ay = an ay + bmpay = anjay;  (méd nyp).

De aqui deducimos que los bnya; + an;a, son una solucion al sistema.

Observar que la solucion al sistema es tinica salvo el médulo n; ny.
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Este resultado puede extenderse en el siguiente sentido: si n, ..., n; son nimeros enteros
positivos, primos relativos dos a dos, entonces para cualquier eleccion de nameros enteros
a, ..., a; el sistema

X = a (méd I’ll)

X= as (méd Tlt)
tiene solucion, tinica salvo médulo n; - - - n;. La forma de resolver este problema es considerar
primero el sistema

X= a) (méd I’ll)
X= ay (méd I’Lg)

y calcular una solucion, sea ésta, por ejemplo, b, entonces pasamos a considerar ahora el
sistema con ¢ — 1 ecuaciones

X=b (méd nm I’lg)

X = as (méd I’I,3)

X = ag (Il’léd nt)
en donde hamos sustituido las dos primera por X = b (mdéd nyny). Y se continda en esta
forma hasta obtener una solucién del sistema.

Un sistema en congruencias
X = a) (méd I’ll)
X = ay (méd Tlg)

puede tener solucién aunque n; y 12 no sean primos relativos, vamos a ver una solucion
necesaria y suficiente para que exista solucion del sistema.

Supongamos que x es una solucion, entonces ser verifica

X—a; = \im AN EZ
X—ap = Aoy Ao €7

entonces se verifica:
ay — ap = —A\1h + Ao ny,

esto es, a; — ap es un multiplo de m. c. d.{n;, ny }. Veamos que el reciproco también es cierto.
Sid=m.c.d{m,m} =a1m +axmpya, — a2 =\d= \an; + \aznp. Entonces

X=a; — A ajny = ay + Aoy
es una solucion del sistema en congruencias. En efecto, se verifica:

X—d) = —)\Ozll’ll
X—dy = /\agl’lg.
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El resto de las soluciones se obtiene sumando un multiplo del minimo comin mdultiplo de
n; y »2. En efecto, si tenemos dos soluciones x; y x», entonces su diferencia es un multiplo
de n; y de ny, luego es un multiplo de m. c. m.{n,;, np}. Por otro lado es facil ver que si M =
m. c.m.{ny, Nz} y x s una solucion, entonces x + AM, A € Z, es también una solucion.

Ejemplo. 10.37.
Calcular las soluciones del sistema en congruencias:

X=2 (méd 12)
X=5 (mdd 21)

SOLUCION. Ya que 2 — 5 es un mdltiplo de m.c.d.{12,21} = 3, el sistema tiene solucion.
Escribimos la identidad de Bezout para m. c.d.{12,21}, esto es,

3=2x12-21.

Se tiene entonces las identidades:

2-5=-(2x12-21)=-2x12+21,
24+2x12=5+21=26.

Una solucion es: 26. La solucion general es de la forma 26 + Am.c. m.{12,21} = 26 + \84.
U

Ejemplo. 10.38.
Calcular las soluciones del sistema en congruencias:

(méd 12)
(méd 21)
8 (méd 32)

N > <
1
=gl

SOLUCION. Resolvemos el sistema

X=2 (méd 12)
X=5 (mdd 21)

cuya solucion es: X =26 (mdéd 84). Tenemos entonces el sistema:

X =26 (méd 84)
X=18 (méd 32)

La resolucion de este sistema sigue los mismos pasos que en el ejemplo anterior.

(1) Calculo delm.c.d.ylaidentidad de Bezour: m.c.d.{84,32} =4 = —3 x 84 + 8 x 32.
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(2) Expresion de la diferencia 26-18 como multiplo del m.c.d.: 26 — 18 = 8 = 2(—3 x 84 +
8 x32)=-6x84+16 x 32.

(3) Cdlculo de la solucion particular: 26 + 6 x 84 = 18 + 16 x 32 = 530.

(4) Calculo de la solucion general: 530 + Am. c. m.{84,32} = 530 + 672\.
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11. IntroduccCion . . . . . . . o i v i i e e e e e e e e e e 79
12. Anillosde polinomios . ... ... ... ... ... .. .. o oo 87
13. Raicesdepolinomios. . . ... ... ... ... ... 98
14. Polinomios con coeficientesenzZ . . . . . . . . v v i i e e e e 107
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11. Introduccion

Los sistemas de niimeros que se introducen de forma natural son los siguientes: N, Z y Q, que
corresponden a los numeros naturales, enteros y racionales respectivamente. En estos siste-
mas, que tienen propiedades algebraicas cada vez mas complejas, existen dos operaciones,
la sumay el producto, verificando las siguientes propiedades:
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IN | Z | Q
SUMA asociativa asociativa asociativa
conmutativa | conmutativa conmutativa
ex. el. neutro | ex. el. neutro ex. el. neutro
— ex. el. opuesto ex. el. opuesto
— GRUPO ABELIANO | GRUPO ABELIANO
PRODUCTO asociativa asociativa
conmutativa | conmutativa conmutativa
ex. el. neutro | ex. el. neutro ex. el. neutro
— — ex. el. inverso
— — GRUPO ABELIANO
SUMAY
PRODUCTO || distributiva | distributiva distributiva
ANILLO CUERPO

La construccion realizada de estos sistemas de nimeros permite expresar todas sus elemen-
tos a partir de numeros naturales, que son los enteros no negativos.

Por cuestiones de “continuidad” 1os nimeros racionales se completan a los nameros reales.
Teniendo entonces un conjunto de ntimeros, R, con una estructura de cuerpo. La existen-
cia de niimeros reales que no son racionales es facil de establecer; por ejemplo v/2 no es
un numero racional. Si queremos tratar los nimeros reales, de forma exacta, a partir de los
numeros racionales nos damos cuenta de que solamente unos cuantos de aquellos permiten
este tratamiento, ejemplos son el citado v/2 o el ntimero de oro, ¢ = #, ya que ambos son
raices de polinomios con coeficientes enteros; X> — 2 y X> — X — 1 respectivamente. Existen
otros nimeros reales que no admiten esta aproximacion, ejemplos son 7, la razén entre el
diametro y la longitud de la circunferencia, 6 e, 1a base de los logaritmos naturales.

;Cémo podemos estudiar v/2? Consideramos el anillo Q[X] y el conjunto de los multiplos del
polinomio X? —2, al que representamos por (X? —2). Entonces el cociente Q[X]/(X? —2) esun
anillo, que ademads es un cuerpo. Los elementos de Q[X]/(X? — 2) son clases, y cada una tiene
un representante del tipo aX + b, siendo a, b € Q. Es pues un espacio vectorial de dimension

dos con base {1, X}. Observar que X verifica X =2, ya que X2 — 2 = 0, y por tanto X puede
ser considerado como v/2; esto es, hemos ampliado el conjunto de los numeros racionales
con un nuevo elemento que es una raiz cuadrada de 2.

Para el namero de oro ¢ podemos hacer un tratamiento similar, esta vez con el polinomio
X?—-X-1.

Observamos que el uso de los polinomios es necesario si queremos estudiar algunos ntime-
ros reales. Este uso de polinomios nos va a permitir introducir otros nameros que no son
reales, como por ejemplo i, que serd una raiz del polinomio X? + 1. De esta forma tenemos
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el cuerpo Q[X]/(X? + 1), pero también el cuerpo R[X]/(X? + 1), que se va a identificar con el
cuerpo de los numeros complejos, al que representamos por C.

Hemos ido introduciendo nuevos sistemas de nimeros y en cada caso hemos visto que se
obtenian cuerpos, mas adelante veremos que para tener un cuerpo K[X]/(p(X)) es necesario
y suficiente que p(X) sea un polinomio irreducible. Y también veremos que los polinomios
irreducibles hacen el papel de los nimeros enteros primos, esto es, cada polinomio en K[X]
es, de forma tnica, un producto de polinomios irreducibles. Por esta razon nos interesara dar
criterios para ver cuando un polinomio es o no irreducible. En nuestro estudio nos vamos a
restringir a trabajar sobre los anillos de polinomios con coeficientes en Q, Ry C, y a veces en
Zy, y utilizaremos Z[X| como una herramienta para estudiar el caso mas dificil: los polino-
mios en Q[X].

El namero de oro.

Si se considera un rectangulo de dimensiones 1 y a > 1, y si a este rectangulo le quitamos
un cuadrado de lado 1, jcuando las proporciones entre los lados del rectangulo original y el
nuevo estan en la misma proporcion? El namero de oro es el valor de a para el que esto se
verifica.

a

Como % = ﬁ, resulta a(a — 1) = 1, esto es, a es raiz del polinomio X2 - X—1.

11.1. Definicion de anillo

Un anillo es una cuaterna (4, +, x, 1) formada por un conjunto no vacio A, dos operaciones
binarias: +y x y un elemento 1 € A verificando las siguientes propiedades:

(1) (A, +) es un grupo abeliano, esto es, la operacion +, suma, verifica las propiedades aso-
ciativa, conmutativa, existe un elemento neutro, lo llamamos cero del anillo, y cada
elemento de A tiene un elemento opuesto.
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(2) Laoperacion x, producto, verifica las propiedades asociativa y conmutativa.
(3) 1 esun elemento neutro para la operacion x, lo llamamos uno del anillo.

(4) Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto a la suma: a x (b + ¢) =
(ax b)+ (ax c)paracadaa, b, c € A.

De estas propiedades se obtienen algunas consecuencias inmediatas como las siguientes:

Lema. 11.1.
Sea A un anillo, entonces se verifica:

(1) El elemento cero estda univocamente determinado, lo representamos por 0.

(2) Para cada elemento a € A el elemento opuesto de a esta univocamente determinado, lo
representamos por —a.

(3) Para cada elemento a € A se verifica—a = (—1) x a.
(4) Para cada elemento a € A se verifica0 x a = 0.

(5) Para cada par de elementos a, b € A se verifica (—a) x b= —(ab) = a x (—b).

El producto a x b también se suele representar por ab.

Ejemplo. 11.2.
El conjunto Z de los nimeros enteros, con la suma, y producto y el 1 es un anillo. También lo
son anillos Q, R y C. Anillos con un ntimero finito de elementos son los Z,,.

El concepto de divisor de cero es fundamental en la teoria de anillos. Dado un anillo A un
elemento a € A es un divisor de cero si existe un elemento 0 # b € Atal que ab = 0. Es
claro que 0 es un divisor de cero y que hay anillos que no tienen divisores de cero no nulos,
como por ejemplo Z. Un anillo que no tiene divisores de cero no nulos se llama un dominio
de integridad.

Ejemplo. 11.3.
El anillo Z4 no es un dominio de integridad. El anillo Z3 es un dominio de integridad.

En algunos anillos cada elemento no nulo tiene un inverso con respecto al producto; a estos
anillos los llamaremos cuerpos.

Ejemplo. 11.4.
El anillo Z no es un cuerpo, y tampoco lo es Z4. Los anillos Q 6 Z3 son cuerpos.
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11.2. Homomorfismos
Dados dos anillos Ay B, una aplicacion f : A — B que verifica las propiedades:

(1) f(a+ b) = f(a) + f(b), paracadaa, b € A,
(2) f(ax b) = f(a) x f(b), paracadaa, b € A,
3) f(1)=1.

se llama un homomorfismo de anillos.
Hemos representado las operaciones en Ay en B con los mismos simbolos.

Algunas consecuencias inmediatas de la definicion de homomorfismo de anillos son:

Lema. 11.5.
Dado un homomorfismo de anillos f : A — B se verifica:

(1) f(0) =0,
(2) Paracadaa € Asetienef(—a) = —f(a).

(3) Sia c Atiene inverso, a_!, entonces f(a™') = f(a)~'.

Hacer la demostracion como ejercicio.

Asociados a un homomorfismo de anillos existen dos conjuntos: el ntcleo y la imagen.

11.3. Ideales

Dado un homomorfismo de anillos f : A — Bse define el niicleo de f como:

Ker(f) = {x€ A| f(x)=0}.

Lema. 11.6.
Para cada homomorfismo de anillos f : A— B se verifica:

(1) Ker(f) es un subgrupo abeliano, esto es, para cualesquiera x, y € Ker(f) se tienex+ y €
Ker(f), —x € Ker(f) y0 € Ker(f);
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(2) Para cualesquiera x € Ker(f) ya € A se tiene ax € Ker(f).

Se introduce un tipo de subconjuntos de un anillo a través de estas propiedades del nticleo
de un homomorfismo. Un subconjunto no vacio I C Ase llama un ideal de A si verifica:

(1) Iesunsubgrupo abeliano, esto es, para cualesquierax, y € Isetienex+yc I, —xcly
0el

(2) Para cualesquiera x € [y a € Ase tiene ax € 1.

Cadaideal I de un anillo A define una relacion de equivalencia en A mediante:
a=rb si a-—-bel

El conjunto cociente A/ =; se representa por A/1, y en él existe una tnica estructura de anillo
de forma que la proyecciéon p : A — A/I sea un homomorfismo de anillos; esta es:

[a] + [b] = [a+ b),
a][] [a b,

para cualesquiera a, b € A.

Resulta entonces que I coincide con el nucleo de p; asi pues cada ideal I de un anillo A es
el nicleo de un homomorfismo de anillos con dominio A. El anillo A/I se llama el anillo
cociente de A por el ideal 1.

11.4. Subanillos

Dado un homomorfismo de anillos f : A — Bla imagen de f se define como
Im(f) = {y € B| existea c Atal que f(a) = y}.

Lema. 11.7.
Para cada homomorfismo de anillos f : A— B se verifica:

(1) Im(f) es un subgrupo abeliano, esto es, para cualesquiera x, y € Im(f) se tienex + y €
Im(f), —x € Im(f) y0 € Im(f);

(2) Para cualesquiera x, y € Im(f) se tiene xy € Im(f);
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(3) 1 € Im(f).

Se introduce un tipo de subconjunto de un anillo a través de estas propiedades de la imagen
de un homomorfismo. Un subconjunto no vacio S C A se llama un subanillo de A si verifica:

(1) Sesun subgrupo abeliano, esto es, para cualesquiera x, y € Ssetienex+ye€ §,—x € S
yoes;

(2) Para cualesquiera x, y € Sse tiene xy € S;

3) 1e8S.

11.5. Elementos primos e irreducibles

Vamos a suponer que A es un dominio de integridad.

Lema. 11.8.
El conjunto de los elementos invertibles es cerrado para la multiplicacion, tomar inverso y el
elemento 1.

Dados a, b € A, decimos que a | b, y se lee, a divide a b, si existe ¢ € Atal que b = ac. Dos
elementos a, b € Ase llaman asociados sia | by b | a; se escribe a ~ b.

Lema. 11.9.
(1) Larelacion ~ es una relacion de equivalencia en A.

(2) Dos elementos a, b € A son asociados si existe un elemento invertible u € A tal que
b = au.

Un elemento p € A se llama primo si verifica:

(1) pesnonuloyno esinvertible;

(2) Sip| ab,entoncesp| ad p| b.
Un elemento g € A se llama irreducible si verifica:

(1) gesnonuloyno es invertible;

(2) Si g = ab, entonces a es una unidad o b es una unidad.
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Esto es, si g no tiene una factorizacion propia.

Lema. 11.10.
Todo elemento primo es irreducibles.

DEMOSTRACION. Supongamos que p es un elemento primo, para ver que es irreducible su-
pongamos que p se escribe como p = ab, entonces p | ab, y por tanto p | a6 p | b. Suponga-
mos que p | a, entonces existe ¢ € Atal que a = pc. Tenemos la igualdad p = ab = pcb. Como
Aesun dominio de integridad, entonces 1 = cby se tiene que b es un elemento invertible.

U

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 12. ANILLOS DE POLINOMIOS 87

12. Anillos de polinomios

Sea A un anillo conmutativo y X una indeterminada, esto es; un simbolo que no pertenece a
A. Llamamos polinomio en X con coeficientes en A a una expresion formal del tipo

anX" + -+ o X + ap,

conay, ..., ay, ay € A, n € Nydonde X2, ..., X"* son nuevos simbolos que estan relacionados
con X. Los elementos ay, ..., a;, ay se llaman los coeficientes del polinomio.

Representamos el conjunto de todos los polinomios en X con coeficientes en A por A[X].

Sean, en lo que sigue, p(X) = a, X"+ - -+ X+ a y 4 X) = bpyX™ + -+ + b1 X + by dos
polinomios elementos de A[X].
Decimos que p(X) y g(X) son polinomios iguales si

a; = b;, para0 < i <min{n, m}ya; =0, b; = 05si j > min{n, m}.

Como consecuencia o un polinomio tiene todos sus coeficientes iguales a cero, en cuyo caso
es igual al polinomio 0 o tiene algin coeficiente no nulo, en cuyo caso es igual a un tinico
polinomio a,X" + --- + a1 X + ay que verifica la condicion a, # 0. Salvo que se indique lo
contrario los polinomios que introduciremos estaran representados en esta forma tnica.

Dado un polinomio no nulo p(X) = a, X"+ - - -+ a1 X + ap, a, # 0, llamamos coeficiente lider
de p(X) a a, y coeficiente 6 término independiente de p(X) a ay. Llamamos a 7 el grado de
p(X), ylo notamos grad(p(X)). El polinomio p(X) es constante si n = 0. Cuando el coeficiente
lider es igual a uno el polinomio se llama ménico.

Diremos que el polinomio nulo p(X) = 0 es un polinomio constante que tiene grado —oo.

Definimos a continuacion dos operaciones binarias en el conjunto A[X]. Sean p(X) y g(X)
como antes, entonces definimos una operacién suma mediante:

p(X) + q(X) = (an+ bp) X" + -+ (a1 + b)) X + (ap + by),
y una operacion producto:
PX)G(X) = anby X" + .- + X" + (apby + arbo) X + agbo,

dondea, =0sik > n,by=0sil> m, h=max{n, m}yt;= ayb;+ab;_1+---+a;_1b1+ a;by,
0<i<n+m.
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Lema. 12.1.
En la situacion anterior A[X] es un anillo con elemento uno igual al polinomio constante 1.

Si X, ..., Xy son indeterminadas sobre A, definimos, por recurrencia, el anillo de polinomios
enlasindeterminadas Xj, ..., X; con coeficientesen Acomo A[Xj, ..., X;| = A[Xy, ..., X—1][ X
Podemos definir el grado en cada una de las indeterminadas, ya que paracadal < i < rexis-
te un isomorfismo

AXy, X 2 AX . X, X XX

Como consecuencia cada elemento p(Xi,...,X;) € A[Xy,...,X;] se expresa de forma tnica
como una suma finita de la siguiente forma:

p(Xla"'7Xr) = Z ael.,,e,Xlel ,,_Xfr7

(e1,...,er)ENT

donde a,, . € A son casi todos nulos. A cada uno de los sumandos de esta suma, con
Ae,..er # 0,10 llamamos un monomio de p(X;, ..., X;). Definimos el grado de un monomio
simplemente como la suma de los grados en cada una de las indeterminadas, y decimos que
un polinomio es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo grado.

12.1. Aritmética del anillo de polinomios

Volvamos ahora a la situacién de polinomios en una indeterminada. Vamos a estudiar la
aritmética del anillo A[X].

Lema. 12.2.
Sea A un anillo y p(X), q(X) € A[X], entonces se tiene que grad(p(X)q(X)) < grad(p(X)) +
grad(q(X)). Ysi A es un DI, entonces se verifica la igualdad.

DEMOSTRACION. Tenemos que p(X)q(X) = anb,X™ ™ + -+ + agby, si anby, = 0, entonces
grad(p(X)q(X)) < grad(p(X))+grad(g(X)). Si Aesun DI, entonces a, by, # 0y grad(p(X)qg(X)) =
grad(p(X)) + grad(q(X)). O

Es facil ver que en general no se tiene la igualdad.

Ejemplo. 12.3.
Se consideran los polinomios p(X) = 2X+ 1y q(X) = 3X+ 2 con coeficientes en Zg, entonces

grad(p(X)q(X)) = 1 # 2 = grad(p(X)) + grad(g(X)).

Corolario. 12.4.
Sea A un anillo, son equivalentes:
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(a) Aesun DI
(b) A[X] es un DL

(©) grad(p(X)q(X)) = grad(p(X)) + grad(q(X)) para cada p(X), q(X) € A[X].

Sea A un anillo, definimos una aplicacion #4 : A — A[X] mediante f4(a) = a, el polinomio
constante, para cada a € A.

Lema. 12.5.
En la situacién anterior t4 es un homomorfismo de anillos inyectivo. Vamos a identificar A
con su imagen por ty en A[X].

Corolario. 12.6.
Si Aun DI, entonces los elementos invertibles de A|X] coinciden con los elementos invertibles
de A.

DEMOSTRACION. Es claro que todo elemento invertible de A es también invertible en A[X].
Supongamos que p(X) € A[X] es un elemento invertible, entonces existe g(X) € A[X] tal
que p(X)q(X) = 1. Aplicando el Lema 12.2., tenemos que 0 = grad(1) = grad(p(X)q(X)) =
grad(p(X)) + grad(q(X)), por tanto grad(p(X)) = 0,y p(X) es un polinomio constante, esto es;
pertenece a A. U

Este resultado no es cierto en general, como el siguiente Ejemplo prueba.

Ejemplo. 12.7.
El el anillo Z4[X] el polinomio p(X) = 2X + 1 es un polinomio invertible, ya que p(X)p(X) =
(2X+1)(2X + 1) =1, yes claro que p(X) no es un polinomio constante.

Teorema. 12.8. (Propiedad universal del anillo de polinomios)
SeaAunanilloyf : A — S un homomorfismo de anillos. Para cada s € S existe un tinico
homomorfismo de anillos f; : AIX] — S tal que fs(X) = sy f = fsta.

A—" s AX]

DEMOSTRACION. Sea p(X) = a,X"+- - -+a; X+ay un polinomio en A[X]. Definimos f;(p(X)) =
flan)s"+---+f(ay)s+f(ap). Asi definido f; es un homomorfismo de anillos y verifica f(X) = s
y f = fsta. Para probar la unicidad, podemos aplicar que X y A generan el anillo A[X]. O
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Como consecuencia, esta propiedad universal determina, salvo isomorfismo, el anillo de po-
linomios en una indeterminada X. Esto es; si Y es otra indeterminada, entonces los anillos
A[X] y A]Y] son isomorfos.

Otra consecuencia del Teorema 12.8. es la siguiente:

Corolario. 12.9.
Para cada elemento a € A existe un tinico homomorfismo de anillos e, : A[X] — A inducido
por la identidad en Ay el elemento a € A.

El homomorfismo e, se lama homomorfismo de evaluacién en a. La imagen del polinomio
p(X) por e, la notaremos simplemente por p(a). Observar que consiste en sustituir, en la
expresion de polinomio p(X), X por a, X? por @, etc.

Proposicién. 12.10.

Sea g : A— B un homomorfismo de anillos, y X una indeterminada, entonces g induce un
tinico homomorfismo de anillos, g’ : A[X] — B[X], entre los anillos de polinomios haciendo
conmutativo el diagrama:

Donde t, y tg son los homomorfismos canonicos del Lema 12.5. de A en A|X] y de B en B[X]
respectivamente.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de la propiedad universal del anillo de polinomios
cuando tomamos f = tggy b = X € B[X] O

12.2. Divisibilidad en anillos de polinomios

Teorema. 12.11. (Algoritmo de Euclides)
Sea A un anillo y p(X), q(X) € A[X], con q(X) # 0y coeficiente lider un elemento invertible
en A. Entonces existen polinomios, tinicos, ¢(X), r(X) € A[X] que verifican:

(1) pX) = qX)e(X) + 1(X) y

2) grad(r(X)) < grad(q(X)).
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DEMOSTRACION. Vamos a hacer la demostracion por induccién sobre el grado de p(X). Si
grad(p(X)) < grad(q(X)), basta tomar ¢(X) = 0y r(X) = p(X). Supongamos que grad(p(X)) >
grad(q(X)). Sigrad(q(X)) = 0, entonces tomamos ¢(X) = p(X)q(X)~! y r(X) = 0. Supongamos
ahora que el resultado es cierto para todos los polinomios de grado menor que el de p(X), y
fijando notacion sean n = grad(p(X)) > grad(q(X)) = m > 0; definimos

p1(X) = p(X) — (anby, ) X" "q(X),
es claro que grad(p; (X)) < n, y entonces, por la hipotesis de induccién tenemos

p1(X) = g(X)er(X) + n(X)

grad(r (X)) < grad(g(X)) } con ¢ (X) y r1(X) tnicos.

Se tiene entonces la siguiente igualdad:
p(X) = 4(X) [e1(X) + (anbp ) X"™| + 1 (X).

Por tanto tinicamente queda probar la unicidad de esta descomposicion. Supongamos que
tenemos dos descomposiciones

pX) = q(X)c1(X) + n(X) = q(X)c2(X) + r2(X),
con grad(r;(X)) < grad(g(X)), i =1, 2.

Entonces tenemos:
n(X) — n(X) = gX)[a(X) - (X)),

ysic(X) — e2(X) # 0, entonces se verifica:
grad(r (X) — r2(X)) = grad(q(X)[c1(X) — 2(X)] =

grad(g(X)) + grad(c1(X) — (X)) = grad(q(X)) > grad(n(X) — r2(X)),

lo cual es una contradiccion. Entonces ha de ser necesariamente c;(X) = ¢;(X), y como con-
secuencia 1 (X) = r(X). O

Vamos a dar nombre a los polinomios que nos aparecen en el Teorema 12.11.. El polinomio
¢(X) se llama cociente de p(X) por g(X), y r(X) se llama resto de la division.

Corolario. 12.12.
Cuando K es un cuerpo, y p(x), q(x) € K[X] tales que q(X) # 0, entonces podemos hacer la
division de p(X) por q(x) ya que el coeficiente lider de g(X) es una unidad en K.
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12.3. Definicion de dominio euclideo

El anillo K[X], cuando K es un cuerpo, y el anillo Z de los nimeros enteros son ejemplos de un
tipo especial de anillos en los que es posible hacer una division con resto. Estos anillos son
dominios de integridad y en ellos existe una funcién euclidea, el grado y el valor absoluto,
respectivamente, d : A\ {0} — N. verificando la siguiente propiedad para cualesquiera
0#£abeA:

(1) d(ab) > d(b).

(2) existenc, re Atalesquea=bc+ryr=00d(r) < d(b).

Un dominio de integridad A en el que existe una aplicacion d : A — N verificando estas
condiciones se llama un dominio euclideo.

Ejemplo. 12.13.
(1) SiK esun cuerpo entonces K[X] es un dominio euclideo con funciéon euclidea § definida
pord(p(X)) = grad(p(X)), y como hemos comprobado antes en él tenemos una division
con resto.

(2) En el anillo Z de los nameros enteros tenemos que el valor absoluto es una funcién

euclidea y la division con resto usual.

En un dominio euclideo se tienen las siguientes propiedades:

(1) cada ideal I esta generado por un elemento, esto es, existe un elemento a € A tal que
I={ax| xe A};

(2) cada elemento irreducible es primo.

(3) cada elemento no nulo y no invertible se escribe, de forma tnica, como un producto de
elementos irreducibles.

12.4. Maximo comin divisor y minimo comuan miiltiplo

La aritmética de los nlimeros enteros podemos imitarla en el anillo K[X] de polinomios con
coeficientes en un cuerpo K. Dados dos polinomios p(X), q(X) € K[X], decimos que p(x)
divide a g(X) si existe un polinomio h(X) € K[X] tal que g(X) = p(X) h(X), y se representa
por p(X) | g(X); también se dice que p(X) es un divisor de g(X).
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La relacion divide en K[X] verifica, tal y como ocurria en el caso de la division con ntime-
ros enteros, las propiedades reflexiva y transitiva, pero no las propiedades simétrica o anti-
simétrica.

Dos polinomios p(X), q(X) € K[X] se llaman asociados si p(X) | g(X)y q(X) | p(X), ylo
representamos por p(X) ~ g(X).

Ejercicio. 12.14.
Demuestre que un polinomio p(X) € K[X] es una unidad (esto es, es invertible) si y solo si es
un polinomio contante no nulo.

SoLUcCION. Ver Corolario 12.6. O

Ejercicio. 12.15.
(1) Demuestre que p(X), q(X) € K[X] son asociados si y solo si existe una unidad u € K[X]

tal que q(X) = u p(X).
(2) Demuestre que la relacion asociado es una relacion de equivalencia en K[X].

(3) ;Cudl es la clase de equivalencia de un polinomio p(X) € K[X]?

Dados dos polinomios p(X), g(X) € K[X] un divisor comiin es un polinomio d(X) € K[X]
tal que d(X) | p(X)y d(X) | g(X), y un maximo comiin divisor es un divisor comun h(X) al
que divide cualquier otro divisor com1n, esto es, d(X) es un maximo comun divisor de p(X)
y q(X) si
d(X) | p(X) y d(X) | 4(X), y
si t(X) | p(X) v t(X) | g(X), entonces t(X) | d(X).

El méaximo comun divisor de p(X) y g(X) se representa por m. c. d.{p(X), g(X)}.

Ejercicio. 12.16.
(1) Demuestre que si dy(X) y d»(X) son dos maximos comunes divisores de p(X) y q(X) €
K[X], entonces d; (X) y d»(X) son asociados.

(2) El maximo comun divisor de dos polinomios en K[ X| determina univocamente una cla-
se de equivalencia en K[X| para la relacion de equivalencia asociado.

Dados dos polinomios p(X), g(X) € K[X] un miltiplo comin es un polinomio m(X) € K[X]
tal que p(X) | m(X) y g(X) | m(X), y un minimo comiin multiplo es un multiplo comun m(X)
que divide a cualquier otro multiplo comun, esto es, m(X) es un minimo comtn multiplo de
p(X)y q(X) si
pX) | m(X) y q(X) | m(X), y
si p(X) | t(X) vy q(X) | t(X), entonces m(X) | t(X).

El minimo comuin multiplo de p(X) y g(X) se representa por m. c. m.{p(X), g(X)}.
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De forma analoga a como ocurria con el maximo comun divisor tenemos los siguientes re-
sultados:

Ejercicio. 12.17.
(1) Demuestre que si m;(X) y my(X) son dos minimos comunes multiplos de p(X) y q(X) €
K[X], entonces my (X) y my(X) son asociados.

(2) El minimo comtn multiplo de dos polinomios en K[X] determina univocamente una
clase de equivalencia en K|X] para la relacion de equivalencia asociado.

Identidad de Bezout

Teorema. 12.18. (Identidad de Bezout)
Si p(X), g(X) € K[X] son polinomios con madximo comun divisor d(X), existen polinomios
a(X), b(X) € K[X] tales que

d(X) = a(X) p(X) + b(X) q(X).

Esta relacion se conoce como una identidad de Bezout para p(X) y q(X).

DEMOSTRACION. Para simplificar vamos a representar el polinomio p(X) simplemente por
p, y este criterio lo vamos a seguir también para los demas elementos de K[X].

Consideramos p, g € K[ X]yd = m.c.d.{p,q}. Como d | py d | g, entonces d | pa+ gb, para
cualesquiera a, b € K[X]. Llamamos I = {px+qy | x,y € K[X]},ysea h = px+qx € I de grado
minimo. Dividiendo p por hsetiene p = hc+ r = (px+ qy)c+ r,luegor = p(1 — x) + qy € I,
por tanto r = 0 yresulta / | p. De la misma forma /4 | g, y en consecuencia d | h, estoes, dy h
son asociados, luego existen a, b € K|X] tales que d = pa + gb. O

Ejercicio. 12.19.
Demuestre que si p(X), q(X) € K[X] tienen mdximo comun divisor d(X) y minimo comun
multiplo m(X), entonces p(X) q(X) ~ d(X) m(X).

SOLUCION. Llamamos p, g, dy ma p(X), g(X), d(X) y m(X) respectivamente. La identidad de
Bezout permite expresar d como d = pa+ qb, para ciertos a, b € K[X]. Para ciertos x, y € K[X]
se tiene m = px = qy. Tenemos entonces dm = (pa + gb)m = pam + gbm = paqy + gbpx =
pq(ay+ bx), de donde se obtiene m = Z(ay+ bx). Como 2/ = p7 = g£ es un multiplo comin
de py g, entonces existe z € K[X] tal que %‘7 = mz. De aqui se obtiene m = mz(ay + bx),y
simplificando 1 = z(ay + bx), esto es, p(X) q(X) ~ d(X) m(X). O
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Algoritmo de Euclides

En ocasiones es conveniente tener un método de calculo de los polinomios que aparecen en
la Identidad de Bezout, lo que proporciona un método para el cilculo del maximo comun
divisor; uno de los mas sencillos es el Algoritmo de Euclides. Sean p(X), g(X) € K[X] polino-
mios, no nulos, a los cuales representaremos por py g respectivamente. Hacemos la division
de p por ¢:

p=qc +r,conr =00 grad(rn) < grad(q).

Sirn = 0, entonces g | py resulta que el médximo comun divisor de py qges q; sin # 0,
entonces m.c.d.{p,q} = m.c.d.{q, rn}. Se tiene grad(r;) < grad(p), por lo que hacer ahora la
division de g por rp, resulta:

g=r1 0+ 1y, conr =00 grad(r) < grad(r).

Si n» = 0, entonces r; | gy resulta que el maximo comun divisor de gy r; es r1; si r, # 0,
entonces m.c.d.{q, 1} = m.c.d.{r, r}. Se tiene grad(ry) < grad(r;), por lo que hacer ahora
la division de r; porr ...

De esta forma uno de los r; = 0, en cuyo caso, si r;_; # 0, tenemos m.c.d.{p,q} = ri_1, 0
todos los r; son no nulos, en este caso tenemos una sucesion decreciente de nlimeros enteros
positivos:

grad(q) > grad(ry) > grad(rp) > -+ > grad(r;) > -+,

como no existen sucesiones infinitas estrictamente decrecientes, esta posibilidad no se pue-
de dar, y en consecuencia algun r; = 0, y estamos en el caso anterior.

Para tener un método que permita calcular una expresion del maximo comun divisor de py
g en funcion de py g, vamos a ver como escribir cada uno de los restos en términos de py g.

n=p-—d4qa;
n=q—nco=q—(p—qca)c=p(—c)+4q(l+ce);

Para averiguar los coeficientes a;, 1, b;,; tales que r; 1 = pa;,1 + gb;,1, si conocemos el valor
de a;, b;y a;_,, b;_;, entonces

Iiy1=ri—1 — TIiCi
= (pai_1 + gb;i_1) — (pa; + qb;)cii1
= p(ai—1 — aiciy1) + q(bi—1 — bicit1)

Como consecuencia se tiene:
air1 = aj—1 — 4iCit1
bii1 = bi_1 — biciy
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Este proceso podemos resumirlo en la siguiente tabla:

i ri Ci a; bi
-1 1 0

0 0 1

1 rn (4] 1 —C

2 ) Co —C 14+ o

i+ 1|11 | Gy | @1 — aiCiy1 | bio1 — biciy

Ejemplo. 12.20.
Calcule el m.c.d. de los polinomios p(X) = X3+ X2 + X +1yq(X) = X3+ X - X -1 € Q[X].

SOLUCION. Las divisiones son:

1 1x2 1
XB+XP+X+1 X3+Xe-—X—-1 P2X+2
XX+ X+1 X34+Xx2
2X +2 —X—-1
X+ 1
0

El méaximo comun divisor es 2X + 2, que es asociado a X + 1. Luego m.c.d.{X3 + X> + X +
LX34+X2-X—-1}=X+1.

i T C a; | b;

—1 1 0
0 1
1 |2X+2 1 1| -1
2 0 |ix*—3

La expresion del m.c.d. es:

2X4+2=(X+ X+ X+1) - (X +X*-X-1);

1 1
X+1:§(X3+X2+X+ 1)—§(X3+X2—X—1).

Ejemplo. 12.21.
Calcule el m.c.d. de los polinomios p(X) = X* + 2X3 + 1y g¢(X) = X* — 2X% +1 € Q[X].
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SOLUCION. Las divisiones son:

! Jx-4  |2x-2 |-4x+)
XP1o2x3+1 [xt—2x24+1 x3a2x? | -xXZ4+1 2X+2
2X3 4+ 2X? —X%2 41 2X +2 0

El maximo comun divisor es 2X + 2, que es asociado a X + 1. Luegom. c. d.{X* +2X3 +1, X* —
2X2 4+ 1} =X+ 1.

I r; Ci a; b;
—1 1 0

0 0 1

1 | 2X3 +2X° 1 1 -1

2 | -xX2+1 | ix-1 | -Ix+1| x4+
3 2X+2 | —2X-2| —X?+2 | X2 +2X
0 0 ~ix+1

La expresion del m.c.d. es:

2X +2 = (X +2X3 + 1)(— X% +2) + (X* - 2X% + 1) (X% + 2X);

1 1
X+1=X"+2x3+ 1)(—§X2 +1)+ (Xt —2x% + 1)(5)(2 + X).
O

Dos polinomios p(X), g(X) € K[X] se llaman primos entre si si su maximo comun divisor es
igual a 1.

Ejemplo. 12.22,
Los polinomios p(X) = X3+ X? - X+ 1, ¢(X) = X3 — X? — X + 1 € Q[X] son primos relativos.

De esta forma la aritmética de los anillos de polinomios K[X] con coeficientes en un cuer-
po K esta perfectamente determinada, es similar a la aritmética del anillo Z de los nameros
enteros. Mas complicado es el estudio de la aritmética de otros anillos de polinomios, como
por ejemplo el anillo Z[X]. La técnica a emplear serd reducir, en parte, el estudio del anillo
Z[X] al estudio del anillo Q[X] del que conocemos perfectamente su aritmética por el Corola-
rio 12.12.
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13. Raices de polinomios

Sea A un anillo, y p(X) € A[X] un polinomio, un elemento o € A se llama raiz 6 un cero de
p(X) si p(«) = 0. Vamos a traducir en términos de la aritmética del anillo A[X] el hecho de que
« sea una raiz de un polinomio p(X), para ello usaremos la division de polinomios.

Lema. 13.1.
Sea A un anillo y p(X) € A[X], para cada o € A existe un tnico polinomio c¢(X) € A[X] verifi-
cando: p(X) = (X — a)c(X) + p(«).

DEMOSTRACION. Aplicando el Algoritmo de Euclides a los polinomios p(X) y X — a, resulta
que existen polinomios ¢(X) y r(X) tales que p(X) = (X—a)c(X)+r(X) ygrad(r(X)) < grad(X—
a) = 1, luego r(X) es un polinomio constante. Aplicando el homomorfismo de evaluacion e,
tenemos:

pla) = ea(p(X)) = ex((X — a)e(X) + 1(X)) = (o — a)c(a) + r(a) = r(a),
entonces tenemos el resultado p(X) = (X — a)c(X) + p(«). O

Corolario. 13.2.
Sea A un anillo, p(X) € A[X] y« € A. Son equivalentes:

(@) p(X) es divisible por X — « en A[X], esto es, X — a | p(X).

(b) « esuna raiz de p(X).

Una generalizacion de este resultado es el siguiente:

Proposicién. 13.3.
SeaAun DI, p(X) € AX]yay,...,ar € Araices de p(X), distintas dos a dos, entonces (X —

ar) ... (X = ag) | p(X).

DEMOSTRACION. Para k = 1 el resultado es exactamente el Corolario 13.2.. Supongamos que
k > 1y que el resultado sea cierto para todo conjunto de menos de k raices. Entonces (X —
az)...(X—ay) | p(X),luego existe un polinomio g(X) tal que p(X) = (X—ap) ... (X—ay)g(X);
aplicando e,, tenemos:

0=pla1) = (01 —az) ... (1 — ag)q(a),

yyaque o) # o;parai=2,...,k, resulta que ha de ser g(«;) = 0. Como consecuencia (X —
a1) | g(X)ytenemos q(X) = (X—a1)qo(X), entonces p(X) = (X—az) ... (X—ap)(X—a1)qo(X),
de donde deducimos que (X — ay) ... (X — ag) | p(X). O

La hipotesis de ser A un DI es necesaria como prueba el siguiente Ejemplo.
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Ejemplo. 13.4.
Tomamos A = Zg y p(X) = X? + 5X, tenemos p(X) = (X + 3)(X +2) = X(X + 5), entonces
raices de p(X) son 0, 1, 2y 3, sin embargo X(X + 5)(X + 3)(X + 2) no divide a p(X).

Corolario. 13.5.
Sea A un DI, p(X), q(X) € A[X] polinomios de grado n; si existen n + 1 elementos distintos
ay,...,any tales que p(a;) = q(«;), paral < i < n+ 1, entonces p(X) = q(X).

Corolario. 13.6.
SeaAun DIy p(X) € A[X]; si p(X) se anula en todos los elementos de un subconjunto infinito
de A, entonces p(X) = 0.

La division de un polinomio p(X) € A[X] por un polinomio de grado uno X — « se puede
realizar de forma sencilla a partir de la Regla de Ruffini. Ya que la division de p(X) por X — «
es una expresion del tipo

pX) = (X — a)e(X) + 1(X),
y el resto r(X) es nulo o de grado menor que uno, resulta que en este caso siempre r(X) es
un polinomio constante. Si p(X) = a,X" + - - - + a1 X + ap, entonces podemos proceder como
sigue:

anp  4dp—1 an—2 o o
anx anaz + ap—_1¢
a)
an ana + dn_l anaz + an_la + an_z ct Zl |Z()

Observar que el valor en 7 es exactamente a,a"*+a, 1" 1. +aja+ay = p(a),laevaluacion
de p(X) en «, y que se tiene la division:

p(X) = [anxn—l 4 (@na + An_1) X" 2 4 (ana® + an_10 + an_p) X" 3 + - ] (X — )+ pla).

El método que se obtiene para la evaluacion del polinomio p(X) en « a través de la Regla de
Ruffini se conoce como método de Horner para la evaluacion de polinomios, y consiste en
hacer el siguiente calculo:

pla) = ((-.. (((ana + ap—1)a+ ap_2)a + ap_3) ... )a+ ay)a + dy.

Ejemplo. 13.7.
Hacer la division de p(X) = X* — 3X3 +5X? — X + 2 por X — 2. En este caso se tiene:

X*-3X345X2 —X +2 [X-2
—Xx*42x3 X3
—X34+5X? —X +2
X3 _2x? —X?
3X2 —X +2
—3X?%2 +6X 3X
5X +2
—5X+10 5
12
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El cociente es X3 — X? +3X + 5, y el resto es 12.

Utilizando la Regla de Ruffini se tiene:

2)

1 -1 3 5 |12

Luego el cociente es X> — X2 + 3X + 5, y el resto es 12.

13.1. Férmula de interpolacién de Lagrange

Sea A un DI. Vamos a determinar un polinomio p(X) € A[X] verificando que en elementos
distintos a3, ..., ay € A tome los valores by, ..., b, € A, y cuyo grado sea como maximo
n — 1. Tal polinomio si existe es tinico, ya que si existen dos p(X) y g(X), como los grados son
menores que 1,y p(X) — q(X) tiene nraices, resulta que p(X) — q(X) = 0.

Para probar su existencia basta con definirlo. Definimos polinomios p;(X) como:
(X —a1)--- (X =ai))(X = ap)--- (X = an)
(aj—a1)--- (o — aj1) (e — ) -+ (@ — an)

y finalmente p(X) se define como:

pi(X) =

p(X) =" bipi(X) = bipr(X) + - - + bupn(X).
i=1

El método de interpolacion de Lagrange es un caso particular de la resolucion de sistemas de
congruencias, supongamos que queremos determinar un polinomio p(X) tal que en el punto
a;tome el valor b;, parai=1,..., n; entonces tenemos el sistema de congruencias

p(X)=b; (méd X — ai)}izl,...,n

El polinomio de interpolaciéon de Lagrange p(X) es entonces una solucion a este sistema.

13.2. Derivada de un polinomio. Raices miiltiples

Nos encaminamos ahora a estudiar las raices multiples de un polinomio. Para ello vamos a
introducir, de forma algebraica, la derivada de un polinomio. Sean Aun DIy X, T dos in-
determinadas. Para cada p(X) € A[X] consideramos el polinomio p(X + T) € A[X, T]. Este
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polinomio se puede escribir como un elemento de A[X][T] en la forma
PX+T) = pmX)T"+ -+ p1(X)T + po(X),
con p;(X) € A[X],0< i< m.

Es inmediato comprobar que py(X) = p(X),yque T | p(X+ T) — p(X). Definimos la derivada
formal del polinomio p(X) como el inico polinomio Dp(X) € A[X] que verifica:

p(X+T)— p(X)=Dp(X)T (méd T?).

Vamos a comprobar que Dp(X) esta determinado de forma tinica. Supongamos que q(X) €
A[X] verifica:
pX+ 1)~ pX)=qX)T (mod I?),

entonces ¢(X)T = Dp(X)T (méd T?), y por tanto existe un polinomio h(X, T) € A[X, T] tal
que g(X)T — Dp(X)T = T?h(X, T), simplificando por T tenemos q(X) — Dp(X) = Th(X, T),
luego q(X) = pD(X) al evaluaren T = 0.

Es claro de lo anterior que Dp(X) = p1(X) = a1 + @ X + - - - + a, X" 1.

Lema. 13.8.
Sea A un DI, la derivada define una aplicacion D : A[X] — A[X] verificando:

L D(p1(X) + p2(X)) = Dp1(X) + Dp2(X), para p1(X), p2(X) € A[X].
2. D(ap(X)) = aDp(X), para p(X) € A[X| ya € A.

3. D(p1(X)p2(X)) = Dp1(X)p2(X) + p1(X)Dp2(X), para p1(X), p2(X) € AX].

DEMOSTRACION. (1) Tenemos py(X+T)—p1(X) = Dp1(X)T (méd T?)y po(X+T)—pa(X) =
Dp>(X)T (méd T?),y sumando ambas expresiones

(M(X+T)+ p(X+T) — (p1(X) + p2(X)) = (Dp1(X) + Dp2(X)) T (méd T?).

Luego D(p1(X) + p2(X)) = Dp1(X) + Dp(X).
(2) Tenemos p(X + T) — p(X) = Dp(X)T (méd T?) y multiplicando por a tenemos

ap(X + T) — ap(X) = aDp(X)T (méd T?).

Luego D(ap(X)) = aDp(X).

(3) Tenemos las expresiones p) (X + T) — p1(X) = Dp1(X)T (méd T?) ypo(X + T) — po(X) =
Dp>(X)T (mé6d T?). Multiplicando la primera por po (X + T) y la segunda por p; (X) y suman-
do tenemos:
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X+ T)p2(X+ T) = pr(X)p2(X) =
(p2(X + T)Dp1(X) + p1(X)Dp2(X)) T (méd T?),
yyaque po(X + T) = po(X) + Dp2(X)T (méd T?), tenemos:
P X+ T)p(X + T) — pr(X)p2(X) =
(P2(X)Dp1(X) + pr(X)Dp2(X)) T (méd T?).
Luego D(p1(X)p2(X)) = p1(X)Dp2(X) + p2(X) Dp1(X). O

Si p(X) € AX]y o € Aesunaraiz de p(X), llamamos multiplicidad de « al mayor niimero
entero positivo k tal que (X — a)* | p(X). Las raices de multiplicidad uno se llaman raices
simples, las de multiplicidad mayor que uno se llaman raices multiples. Por extension las
raices de multiplicidad cero no son auténticas raices del polinomio.

Tenemos de forma inmediata quesiag, ..., arsonraices de p(X) con multiplicidades ki, . . ., k;,
respectivamente, entonces (X — a1)k - (X — a)% | p(X).

Proposicion. 13.9.
Sea Aun DIy p(X) € A[X] un polinomio, si « € A son equivalentes:

(a) « esuna raiz miultiple de p(X).

(b) p(a) = Dp(ar) = 0.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea o una raiz multiple de p(X), entonces existe k > 1 tal que
p(X) = (X — a)kg(X), para algtin polinomio g(X) € A[X]. Aplicando D tenemos:
Dp(X) = k(X — )" q(X) + (X — @)*Dq(X),

y valorando en « tenemos que Dp(«) = 0.
(b) = (a). Ya que p(a) = 0, resulta que « es una raiz de p(X), y se tiene una factorizaciéon
p(X) = (X — a)g(X). Aplicando D tenemos:

Dp(X) = q(X) + (X — a)Dq(X),
y valorando en « tenemos
0 = Dp(a) = q(«),
por tanto X — « | g(X), y @ es una raiz multiple de p(X). O
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Corolario. 13.10.
Sea Aun DI, p(X) € A[X] un polinomioy« € A, si« es unaraiz de p(X) de multiplicidad k > 1,

entonces (X — o)k~1 divide a Dp(X).

Vamos a tratar de afinar el resultado anterior, para ello necesitamos restringir el tipo de
anillos al que se va a aplicar.

Si A es un anillo, existe un tinico morfismo de anillos f : Z — A, definido por f(n) = nl,
para cada n € Z. El nucleo de f es un ideal de Z generado por un entero positivo 6 nulo
m. El entero m se llama la caracteristica del anillo A. Es claro que si A es un DI, entonces la
caracteristica de A es cero 6 un numero primo; en este caso, el subanillo Im(f) se llama el
subanillo primo de A.

Teorema. 13.11.
Sea A un DI de caracteristica cero. Sia € A es una raiz de multiplicidad k > 1 de un polinomio
p(X) € A[X], entonces « es una raiz de multiplicidad exactamente k — 1 de Dp(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) = (X—a)*q(X), con g(X) € A[X], g(a) # 0, entonces
tenemos:
Dp(X) = k(X — a)*'g(X) + (X — a)*Dg(X) =
= (X = )" (kq(X) + (X — ) Dp(X)).

El segundo factor no se anula para «, luego la multiplicidad de « en Dp(X) es exactamente
k—1. O

El siguiente Ejemplo muestra que la condicion de caracteristica cero no podemos suprimirla.

Ejemplo. 13.12.
Consideramos p(X) = X° + 1 € Zs[X], es claro que p(X) = (X + 1)°, luego —1 es una raiz de
multiplicidad cinco de p(X). Sin embargo Dp(X) = 0, y el Teorema 13.11. no es aplicable.

Sin embargo, para caracteristica distinta de cero tenemos el siguiente teorema.

Teorema. 13.13.
Sea Aun DIy p(X) € A[X] un polinomio con Dp(X) = 0, se verifica:

1. Sila caracteristica de A es cero, entonces p(X) es constante.

2. Si la caracteristica de A es p # 0, entonces p(X) = q(XP) para algtin polinomio g(X) €
A[X].
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DEMOSTRACION. Tenemos Dp(X) = aj +2a,X + - - - + na,X"!, entonces la primera parte es
inmediata. Para la segunda tenemos que ia; = 0 paratodoi=1,...,n,luego a; = 0 siino es
un multiplo de p, y por tanto el polinomio p(X) tiene una expresion del tipo siguiente:

p(X) = ap + apXP + apX?P + - + appX'?,

que es un polinomio del tipo indicado. O

Denotamos por D" aplicar r veces D.

Teorema. 13.14. (Férmula de Taylor)
Sea A un DI de caracteristica cero, si p(X) € A[X] es un polinomio de grado n, entonces p(X)
tiene una expresion del tipo

pX) = pla) + =~ (X — @)+ +

para todo a € A.

DEMOSTRACION. Tenemos la siguiente expresion para p(X):
pX)=p(X—a)+a)=by+ b (X—a)+ -+ bu(X—a)".
Se trata entonces de determinar los coeficientes b;. Tenemos:

. ; 0 sir>i
D'(bi(X —a)') = {i(i—l)---(i—r—l- 1)bi(X—a)i*r sir<i

Por tanto, valorando en a tenemos:

. 0 sir>i
D' (bi(X—a))(a) =< r'brsir=1i
0 sir<i

Entonces D'p(a) = r!b, y como consecuencia podemos calcular el valor de cada b, esto es,
s
br — D p(a) . D

7!

Veamos una aplicacion de este altimo resultado.

Corolario. 13.15.
Sea A un DI de caracteristica cero, p(X) € A[X] y « € A, entonces son equivalentes:

(a) « esraiz de p(X) de multiplicidad k > 1.
(b) p(a) = Dp(a) = ... = D! p(a) = 0y D*p(a) # 0.
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DEMOSTRACION. (a) = (b). Tenemos (X — a)* | p(X), luego p(X) = (X — a)*q(X), siendo
q(«) # 0. Se tienen entonces la igualdad:

Dp(X) = (X — )" (kq(X) + (X = 0)Dq(X)) = (X — ) (X),

donde q;(X) = kq(X) + (X — a)Dq(X), y « no es raiz de ¢;(X). Si continuamos de esta forma
tenemos:

D’p(X) = (X - a)* *((k— D@1 (X) + (X — a)Dq1 (X)) = (X — a)* 2 q2(X),

D’“n@}f) = (X - @)qr_1(X),
DFp(X) = qi(X),
donde los polinomios g»(X), . . ., gi(X) se han ido construyendo de la misma forma que g, (X),

y para los cuales « no es raiz. Se tiene entonces el resultado.
(b) = (a). Aplicando la formula de Taylor para p(X) en o € A tenemos:

D''p(a)
n!

pX) = =~ (X —a)f+. +

donde g(X) = % +--+ Dn,’;(a) (X — )™k ¢ A[X] verifica g(a) # 0, luego « es una raiz de
exactamente multiplicidad k de p(X). O

13.3. Teorema Fundamental del Algebra

En nuestro estudio se han considerado polinomios con coeficientes sobre los conjunto de
nuameros mas usuales, esto es, sobre los enteros, Z, sobre los racionales, Q, sobre los reales,
R y sobre los complejos, C. Observar que se tienen embebimientos Z C Q C R C C, y que
mientras que Q, Ry C son cuerpos Z no lo es. El caso de polinomios con coeficientes en Z lo
estudiaremos en la Seccion 14 reduciendo su estudio al caso de Q. Queda pues por estudiar
el caso de CyR.

Teorema. 13.16. (Teorema Fundamental del Algebra)
Cada polinomio no constante p(X) € C[X] de grado n tiene n raices en C, esto es, es un
producto (X — aq) - - - (X — ) con posiblemente algtin «; repetido.

Como consecuencia de este resultado podemos dar un resultado aceptable para polinomios
con coeficientes en R.

Lema. 13.17.
Sea p(X) € R un polinomio no nulo con coeficientes reales, si « € C es un numero complejo
que es raiz de p(X), entonces @, el conjugado de «, es también raiz de p(X).

Matematica Discreta P. Jara



106 CAPr. II1I. EL ANILLO DE POLINOMIOS

DEMOSTRACION. Sea ¢ : C — C la conjugacién compleja, esto es, c(a + bi) = a— bi =
a — bi. Tenemos entonces un homomorfismo de anillos, también llamado ¢ : C[X] — C[X],
definido

X"+ an 1 X"+t Xt a) =Xt a X" @ X + .

Como p(X) tiene coeficientes reales, entonces ¢(p(X)) = p(X), y por tanto para cualquier
p € Cse verifica c¢(p(5)) = p(c(B)). Si « es una raiz de p(X), se verifica:

pc(a)) = c(p(a)) = ¢(0) = 0,
luego c(«) es una raiz de p(X). O

Lema. 13.18.
Sea p(X) € R un polinomio no nulo con coeficientes reales, si« € C \ R es una raiz de p(X),
entonces X*> — (o + @)X + a @ € R[X] es un factor de p(X).

DEMOSTRACION. Como « es una raiz de p(X), también @ es raiz, y por lo tanto (X — o) (X —a)
es un factor de p(X). Basta finalmente comprobar que se tiene un polinomio con coeficientes
reales:

X-—a)X-a)=X*—(a+a)X+aa

endondesia = a+ bi, con a, b € R, entonces

a+a=(a+ bi)+ (a— bi) =2acR,
aa=(a+ bi) (a—bi) =a® + P cR.

g

Teorema. 13.19.
Sea p(X) € R un polinomio no nulo con coeficientes reales, entonces p(X) es un producto de
polinomios de grado uno y polinomios de grado dos.

DEMOSTRACION. Consideramos el polinomio p(X) con coeficientes en C, entonces p(X) tie-
ne una factorizacion
pX) = (X —a)-- (X —an),

con a; € C. Reordenamos los «; de forma que a;y a1 son conjugadosparaj=1,3,...,2h—1
Y Qopi1, Q2pa2, -- -, ap sON reales. La factorizacion anterior se puede escribir:
pX)=(X—a)(X—az) (X —agp1)X — azp)(X — azpi1) -+ (X — an),
= (X — o) (X ) =+ (X — ) (X~ i) (X — 0zpn) - (X~ ),
= H]}‘lzl[(X - Oézj—l)(X— 042j—1)] H]r'lzzhﬂ(X - Oéj);
= [1iL1 [X? = (agjoy + a9 1) X + agjoy @) [Tion o (X — o).

g
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14. Polinomios con coeficientes en 7

El estudio de polinomios con coeficientes en Q no es facil. Aunque sabemos que Q[X] es un
dominio euclideo, el calculo de las factorizaciones posibles de polinomios es un problema de
dificil solucién si nos limitamos a trabajar solamente en Q[X]. Por esta raz6n, vamos a hacer
uso de la inclusion Z C Q, y de la inclusion que ésta induce entre los anillos de polinomios.
Veremos que el estudio de los polinomios en Z[X] cuenta con herramientas adicionales y
veremos como aplicar este estudio al estudio de las factorizaciones de polinomios en Q[X].

Sea p(X) = ap X"+ --- + a1 X + ap € Z[X], definimos el contenido de p(X) como

c(p(X)) =m.c.d{ay,...,a,ap}.
Un polinomio p(X) se llama primitivo si c¢(p(X)) = 1.

Lema. 14.1.

Sea p(X) € Z[X] un polinomio no constante, entonces existe un polinomio primitivo q(X) €
Z[X] tal que p(X) = cq(X), donde ¢ = ¢(p(X)).

Esta descomposicion es tnica en el siguiente sentido: Si ademas p(X) = ¢ ¢ (X), con ¢ (X) €
Z[X] primitivo y ¢ € 7Z, entonces ¢ y ¢’ son asociados enZ y q(X) y q'(X) son asociados en
Z[X].

Teorema. 14.2. (Lema de Gauss)

El producto en Z[X] de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) y g(X) son polinomios primitivos; si p(X)q(X) no
es un polinomio primitivo, entonces existe un elemento primo, d € Z tal que d divide a to-
dos los coeficientes de p(X)q(X). Sabemos que existen coeficientes de p(X)q(X) que no son
multiplos de d, sean asy b, los coeficientes con subindice menor que no son multiplos de d.
El coeficiente de X5t en p(X)g(X) es:

aobsyr + - - + as_1bry1 + asby + as 1 byy + - - + asi by

que es un multiplo de d, asi como todos los sumandos salvo posiblemente asb,. Por tanto d
también divide a asb,, de donde se deduce que d | as 6 d | by, lo que es una contradiccion.
U

Corolario. 14.3.
Para cada par de polinomios p(X), p/(X) € Z[X] se verifica:

c(pX)P (X)) ~ c(p(X))c(p(X)).

DEMOSTRACION. Tenemos que p(X) = cq(X)y p/(X) = ¢ (X) con ¢ = ¢(p(X)), ¢ = c(p' (X))
y 9(X), ¢ (X) primitivos. Entonces tenemos p(X)p'(X) = ¢ q(X)q (X) con q(X)q (X) un poli-
nomio primitivo, por tanto

c(p(X)P (X)) ~ ¢’ = c(p(X))e(p/(X)).
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g

Asociamos a cada polinomio no constante con coeficientes en Q un tnico polinomio primi-
tivo en Z[X].

Proposicion. 14.4.

Si q(X) € Q[X] es un polinomio no constante, entonces existen a, b € Z verificando que
q(X) = ab~'p(X) con p(X) € Z[X] un polinomio primitivo. Ademds p(X) estd univocamente
determinado salvo asociados (unidades de 7).

DEMOSTRACION. Ya que Q es el cuerpo de fracciones de Z, tenemos
p(X) = (aoby ') + (b HX + - + (anb, ") X"

para a;, b; € Z. Podemos tomar b = m.c.m.{by,..., by}, entonces b # 0, y todos los coefi-
cientes del polinomio bp(X) pertenecen a Z, luego bp(X) € Z[X]. Ademads, ya que p(X) no
es constante, tampoco bp(X) lo es. Calculamos el contenido de bp(X) y lo llamamos a, en-
tonces bp(X) = aq(X) con g(X) un polinomio primitivo en Z[X]. Por tanto p(X) = ab'q(X).
Para estudiar la unicidad, supongamos que p(X) = ab~'q(X) = cd 'q/(X) cona, b,c,d€ Zy
q(X), 4 (X) polinomios primitivos en Z[X]. Entonces adq(X) = cbq (X), y por ser g(X)y 4 (X)
primitivos resulta que ady cb son asociados, luego g(X) y ¢ (X) son también asociados. d

Lema. 14.5.
Si p(X) € Z[X] es un polinomio primitivo y para a, b € 7 el polinomio ab~'p(X) tiene todos
sus coeficientes en Z, entonces b | a.

DEMOSTRACION. Ya que ab~'p(X) € Z[X], podemos escribirlo en la forma cg(X), con ¢ =
c(ab~'p(X)) y g(X) un polinomio primitivo en Z[X]. Entonces ap(X) = bcg(X), de donde se
deduce que ay bc son asociados, luego b | a. O

14.1. Polinomios irreducibles

Un polinomio p(X) con coeficientes en Z, es irreducible (en Z[X]) si no existen polinomios
(que no son unidades) p;(X), p2(X) € Z[X] tales que p(X) = p1(X) p2(X).

Es claro que los tinicos elementos irreducibles en Z[X] son los elementos primos de Z y los
polinomios primitivos irreducibles no constantes. Por otro lado todo polinomio no constante
e irreducible p(X) € Z[X] es un polinomio primitivo, ya que en caso contrario tendriamos una
factorizacion propia p(X) = ¢(p(X))g(X) con g(X) un polinomio primitivo en Z[X].

La misma definicion es posible hacerla sobre cualquier otro anillo de polinomios.
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Vamos a relacionar las polinomios irreducibles en Z[X] con polinomios irreducibles en Q[Z].

Teorema. 14.6.
Si p(X) € Z[X] es un polinomio no constante e irreducible, entonces p(X) € Q[X] es irreduci-
ble.

DEMOSTRACION. Sea p(X) € Z[X] un polinomio no constante e irreducible. Si p(X) = p1(X) p2(X)
es un factorizacion propia en Q[X] con los p;(X) no unidades. Entonces existen polinomios
primitivos ¢;(X) € Z[X] y elementos a, b, ¢, d € 7Z tales que p1(X) = ab 'q1(X) y p2(X) =
cd~'q>(X). Por tanto tenemos

p(X) = ac(bd)~" q1(X)q2(X)
y
bdp(X) = acq\(X)q2(X) € Z[X].

Como p(X), q1(X) y g2(X) son polinomios primitivos, tenemos que p(X) y ¢1(X)g2(X) son
asociados en Z[X], y por ser p(X) irreducible, resulta que q;(X) 6 g»(X) es una unidad, luego
un polinomio constante, 1o que es una contradiccion. O

El resultado reciproco es el siguiente:

Proposicion. 14.7.
Si g(X) € Q[X] es un polinomio no constante e irreducible, tal que q(X) = ab~!p(X) con a,
b € Z y p(X) € Z[X] primitivo, entonces p(X) es irreducible.

Como consecuencia el estudio de los polinomios irreducibles en Q[X] lo reducimos al estudio
de los polinomios irreducibles en Z[X].
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15. Criterios de irreducibilidad de polinomios

Veamos algunos criterios de irreducibilidad de polinomios en Z[X] y en Q[X].

Observar que si un polinomio p(X) tiene una raiz « en Z, entonces tiene un factor de grado
uno (X — «), y por tanto si su grado es mayor que uno es un polinomio reducible en Z[X].
El reciproco es cierto para polinomios de grado dos o tres, y no es cierto para polinomios de
grado cuatro o superior.

Como consecuencia para estudiar la reducibilidad de un polinomio lo primero que hay que
hacer es estudiar si tiene 6 no raices.

Vamos a ver algoritmos que nos permitan calcular las raices racionales de polinomios con
coeficientes enteros.

Lema. 15.1.
Sia, b € Z son primos relativos, b # 0 yab~! es unaraiz del polinomio p(X) = ay+- - -+a,X" €
A[X], entoncesa | ayyb | ay.

DEMOSTRACION. Siab~! es una raiz de p(X), entonces se verifica:
0=plab™)=ay+aj(ab™t) + - + aplab— )"
Multiplicando por b" resulta
ab + aab™ ' + .-+ apat =0,

entonces b divide a a, y a divide a ay. O

Otro criterio de irreducibilidad es el siguiente:

Teorema. 15.2. (Criterio de irreducibilidad por reduccion)

Seaf : 7. — 7, elhomomorfismo canonico anillos. Si p(X) € Z[X] verifica que grad(f(p(X))) =
grad(p(X)) y f(p(X)) es irreducible en Z,|X], entonces p(X) no se escribe como un producto
de dos polinomios no constantes de Z[X], por lo tanto si es primitivo es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) admite una descomposicion en Z[X] como produc-
to de polinomios no constantes

p(X) = p1(X)p2(X).
Aplicando f tenemos:

f(p(X)) = f(p1(X)p2(X)) = fF(pr(X))f(p2(X))-
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Ya que grad(p(X)) = grad(f(p(X)), resulta que grad(p;(X)) = grad(f(p;(X))), parai = 1,2.
Luego f(p(X)) no es irreducible en Z, [ X]. O

Veamos a continuacion algunas aplicaciones de este tltimo criterio.

Ejemplo. 15.3.
El polinomio p(X) = X3 + X? 4 15 es irreducible en Z[X].

Consideramos la proyeccion canénica Z — Z, y el homomorfismo inducido entre los anillos
de polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X3+ X?+1, ya que f(p(X)) es irreducible
en Z,[X], resulta que p(X) no puede descomponerse en Z[X].

Este método de reduccion puede aplicarse en un sentido diferente para determinar la redu-
cibilidad o irreducibilidad de polinomios.

Ejemplo. 15.4.
El polinomio p(X) = X* + 2X3 4+ 7X? — 4X + 5 es irreducible en Z[X].

Consideramos la proyeccion canénica Z — Z;, y el homomorfismo inducido entre los anillos
de polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X* + X? + 1, que admite la descompo-
sicién (X2 + X + 1)2, luego no es irreducible en Z,[X]. Consideramos la proyeccién canénica
Z — Z3y el homomorfismo inducido entre los anillos de polinomios g : Z[X] — Z3[X]. En-
tonces g(p(X)) = X* +2X3 + X2 +2X 4 2), que admite la descomposicion (X +1)(X3 + X? +2),
luego no es irreducible en Z3[X]. Uniendo los dos resultados obtenidos tenemos que p(X) es
irreducible en Z[X]. Ya que una posible descomposicion en irreducibles en Z[X] induce una
descomposicion en Z,[X], con lo cual la descomposicion en Z[X] seria en producto de dos po-
linomios de grado dos. Y esa misma descomposicion induce en Z3[X] una descomposicion
en producto de polinomios de grado como maximo dos, lo que es una contradiccién con la
descomposicion que hemos hallado en Z3[X] como un producto de un polinomio de grado
uno y un polinomio de grado tres.

Teorema. 15.5. (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein)
Si p(X) € Z[X] es no constante y existe un elemento primo d € Z verificando:
dft ap,
d*tagy
dla,0<i<n-1,
entonces p(X) es irreducible en Q[X|. Ademas si p(X) es primitivo en Z[X]|, entonces también
es irreducible en Z[X].

DEMOSTRACION. Supongamos que p(X) € Q[X] es reducible, entonces

p(X) = p1(X)p2(X)
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con py(X), p2(X) € Q[X] no unidades (no constantes). Existen elementos a, b, ¢, e € Zy q,(X),
g»(X) polinomios primitivos en Z[X] tales que

p(X)=ab'q(X)  pa(X)=ce ' qp(X),

Tenemos por tanto
bep(X) = acq,(X)q2(X).

Simplificando por los factores comunes de be y ac podemos suponer que son primos relati-
vos. Ya que d 1 ay, sid | beentonces d | c((ac)q1(X)gz(X)) = ac, lo que es una contradiccion,
entonces d t be. Por otro lado, si d | ac, entonces d | ¢(p(X)), y por tanto d | ay, lo que es una
contradiccion. Supongamos que

G X)=cX +-+c, #0,1<r<mn,

qZ(X):dSXS+"'+d0> d5#0>l§8<n7

entoncesde d | agy d? t ay deducimos que d 6 divide a ¢y 6 a dy (solamente a uno de los dos).
Supongamos que d | dyy d { ¢y. Ya que d no divide a todos los coeficientes de g»(X), por ser
éste un polinomio primitivo, resulta que podemos encontrar un indice ¢ tal que d { d; y d | d;
para todo j < ¢. Si consideramos ahora el coeficiente de indice t de bep(X), resulta

bea; = (ac)(cod; + c1ds—1 + - - - + cidp).

Como d | a; entonces divide a la suma (por ser ¢ < s < n), también divide a todos los su-
mandos menos al primero cyd;, lo que es una contradiccién. Como consecuencia p(X) es un
polinomio irreducible en Q[X]. El resto se sigue de forma sencilla. d

Ejemplo. 15.6.

El polinomio X*+16X3+8X?+4X+2 esirreducible en Z[X], y por tanto en Q[X], y el polinomio
3% +48X3 4 24X? 4+ 12X + 6 es irreducible en Q[X], y como no es primitivo no es irreducible
en Z[X].

Ejercicio. 15.7.
Demuestre que el polinomio p(X) = X® + X° + X* + X3 + X2 + X + 1 es irreducible en Z[X)].

SOLUCION. A priori no podemos aplicar ningtn criterio de irreducibilidad de los estudiados.
Vamos a hacer un pequeno cambio en el polinomio que nos permita aplicar el criterio de
irreducibilidad de Eisenstein.

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 15. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD DE POLINOMIOS 113

Hacemos el desarrollo de Taylor para a = 1. Los calculos necesarios son:

pX) = Yoo X p(1) =7
Dp(X) =32 ,iX"1 = 6X5 +5X* +4X3 + 3X2 + 2X + 1 Dp(1) =21
DPp(X) =% i(i— 1)X2 = 30X* +20X3 + 12X2 46X +2  DPp(1) =70
DPp(X) =30 i(i—1)(i—2)X"3 = 120X3 + 60X2 + 24X +6  DPp(1) = 210
D'p(X) =38 i(i—1)(i—2)(i—3)X"* = 360X2 + 120X + 24 D'p(1) = 504
D°p(X) =35 i(i—1)(i—2)(i—3)(i—4)X"° =720X+120  D°p(1) = 840
DPp(X) =0 yi(i—1)(i—2)(i—3)(i—4)(i— 5)X"6 =720 Dbp(1) =720

:7+_21(

20x —1)3 4 (X — 1)+ 80X - 1)5 + ;gg(x_ 1)
=7+21(X 1

+ 24 i
+ 35(X 12 +35(X-1°3+21(X - 1D*+7(X -1+ (X -1)®

Definimos un homomorfismo de anillos ¢ : Z[X] — Z[Y] mediante ¢ : X — Y + 1. Como
existe inverso ¢!, definido por ¢! : Y — X — 1, entonces ¢ es un isomorfismo de anillos.
En consecuencia un polinomio g(X) € Z[X] es irreducible si y solo si ¢(p(X)) es irreducible
en Z[X]. La imagen de

pPX) =X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1
=7+21(X—1)+35(X - 1)24+35(X - 13 +21(X - 1D)* +7(X = 1)° + (X — 1)®

es
p(p(X)) = 7+21Y +35Y% + 35V + 21V* + 7Y° 4 Y°,

que por el criterio de Eisenstein, para el entero primo positivo 7, es un polinomio irreducible
en Q[X] y, por ser primitivo, también en Z[X]. Luego el polinomio p(X) = X5 + X°> + X* + X3 +
X? + X + 1 es irreducible en Z[X)]. O

El resultado anterior se puede generalizar en el siguiente sentido:

Ejercicio. 15.8.
Demuestre que si g es u entero primo positivo el polinomio p(X) = X9 1 + X972 4 ... 4+ X3 +
X? + X + 1 es irreducible en Z[X].

SOLUCION. Observar que (X — 1)p(X) = X9 — 1. Si llamamos h(X) = X9 — 1, vamos a aplicar
el mismo resultado del desarrollo de Taylor a i(X). Primero observar que para i > 1 se tiene:
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D'h(X)=q(q—1)---(q— i+ 1)X9-". El desarrollo buscado es:

(X = 1p(X) = hx

=20, 2ol (x 1y
-3, ald-1)- (q B (x — 1)t
= (X _1>Zq qql (q l+1)(X_1)i—1

= (X _1)2671%1)(511)()( 1)/

— (X - DY ()X - 1)

Entonces )
( ) Z (]—1—1)( - 1)]

Para el cambio X — Y + 1 tenemos el polinomio

jzég‘jl)yj () () (§)rees (0 )y ()

Paracadaj+ 1 = 0,1,...,g — 2 se tiene que g divide a (] 1), luego g divide a cada coefi-
ciente menos al lider. Ademads el término independiente de este polinomio es (7) = gy no es
muiltiplo de ¢?. Entonces por el criterio de Eisenstein resulta que el polinomio Z]‘]:_ (] +1) Y/
es irreducible, y en consecuencia también lo es el polinomio p(X). d

15.1. Criterio de descomposicion

Hasta ahora hemos tratado de determinar si un polinomio p(X) € Z[X] es o no irreducible.
Vamos ahora a tratar de encontrar, cuando es no constante, monico y reducible, una descom-
posicion en producto de polinomios no constantes.

En general los métodos de descomposicion son més complicados que los criterios de irredu-
cibilidad. Sin embargo, vamos a estudiar el método de descomposicién de Kronecker que es
particularmente sencillo cuando se aplica a polinomios, con coeficientes no excesivamente
grandes, en el anillo Z[X].

Consideramos p(X) € Z[X], un polinomio monico no constante de grado n. Si p(X) admite
una factorizacion p(X) = p1(X)p2(X) en Z[X], entonces, por ejemplo, grad(p;(X)) < n/2.
Llamemos s a la parte entera de n/2. Si tomamos s + 1 elementos distintos ay, . . ., as de Z, al
valorar p(X) en a; tenemos:

pla;) = pi(a;)p2(a;), 0<i<s.
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Luego p(a;) es un divisor de p(q;), y como p(a;) tiene un ntimero finito de divisores, resulta
que cada p;(a;) toma valores en un conjunto finito. Por la férmula de interpolacion de La-
grange, existe un unico polinomio g(X) de grado menor 6 igual que s tal que g(a;) = pi(a;),
0 < i< s entonces g(X) = p1(X) y tendriamos de esta forma determinado un factor de p(X).

Sino conocemos previamente la factorizacion de p(X), consideramos todas las posibles elec-
ciones de colecciones dy, . .., ds;con d; | p(a;),0 < i < s. Al calcular en cada caso el polinomio
de interpolacion de Lagrange, q(X), tal que gq(a;) = d;, 0 < i < s, si p(X) es reducible, alguno
de estos polinomios debe ser un factor de p(X); y por el contrario si es irreducible evidente-
mente ninguno de ellos lo es.

Ejemplo. 15.9.
Estudiar si es reducible en Z[X] el polinomio p(X) = X7 — 2X% + 3X°> — 2X3 + 6X? —4X + 4,
silo es, encontrar una descomposicion en irreducibles.

Ya que el grado es siete, resulta que s = 3. Consideramos esta vez, de forma excepcional, tres
elementosdeZ:ay = —1,a; = 0, ap = 1.

Valoramos p(X) en a; obteniendo: p(ay) = 10, p(a1) = 4, p(az) = 6.
Consideremos los divisores dy = 2, d; = 1, dp, = 2.

Construimos el polinomio de interpolacion de Lagrange

X(X-1) (X+1)(X—-1) (X+1)X

(-1-0)(-1-1) (0+1)(0-1) (1+1)(1_0):X2+1-

q(X) =2

Y resulta que X? + 1 es irreducible y es un divisor de p(X):
p(X) = (X* +1)(X° —2X* +2X3 4 2X% — 4X + 4)

Estudiamos ahora el polinomio p,(X) = X° — 2X* + 2X3 + 2X? — 4X + 4. Ya que su grado es
cinco, resulta que s = 2. Consideramos tres elementosde Z: ay = —1,a; = 0, ap = 1.

Valoramos p»(X) en a; obteniendo: px(ap) = 5, po(a1) = 4, p2(az) = 3.
Consideremos los divisores dy = 5, d; = 2, dp, = 1.

Construimos el polinomio de interpolacion de Lagrange

o X(X-1) (X +1)(X - 1) X+1)X
(A T i ) (O ) [ S DM Wy T i
5

1
:EX(X—l)—Z(xZ—l)+§(X2+X)=
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1
= (2X* —4X+4) =X* - 2X +2

Y resulta que X? — 2X + 2 es irreducible y es un divisor de p,(X):
po(X) = (X2 — 2X +2)(X3 4 2).

Ya que el otro factor es irreducible, resulta que hemos obtenido una descomposicion en irre-
ducibles de p(X) en la siguiente forma:

pX) = (X2 +1)(X? —2X +2)(X3+2).

Es conveniente destacar que en el anterior ejemplo en el primer paso hemos tomado menos
elementos a; de lo que indicaba el nimero s, esto puede ser arriesgado en casos generales, ya
que estamos descartando a priori posibles factores de p(X) de grado tres.
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16. Relaciones de orden

Sea X un conjunto, una relacion de orden en X es una relacion R verificando las propiedades:

Propiedad reflexiva. Vx € X, xRx.
Propiedad antisimétrica. Si xRy e yRx, entonces x = y.

Propiedad transitiva. Si xRy e yRz, entonces xRz.

La forma usual de representar una relacion de orden es mediante el simbolo <, o también
por < y otros.

El par (X, <), formado por un conjunto X y una relacion de orden < en X, se llama un orden
parcial o también un conjunto parcialmente ordenado. Si se sobreentiende la relacion de
orden <, decimos simplemente que X es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo. 16.1.
Sea X = {a, b, c} y se considera la relacién de orden en X, definida por:

a<a, a<b, b<b c¢c<b c<ec

Con esta relacion tenemos que X es un conjunto parcialmente ordenado.
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Una forma gréfica de representar este conjunto parcialmente ordenado es mediante un dia-
grama (diagrama de Hasse) como el de la siguiente figura:

d

b
a c
en donde un nivel inferior y una linea entre ellos indican prelacion entre los elementos.

16.1. Ordenes totales

Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) se llama un orden total o también un conjunto
totalmente ordenado, si para cada par de elementos x;, xp de X se tiene:

X1 < X2 0 Xy < Xj.

Ejemplo. 16.2.
Sea X = {a, b, c} y se considera la relacién de orden en X, definida por:

a<a, a<b a<c b<b c<b c<c

Con esta relacion tenemos que X es un conjunto totalmente ordenado.

Una forma gréfica de representar este conjunto totalmente ordenado es mediante el diagra-
ma de Hasse que aparece en la siguientebﬁgura:

|
C
|
a

16.2. Elementos notables de un conjunto ordenado

Sea X un conjunto parcialmente ordenado con relaciéon de orden <.
Dado un subconjunto A C X, un elemento x € X se llama una cota superior de A si para
cada elemento a € Ase tiene a < x. Un elemento a € A que es una cota superior se llama un

maximo de A. Si A = &, decimos que el conjunto de las cotas superiores de A es vacio.

Las nociones duales son cota inferior y minimo.
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Lema. 16.3.
Si A es un subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente ordenado X, entonces existe a
lo mas un maximo de A (jpuede no existir maximo!).

El maximo de A se representa por méx(A) y el minimo de A se representa por min(A).

Una cota superior que es un minimo del conjunto de las cotas superiores de A se llama un
supremo de A. La nocién dual es la de infimo.

Lema. 16.4.
Si A es un subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente ordenado X, entonces existe a
lo mas un supremo de A (jpuede no existir supremo!).

El supremo de A se representa por sup(A) y el infimo de A se representa por inf(A).

Ejemplo. 16.5.
Consideramos el conjunto R de los niimeros reales con la relacion de orden usual y los sub-
conjuntos

I,

),

meros reales positivos}.

[a—

A=o,
B=0,

C={n

:\i—‘

Entonces sup(A) = 1 = sup(A) y todos los niimeros reales positivos mayores o iguales que 1
se cotas superiores. Se verifica que méx(A) = 1 y no existe el maximo de B.

El conjunto C no tiene cotas superiores, luego no tiene maximo ni supremo.

Sea X un conjunto parcialmente ordenado y A C X un subconjunto no vacio. Un elemento
m € A se llama maximal si no existe ningiin elemento a € Atalque m < ay m # a. (Enlo
que sigue escribimos estas dos condiciones simplemente como <.)

La nocion dual es la de elemento minimal.

Lema. 16.6.
Cada conjunto finito, no vacio, parcialmente ordenado tiene un elemento maximal.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto finito no vacio parcialmente ordenado. Tomamos Xy €
X. Si xy es un elemento maximal, entonces ya tenemos un elemento maximal en X. En caso
contrario existe un elemento x; € X tal que xp < x;. Si x; es un elemento maximal, entonces
ya tenemos un elemento maximal en X. En caso contrario existe x, € X tal que x; < xp. De es-
ta forma, si no encontrasemos un elemento maximal, construiriamos una sucesioéon xy, xi, . . .,
de elementos distintos dos a dos; como X es finito, esta sucesion debe tener como maximo
tantos elementos como tiene X, en cualquier caso es una sucesion finita y el dltimo elemento
sera un elemento maximal de X. O
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16.3. Conjuntos bien ordenados

Un subconjunto parcialmente ordenado X con relacion de orden <, se llama bien ordenado
si cada subconjunto no vacio tiene un primer elemento (=minimo). También se dice que <
es un buen orden.

En consecuencia todo conjunto bien ordenado es un orden total.
Ejemplo. 16.7.

El conjunto N de los nimeros naturales es un conjunto bien ordenado, en cambio Z no lo es
y tampoco lo es R.

De particular importancia son los conjuntos finitos parcialmente ordenados. Primero obser-
vamos el siguiente resultado:
Proposicion. 16.8.

Todo conjunto finito, no vacio, totalmente ordenado es bien ordenado.

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto finito no vacio totalmente ordenado e Y C X es un
subconjunto no vacio, sea Y = {y1, ..., y;}. Procedemos como sigue:

(1) se ordenan en una lista los elementos de Y, por ejemplo y1, o, ..., ¥,

(2) se compara y; con )». Si y; < )», entonces se mantiene el orden de la lista, si y» < y, se
permutan y; e )», obteniendo asi una nueva lista.

(3) se compara el primer elemento y de la lista obtenida en el paso (2) con el elemento y3, si
¥ < y3 se mantiene el orden de la lista, si y3 < y, se permutan y e y3, obteniendo asi una
nueva lista.

(i) (3 < i< 1).secompara el primer elemento y de la lista obtenida en el paso (i — 1) con
el elemento y;, si y < y; se mantiene el orden de la lista, si y; < y, se permutan y e y;,
obteniendo asi una nueva lista.

(t+ 1) el primer elemento de la lista obtenida en el paso (¢ — 1) es el minimo de Y.

4
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16.4. Induccion de 6rdenes

Si X es un conjunto parcialmente ordenado, con relacion de orden <y, e Y es un subconjunto
de X, entonces podemos definir en Y una relacion de orden mediante

N<yyx si n<xy enX

Decimos que el orden <y es el orden inducido en Y por el orden <y.

Aplicacién.

Suponemos que tenemos un conjunto parcialmente ordenado (X, <), que representa el or-
den en que se deben realizar determinadas tareas. Deseamos hacer una lista de estas tareas
para realizarlas de forma consecutiva, esto es, deseamos determinar un buen orden < en el
conjunto X que respete el orden <, esto es, que si a < b, entonces a < b. Decimos enton-
ces que el orden < es compatible con el orden <. En términos de los grafos que definen las
relaciones de orden esto significa que el grafo de < estd contenido en el grafo de <. La de-
terminacion del menor de tales 6rdenes < se realiza mediante la ordenacién topolégica que
describimos a continuacion.

Sea X un conjunto finito no vacio parcialmente ordenado con relaciéon de orden <. Si el car-
dinal de X es t + 1, se realizan los siguientes pasos:

(1) Se toma un elemento minimal x;y de X, el cual existe por el Lema 16.6..

(2) Se considera el conjunto X; = X\ {xp} y en él el orden inducido por el orden de X. Si X;
es no vacio, por el Lema 16.6. existe un elemento minimal, sea x;.

(1) (2 < i< 1).Seconsidera el conjunto X; ; = X\ {xp,...,x;_»} yen élel orden inducido
por el orden de X. Si X;_; es no vacio, por el Lema 16.6. existe un elemento minimal, sea

X;.
(t+1) Tenemos todos los elementos de X en una lista xg, xi, ..., X1, X;, definimos entonces

en X un nuevo orden mediante: x; < x; si i es menor que j.

Falta comprobar que este nuevo orden es compatible con el orden <. Sean x, y € X tales que
x < y, sisuponemos que y = x;, entonces y es un elemento minimal de X; = X\ {xo, ..., Xj_1},
yportanto x ¢ X; = X\ {xp,...,Xj_1}, estoes, x € {xo,...,Xj_1}, luego x = x; con i menor
que j, y tenemos x = x; = Xj = .
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16.5. Producto cartesiano

De particular interés es el orden inducido en el producto cartesiano de dos conjuntos par-
cialmente ordenados.

Sean X e Y dos conjuntos parcialmente ordenados con relaciones de orden <x y <y, respec-
tivamente, entonces en X x Y podemos definir varias relaciones de orden; veamos alguna de
ellas.

Orden producto cartesiano

(x1, 1) <car (X2,¥2) si x1<xXx2 e ) <y}). (IV.1)

Ejemplo. 16.9.
Se consideran los conjuntos X = {a, b} e Y = {c, d} con relaciones de orden dadas por los
diagramas de Hasse siguientes:

X: b Y: d

a C
Determinar el diagrama de Hasse de la relacion de orden producto cartesiano en X x Y.

Tenemos que X e Y con conjuntos totalmente ordenados; ;es X x Y un conjunto totalmente
ordenado?

Ejercicio. 16.10.
Hacer el mismo estudio para los conjuntos parcialmente ordenados dados por los diagramas
de Hasse siguientes:

X: b Y v
VAN |
a c

u

Orden lexicografico

X1 <Xx26

V.2
X1=X2€)1 <y ) (1v.2)

(X1, 1) <iex (X2,¥2) si {

Llamamos a esta relacion de orden <, el orden lexicografico definido por los 6rdenes <xy
<y.

Ejemplo. 16.11.
Se consideran los conjuntos X = {a, b} e Y = {c, d} con relaciones de orden dadas por los
diagramas de Hasse siguientes:
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X: b Y: d

a C
Determinar el diagrama de Hasse de la relacion de orden lexicografico en X x Y.

Tenemos, en este caso, que X e Y con conjuntos bien ordenados. ;Es X x Y un conjunto bien
ordenado?

Proposicién. 16.12.
Sean X e Y conjuntos bien ordenados con relaciones de orden <x y <y, respectivamente,
entonces <, es un buen ordenen X x Y.

DEMOSTRACION. Recordemos que un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto bien
ordenado si cada subconjunto no vacio tiene un primer elemento. Sean (X, <x) y (Y, <y)
conjuntos bien ordenados no vacios. Entonces X x Y es un conjunto no vacio. Considera-
mos en X x Y el orden lexicografico. Si Z es un subconjunto no vacio de X x Y. Llamamos
(xx, 7)) alos elementos de Z, en donde ) varia en un conjunto A. Consideramos el conjunto
Zx = {x\: X € A}; por ser X bien ordenado, existe un primer elemento en Zx, sea x,,. Con-
sideramos Zy = {y\: x), = X, }; este conjunto es no vacio, ya que al menos contiene a y,, y
por lo tanto Zy tiene un primer elemento, sea y, , entonces (x,,, ¥,) = (X, ,) €s un primer
elemento de Zy tenemos el resultado. g

Matematica Discreta P. Jara



124 CAP. IV. CONJUNTOS ORDENADOS. RETICULOS

17. Reticulos

Llamamos reticulo a un conjunto parcialmente ordenado en el que para cada par de elemen-
tos x e y existe el supremo y el infimo, de {x, y}.

Si X es un reticulo, el supremo de {x, y} se representa también por x V y, y el infimo se repre-
senta también por x A y.

Observacién. 17.1.

Observar que un orden total es siempre un reticulo, sin embargo el reciproco no es cierto,
pues dados dos elementos ay b puede existir el supremo y el infimo y pueden no estar rela-
cionados ay b.

Ejemplo. 17.2.
Veamos el siguiente ejemplo de un reticulo que no es un conjunto totalmente ordenado.

N\,
NS

EsclaroqueaAb=iyaV b=s. Sinembargoa £ by b % a.

17.1. Caracterizacion algebraica de reticulo

Podemos pensar en un reticulo como en un conjunto X con dos operaciones binarias V y A,
verificando las siguientes propiedades:

(1) Propiedades conmutativas.
avVvb=bva y arnb=bAa, VabelX.

(1) Propiedades asociativas.
aVv(bvec)=(avb)ve y an(bAhc)=(anb)Nc Va,b,ceX.

(111) Propiedades de Idempotencia.
ava=a y ahNa=a VaclX.

(1v) Propiedades de absorcion.
avV(anb)=a y a~N(aVvby=a VabeclX.
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Si X es un reticulo y existe min(X), representamos a este elemento por 0, y si existe max(X), lo
representamos por 1. Si existen los elementos 0y 1, decimos que X es un reticulo acotado.

Se verifican las siguientes propiedades:

V) an0=0, av0=a, aNnl=a y aVv1l=1 VaclX.

Ejercicio. 17.3.
Probar que todo reticulo finito es un reticulo acotado.

17.2. Reticulos distributivos. Reticulos complementados

Un reticulo X se llama distributivo si verifica:

aV(bhc)=(aVvb)A(aVc)y
aN(bVvec)=(anb)V(aNArc)

para cualesquiera a, b, c € X.

Si X es un reticulo acotado, y a € X, llamamos complemento de a en X a cualquier elemento
b € X que verifique:
avb=1lyanb=0.

Lema. 17.4.
Si X es un reticulo acotado y distributivo y a € X, entonces existe a lo sumo un tinico com-
plemento de a.

DEMOSTRACION. Supongamos que a tiene dos complementos, y sean estos b, y by, entonces
se verifica:

bl:bl/\l:bl/\(a\/bg):(bl/\(l)\/(bl/\bg):OV(bl/\bg):bl/\bg

De la misma forma se obtiene b, = by A by, y por tanto b; = by O

Ejemplo. 17.5.
Existen reticulo en los que el complemento no es tnico.
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El complemento de a es tanto b como ¢. Como consecuencia no es un reticulo distributivo

En el siguiente capitulo vamos a estudiar reticulos distributivos con mayor detalle.
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18. Algebras de Boole

Vamos a introducir las algebras de Boole para trabajar, de forma unificada, con estructuras
tan diversas como el algebra de conjuntos o el dlgebra de proposiciones. El ejemplo mas
sencillo es el conjunto {0, 1} y, por extension el conjunto de aplicaciones de un producto de
copias de {0,1} a {0,1}.

Comenzamos definiendo en el conjunto {0, 1} dos nuevas operaciones, la sumay el produc-
to, cuyas tablas son respectivamente:

+ 0 1 x| 0 1
0 0 1 oL 0 O
1) 1 1 11 0 1

Amen de estas dos operaciones vamos a considerar una tercera operacion, a la que llamare-
mos complemento, que una operacion unaria y que esta definida mediante:

0—0=1 1—1=0.

Para simplificar representamos por Bel conjunto {0, 1} y el producto x en Blo representamos
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como la yuxtaposicion de los factores.
Llamamos B" al producto cartesiano de n copias de B, siendo 0 # n € N.

Una funcién booleana de grado n es una aplicacion de B" en B. Los valores de una fun-
ciéon booleana f : B — Bson 0 6 1, y se representan en la forma f(xi,...,x,), en donde
(x1,...,Xxn) es una n—upla de elementos de B. Llamamos a cada x; una variable booleana de
f. Observar que cada x; puede tomar solo los valores 0y 1.

Ejemplo. 18.1.
Considerar la funcion booleana f : B2 — Bdefinida por f(x, y, z) = xy + xZ, y calcular todos
los valores que toma esta funcion.

SOLUCION. Construimos la siguiente tabla, en la que para cada posible valor de las variables
booleanas x, yy z se da el valor de la funcion f.

X Yy zZ xy z xz f(x,y,2)=xy+xz
1 1] 1] 1 o O 1
1 1] 0 1 1] 1 1
11 0 1 O 0O O 0
11 0 0 O 1 1 1
o 1 1/ O 0 O 0
o 1 0 O 1 O 0
o 0 1 O 0o O 0
0O 0 O O 1 0 0

g

Dos funciones booleanas f, g : B* — Bson iguales si toman los mismos valores, esto es, si
para cualquier n—upla (by, ..., by) € B"se tiene f(by, ..., b,) = g(by, ..., by).

Una expresion booleana en las variables xj, ..., x;, es cualquier expresiéon construida segin
la regla de recursion siguiente:

(1) 0,1, xq, ..., X, son expresiones booleanas;

(2) si E'y F son expresiones booleanas, también lo son las expresiones siguientes: E, E + F
y EF.

En el ejemplo 18.1. tenemos que xy + xz es una expresion booleana. Se dice que la expresion
xy+ xz representa a la funcion f. Otra expresion que representa a la funcion f es por ejemplo:
xyz + xyz. {Comprobar!
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Dos expresiones booleanas son equivalentes si representan la misma funcion.

Existe el problema de contar cuantas funciones booleanas hay de un grado dado. Por ejem-
plo, existen cuatro funciones booleanas de grado uno; éstas estan dadas en el siguiente cua-

dro:
x | h | L | B | fa
1 0
0 0

1 1 0
0 1 1

la razén es que hay cuatro aplicaciones de Ben B. En general de B" en Bhay 22" aplicaciones
distintas, ya que en B" el nimero de n—uplas es 2”.

Ejercicio. 18.2.
Determinar explicitamente cuantas funciones booleanas hay de grado dos y de grado tres.

18.1. Funciones booleanas

Consideramos el conjunto 5, de las funciones booleanas de grado n. En este conjunto defi-
nimos tres operaciones como sigue:

La suma. (f+8)(x1,....,xn) = f(x1,...,%n) + 8(x1, ..., Xn).
El producto. (f8) (X1, xn) = f(x1,. .., Xn)8(21, ..., Xn).
El complemento. f(x1, ..., x0) = f(x1,...,%Xn).

Ahora las propiedades de las operaciones de B = {0, 1} pasan a propiedades de 5,,. Se tienen
entonces que la suma y el producto en B,, verifican, entre otras, las siguientes propiedades:

(1) Propiedad asociativa. f + (g+ h) = (f + g) + h, para cualesquiera f, g, h € B,,.
(11) Propiedad conmutativa. f + g = g + f para cualesquiera f, g € B;,.

(111) Existencia de elemento neutro. La funcion 0(b;, ..., b,) = 0 paracada (b, ..., b,) € B"
verifica que cualquier f € B, tenemos 0 + f = f.

(1v) Propiedad de idempotencia. f + f = f para cualquier f € B,

(v) Propiedad distributiva de la suma respecto al producto. f + (gh) = (f + g)(f + h) para
cualesquiera f, g, h € B,.

(vi) Propiedad asociativa. f(gh) = (fg)h, para cualesquiera f, g, h € B,,.

(vii) Propiedad conmutativa. fg = gf para cualesquiera f, g € B,,.
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(viin) Existencia de elemento neutro. La funcion 1(by, ..., b,) = 1 paracada (b, ..., b,) € B"?
verifica que para cualquier f € B, tenemos 1f = f.

(1x) Propiedad de idempotencia. ff = f, para cualquier f € B,

(X) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma. f(g + h) = fg + fh para cua-
lesquiera f, g, h € B,

(x1) Propiedad de acotacién. f + 1 =1y f0 = 0, para cualquier f € B,

Todas estas propiedades se pueden probar de la misma forma, viendo que las funciones boo-
leanas que intervienen en cada una de ellas toman los mismos valores.

A modo de ejemplo veamos que se verifica la Propiedad distributiva de la suma respecto al
producto:

DEMOSTRACION. Sean f, g, h € By, ysea (by,...,b,) € B"un elemento arbitrario, se verifica:
(f+(gh)(by,....,bn)=f(by,...,by) + (gh)(by,..., by)
:f(b177bn)+(g(b177bn> h(b17 n))

b
=1[f(by,...,bn) +8&(by,...,by)|[f(b1,...,bn)+ h(by,..., by
ya que en B se verifica esta propiedad

=(f+8)(br,....bn) (f + h)(br,....Dn)
=f+8f+ (b, ... bn)

Estas propiedades se pueden complementar con las propias del complemento:

(x11) Propiedad de doble complemento.? = f, para cualquier f € B,
(xi11) Propiedad de de Morgan. fg = f + gy f + g = f g para cualesquiera f, g € Bj,.
(x1v) Existencia de inverso con respecto al 1. f + f = 1, para cualquier f € B,

(xv) Existencia de inverso con respecto al 0. ff = 0, para cualquier f € B,

Todas estas propiedades se pueden probar de la misma forma, viendo que las funciones boo-
leanas que intervienen en cada una de ellas toman siempre los mismos valores. A modo de
ejemplo veamos que se verifica una de las propiedades de de Morgan.

18(br, ..., bp)= (fg)(bl,.. , bn)

F(br,... bp)g(br, ... bn)
(by,...,bn) + g(by,..., by
_(bl,...,bn)—l-g(bl,...,b)
F+8)(br,...,bn
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Se puede hacer un listado minimo eliminando algunas de estas propiedades, ya que algunas
se pueden deducir del resto. Por ejemplo la existencia de inverso con respecto al 0 se obtiene
de la existencia de inverso con respecto al 1 y el resto de las propiedades. Una forma de probar
esto es:

=f+

=f+f=1=0

ff=

=y
sl

Hay otras propiedades que se pueden probar a partir de éstas, como por ejemplo la Propie-
dad de absorcion.

Lema. 18.3. (Propiedad de absorci6n.)
Para cualesquiera f, g € By severifica: f(f+ g) = f =f + fg.

DEMOSTRACION. Es claro que

ff+e=f+r=r+rg

Vamos a probar que son iguales a f utilizando la propiedad distributiva de la suma respecto

al producto:
f+=f1+g=fl1=F

18.2. Definicion abstracta de algebra de Boole

Hemos estudiado ejemplos de las estructuras abstractas que queremos formalizar: las alge-
bras de Boole. Vamos a dar una definicion (jabstracta!) de las mismas.

Un algebra de Boole es un conjunto 5 junto con dos operaciones binarias, vV y A, y una ope-
racion unaria, (), que verifican las siguientes propiedades para cualesquiera elementos a, b,
ce B

(1) Propiedad conmutativa.avb=bva y aAb=bAa.

(11) Propiedad asociativa. aV (bVc)=(avb)Vvc y aAN(bAc)=(aNb)Ac.
(i11) Elemento neutro.av0=a y aAl=a.
(1v) Propiedad de complemento.ava=1 y aAa=0.

(v) Propiedad distributiva. aVv (bAc) = (avb)A(ave) y aV(bAc)=(aVvb)A(aVec).
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Todas las propiedades de las funciones booleanas que se han citado en las paginas 129 y 130
se pueden ahora enunciar y probar para algebra de Boole abstractas.

Los conjuntos By, junto con las operaciones +, x y (*) son ejemplos de algebras de Boole.

Ahora es facil comprobar que en realidad ya hemos visto y estudiado, a lo largo del curso,
otros ejemplos de dlgebras de Boole.

Ejemplo. 18.4.
Sea X un conjunto, entonces el conjunto potencia o conjunto de las partes de X, P(X), es un
algebra de Boole con las operaciones:

vV union
A interseccion
B complemento

Existen mas ejemplos que veremos a continuacion.

Principio de dualidad. Si observamos las propiedades que definen un algebra de Boole, ob-
servamos que todas ellas siguen siendo ciertas si intercambiamos Vy Ayalavez0y 1. Al
realizar este proceso a una expresion en un algebra de Boole, obtenemos otra expresion, que
se llama su expresiéon dual. En un élgebra de Boole dos expresiones son iguales si y solo si
sus duales son iguales.

Ejemplo. 18.5.
(1) Sise considera la expresion xV x = x, Vx, su dual es: x A x = x, Vx.

(2) Eldualde xVv 0 =x,Vx,es: xA 1= x, Vx.

(3) EldualdexV (x Ay) = x,Vx,y,es: x A (xVy) = x, Vx, ).

18.3. Teorema de estructura de las algebras de Boole finitas

Dadas dos algebras de Boole By B, un homomorfismo de Ba B es una aplicacién ¢ : B— B’
que verifica:

(1) @(b1V b2) = ¢(b1) V (b,
(2) @(br A b2) = @(b1) N\ (b,

(3) »(b) = ¢(b).
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Dos algebras de Boole By B se llaman isomorfas si existe un homomorfismo de algebras de
Boole, yB — B’ que es una biyeccion, La aplicacién ¢ se dice que es un isomorfismo de
algebras de Boole.

Un elemento a de un 4lgebra de Boole B se llama un atomo si a # 0y cuando a = b; V by,
entonces by = a6 b, = a.

Lema. 18.6.
Si B es un algebra de Boole finita, entonces existen atomos en B.

DEMOSTRACION. Tomamos un elemento 0 # b € B, si bno es un dtomo, existen by, b} € B
talesque b = by vV b,y by # b # D). Si b; no es un atomo, existen by, b, € B tales que
by = b,Vb,y by # by # b,. De estaforma, se construye una sucesion b, by, by, ... de elementos
distintos. Como B es finito, esta sucesion es finita y por tanto necesariamente algin b; es un
atomo. d

Ejercicio. 18.7.
Sea B un algebra de Boole y a, b € B. Son equivalentes:

(@A a=aANb.
(b) b=aV b.

SOLUCION. Sia = a A b, entoncesb = (ava)Ab = (aAb)V(anb) =aVv (a@nb) =
(ava) A (aVv b)=aV b.Laotraimplicacion se obtiene por dualidad. O

Ejercicio. 18.8.
Sea B un algebra de Boole, sia € Besun atomoyb € B, entoncesaNb=006aA b= a.

SOLUCION. SiaA b #0,entoncesdea=aAnl=aAn (bVb)=(aAb)V (aA b)sededuce,
por ser aun atomo, quea=aAbo6a=aANb.Sia=aA Q, entonces b = aV b, lo que es una
contradiccion, ya que en este caso se tendriaaAb=aAbAb=aN0=0. O

Ejercicio. 18.9.
Sea B un algebra de Boole, si a y b son atomos entoncesaANb=06a=aAN b= b.

Proposicién. 18.10.
Si B es un dlgebra de Boole finita, entonces para cada elemento 0 # b € B existen dtomos b,
..., b; en B distintos dos a dos, y determinados de forma tnica, tales que b= by \V - - -\ by.

DEMOSTRACION. Dado b # 0, por la demostracién del Lema, existe un dtomo by, y un ele-
mento b, tales que b = b; Vv b]. Si b # 0, entonces existe un atomo b, y un elemento b,
tales que b = b, Vv b, luego b = by V b, V V). Siguiendo con este proceso encontramos una
expresion del tipo b= by Vb,V ---V bV V. Si b, = 0, entonces b admite la descripcion pedida.
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Si b; # 0, entonces obtenemos una expresion b = by V b V- - -V by V b, ;. Como Bes finito,
entonces la sucesion de elementos distintos b’l, b’z, ...tiene que ser finita, y en consecuencia
sellega a un b, = 0. Para obtener atomos distintos dos a dos basta eliminar los que aparezcan
repetidos.

Supongamos que tenemos dos expresiones b= b, V---V by = ¢; V---V ¢; en donde los b; son
atomos distintos dos a dos, y los ¢; son atomos distintos dos a dos. Entonces para cada indice
i se tiene:

bi=b;\N(byV---Vb)=b;A(crV---Vcs)=(biAcy)V---V (b A cs).

Como b; es un atomo, se tiene b; = b; A ¢; para algin indice j, pero como ¢; es también un
atomo, entonces b; = b; A ¢; = ¢;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1 = j.
Si consideramos by, existe un indice j tal que b, = ¢;. También sin pérdida de generalidad
podemos suponer que j = 2, luego b, = c,. De esta forma llegamos a las igualdades b; = c;,

parai=1,2,...,f yen consecuencia t < s. Si trabajamos ahora con los ¢; en vez de con los
b;, llegamos a que s < £, y por tanto f = sy los a&tomos que aparecen son los mismos; puede
variar el orden en que estos aparecen. d

Teorema. 18.11.
Si B es un dlgebra de Boole finita, entonces existe un conjunto X tal que By P(X) son algebras
de Boole isomorfas.

DEMOSTRACION. Si Bes un algebra de Boole finita, supongamos que en Btenemos 7 4tomos
distintos dos a dos; sean estos by, ..., by,. Por la Proposicion cada elemento de B se escribe
de forma tinica como b;, V ---V b;, para {i,...,is} C {1,..., n}. Para conocer el nimero de
elementos de Bbasta contar el numero de expresiones distintas de la forma b; Vv ---V b; que
podemos construir; este namero es exactamente el nimero de subconjuntos de {1,..., n}.
Por lo tanto Btiene 2" elementos.

Vamos a establecer un isomorfismo entre By P({1,...,n}). A cada elemento b € B, que se
escribe de forma tinica como b = b; V --- V b, le asociamos mediante ¢ el subconjunto
{i,...,is} € {1,...,n}. Vamos a ver que ¢ es un isomorfismo. Sean b = b; V ---V b; y
c=c¢j V-V, entonces:
(p(b\/()):g&(bil\/---\/bis\/c]'l\/---\/er)
={i,...,isj1,.-.,jr} en donde eliminamos los elementos repetidos
={i,...,is} U{,J1, -, Jr}
= (b V-V Dbi)Up(Ve, V- V)
= p(b) U¢(c).

w(bAc)=o((by V-V bi)A(c,V---Vcj))
= (V. (bi, A cjy)
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La expresion b;, A c;, es b;, si i, = ji y 0 en caso contrario, luego tenemos:

p(bAc)= <v,€{n, YN r) Di

:{lla" } {7]17-'-7]r}
= o(b; V- \/bls)ﬂgo(ch ~\/c]~,)

= ¢(b) ﬂ@(c)-

Es claro que b = \/ i¢{i,,...is) Di» luego se tiene:

o(b) = o(Vig(iy,...i) D)
{ll - Is)

o(b).

Como consecuencia tenemos los siguientes resultados:

Corolario. 18.12.

Si B es un dlgebra de Boole finita, entonces el cardinal de B es de la forma 2" para alguin entero
natural n.

Teorema. 18.13.

Si X es un conjunto finito de cardinal 2", entonces P(X) y B, son dlgebras de Boole isomorfas.
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19. Formas candnicas de funciones booleanas

Se trata ahora de ver que toda funcion booleana se puede escribir como una expresion boo-
leana, y que por lo tanto el problema de estudiar funciones booleanas se reduce a estudiar,
salvo equivalencia, expresiones booleanas.

Recordemos que una funcién booleana de grado n, f : B" — B, est4d determinada al conocer

su valor en cada n—upla (b, . .., by) € B", y que el valor en cada una de las n-uplas es siempre
061.
En el estudio de funciones booleanas de grado n tenemos 7 variables booleanas: x, ..., x,.

Vamos a introducir notaciones que nos permitan tratar con estas variables booleanas y con
sus complementos.

Llamamos literal a una variable booleana o a un complemento de una variable booleana.

Llamamos minitérmino(=minterm) a un producto y; - - - y,, en donde cada y; es el literal x;
0 Xx;. Observar que al considerar un minitérmino como una funcién booleana, su valor es
siempre 0 salvo en un so6lo caso, el cual corresponde a una combinacion prefijada de valores
de las variables x; o sus complementos, en que vale 1.

Ejemplo. 19.1.
Si tenemos las variables x;, X2, x3 ¥ X4, los siguientes son minitérminos: x; X, X3Xx1, X1 X2 X3X4,
X1 X2 X3 Xa, X1 X2X3X4. En cambio no lo son: x3, Xo, X3, X4, X1 X2Xg, X1 X2 X3X4X5.

Ejercicio. 19.2.
Dar el minitérmino que toma el valor 1 para los valores de las variables siguientes:

X1=X3=X5=1, Xp =X4 =X =0.
SOLUCION. El minitérmino es xj Xz X3 X4 X5 Xg. O
Dada una funcién booleana f : B" — B, si f toma el valor 1 para la n-upla (b, ..., by),
entonces existe un minitérmino que toma el valor 1 precisamente en (b, ..., b,). Vamos a

desarrollar una estrategia para escribir este minitérmino. Un método podria ser el siguiente.

Escribimos
FONNE? sib=1
i %X sib=0

e . b b
Entonces el minitérmino que andamos buscado se escribe xg v xgl n)

todas las n—uplas (by, .. ., b,) tales que f(by, ..., b,) = 1, se verifica:

f — Z x§b1) L xglbn)'

(by,....bn), f(b1,....bn)=1

. Al considerar ahora
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Llamamos a esta expresion la forma normal disyuntiva de la funcion booleana f o el de-
sarrollo en suma de productos de la funcién booleana. Observar que esta forma normal
disyuntiva, para cada funcion booleana, es tinica.

De forma dual se puede expresar cada funcion booleana en como un producto de sumas de
expresiones booleanas de literales, se obtienen asi la forma normal conjuntiva de la funcién
booleana f o el desarrollo en producto de sumas de la funcién booleana y el concepto de
maxitérmino.

Se define un maxitérmino (=maxterm) para las variables x, ..., x;, como una suma de n
literales y; + - -- + yn, en donde y; es igual a x; 6 a X;. Como consecuencia un maxitérmino
toma siempre el valor 1, salvo para un caso especial, aquel en el que todos los literales que
aparecen toman el valor 0. En este sentido es el complemento de un minitérmino.

Observar que cada maxitérmino es el complemento de un minitérmino:

minitérmino maxitérmino
X1 X2 X3 X4 X1+ X + X3 + X4
X1 X2 X3 X4 X1+ X+ X3 + X4

Ejercicio. 19.3.
Se considera la funcion f de grado tres con valores:

SO O~ O K+ O

SO - - O O - <

O~ O~ OO N

S OO O - = ==

Los valores para los que la funcion f toma el valor 1 son: (1,1,0), (1,0,0) y (0,1, 1). Entonces
los minitérminos que necesitamos son: xyz, xyz y Xyz. En consecuencia la expresion de f en
funcion de los minitérminos es:

f=xyz+ xyz + Xyz,

que es la forma normal disyuntiva de f. Para obtener la forma normal conjuntiva basta consi-

derar la forma normal disyuntiva de f, que en nuestro caso también se puede expresar como:
f = xyz+ Xyz + XyZ + Xyz + XyZ.

Al tomar complementos se tiene:

f=E+y+2)X+y+2)(x+y+2)(x+y+2)(x+y+ 2),
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la forma normal conjuntiva de la funcion booleana f.

En la siguiente tabla marcamos con * los minitérminos que aparecen en la forma normal
disyuntiva y con x los maxitérminos que aparecen en la forma normal conjuntiva.

minitérmino |binario] maxitérmino
Xyz 111 X+y+z *
xyz * 110 X+y+2z
xyz 101 | X4+y+z *
xyz * 100 X+y+z
xXyz * 011 X+y+z
Xyz 010 X+y+z *
xyz 001 | x+y+z *
XYz 000 | x+y+z *

19.1. Conjuntos funcionalmente completos

Como consecuencia de que cada funcion booleana tiene una forma normal disyuntiva, resul-
ta que toda funcion booleana se puede expresar con literales y los operadores del conjunto
{+, x, }. Decimos entonces que este conjunto de operadores es un conjunto funcionalmen-
te completo.

Sin embargo, como es posible expresar el operador suma (+) en términos de los otros dos
teniendo en cuenta la propiedad de de Morgan:

x+y=1x7,
resulta que el conjunto { x, "} es también funcionalmente completo.

Por dualidad se tiene que la expresion siguiente es siempre cierta:

Xy=x+Y,
entonces tenemos que el conjunto {+, } es también funcionalmente completo.

Ala pregunta de si existe un conjunto funcionalmente completo formado por un s6lo opera-
dor la respuesta es si. Para comprobarlo definimos un operador nuevo mediante la tabla:

X |y | xTy
xTy 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
0 0 1
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Para ver que {7} es un conjunto funcionalmente completo, basta ver que se pueden expresar
los operadores de {x, "} en términos de 1. En efecto, tenemos:

XxX=xTx
xy=x1y)T((x1Ty).

Llamamos a 1 el operador “noy”, ya que es claro que se tiene: x T y = =(x A y).

Consideramos otro operador, representado por |, y definido por la tabla:

x y xly
xly 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 1

Llamamos a | “no 0”, ya que es claro que se tiene x | y = —(x V y).
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140
20. El algebra Boole de las proposiciones logicas

Ejemplo. 20.1.
Si consideramos el conjunto de todas las proposiciones, entonces tenemos otro ejemplo de

algebra de Boole con las operaciones:

>
S l<| o

Curso 2006—-2007
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21. Circuitos légicos

En un ordenador se utiliza el bit como unidad de medida, de almacenamiento y de comuni-
cacion; el bit se transmite a través de las diferencias de voltage, y el medio que se emplea es
el circuito. Hay esencialmente dos tipos de circuitos, por un lado aquellos en los que la salida
depende de la entrada y del estado mismo del circuito (memoria); esto se llaman circuitos
secuenciales, y por otro lado estan los circuitos légicos o combinatorios, en los que la salida
depende exclusivamente de la entrada y no del estado del circuito.

Los circuitos l6gicos estan formados por dispositivos a los que llamaremos puertas légicas.
Vamos a considerar tres tipo de ellas:

puerta Y. tiene dos entradas y una salida; si las entradas son los bits x e y, entonces la salida
se representa por x A y. En el circuito este dispositivo se representa mediante:

P xny

puerta O. tiene dos entradas y una salida; si las entradas son los bits x e y, entonces la salida
se representa por x V . En el circuito este dispositivo se representa mediante:

D xvy

puerta NO. tiene una entrada y una salida; si la entrada es el bit x, entonces la salida se re-
presenta por X. En el circuito este dispositivo se representa mediante:

x%%

Los bits toman tinicamente los valores 0 y 1, entonces, segiin los valores de x e y, el valor de
x A y estd dado en la tabla siguiente, que es la tabla del operador A en un dlgebra de Boole.

b y XNy
1 1 1
0 1 0
1 0 0
0 0 0

el valor de x VV y esta dado en la tabla siguiente, que es la tabla del operador Vv en un algebra
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de Boole.
X y xVy
1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 0

el valor de X esta dado en la tabla siguiente, que es la tabla del operador ~ en un algebra de
Boole.

O = O =
— O = O %

Ejemplo. 21.1.
Vamos a estudiar el siguiente circuito l6gico y obtener la expresién booleana que éste deter-
mina:

Observar que para otros valores de x, yy z se podria hacer lo mismo. Lo que estamos haciendo
es pues la tabla de la expresion booleana: (x A y) V Z.

x y z XAy z (xANy)Vz
1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1

También es posible hacer el proceso a la inversa, esto es, pasar de una expresion booleana a
un circuito légico.
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Ejemplo. 21.2.
Dada la expresion booleana (x A (y V z)) V y, determinar un circuito logico que la represente.

yVZz.

AL

xA(YVz).

by

xA(yVvz)Vy.

X
y1i>£§>kﬁ[>*ri>(xA@VZ»vy
z

Ejercicio. 21.3.

Considerar el siguiente circuito logico:

|

‘ 3
o D
Y 4

V4

D

[ ——

y determinar cual es el valor que se tiene en cada uno de los puntos marcados con un numero.

SOLUCION. Los valores son:

(1) xVvy.
(2) zVt.
B) yvt

@) (XVY)AEVL).
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B) FVHA((XVY) A(EZVE)).

g

Existen circuitos l6gicos que para idénticas entradas tienen idénticas salidas, esto es, las ex-
presiones booleanas que representan estos circuitos son equivalentes. cuando esto ocurre
diremos que los dos circuitos son equivalentes. Veamos un ejemplo de dos circuitos equiva-
lentes, y que representan la ley de de Morgan.

;D>
x —>—

Ejercicio. 21.4.
Probar que los siguientes circuitos con equivalentes.

x% xD E
@ Zm o =Ds

V4

Ejercicio. 21.5.

Consideramos la expresion booleana (x Ay) V (X A y). Observar que es la expresion booleana
equivalentes a la diferencia simétrica de subconjuntos de un conjunto. Dar un circuito légico
que represente esta expresion.

SOLUCION. El diagrama es:

x %}
y }

XDy

g

Existen otras puertas logicas, que se pueden construir a partir de las ya introducidas. Las
primeras que vamos a estudiar tratan de simplificar el disefio de los circuitos, son la puertas
multiples.

puerta Y miiltiple. Si se tiene el siguiente circuito
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una forma de representarlo es la siguiente,

N &

Si tenemos mas de tres variables podemos utilizar:

-

puerta O maltiple. El resultado anédlogo para la puerta O es la puerta O multiple:

:

puertaNOY. En la pagina 139 se introdujo el operador T, al cual llamabamos noy. El circuito
légico que representa a este operador es:

x
y

:

(xAy)

Recordemos que el conjunto {7} es funcionalmente completo, por esta razon este operador
es usado con frecuencia y se disefia un simbolo especial para él. Este simbolo es:

4

puertaNO O. En la pagina 139 se introdujo el operador |, al cual lamabamos no o. El circuito
légico que representa a este operador es:

X
y

(xVy)

i
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Recordemos que el conjunto {|} es funcionalmente completo, por esta razon este operador
es usado con frecuencia y se disena un simbolo especial para él. Este simbolo es:

Ejemplo. 21.6. (Circuito semisumador.)

Se trata de dar un circuito que admita dos entradas: x e yy dos salidas dy u, de forma que la
suma de los bits x e y, considerados como unidades de un sistema binario, sea du, en donde
desladecenay ueslaunidad delasumade xey.

SOLUCION. Fl circuito es:

=&

>
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22. Circuitos de conmutadores

Llamamos circuito de conmutadores o circuito de interruptores a un circuito en que los
dispositivos son interruptores; cada uno de los dispositivos puede estar abierto o cerrado.
Cuando un interruptor esta abierto se le asigna el valor 1 y si esta cerrado se le asigna el
valor 0. Las diferentes posiciones de los conmutadores se pueden combinar en la tabla de
conmutacion del circuito.

Veamos el siguiente ejemplo de circuito de interruptores:
-
A B

Este circuito permite pasar la corriente so0lo cuando Ay B estan cerrados, por esta razon re-
presenta al operador booleano A.

El circuito
T Al

B

permite pasar la corriente cuando A 6 B esta cerrado, por esta razon representa al operador
booleano V.

De esta forma tenemos que cada circuito de conmutadores que representa una expresion
booleana, por ejemplo, la expresion booleana (A A B) VV B se representa por el circuito:

4B

B
La relacion entre circuitos de conmutadores y expresiones booleanas es clara.
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23. Minimizacion de circuitos

Dos expresiones booleanas equivalentes son faciles de detectar; ya que basta considerar las
expresiones booleanas que ellas definen y comparar sus valores. Es mas dificil elegir un re-

presentante minimal de entre todas las expresiones equivalentes a una expresion booleana
dada.

Ejemplo. 23.1.

Considerar la expresion xyz + xyz; ésta es la forma disyuntiva de la funcién booleana que
toma el valor 1 s6locuandox = y =z =106x = z = 1e y = 0. Sin embargo existe una
expresion booleana equivalente, que es aparentemente mas sencilla. Un forma de obtener
esta expresion es simplemente aplicar la propiedad distributiva:

xXyz+ xyz = x(y+¥y)z = xz.

;Cual de estas dos expresiones anteriores es mas sencilla? Observar los circuitos 16gicos aso-
ciados a cada una de ellas:

NR RN ="K

Para trabajar en la minimizacion lo primero es dar un criterio para ver cuando una expresion
booleana es mds sencilla que otra. El criterio es el siguiente: “una expresion booleana es mads
sencilla que otra si tiene menos operadores NO, Y, O’.

Traducido al caso de circuitos logicos, tenemos que “un circuito logico es mas sencillo que
otro si tiene menos puertos logicos y menos entradas en los puertos Y, O’

23.0.1. Importancia del calculo de expresiones minimas

Laraz6n, amén de la economia que produce en las expresiones, la importancia del calculo de
expresiones minimas estriba, por ejemplo, en la construccion de circuitos integrados, en los
que cada puerta logica tiene un coste en dinero y en tiempo. Por esto reducir su nimero es
importante. El otro tema importante que seria el poder comparar expresiones booleanas para
ver si son iguales, lo tenemos resuelto, ya que la forma normal disyuntiva o la forma normal
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conjuntiva con tnicas, y por lo tanto, calculando estas formas, siempre podemos saber si dos
expresiones booleanas son o no iguales.

23.1. Primer procedimiento de minimizacién: Diagramas de Karnaugh

Todos los procesos de minimizacion se basan en encontrar términos que puedan combinar-
se entre si para producir una expresion mas sencilla, si ello es posible. Considerar el Ejem-
plo 23.1.. Por esta razon cada uno de los términos deberia tener el mayor namero de literales,
y es por eso que vamos a partir de la forma normal disyuntiva de la funcion booleana.

Ejemplo. 23.2.

La expresion xy + Xz y la expresion yx + yz + Xz representan a la misma funcion booleana.
Sin embargo yx + yz + X zZ no tiene términos que se puedan combinar para producir una
expresion mas sencilla. La forma normal disyuntiva de esta funcion es: xyz+ xyz+Xyz+xy z.

Ejercicio. 23.3.
Comprobar, mediante las tablas de verdad, que las tres expresiones anteriores representan a
la misma funcion booleana.

Como ya hemos mencionado nuestro punto de inicio va a ser la forma normal disyuntiva de
la funcion booleana. El método a seguir se basa en estudiar, de forma independiente, cada
uno de las casos que se presentan.

23.1.1. Caso de dos variables: xe y

En este caso tenemos cuatro posibles minitérminos: xy, Xy, Xy y Xy, que podemos representar
en el siguiente diagrama:

=l
=
<
=
<

Si un minitérmino aparece en la expresion entonces en la casilla correspondiente ponemos
un “1”, y si no aparece ponemos un “0”. Por ejemplo, si consideramos la expresion f = xy +
Xy + X, entonces el diagrama de Karnaugh es:
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=l
ju—
[a—

Dos casillas se llaman adyacentes si los minitérminos que representan difieren en un literal;
en este caso si estan en la misma fila o en la misma columna del diagrama de Karnaugh.

Se observa que si tenemos casillas adyacentes en las que hay “1”, entonces podemos hacer
una reduccién. En el ejemplo anterior los siguientes pares son casillas adyacentes:

2 yBly
1 y3].

La pareja ([2], [3]) produce la reduccion:
XY+XYy+Xy=xy+X(y+7y) =xy+*x.
Podemos continuar como sigue:
XY+X=xy+X+xxX+xy=(x+X)Y+X)=y+X=x+7.

Por lo tanto X + y es una expresion equivalente a f = xy + Xy + Xy y resulta ser mas sencilla.

Ejercicio. 23.4.
Dada la expresion booleana f = xy + xy, determinar una expresion equivalente mas sencilla.

SOLUCION. Se escribe el diagrama de Karnaugh de f = xy + xJ, que resulta ser:

=l
o
o
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A continuacion se buscan casillas adyacentes, en este caso:
y

-
1
0

=l
o

Tenemos entonces la siguiente reduccion:

f=xy+xy=x(y+7y) =x
]

Observar que se trata de buscar casillas adyacentes y utilizarlas para reducir la expresion
dada.

Ejercicio. 23.5.

Dada la expresion booleana f = xy + xy + Xy + X y, determinar una expresion equivalente
mas sencilla.

23.1.2. Caso de tres variables: x, yy z

Para poder representar todos los minitérminos, en este caso, recordar que son exactamente
ocho, vamos a utilizar el siguiente diagrama:

=

=
<
N
=
<
N
=l
<
wl
=
<
N

<
=
<
N
=
<
wl
=l
<
wl
=
<
N

En donde la columna cuarta se continua a la derecha con la columna primera y la primera
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se continua a la izquierda con la columna cuarta. (La forma geométrica espacial seria un
cilindro.)

Aligual que antes, dada una expresion booleana, en cada casilla colocamos un “1”6 un “0”segun
que el minitérmino aparezca o no en dicha expresion. Una vez completo el diagrama, hace-
mos uso de la siguiente observacion: si existen casillas adyacentes con “1”, entonces pode-
mos combinar los minitérminos para reducir la expresion.

En este caso tenemos varios tipos de casillas adyacentes:

(1) Tipo vertical.

=

=
<
N
=
<
N
=l
<
wl
=
<
N

<
=
<
N
=
<
Nl
=l
<
wl
=
<
N

(]
w

7 6

o cualquiera otra columna. En el caso de la figura tenemos la reduccion: xyz+ xyz = xz.

(2) Tipo vertical doble.

I

=
<
N
=
<
N
=l
<
wl
=
<
N

<
=
<
N
=
<
wl
=l
<
wl
=
<
N

o cualquiera que agrupe dos columnas contiguas. En el caso de la figura tenemos la
reduccion: xyz + Xyz + xyz + Xy z = z. También vale
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=

Nl

=
<
N
=
<
wl
=l
<
nl
=
<
N

o
—
3]

=l
]|
=l
<

I/I Xyz | xyz % z
3 7

para la que tenemos la reduccién: xyz + Xyz + xyz + Xyz = z.

=)

(3) Tipo horizontal.

o

=
<
N
=
<
wl
=l
<
wl
=
<
N

=l
<
wl
=
<
N

I/I Xyz | Xyz

o cualesquiera otras dos casillas contiguas en la misma fila. En el caso de la figura tene-
mos la reduccion: xyz + xyz = xz. También tenemos

=l

Nl

=
<
N
=
<
wl
=l
<
wl
=
<
N

=
<
|
=
<
N

I/I xXyz Xyz Xy

que proporciona la reduccion: xyz + xyz = yz.
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(4) Tipo horizontal doble.

=l

Xyz | xyz

=l
<
]|
=
<
N

0 1 5 4

y <E?Z xXyz

En el caso de la figura tenemos la reduccion: xyz + xyz+ xXyz + x

=

<

Nl

=I

<
N

zZ=7.
(5) Eltotal.

=l

=l
<
wl
=l

Fyz Xyz ya
vy &j/z Xyz jd

En el caso dela figura tenemos lareduccion: xyz+xyz+xyz+xy z+Xyz+Xy z+Xy z+Xy zZ =
1.

—

=l
<
]|
=l

23.1.3. ;Coémo actuar el en caso de tres variables?

Llamamos a cada una de las posibles agrupaciones de “1”en el diagrama de Karnaugh, que
aparecen en la lista anterior, un bloque. Cada bloque produce una reduccion; llamamos im-
plicante a cada una de estas reducciones. Por ejemplo, en la lista anterior, en el punto (1)
el bloque vertical nos daba como resultado de la reduccion xz; éste es el implicante en este
caso.

Un implicante primo es aquel para el que el bloque de “1”que lo define no esta contenido,
propiamente, en otro bloque de “1”, esto es, es maximal.
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Un implicante esencial es aquel que es primo y que contiene un “1”que no contiene ningin
otro bloque maximal.

Ejemplo. 23.6.

Consideremos la expresion f = xyz+xyz+Xyz+Xyz+Xy z+Xy z, cuyo diagrama de Karnaugh
es:

X

<l
o
o
—
—

Tenemos los siguientes implicantes:

(1) Con dos casillas: xy, yz, Xy, yz, X y (horizontales), X z, Xz (verticales).

(2) Con cuatro casillas: y (horizontal), X (vertical).

Como consecuencia ningun implicante con bloque de dos casillas es primo, y los de cuatro
casillas, y y X, son primos y ademads esenciales.

=l
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La forma de reducir la expresion es utilizar los implicantes esenciales. Veamos este ejemplo:

XYz + XyzZ+ Xyz+ Xyz+ Xy z+ Xy
=Xyz+ XYz + Xyz+XyzZ+ Xyz+ Xy
=y+Xyz+Xyz
=y +%y
=+ +7)
=y+7

z
z

Utilizando el otro implicante esencial se tiene:

Xyz+Xyz+Xyz+Xyz
=XYyZ+ XyZ+ Xyz+ Xyz+Xyz+Xyz
=XyzZ+ Xyz+ x
=xy(z+2)+ X
=Xy+X
=xX+X)(y+x)=y+x

Ejemplo. 23.7.
Se considera la expresion booleana xyz+ xyz + xyz + Xy z, cuyo diagrama de Karnaugh es:
X
| l
| !
z
| |
1 1 0 0
0 1 5 4
y 0 1 1 0
2 3 7 6

Tenemos los siguientes implicantes:

(1) Con dos casillas: xy, yz (horizontales), xz (verticales).

Todos ellos son primos, ya que sus bloques son maximales, pero xz no es esencial, mientras
que los otros dos si lo son.
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Si hacemos la reduccién utilizando el implicante no esencial, el resultado es:

Xyz+Xyz+XxXyz+Xx
=XYZ+XxXyz+Xxyz+x
=XyzZ+XZ+Xyz
=x(yz+2)+Xyz
=x(y+2)+xyz
=Xy+Xz+Xyz
=xy+ (x+Xy)z
=xy+(x+Y)z
=Xy+xzZ+Yyz

Si hacemos la reduccién utilizando los implicantes esenciales, el resultado es:

XYyz+Xyz+Xxyz+XxXyz
=XyZ+XyzZ+Xyz+Xyz
=Xy+yz
=Xy+Yyz

Este ejemplo nos advierte de que para comenzar la reduccion es conveniente utilizar los im-
plicantes esenciales en primer lugar, y una vez realizada la primera reduccion se procede con
las siguientes dibujando el nuevo diagrama de Karnaugh.

Ejercicio. 23.8.

Dada la expresion booleana f = xyz+ xyz+ Xyz+ Xyz, determinar una expresion equiva-
lente mas sencilla.

SOLUCION. Primero se dibuja el diagrama de Karnaugh y se determinan los bloques.

=l

[
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A continuacion se hacen las reducciones:
Xyz+Xyz+XxXyz+
=XyzZ+Xxyz+Xyz+
=XZ+Xyz+Xxyz
=XZ+ Xz
=Xz+XZ

XYz
XYz

23.1.4. Caso de cuatro variables: x, y, zy ¢

Para poder representar todos los minitérminos, en este caso, recordar que son exactamente
dieciseis, vamos a utilizar el siguiente diagrama:

<

Xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

&l
|
{

En donde la columna cuarta se continua a la derecha con la columna primera, la primera se
continua a la izquierda con la columna cuarta y lo mismo para las filas. (La forma geométrica
espacial seria una esfera.)

Aligual que antes, dada una expresion booleana, en cada casilla colocamos un “1”6 un “0”segun
que el minitérmino aparezca o no en dicha expresion. Una vez completo el diagrama, hace-
mos uso de la siguiente observacion: si existen casillas adyacentes con “1”, entonces pode-
mos combinar los minitérminos para reducir la expresion.

En este caso tenemos varios tipos de casillas adyacentes:
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(1) Tipo vertical.

<

Xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

N
w
~
=

&l
|
{

Xyzt | Xyzt | Xyzt | Xyzt

@

9 13 12

o cualquier par de casillas contiguas en otra columna. En el caso de la figura tenemos la
reduccion: Xyzt+xyzt=xyt.

(2) Tipo vertical doble.

<

xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

&l
|
{

Xyzt || Xyzt | Xyzt | Xyzt

8 9 12

o cualquiera que agrupe dos columnas contiguas. En el caso de la figura tenemos la
reduccion: Xyzt+ xyzt+xyzt+xyzt=Xyt+ xyt = xt. También vale
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<

Xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

N
w
~
o

©
—
w
—
N

parala que tenemos la reduccion: Xyzt+ Xyzt+Xyzt+xXyzt =Xyt+ Xyt =Xt1.

(3) Tipo horizontal.

<l

Xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

I
|
{

o cualesquiera otras dos casillas contiguas en la misma fila. En el caso de la figura tene-
mos lareduccién: Xxyzt+ Xy zt = Xy z. También tenemos
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<

Xyzt | xyzt | xyzt | xyzt

Xyzt || Xyzt | Xyzt || Xyzt

que proporciona la reduccion: Xxyzt+ xyzt =Xz t.

(4) Tipo horizontal/vertical doble.

<l

xXyzt | xyzt | xyzt | xyzt

I
|
{

(5) Eltotal.
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<

En el caso de la figura tenemos la reduccion: xyzt + xyzt+ xyzt + xyzt+ xyzt +
XYZE+XYZE+XYZt+XYZI+XYZE+XYZE+XYZt+Xyzt+Xyzt+Xyzt+xyzt=1.

23.1.5. ;Coémo actuar el en caso de cuatro variables?

Seguimos el mismo proceso que en el caso de tres variables.

Llamamos a cada una de las posibles agrupaciones de “1.en el diagrama de Karnaugh, que
aparecen en el lista anterior, un bloque. Cada bloque produce una reduccién. Llamamos
implicante a cada una de estas reducciones. Por ejemplo, en la lista anterior, en el punto (1)
el bloque vertical nos daba como resultado de la reduccion x z t; éste es el implicante en este
caso.

Un implicante primo es aquel para el que el bloque de “1”que lo define no esta contenido,
propiamente, en otro bloque de “1”, esto es, es maximal.

Un implicante esencial es aquel que es primo y que contiene un “1”que no contiene ningin
otro bloque maximal.

Ejemplo. 23.9.
Consideremos la expresion f = xyzt+xyzt+xyzt+xyzt+xyZt+xXyZt+XyZ2t+Xyzt+
Xyzt+Xyzt+Xyzt+ xyzt, cuyo diagrama de Karnaugh es:
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y
| l
| !
t
| |
1 1 1 1
o 1 5 4
0 0 1 1
= 2 3 7 6
T- <
0 0 1 1
- 10 11 15 14
X .
1 1 1 1
. 8 9 13 12

Tenemos los siguientes implicantes:

(1) Con cuatro casillas: xz, Xz (horizontales), y ¢, yt (verticales).

(2) Con ocho casillas: y, z

Como consecuencia los implicantes esenciales son los que correspondenayy z.
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<

&I
|
{

Vamos a reducir la expresion utilizando los implicantes esenciales. Veamos las dos posibili-
dades:
Xyzt + Xyzt + xXyzt + Xyzt + Xy 2 t + Xy 2t + Xy 2 t + Xy z2t+
Xyzt + Xyz t+ Xy zt + X yzt
= Xyzt + Xyzt + Xyzt + xyzt + Xy z t + Xy zt +
Xyzt + Xyz t+ Xy zt + X Yzt
= xyzt + xyzt + Xyzt + Xyz t+y
=(xt+xt+xt+xt)yz+7y
=yz+y
—y+7)+7)
=z+7.

+ Xy zt+

=l
<
wl
~I

Utilizando el otro implicante esencial se tiene:

Xyzt + Xyzt + Xyzt + Xyzt + XY Z 1+ Xy 2t + XY Z { + Xy 21+
Xyzt +Xyz t+ Xy zt + X yzt

= Xyzt + XYzl + XYzt + XYzt + Xy Z 1+ Xy 2t + Xy Z t + Xy 2t + Xyzt+
Xyzt+Xyzt+ X yzt

=XYZt+XYyZL+XYZE+XyZzt+z

=(Xt+Xt+Xt+X)yZ+2

Ejemplo. 23.10.
Se considera la expresion booleana xy z t+xyzt+xyzt+xyZt+Xyz+XyzZt+Xyzt+Xyzt,
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cuyo diagrama de Karnaugh es:

y
| l
| !
t
| |
1 1 0 0
o 1 5 4
0 1 1 0
= 2 3 7 6
T <
0 0 1 1
- 10 11 15 14
X 1
1 0 0 1
L 8 9 13 12

Tenemos los siguientes implicantes, todos de dos casillas:

(1) xyz, xz t, X y z, Xzt (horizontales).

(2) yzt, xyt, y z t, X yt (verticales).

Todos ellos son primos, ya que sus bloques son maximales, pero ninguno es esencial.
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Hacemos la reduccién utilizando los implicantes horizontales: xyz, xz t, X y z, Xzt.

Xyzt + Xyzt + XYz t + Xy 2t + Xy 2 t + X Y 2t + Xyzt + X yzt
=Xyz+ Xz t+Xyz+ Xzt
= (xyz+ Xy 2) + (xz t + Xzt).

Ejemplo. 23.11.
Se considera la expresion booleana xyzt+ xyzt+ xyz t+ xy z t+Xx y z t+ X ¥ zt, cuyo diagrama
de Karnaugh es:
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y
l l
{ \
t
| |
1 1 0 0
o 1 5 4
0 1 1 0
— 2 3 7 6
-1 V4
0 0 1 1
— 10 11 15 14
X 1
0 0 0 0
1 8 9 13 12

Tenemos los siguientes implicantes, todos de dos casillas:

(1) (horizontales: xyz, Xz t, X ¥ 2)

(2) (verticales: xyt,y z 1).

Todos ellos son primos, ya que sus bloques son maximales. De ellos xyzy X y zZ son esenciales.
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<

&I
|
{

Hacemos la reduccién utilizando los implicantes horizontales: xyz, Xz t, X y Z.

Xyzt + xyzt + Xyz t+ Xy 2t +XyzZt+ Xy zt
=Xyz+ X2 t+XyZ2
=Xyz+XyZ+ X2t

23.1.6. Caso decinco variables: x, y, z, ty s

Para poder representar todos los minitérminos, en este caso, recordar que son exactamente
treinta y dos, vamos a utilizar el siguiente diagrama:
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=l

8 9 13 12 28 29 25 24

En donde la columna octava se continua a la derecha con la columna primera y la primera se
continua a la izquierda con la columna octava y lo mismo para las filas primera y cuarta. (La
forma geométrica espacial seria una esfera.)
Determinar en este caso los bloques y los implicantes.
Observar que las filas y columnas se construyen de forma que de una a la contigua se produce
un cambio de un literal; esta forma de ordenacion es debida a Gray. Ejemplos de ordenacion
son los siguientes:

(1) 1,0.

(2) 11,10,00,01.

(3) 111,110,100,101,001,000,010,011.

(4) 1111,1110,1100,1101,1001,1000,1010,1011,
0011,0010,0000,0001,0101,0100,0110,0111.

o) ...
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El problema de este método es que no se puede automatizar. Una mejora la proporciona el
método de minimalizacion de Quine-McCluskey.

23.2. Segundo procedimiento de minimizacién: Método de Quine-McCluskey

Este método es mas facil de automatizar. Se consideran los términos, a cada término se le
asocia una sucesion de 0, 1 y el simbolo especial “-”; si aparece el literal x se escribe “1”, si
aparece el literal X se escribe “0”, y si no aparecen los literales x y X, se escribe “~”. Es claro
que para poder escribir la sucesién necesitamos previamente establecer un orden entre las
variables. Asi si las variables son x, y, zy ¢, entonces al término x yz t le asociamos la sucesion
“1101”; y al término xyzle asociamos “100-". Observar que si tenemos solo tres variables x, y
y z, entonces al término xyz le asociamos la sucesion “100”, al término y le asociamos “-1-",
y al término X le asociamos “0- -".

Se combinan todas las parejas de literales que permiten una reduccion, esto es, aquellas que
se diferencien en un solo literal 6 en un tnico simbolo “0”, “1”76 “~”". Los resultados obtenidos
se vuelven a combinar entre si, aquellos que tengan los mismos literales. Este proceso se
repite hasta que no es posible hacer mas reducciones.

Los resultados obtenidos se pueden escribir en una tabla para hacerlos mas accesibles.

Una vez realizadas todas las reducciones posibles, aquellos términos que se han utilizado
para reducciones pueden no considerarse, pues utilizaremos las reducciones, y bastara con-
siderar solo aquellos que no se hayan utilizado para reducciones.

El problema es cudles de ellos son necesarios. Para esto completamos otra tabla. En la cabe-
cera de cada columna se escriben los minitérminos, y en la cabecera de las filas las reduc-
ciones no utilizadas. En cada fila con cabecera un término no utilizado se marcan las casillas
correspondientes a los minitérminos que se han utilizado para obtenerlos. Finalmente pa-
ra obtener la expresion minima basta considerar los términos no utilizados de forma que se
cubran todos los minitérminos.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo. 23.12.
Se considera la funcion booleana f con forma normal disyuntiva xyz+ xy z+xyz+X yz+Xx y z.

SOLUCION. Construimos la tabla de Quine-McCluskey:
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1] xyz| 110 (1,2)] 1-0] xz| ((1,2),(3,5) ——-0 =z
2| xyz 100/ (1,3) —10| yz ((1,3),(2,5) ——0

3 Xyz| 010/ (2,5)| —00| yz

4 xyz| 001 (3,5)| 0-0| Xz

5 Xyz 000/ (45| 00— %y

Ahora construimos la tabla que relaciona los minitérminos con los términos no usados:

Xyz Xy z Xyz Xyz Xyz
(1,2,3,5) =2 X X X X
(4,5) =%y X X
Como consecuencia la forma minimaes: Xy + z. d

Ejercicio. 23.13.
Dada la funcién booleana f con forma normal disyuntiva xyzt+ xyzt+xyz t+xy Z t+ Xy z t+
X Zt.

SOLUCION. Construimos la tabla de Quine-McCluskey:

1 xyzt 1111 (1,2) 111-— xyz
2 xyzt 1110 (2,3) 11-0 xyt
3 Xyz t 1100 (3,4) 1-00 Xzt
4 XYzt 1000 (4,5) —-000 yzt
5 | Xyzf | 0000 | (56) | 000— | Xyz
6 xXyzt 0001
Ahora construimos la tabla que relaciona los minitérminos con los términos no usados:
xyzt| xyzt| xyztl xyzt Xyztl Xyz
(1,2) = xyz X X
(2,3) = xyt X X
(3, 4)=xzt X X
(45)=yzt X X
(5,6)=xy2 X X
Como consecuencia la forma minima es: xyz+ xz t + X y z. O

Ejercicio. 23.14.
Dada la funcion booleana f con forma normal disyuntiva xyzt+ xyzt+ Xyz t+ X,
XYzt + Xyzt + X yzt.
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SOLUCION. Construimos la tabla de Quine-McCluskey:

1 xyzt 1111 (1,2) 111-— xXyz
2 xyzt 1110 (2,3) 11-0 xyt
3 | xyzf | 1100 | (3,4 | 1-00 | xz?
4 | xyzi | 1000 | (45 | -000 | yz7
5 | xyzf | 0000 | (5,6) | 000— | Xyz
6 | Xyzt | 0001 | (1,7) | —111 yzt
7 Xyzt 0111 | (6,8 | 00—1 | Xyr
8 | xyzt | 0011 | (7.8) | 0—-11 Xzt

Ahora construimos la tabla que relaciona los minitérminos con los términos no usados:

xyzt |xyzt |xyzt |xyzt (xyzt [xyzt [xXyzt [Xyzt
(1,2) =xyz| X X
(2,3) = xyt X X
(3,4 =xzt X X
(4,5)=yzt X X
(5,6)=xy2 X X
(1,7)=yzt | X X
(6,8) =X yr X X
(7,8) = xat X | X
Como consecuencia la forma minima es: xyz + xzt + Xyz+ Xz t. d

23.3. Diagramas de Karnaugh. Aplicacién
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Capitulo VI

Introduccion a la teoria de grafos

24. Definicion de grafo

Un grafo es un par de conjuntos G = (V, E) verificandoque E C V x VysiA, B € V, entonces,
a lo mas, hay un elemento a de E tal que a = (A, B) 6 a = (B, A), (por esta razon el elemento
alo representaremos por {AB} para obviar el orden que lleva implicita la notacién de pares).
Lo que aqui vamos a entender como grafo en otros textos se suele llamar grafo simple.

Los elementos de V se llaman los vértices del grafo Gy los elementos de E se llaman los lados,
aristas o arcos de G.

Para esta primera aproximacioén vamos a suponer que VN E = & (y que V'y E son finitos).

Todo grafo se puede representar mediante un grafico formado por puntos, que representan
a los vértices, y lineas, que representan a los lados.

Veamos un ejemplo de este tipo de representaciones:

D
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En el caso primero los vértices son V = {A, B, C, D, F} y los lados son:
E = {{AB}, {AF},{FB}, {AD},{CB},{CD}, {FF}}.

En el segundo caso tenemos 34 vértices y 14 lados. Es claro que estas representaciones de
grafos en el plano son posibles solo en algunos casos especiales y que un grafo puede tener
varias representaciones distintas.

De cara al estudio de grafos, vamos a introducir alguna notacion extra.

Si G es un grafo, el conjunto de sus vértices se representa por V(G), y el conjunto de sus lados
por E(G).

Existe un grafo especial, el grafo vacio, que estd definido por @ = (&, @).

Dado un vértice Ay un lado b, decimos que A es incidente con bsi b = {AX} 6 b = {XA}
para algtin vértice X. Para simplificar vamos a representar que A es incidente con b mediante
A € b. Es claro que cada lado b tiene a lo mas dos vértices que son incidente con él, los
llamamos los extremos de b. Cuando los dos extremos de un lado coinciden, el lado se llama
un lazo.

Un lado cuyos extremos son los vértices Ay B se dice que une a dichos vértices, la forma de
representar este lado es {AB}. Los vértices Ay B se llaman adyacentes o vecinos. Un vértice
que no tiene otros adyacentes se llama un vértice aislado. Dos lados a y b son adyacentes si
tienen un extremo comun.

Si dos vértices o dos lados no son adyacentes, se llaman independientes.

24.1. Matrices asociadas a grafos

Dado un grafo G con vértices V(G) = {Ai,...,A;}, se define la matriz de adyacencia de G
como la matriz M(G) = (m;;);;, que es una matriz n x ny en la que la entrada m;; es el numero
de lados que unen A; con A;.

Si el grafo G ademas tiene tlados, E(G) = {ay, ..., as}, se define la matriz de incidencia de G
como la matriz I(G) = (b;j);;, que es una matriz n x ¢y en la que la entrada b;; es igual a 1 si
A; es incidente con a;y 0 en caso contrario.

Ejemplo. 24.1.
Consideramos el grafo definido por {A;, Az, A3, A4, As, Ag}, los vértices de un hexdgono y la
diagonal {A; A4 }. La matrix de adyacencia es:
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|

— O = O = O

S OO~ O -

O = O = O

O - O - O =~

—_ o = O OO

oo oo -

para los lados {{A1 A2}, {A2A3}, {AsAs}, {AsAs}, {A5As}, {AsAr}, {A1A4}, la matrix de inciden-

ciaes:

Observar que la primera es simétrica y la segunda no lo es.

=N elelell .

S OO - -=O

SO == O O

- - O

——_—0 O O O

—_ o oo o -

1
0
0
1
0
0
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25. Lados en grafos

25.1. Grafos completos

Un grafo G se llama completo si cada dos vértices distintos de G son adyacentes. Para cada
entero positivo 7 existe un unico grafo completo, sin lazos, al cual vamos a representar por
K. Si V es un conjunto de vértices, el grafo completo con vértices V se representa por K(V).

Ejemplo. 25.1.
Si n = 0, entonces Kj es el grafo vacio.

Sin =1, tenemos K es el grafo con un sélo vértice y ningtin lado.
Si n = 2, entonces K; es el grafo con dos vértices y un solo lado, el que une estos vértices.

Si n = 3, entonces Kj tiene tres vértices y tres lados; una representacion es la siguiente:

A B
Problema. 25.2.

;Cuantos lados tiene un grafo completo de 4, 6 y 8 vértices?

SOLUCION. Si n = 4, para averiguar el nimero de lados de K;, numeramos los vértices, por
ejemplo: A, Ay, A3 y A4, ahora necesitamos un lado de A; a cada uno de los restantes vértices,
en total 3; un lado de A, a cada uno de los vértices Az y Ay, en total 2, y uno mas de As a A.
Luego el nimero de vérticeses:3+2+1 =16

Ag Ay
Ay Ap
_ (1+7)7 _
Para Ks tenemos 5 +4 + 3 + 2 + 1 = 15, y para Kg tenemos ~——— = 28. Il
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Problema. 25.3.
Probar que el grafo completo de n vértices tiene exactamente (n— 1)+ (n—2)+---+2+1=

@ lados.

SOLUCION. Etiquetamos los vértices como Ay, ..., A,. Contamos los lados del grafo de la
siguiente forma: (1) consideramos los lados con extremo A;, hay exactamente n — 1; (2) de
los restantes contamos aquellos que tienen extremo A, hay exactamente n — 2. Siguiendo de
esta forma al llegar al paso (i) y contar los lados que restan con extremos el vértice A; resultan
n — 1. Luego el numero de lados es:

(n—1+0n  n(n—1)

(m—=1)+n-2)+--+2+14+0= 5 ==

Ejemplo. 25.4.
Observar que si G es un grafo completo con n vértices, la matriz de adyacencia de G es del
siguiente tipo:

[a—
(e)
[a—
ek
[a—

25.2. Grafos bipartidos

Un grafo G se llama bipartido si existe una particion de V(G), sea V(G) = V; U V5, tal que
cadalado de G une un vértice de V; con un vértice de V5.

El grafo bipartido en el que V) tiene r vértices, V; tiene s vértices y en el que hay un lado que
une cada vértice de V) con cada vértice de V» lo llamamos el grafo bipartido completo, y se
representa por K; s

Ejercicio. 25.5.
El grafo bipartido K; 3 tiene 6 lados; una representacion del mismo es:

Matematica Discreta P. Jara



178 CAP. VI. INTRODUCCION A LA TEORfA DE GRAFOS

Problema. 25.6.
Averiguar cuantos lados tiene el grafo bipartido completo K; .

SOLUCION. Consideramos los vértices como {Ay,...,A;} vy {By,..., Bs} que representan la
particion del conjunto de vertices. Al existir un lado por cada par de vértices A;, B;, resulta
que el grafo tiene r x slados. d
Ejemplo. 25.7.
Observar que si G es un grafo bipartido con conjunto particion del conjunto de vértices
{A1,..., A/} U{B; ..., Bs}, entonces la matriz de adyacencia de G es del siguiente tipo:

o -.-o0l1 -3 1

r P :

0 --- 01 -1

1 - 1]0 ---

5 :

1 1,0 - 0
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26. Invariantes de grafos

Dados dos grafos G = (V,E)y G = (V', E’), una aplicacion de grafos de G a G’ es una par
de aplicaciones f = (fv, fg), verificando: fy : V — V'y fg : E — F/, que esta definida por
fE({AB}) = {fv(A)fv(B)} para cadalado {AB} € E.

Dos grafos Gy G’ se llaman isomorfos si existe una aplicacion de grafos f = (fv, fg) tal que f
y fe son biyecciones. Si f es un isomorfismo se representapor f : G= G/,yavecespor G = G,
ya que vamos a identificar grafos que son isomorfos.

Una propiedad (P) de grafos, tal que si un grafo G verifica la propiedad (P) y G’ es un grafo
isomorfo a G entonces G’ también verifica (P), se llama un invariante de grafos.

Los primeros invariantes que podemos considerar en un grafo son:
e el nimero de vérticesy

e ¢l niimero de lados.

Recordemos que vamos a trabajar en este curso con grafos que tienen sélo un ntimero finito
de vértices y un namero finito de lados.

Entre grafos podemos definir las operaciones conjuntistas usuales:

Si G es un grafo, un subgrafo G’ de G es otro grafo que verifica:
V(G)CV(G) y E(G)CE®G).

En este caso también se dice que G es un supergrafo de G'.

Si G, y G, son subgrafos de un grafo G, podemos definir la unién y la interseccion de G, y G,
en la forma usual. Podremos entonces hablar de subgrafos disjuntos.

Si G C G es un subgrafo de G, definimos el complemento de G en G como el subgrafo
G’ C G que verifica:

V(G") =V(G) vy E(G")=EG)\EQG).

Si G’ es un subgrafo de un grafo G que verifica V(G') = V(G) se dice que G’ es un subgrafo
generador de G.

Si G es un subgrafo de un grafo G, decimos que G’ es un subgrafo completo (también se
llama subgrafo inducido) de Gsi

E(G) = E(G) N K(V(G)),
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esto es, si para cada par de vértices Ay Bde G’ se tiene {AB} € E(G) siysolo si {AB} € E(G).

Si G es un grafo, para cada conjunto de vértices X € V(G) existe un tinico subgrafo completo
G de Gtal que V(G') = X; vamos a representar a este grafo por G[X].

Dado un grafo G, y un vértice A de G, se llama grado de A al namero de lados que lo tienen
como extremo, (cuando tenemos un lazo, éste se cuenta dos veces). Vamos a representar este
namero por d(A).

Ejemplo. 26.1.
Se considera el grafo representado por la figura

C

B
A
Observar que A tiene grado 2, Btiene grado 3y C tiene grado 1.

Llamamos regular a un grafo en el que todos los vértices tienen el mismo grado.

Observar que todo grafo completo es regular, pero que el reciproco no es cierto com prueba
el siguiente ejemplo.

La sucesion de los grados de los vértices de un grafo G la llamamos la sucesion de grados de
G. Observar que la sucesion de grados es un invariante de grafos, esto es, si dos grafos son
isomorfos, entonces tienen la misma sucesién de grafos.

Una sucesién de niimeros enteros no negativos se llama una sucesiéon grafica si es la sucesion
de grados de un grafo.

Lema. 26.2.
La relacion entre los grados y el niimero de ladosen G es: ) _ oy () d(A) = 2 | E|.
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DEMOSTRACION. Para cadalado e € E(G), consideramos los vértices adyacentes, por ejem-
plo E\E,, puede ser E; = E».Si ey, ..., eseslalista de todos los lados, podemos construir una
lista de vértices: Eiy, E2, E1, Eso, ..., Es1, Es». En esta lista aparecen 2s vértices. Este niimero
es igual a la suma de los grados de todos los vértices, ya que el grado de un vértice A es igual
al namero de veces que A aparece en la lista Eyy, Ey2, Ep1, Eoo, ..., Eq, Ep. De aqui se sigue el
resultado. O

Ejercicio. 26.3.
Probar que hay grafos no isomorfos con la misma sucesion de grados

SOLUCION. Consideramos el grafo consistente en dos tridngulos sin vértices en comun. To-
dos los vértices tienen grado 2, luego la sucesion de grados es: 2,2,2,2,2,2. Por otro lado el
grafo consistente en un hexagono tiene tiene la misma sucesion de grados, y estos grafos no
son isomorfos.

S

Ejercicio. 26.4.
Probar que los grafos mencionados en el Ejercicio anterior no son isomorfos.

SOLUCION. Llamamos A;, A2 y Az a los vértices de un tridngulo, By, B, y Bz a los vértices del
otro triangulo y G, ..., Cs a los vértices del hexagono. Si la imagen de A; es C;, entonces la
imagen de A, tiene que ser G, 0 Gg, un vértice unido a C;; supongamos que sea C,, entonces
la imagen de A, debe ser Cs, un vértice unido a G, distinto de C,;. Por otro lado, como As
estd unido a A;, también deben estar unidos C; y Cs, lo que evidentemente no es cierto. En
consecuencia no existe un isomorfismo de grafos entre estos dos grafos. O

Ejercicio. 26.5.
Dar un ejemplo de dos grafos con tres vértices que no son isomorfos pero que tiene la misma
sucesion de grados.

/070!

El siguiente Lemma es valido para multigrafos, pero no para grafos simples. Basta considerar
la sucesion que solo tiene un elemento, por ejemplo el 4; en este caso necesitariamos dos
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lazos en el tnico vértice que tenemos y esto no estd permitido en un grafo (=grafo simple).
Tampoco lo es la sucesion (4, 0,0, 0,0, 0).

Lema. 26.6.
La sucesion (dy, dy, . . ., dy) es una sucesion gréfica si y sélo si >, d; es un niimero par.

Sin embargo podemos modificar el enunciado para tener un resultado aplicable a los gra-
fos que estamos estudiando (grafos simples). Resulta sin embargo un enunciado algo mas
complejo.

Proposicion. 26.7.
Sea (dy, dy, ..., dy,) una sucesion decreciente (jno estrictamente decreciente!) con suma pary
todos los d; no nulos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(@) (dy,...,dy) es una sucesion grafica de un grafo sin lazos.

(b) dp <n—1y) .1 di <> ;i di+2(k— 1) para cada indice k.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Es claro que cada sucesion grafica tiene suma par, y si A; es un
vértice, entonces su grado d; es menor o igual que n — 1. Por otro lado, si consideramos el
vértice A;, y lo eliminamos junto con los lados incidentes con él, resulta un nuevo grafo con
sucesion de grados (d,, ..., d;) yse verificad, <), , d,, ydeaquise obtiened, < 3", , d;—
di + 2; el 2 de la suma aparece cuando d, = d, — 1. Entonces ), ,d; < > ;.53 d; + 2. Por
induccion se tiene entonces el resultado: >, d; < > ;o di +2(k—1)

(b) = (a). Hacemos induccion sobre el namero de vértices. Si n = 2, entonces cada grado
es menor o igual que 1, y para que la suma sea par, la sucesion es (1,1). Supongamos que
el resultado es cierto para grafos con menos de n vértices, y sea (dy, ..., d,) una sucesion
decreciente cuya suma sea par y que verifique las condiciones indicada en (b).

Sid, = t, lasucesion (e, ...,e;) .= (do — 1,ds — 1,...,di1 — 1,dss2,...,dy,) tiene suma par,
cada componente e; es menor o igual que n—2,yaquesie, o > n—2,entoncest =d; > n— 2,
y se tendria e, = ey, luego no existiria el elemento e, 5.

Ademas se verificae, <) ;. , e, yaquedy < ), ,d;— di + 2. Para cualquier indice k se tiene
er <> isk€k— > ick @+ 2(k— 1) como aplicacion de la hipdtesis (b).

Podemos aplicar la hip6tesis de induccion y tenemos un grafo sin lazos con vértices Ay, ...,
Ap, cuya sucesion de grados es (e, . .., e,). Finalmente basta agregar un nuevo vértice, que
hara el papel de vértice A; y los lados {A;A;}, parai = 2,3,...t+ 1. La sucesion de grados de
este nuevo grafo es la sucesion (dy, . .., dy). O

Para caracterizar cuando una sucesion (dy, . . ., d,) decreciente es la sucesion grafica de un
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grafo que admite lazos podemos trabajar de la misma forma, en este caso tendremos que
imponer, por ejemplo, la condicion d; < n+ 1.
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27. Caminos en grafos

Dado un grafo G, un camino en G del vértice Ay al vértice A; es una sucesion de vértices y
lados: ApapAia; ... a;—1As, con t > 0, en donde el lado a; tiene extremos A; y A;, 1. Cuando
Ap = A el camino se llama un camino cerrado. El entero ¢ se llama la longitud del camino
(t es el numero de lados). Dado un vértice A podemos considerar el camino A; en este caso
decimos que este camino tiene longitud cero.

Un camino AyapA1 4 . . . a;_1A; se llama un recorrido si los vértices Ay, . .., A;_1 y los vértices
Ay, ..., A1, A son todos distintos. Un recorrido se llama un ciclo si Ay = Ay.

Proposicion. 27.1.
Sea G un grafo y A, B dos vértices de G; si existe un camino A . . . B, entonces existe un recorrido
A...B.

DEMOSTRACION. Dado un camino AapA; ... A;_1a;_1B, si no es un recorrido existen dos
vérticesigualesenlalista A, Ay, ..., A; 1, sean A;y Aj := A, s > 0, entonces AdpA - . . a;_14;ajAj ... A
es un camino de longitud menor al que hemos quitado un camino cerrado. Si no es un
recorrido, entonces podemos quitar otro camino cerrado y asi hasta obtener un recorrido
Aay . .. a;B. Igual se hace trabajando con B en vez de A. O

Corolario. 27.2.
Sea G un grafo y A, B dos vértices de G; si existen dos caminos distintos de A a B, entonces
existe un ciclo en G.

DEMOSTRACION. Podemos considerar que tenemos dos recorridos distintos de A a B. Sean
AapAray ... Ay—1a;- 1By AbyB1 by . .. Bs_1bs_1 B. Se considera el camino: AaggAa; . .. Ay—1a;—1Bbs_1Bs_1 .
Se tiene que A es distinto de los A; y de los B,. Si A es igual a B, entonces uno de los re-
corridos es un ciclo y tenemos el resultado. Si A es distinto de B, puede ser que algun 4;
sea igual a algun B;, Tomando el menor de éstos A; y el B; correspondiente, tenemos que
AapAray . .. ai_1A;ibj_1Bj_;. .. b1 BibyAesun camino en el que todos los vértices {A, Ay, ..., A;.Bj_1 ..., B
son distintos, luego tenemos un recorrido, y por tanto un ciclo. O

Un camino AyagA; a, . .. a;—1A; se llama un camino simple o un circuito siloslados ay), . . ., a;_;
son todos distintos. Un camino simple o circuito se llama un circuito cerrado si Ay = A;.

Ejercicio. 27.3.
Probar que todo recorrido es un camino simple.
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| Nombre | vértices repetidos | lados repetidos | coinciden inicio y fin |

camino — — —
camino
cerrado — — SI
recorrido NO no —
ciclo NO no SI
camino
simple=
circuito — NO —
circuito
cerrado — NO SI

Teorema. 27.4. (Teorema del nimero de caminos)
Elnamero de caminos de longitud k del vértice A; al vértice A; es el elemento (i, j) de la matriz

M(G)*,

DEMOSTRACION. Es claro que existe un lado de A; a A; siy solo si el elemento m;; de M(G) es
igual a 1, yno existe ningtin lado si y solo si el mencionado elemento es igual a 0. Supongamos
que el resultado es cierto para k y vamos a ver que también lo es para k + 1.

Vamos a llamar M(G) = (my);; y M(G)*! =: (c;) ;.
Todo camino de longitud k + 1 de A; aAj, éste se puede escribir como
Aib()Bl bl . BkbkA]

Observar que tenemos un camino A;byBy b; . .. Bi. de A; a By; si suponemos que By = Ay, este
camino aporta una unidad al coeficiente (i, h), y al coeficiente (5, i), de la matriz M(G)* =:
(djj);j- Tenemos un lado de Ay, a A;, que hace que los coeficientes (h, j) y (j, h) de la matriz
M(G) sean iguales a 1. El coeficiente c;; se obtiene sumando, en A, los productos de los coe-
ficientes d;, y myj, luego tiene un sumando igual al coeficiente d;;. Como consecuencia, ya
que ¢;; = ), dinmyj tenemos el resultado de que c;; es igual al nimero de caminos de A; a 4;,
pues hemos ido contando los caminos de longitud k que van de A; a todos los vértices A, y
todos los lados de cada A a A;. O

Dado un camino AyapA a; . . . Ay_1a;—14A;, escribiremos también, por simplicidad, aya; . . . a;—;.

Lema. 27.5.
Un grafo G es bipartido si y solo si G no tiene ciclos de longitud impar.

DEMOSTRACION. Si G es un grafo bipartido es claro que no puede tener ciclos de longitud
impar. Reciprocamente, si G no tiene ciclos de longitud impar, y prescindiendo de los vértices
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aislados, podemos proceder como sigue: Dado un lado e, con extremos E; y E,, construimos
conjuntos V) = {E; } y V? = {E}.

Vamos a ir ampliando estos conjuntos de vértices como sigue:

Vi ={E| HEE}};
V; ={E| I{EE'} {E'E}}.

Observar que en este caso se tiene que E' € V! y ademds V] N V) = g; ya que si existe
F € V] NV}, entonces existen {FE, }, {FE'}, {E'E; }, para un cierto E, y por tanto un ciclo de
longitud 3 (impar). También se tiene V! N V2 = 2.

En general se define:

Vi = {E| existe un camino de longitud 2t-1 (impar) de E a E };
V) = {E| existe un camino de longitud 2t (par) de Ea E; }.

Se tiene Vi NV} ! = @,yaquesi F € V/ n V!, entonces existe un camino de longitud 27 — 1
de E; a F, yun camino de longitud 2(z — 1) de E; a F; entonces podemos construir un camino
de longitud 4t — 3 de E; a Ej, lo que es una contradiccion. También se tiene Vf NVI=g;la
demostracion es anédloga a la anterior.

Este proceso de construir los pares de conjuntos V{ y VJ es estacionario, esto es, existe un ¢ tal
que V{ = Vf“ =...yVl= VZ’”rl = -.-,llamamos a estos conjuntos V; y V, respectivamente.
Estos conjuntos V; y V; verifican la propiedad de que si un lado tiene un extremo en uno de
ellos, el otro extremo pertenece al otro. Si existe un lado de G que no tiene sus extremos en los
V;, entonces construimos nuevos conjuntos V] y V; siguiendo el proceso antes descrito. Basta
definir entonces V; = V; U V] y V, = V5, U Vj. De esta forma, y tras sucesivas ampliaciones,
llegamos a conjuntos V; y V; tales que todo lado de G tiene un extremo en cada uno de los
conjuntos V;y por lo tanto el grafo es bipartido. d

Lema. 27.6.
Si G es un grafo en el que tinicamente dos vértices son impares (= vértices de grado impar),
entonces existe un recorrido entre ellos.

DEMOSTRACION. Basta comprobar que tenemos un camino. Hacemos induccién sobre el
namero de lados del grafo. Llamamos Ay B a estos vértices de grado impar, y sean {A; | i =
1,...,s} el resto. Por ser A de grado impar existe un lado con extremo A que no es un lazo.
Pueden ocurrir dos casos: (1) el otro extremo es B, entonces tenemos el resultado, 6 (2) el
otro extremo es uno de los A;. Seguimos analizando este caso.

Al suprimir del grafo este lado volvemos a tener s6lo dos vértices de grado impar: uno es By
el otro es A;, pero este nuevo grafo tiene un lado menos. Aplicando la hip6tesis de induccion
tenemos un recorrido de A; a B, y agregando el lado eliminado tenemos un camino de Aa B.
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Si el camino no es un recorrido entonces aparece un vértice al menos dos veces y por tanto
un ciclo; podemos eliminar este ciclo y seguimos teniendo un camino de A a B. Si hacemos
esto para todos los vértices que aparezcan varias veces obtenemos finalmente un camino de
Aa Bque es un recorrido. 4
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28. Grafos conexos

Un grafo conexo es un grafo en el que para cada dos vértices Ay B existe un camino {AB}. Un
grafo disconexo es un grafo que no es conexo.

Una componente conexa de un grafo es un subgrafo conexo maximal. Si G es un grafo, vamos
a utilizar la notacion k(G) para indicar el nimero de componentes conexas de G.

Teorema. 28.1.
Todo grafo es la union de sus componentes conexas.

DEMOSTRACION. Dado un grafo G, definimos en el conjunto de vértices V(G) una relacion,
que es de equivalencia, mediante:
A~ B si existe un camino de Aa B.

Al considerar caminos de longitud cero tenemos que la relacion anterior verifica la propiedad
reflexiva. Sea V(G) = V; U ... U V; la particion dada por las clases de equivalencia, y sea
G; := K(V;), el subgrafo completo de G definido por V;parai = 1,...,t. Entonces cada G; es
una componente conexay se tiene G= Gy U... U G;. U

Ejemplo. 28.2.
Sea G el grafo definido por la figura:

A B A B

>
<
S, D

E -
tiene (Fos componentes conexas, cuyos conjuntos de vértices son: {A, C, E} y {B, D, F}

F C C F

Si A es un vértice de un grafo G, representamos por G \ {A} al grafo que se obtiene de G
al suprimir el vértice Ay todos los lados que tienen a A como extremo. Un vértice A de un
grafo G se llama un vértice de corte o un punto de articulacion si el grafo G\ {A} tiene mas
componentes conexas que G.

conexo
Dado un grafo G un bloque de G es un subgrafo que no tiene vértices de corte y que es maxi-
mal respecto a esta propiedad.
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Observar que un subgrafo en el que no exista ningtin lado es un bloque, pues un vértice
aislado no es nunca un vértice de corte 6 punto de articulacion.

Lema. 28.3.
Cuando dos bloques G, y G comparten un unico vértice, éste debe ser un vértice de corte de

G U Go.

DEMOSTRACION. Primero simplificamos al poder considerar G = G; U G, sin pérdida de ge-
neralidad. Podemos también suponer que los bloques son conexos, ya que en caso contrario
basta considerar los subgrafos conexos que contengan al vértice comun.

Sean los bloques G; y G y el vértice comun A. Vamos a ver que en el grafo G; U G; el vértice
A es un vértice de corte. Es claro que G; U Gy es conexo. Si también G; U G, \ {A} conexo,
entonces para cada vértice B de G; y para cada vértice C de G, existe un recorrido de B a
C, que no puede contener a A; sea este recorrido Bey4; . .. Ase;C. Cada uno de los vértices B,
A, ..., As, Cpertenece a G 6 a Gy, como B € Gy C € (G, y ninguno pertenece a ambos,
si llamamos Ay = By A1 = C, debe de existir un indice i tal que A; € Gy y Aj1 € Gy,
pero entonces el lado {A;A;,;} no puede pertenecer a G; U Gy, lo que es una contradiccion.
Asi pues necesariamente G; U G \ {A} no es conexo y A es un vértice de corte. O

Si f esunlado de un grafo G, representamos por G\{f} al grafo que se obtiene de G al suprimir
el lado f. Unlado f de un grafo G se llama un lado puente si G \ {f} tiene mds componentes
conexas que G.

Lema. 28.4.
Un lado f de un grafo conexo G es un puente de G siy solo si no pertenece a ningun ciclo de
G.

DEMOSTRACION. Condicién necesaria. Si f pertenece a un ciclo, sea este ciclo AfBe; ... e;A.
Entonces en G \ {f} tenemos que A pertenece a una componente conexa y B a otra, pero
como tenemos un recorrido: Be; . .. e;Ade Ba A, llegamos a una contradiccion.

Condicioén suficiente. Si suponemos que G\ {f} es conexo, y si f = {AB}, entonces existe un
recorrido de A a B, sea Ae ... e;B, como consecuencia tenemos un ciclo al que pertenece f:
Ae ... e:BfA, lo que es una contradiccion. O

Corolario. 28.5.
Si f es un lado puente de un grafo conexo, entonces G \ {f} tiene exactamente dos compo-
nentes conexas.
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29. Arboles

Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos (aciclico). En un arbol los vértices de grado
uno se llaman hojas.

Lema. 29.1.
Si G es un arbol con n vértices, entonces se verifica:

(1) Para cada par de vértices Ay B de G existe, como maximo, un unico recorrido de A a B.
(2) Todos los lados de G son puentes.

3) | E(G) |= n— 1.

DEMOSTRACION. (1). Si existen dos caminos distintos de A a B, entonces existen un ciclo por
el Corolario 27.2..

(2). Como es un grafo conexo, el resultado se sigue del Lema 28.4..

(3). Al quitar un lado el arbol se convierte en un grafo con dos componentes conexas, cada
una de las cuales es a su vez un arbol. Procediendo de esta forma, y haciendo induccion sobre
el numero de vértices, tenemos el resultado. O

Lema. 29.2.
Todo arbol, que contiene al menos un lado, tiene al menos dos hojas.

DEMOSTRACION. Sea G un arbol con al menos un lado, por lo tanto el nimero n de vértices
es mayor o igual que dos. Por el Lema 26.2. tenemos que la suma de los grados de todos los
vértices es exactamente 2 | E |, y por el Lema 29.1. se tiene | E |= n — 1, luego la suma de los
grados es igual a 2n — 2. Si todos los vértices tienen grado mayor o igual que 2 la suma de los
grados serda mayor o igual que 27, lo que es una contradiccion. d

Los arboles pueden ser caracterizados como grafos con determinadas caracteristicas.

Teorema. 29.3.
Los siguientes enunciados son equivalentes para un grafo G con n vértices:

(a) Para cada par de vértices Ay B de G existe un tnico recorrido de A a B.
(b) G es conexo y todos los lados son puentes.
(c) G es aciclico y maximal (maximal significa que la adicion de un lado crea un ciclo).

(d) Gesconexoy|E|=n—1.

25 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 29. ARBOLES 101

(e) Gesaciclicoy| E|=n-1.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Es claro que G es conexo. Por otro lado, dado un lado f = {AB},
se tiene que en G\ {f} las componentes conexas de Ay B no estan conectadas, por lo tanto f
es un lado puente.

(b) = (c). Como G es conexo y todos los lados son puente, no pueden existir ciclos, luego G
es aciclico. Para comprobar la maximalidad, si agregamos a G un lado, sea g = { CD}, como G
es conexo, existe un camino de Ca Den G, y por lo tanto en GU g existe un ciclo, por lo tanto
G es aciclico maximal.

(c) = (d). En el caso en que haya dos vértices Ay B tales que no exista un camino de A a B,
resulta que Ay B pertenecen a componentes conexas distintas; si agregamos a G un lado, el
lado {AB}, entonces el grafo sigue siendo aciclico, pero esto estd en contradiccién con el he-
cho de que G es un grafo aciclico maximal. Luego G es conexo. Vamos a contar los lados de
G. Dado un vértice Ay de G definimos V = {Ap} y definimos V; = {A | 3{ApA}}, Es claro que
tenemos de esta forma | V; | lados de Gy que no existe ningin otro lado entre los vértices de
V1U{Ap}. Definimos Vo = {A | 3{AB}, Be V1}\(V1U{Ap}); es claro que tenemos exactamen-
te | V2 | nuevos lados y que no hay ningin otro lado, distinto a los ya considerados, entre los
vértices de V, U V] U {Ap}. De esta forma construimos V3, V4, etc. Se tiene que G = U;V;, que
esta union es disjunta y finita y que el nimero deladosde Ges ) ; ; | V;|=| G| -1=n—-1.
(d) = (e). Si Gno es aciclico existe ciclo, sea {AB}. Si A = B, entonces es claro que un vértice
que no puede estar conectado con el resto. Si A # B, y eliminamos el lado {AB}, entonces el
grafo sigue siendo conexo, pero otra vez, al tener n— 2 lados un vértice no puede estar conec-
tado con el resto. En consecuencia G es aciclico.

(e) = (a). Por el Corolario 27.2. tenemos que al no existir ciclos existe a lo mas un camino en-
tre cada dos vértices. Si hay dos vértices Ay B que no estan conectados, podemos considerar
las componentes conexas de Ay de B, una de las dos debe tener al menos tantos lados como
vértices. Hacemos induccion sobre el nimero de vértices para esta propiedad y obtenemos
que existe un ciclo, lo que es una contradiccion. En consecuencia entre cada dos vértices
existe un unico recorrido. d

Un bosque es un grafo aciclico. (Esto es, se quita a arbol la condicion de ser conexo.)

Ejercicio. 29.4.
Probar que si un bosque con n vértices tiene k componentes conexas entonces el niimero de
lados es n— k.

Un arbol generador de un grafo G, es un subgrafo que es arbol y contiene a todos los vértices
del grafo.

Lema. 29.5.
Todo grafo conexo posee un darbol generador.
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DEMOSTRACION. Se considera un vértice A y se define un grafo Gy = ({Ag}, @). Se define:

Vi ={A| 3{A4}}\ W,
Ey = {{AA} | Ae "},
G = (Vl U {Ao},Ei)

Tenemos que G es un subgrafo de G que es un arbol. Se define:

Vo ={A| 3{AB}, Be V(Gi)} \ V(G),
E, = {{AB} | A€ V,}, unoparacadaAc V,,
G = (VU V(Gr), B, U E(Gy)).

Tenemos que Gy es un subgrafo de G que es un arbol. Se sigue de esta forma hasta que se
alcance un G; tal que V(G;) = V(G). En este caso se tiene que G; es un arbol generador de
G. O

Un arbol binario es un grafo conexo aciclico tal que el grado de cada vértice es menor o igual
que 2.

Un arbol binario con raiz es un grafo que tiene uno de sus vértices, llamado raiz, de grado
no mayor a 2. Elegida la raiz cada vértice tendra un tnico padre, y nunca mas de dos hijos.
Asi pues un arbol binario es un arbol con raiz en el que cada nodo tiene como maximo dos
hijos.

Un arbol binario completos un arbol en el que cada nodo tiene cero o dos hijos.

Un arbol binario perfecto es un arbol binario completo en el que todas las hojas (vértices con
cero hijos) tienen la misma profundidad (distancia desde la raiz, también llamada altura).

Ejemplo. 29.6.
Si G es un arbol completo, entonces tiene un namero impar de vértices.

SOLUCION. Destacamos un vértice R de G como raiz, entonces el grado de R es igual a 0
0 2. Si es cero, entonces el grafo se reduce a un vértice. Supongamos pues que es igual a 2.
Tenemos ademas otros dos tipos de vértices: las hojas, que tienen grado 1, sea & el numero
de hojas de G; y los restantes vértices que necesariamente tienen grado 3, al tener un padre 'y
dos hijos, representamos por n el nimero de estos vértices de grado 3. Por la formula de los
grados, sillamamos / al numero de lados de G, se tiene

2+h+3n=21

Por otro lado el nimero de lados de G es igual a 2 + 27, ya que éste es el nimero de hijos de
todos los vértices de G. Al introducir este valor en la igualdad anterior resulta:

2+ h+3n=2(2+2n),
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esto es, h = n+ 2, y por tanto el namero vde vérticesde Ges:v=1+h+n=1+n+2+n=
2n+ 3.

Si llamamos k al nimero de vértices que no son hojas, resulta v = 2k + 1. En este caso el
numero de lados es: [ = 2k, y el nimero de hojases: h = v — (2k+ 1). O

Ejemplo. 29.7.
Existen dos arboles binarios completos con 7 vértices que no son isomorfos.

SOLUCION. Consideramos los arboles binarios de las figuras siguientes, que son arboles
completos con el mismo ntiimero de vértices y no son isomorfos:

Grafo no perfecto Grafo perfecto

Matematica Discreta P. Jara



194 CAP. VI. INTRODUCCION A LA TEORfA DE GRAFOS

30. Caminos de Euler

Si G es un grafo conexo, un camino de Euler en G es un camino en el que aparecen todos los
lados una sola vez (esto es, es un camino simple).

Si G es un grafo conexo, un circuito de Euler es un camino de Euler que es cerrado. Un grafo
que tiene un circuito de Euler se llama un grafo de Euler.

Proposicion. 30.1.
Sea G un grafo conexo.

(1) Si G es un grafo de Euler, entonces todos los vértices tiene grado par.

(2) Si G tiene un camino de Euler que no es un circuito de Euler, entonces G tiene todos los
vértices menos dos (el inicio y el fin del camino) de grado par.

DEMOSTRACION. (1). Para calcular el grado de un vértice A en un grafo de Euler, tenemos
que tener en cuenta que como los lados podemos disponerlos en una sucesion: ay, ai, . . ., a,
por cada lado q; incidente con el vértice 4, si a; es un ciclo, entonces a; aporta al grado de
A dos unidades; si a; no es un ciclo tenemos que necesariamente a; ; 0 a;,; también son
incidentes con A, y por tanto a;, junto con el otro a; ; 6 a;,; aportan dos unidades al grado
de A. En consecuencia el grada de A es par.

(2). Si G tiene un camino de Euler que no es un circuito, sean Ay Blos extremos del camino; si
afiadimos un lado {AB}, entonces el grafo G’ obtenido tiene un circuito de Euler, y por tanto
es un grafo de Euler, y todos los vértices de G’ tienen grado par. Al pasar a G eliminando el
lado {AB}, resulta que todos los vértices tiene grado par salvo Ay B que tienen grado impar.
U

Para probar el inverso veamos primero el siguiente lema técnico.

Lema. 30.2.
Si un grafo G tienen todos los vértices de grado mayor estrictamente que uno, entonces G
contiene un ciclo.

DEMOSTRACION. Dado un vértice Ay, ya que el grado de Ay es mayor que uno, existe un
vértice A; incidente con Ay, esto es, existe un lado {ApA; }. Si A; = Ap, entonces tenemos un
ciclo. Si Ay # A;, como el grado de A; es mayor que uno, existe un lado {A;A4>}. Si A, = A;,
i = 0,1, entonces tenemos un ciclo. Si A, # A;, i = 0,1, entonces existe un lado {A2As}. Si
A3 = A;, i = 0,1,2, tenemos un ciclo. Si A3 # A;, i = 0, 1,2, entonces podemos construir un
A4. Utilizando que el namero de vértices es finito necesariamente existe un indice j tal que
Aj = Aj, paraalgin i < j, y de esta forma tenemos un ciclo. O
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Teorema. 30.3.
Sea G un grafo conexo.

(1) Sicada vértice es de grado par, entonces G es un grafo de Euler.

(2) Sitodos los vértices son pares salvo dos, entonces G tiene un camino de Euler.

DEMOSTRACION. La parte (2) es consecuencia directa de (1).

(1). Hacemos induccion sobre el nimero de lados. Si hay un solo lado, entonces el grado es
un ciclo de longitud uno, y por tanto es un circuito de Euler.

A a

Supongamos que todo grafo conexo con los vértices pares de n lados es un grafo de Euler, y
consideremos un grafo con los vértices pares y con n + 1 lados. Como todos los vértices son
de grado mayor que uno, existe un ciclo en G. Al eliminar todos los lados que aparecen en el
ciclo tenemos un nuevo grafo en el que todos los vértice tienen grado par, y puede que no sea
conexo. Cada una de sus componentes conexas es por la hipdtesis de induccion un grafo de
Euler. Para construir un circuito de Euler en G procedemos como sigue: elegimos un vértice
Ap perteneciente al ciclo, como Ay estd en una de las componentes conexas, ailadimos el ciclo
correspondiente a esa componente conexa. A continuacion agregamos lados del ciclo hasta
pasar al primer vértice que que no pertenezca a la componente conexa de Ay, sea este nuevo
vértice A;. Ahadimos el ciclo correspondiente a la componente conexa de A; y seguimos el
proceso hasta llegar de nuevo, siguiendo el ciclo, a Ay. De esta forma obtenemos un circuito
de Euler. O

Algoritmo de Fleury para el calculo de caminos de Euler, si existen, en grafos conexos.

(1) Sihay un vértice de grado impar, lo tomamos como 4; si todos los vértices son de grado
par, se elige uno como vértice A;

(2) Se definen dos sucesiones, una de vértices: Sy = {A}, y otra de lados: Sg = .

(3) Sinohayningtnlado {AX}, paraalgin X € V(G), entonces el algoritmo termina, dando
como salida el par (Sy, Sg);

(4) Sihay un solo lado {AX}, sea éste {AB}; redefinimos el grafo G eliminando el vértice A
y el lado {AB} y se va al paso (6);

(5) Si hay més de un lado {AX}, se elige uno de estos, sea {AB}, de forma que el grafo ob-
tenido al partir de G al eliminar {AB} sea conexo y redefinimos el grafo G eliminando el
lado {AB};
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(6) Se redefinen Sy = Sy U {B}, agregando Bal final, y Sg = Sg U {{AB}}, agregando {AB}
al final;

(7) Se cambia A por By se va al paso (3).
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31. Caminos de Hamilton

Se trata ahora de determinar recorridos en un grafo conexo que pasen por todos los vértices
(una sola vez).

Dado un grafo G conexo, un camino de Hamilton en G es un recorrido que pasa por todos
los vértices una sola vez.

Dado un grafo G conexo, un circuito de Hamilton es un camino de Hamilton que es cerrado.

Un grafo conexo con un circuito de Hamilton se llama un grafo de Hamilton o grafo hamil-
toniano.

Un camino de Hamilton no puede contener lazos, ya que no puede pasar dos veces por el
mismo vértice. Si un grafo con n vértices tiene un camino de Hamilton, entonces el nimero
minimo de lados es n — 1, y si tiene un circuito de Hamilton, entonces debe tener al menos n
lados.

Ejemplo. 31.1.
El siguiente grafo es un grafo de Hamilton.

B C

Ejemplo. 31.2. A D
En el siguiente ejemplo el recorrido sefialado en rojo, { CA}{AB}{BD}, es un camino de Ha-

milton. Observar que el grafo no es un grafo de Hamilton.
B C

A D

De aqui podemos deducir facilmente que si un grafo tiene un vértice de grado uno, entonces
el grafo no es de Hamilton.

Ejemplo. 31.3.
En el siguiente ejemplo no existen caminos de Hamilton.
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A D E

Observar que si pasamos de D a E lo tenemos que hacer necesariamente a través de B, lo que
impide que podamos llegara A6 C.

De cara a tener grafos de Hamilton es de interés que tengamos una gran cantidad de lados,
aunque esto no es imprescindible como més adelante veremos.

Proposicién. 31.4.
Sea G un grafo con n vértices. Se verifica:

(1) Si el nimero de lados de G es mayor o igual que w + 2, entonces G es un grafo

de Hamilton.

(2) Sin > 3 y para cada par de vértices no adyacentes, A y B, se verifica d(A) + d(B) > n,
entonces G es grafo de Hamilton.

DEMOSTRACION. (2). Si G no es un grafo de Hamilton, vamos probar que existen al menos
dos vértices no adyacentes tales que la suma de sus grados es menor que 7. Si G no es un
grafo de Hamilton es porque no existe un recorrido que contenga todos los vértices o porque
si existe un recorrido que contiene todos los vértices, éste no es cerrado. En el segundo caso
basta afiadir un lado para tener un circuito de Hamilton, y por tanto un grafo de Hamilton. En
el primer caso podemos afiadir un lado para incluir un nuevo vértice; si el recorrido asi ob-
tenido no contiene todos los vértices, podemos repetir el proceso hasta llegar a uno que los
contenga; si el recorrido no es cerrado, basta aplicar la construccion anterior para obtener un
grafo con un circuito de Hamilton. Sea G’ el grafo de Hamilton obtenido. Sea {ApA; } el tltimo
lado afiadido. Llamamos G” al grafo que verifica: V(G") = V(G)y V(G") = V(G) \ {{AvA1}},
observar que G’ no es un grafo de Hamilton. El lado {AyA,;} formard parte de un circuito
de Hamilton en G'. Supongamos que éste es: {ApA; }{A1 A2 }{A2A3} - {Ay_2An 1 HAn 140}
Veamos que para cada indice i, 1 < i < n—1 los lados {ApA;_1} y {A14;} no pertene-
cen simultdneamente a V(G”): Si i = 2, entonces {ApA;_1} = {AdA1} ¢ V(G").Sii > 2,y
{AvA;_1},{A1A;} € V(G"), entonces podemos construir el circuito de Hamilton

{AIAHAA 1} {An 140 HAv A1 HAL1Ai2 ) -+ - {AAr},

en G”, lo que contradice que G’ no es un grafo de Hamilton.
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Como consecuencia, contando ahora el nimero de lados se debe verificar d(Ay) + d(A;) < n.
Esto prueba el resultado.

(1). Supongamos que (”_l)zﬂ + 2 < E(G). Si G no es de Hamilton, existen dos vértices no
adyacentes Ay Btales que d(A)+d(B) < n. Consideramos el subgrafo completo G’ de G cuyos
vértices son V(G') = V(G) \ {A, B}. Como G es también un subgrafo de Kj,_,, el nimero de
lados | E(G) | es menor o igual que M—Z)zﬂ Por otro lado | E(G) |=| E(G) | —d(A) — d(B),
yaque ellado A, B ¢ V(G). Resulta entonces

(n-1)(n-2)
2

12 <| E(G) |=| E(G) | +d(A) + d(B) <

De aqui se obtiene:

d(A) + d(B)> =02 5 (n2)(n3)

_ (n—2)[n—1—n+3]+4
- 2

_ (n722)2+4 —n

Lo que es una contradiccion, y por tanto G ha de ser un grafo de Hamilton. O

Corolario. 31.5. (Teorema de Dirac)
Sea G un grafo con n vértices, si para cada vértice A se tiene d(A) > %, entonces G es de
Hamilton.

Veamos ejemplos de grafos que no son hamiltonianos y que el niimero de sus lados esta com-
prendido entre ny w + 2.

Ejemplo. 31.6.

El grafo completo K;,_; tiene n — 1 vértices y w lados. Construimos un nuevo grafo
agregando un vértice y un lado que una este vértice con uno de los vértices del grafo com-
pleto. Este grafo no es hamiltoniano ya que tenemos un vértice de grado uno. El nimero de
lados es: ("_l)zﬂ + 1. Este ejemplo prueba que el resultado obtenido en el apartado (1) de
la proposicion anterior no se puede mejorar.

Veamos ejemplos de grafos hamiltonianos con n lados.

Ejemplo. 31.7.
Se define el grafo poligonal de n > 3 vértices como el grafo con vértices V = {Ag, Ay, ..., Ap—1}
ylados E = {{A;A;i 1} ]| i=0,1,...,n—2}U{{A,-140}}. En este caso se tiene que el numero

de lados n que es menor que ("_l)zﬂ +2sin> 3eigualsin=3.
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Veamos como aplicacién cuando un grafo bipartido es un grafo de Hamilton.

Ejercicio. 31.8.
Si G es un grafo bipartido con conjuntos de vértices V) y V,, de forma que | V; |= n;, i = 1,2,
entonces se verifica:

(1) Si existe un camino de Hamilton en G, entonces | n; — np |< 1.
(2) Si G es un grafo de Hamilton, entonces | n; — ny |= 0.

(3) Si G en un grafo bipartido completo y | n; — ny |< 1, entonces G tiene un camino de
Hamilton.

(4) Si G en un grafo bipartido completo y | n; — n, =< 0, entonces G tiene un circuito de
Hamilton.

SOLUCION. (1). Cada camino de Hamilton parte de un conjunto V;, por ejemplo Vi, y aca-
ba en un vértice de V;. Como se han de recorrer todos los vértices, el camino sera del tipo
{AoBo }{BoA1 }{A1B2} - - - {XY}.SiY € V;, entonces podemos suponerque Y = A, 10 Y = A
(si es un circuito, este caso lo veremos en el siguiente apartado). Observar que los vértices
utilizados de V5, los By, son exactamente: By, By, ..., By, _2, pero éste debe ser B, _1, luego
tenemosn,—1=mn —2yportanton;—ny =2—-1=1.SiY € V,, entonces podemos suponer
que Y = By, _1. Observar que como se han utilizado todos los vértices de cada conjunto V; se
tiene X = Ay, 1. La relacion entre los indices es n; — 1 = np — 1, y se tiene n; — ny = 0. El
resultado se completa con el siguiente apartado.
(2). Si tenemos un circuito de Hamilton, entonces tenemos que considerar el caso que nos
quedo en el apartado anterior; resulta que entonces el indice del tltimo elemento utilizado
de V, es ny — 1, y este valor debe coincidir con n; — 1, luego n; — np, = 0.
(3). Si G es un grafo bipartido completoy | n; — n, |< 1 basta dar un camino de Hamilton; es
inmediato, basta enumerar los vértices alternativamente de V; y de V5.
(4). En este caso se tiene un circuito de Hamilton ya que podemos acabar en el vértice inicial.
O

Ejemplo. 31.9.
El siguiente grafo no es de Hamilton, ya que es un grafo bipatido con 13 vértices.
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32. Grafos planos

Dado un grafo G, una representacién de G es fijar un conjunto de puntos en el plano, uno
por cada vértice, y unir mediante lineas o curvas aquellos puntos que para los que existe un
lado entre los vértices correspondientes del grafo.

Una representacion de un grafo G se dice plana si las lineas que unen los puntos que repre-
sentan los vértices no se cortan.

Un grafo G se llama un grafo plano si tiene una representacion plana.

Si un grafo tiene una representacion grafica, llamamos caras de la representacion a cada una
de las regiones del plano en que éste queda divido por la representacion. Cada cara esta de-
terminada por un circuito de longitud al menos 3 al que llamamos la frontera de la cara.

Lema. 32.1. (Caracteristica de Euler)
Sea G un grafo plano y conexo, sean v el nimero de vértices de G y e el nimero de lados de G
y ¢ el niumero de caras de una representacion plana, se verifica:

v—e+c=2.
En general si G es un grafo plano con t componentes conexas, entonces se verifica:

v—e+c=1+¢

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un grado plano conexo. Haremos induccién sobre
el numero de lados de G. Si hay un tinico lado tenemos las siguientes posibilidades:

()

El primer caso v = 1, e = 1y ¢ = 2, luego tenemos el resultado. En el segundo caso se tiene
v=2,e=1yc=1,luego tenemos el resultado. Observar que este resultado es independiente
de la representacion que usemos.

Supongamos que el resultado es cierto para cada grafo plano conexo que tenga menos que
n lados (suponemos que no depende de la representacion plana utilizada). Sea G un grafo
plano conexo de nlados con v vértices y con una representacion plana de c caras.

Caso 1. G tiene un ciclo. Definimos un nuevo grafo G’ a partir de G quitando una de los lados
de un ciclo. (Se tiene que el grafo sigue siendo plano y conexo). Este grafo tiene v/ vértices, €
ladosy ¢ caras en la representacion que tenemos. La relacién con los nimeros anteriores es:

v=v e=éd+1, c=c+1
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ya que al quitar un lado de un ciclo estamos uniendo dos de las caras de la representacion
plana de G. En consecuencia tenemos el resultado a partir de a hipotesis de induccion.

Caso 2. G no tiene un ciclo. Conocemos que en este caso algun vértice tiene grado uno, ver
Lema 30.2.. Definimos un nuevo grafo G’ eliminando este vértice y el lado con él inciden-
te. El grafo obtenido es plano y conexo. Este grafo tiene v/ vértices, ¢ lados y ¢’ caras en la
representacion que tenemos. La relacion con los nameros anteriores es:

v=V+1 e=¢d+1, c=/¢

ya que al quitar el lado no modificamos el nimero de caras de la representacion plana de G.
En consecuencia tenemos el resultado a partir de la hipdtesis de induccion.

Queda el caso en que G no es conexo, en este caso para cada componente conexa de G te-
nemos una representacion plana y la representacion plana de G es la union disjunta de las
representaciones de todas las componente. Si las componentes son (i, ..., C;, cada una de
ellos con v, vértices, e; lados y ¢, caras, la union disjunta tiene ) _; v; vértices, ) _; e;lados y el
numero de caras es la suma del namero de caras de cada una de las representaciones de las
componentes conexas, menos uno, y al este nimero hay que anadir uno. Tenemos entonces:

v—e+tc=) v;i—> e+ (—1)+1
i i i
=Y (Wi—et+c) =D 1+1=> 2> 1+1=1+1
i i i i
]

Todo poliedro se puede proyectar en el plano dando lugar a una representacion plano de un
grafo conexo con el mismo ntimero de vérticesy caras que el poliedro y con tantos lados cono
aristas tiene el poliedro.

Corolario. 32.2.
En todo poliedro con v vértices, e aristas y ¢ caras se verificav — e+ ¢ = 2.

Ejemplo. 32.3.
El grafo completo K; es un grafo plano. Una representacion plana es:

Observer que tiene cuatro caras.

Ejemplo. 32.4.
El cubo cuando se despliega en el plano tiene la representacion:
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Observar que el nimero de caras es seis y que el grafo es regular.

Aplicacidn al estudio de s6lidos regulares

Dado un sdlido regular S, consideramos el grafo plano asociado, sea G. Se verifica
v—e+c=2.

El grafo G es un grafo regular de grado d. El nimero d es el nimero de aristas que concurren
en un veértice, por lo tanto se tiene d > 3. Tenemos la relacion dada por la suma de todos los
grados de los vértices de un grafo:

v-d=2-e.

Como las caras del sélido son poligonos regulares de ¢ lados, en el producto c - t contamos
cada arista dos veces, luego se tiene:

c-t=2e.

Volviendo a la relacion original (Euler), tenemos, al calcular en funcién de d:

v—e+c=2
2e 2e __
7—€—|—7—2
1,1 _ 1,1
atiT2Te

Con las restricciones d > 3y t > 3, si suponemos que simultineamente se tiene d, t > 4,

entonces § > 4y 1 > 1 ypodemos hacer;

Ly 1.1,
2 e -

DN =

~ | =
=
e

Ql ~

de donde se obtiene % < 0, lo que es una contradiccion.
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Supongamos que ¢ = 3, esto es el solido tiene por caras triangulos. Resulta:

1,1_1,1
itT3=2Te

Tenemos entonces la restriccion d < 6, y por tanto tenemos las posibilidades, teniendo en
cuenta que 6 — d debe dividir a 64:

| d | 6-d | 6d | e=lados | c=% = caras, nombre |
5 1 30 30 20 icosaedro
4 2 24 12 8 octaedro
3 3 18 6 4 tetraedro
2 4 12 3 no existe
1 5 6

Supongamos que d = 3. Resulta:

1 1 _ 1,1
3tTi=27 e

1 _1,1 1 _1 1
e=1T3 2=7" %
o= bt

o]

—t°

Tenemos que la restriccion ¢ < 6, y tenemos las posibilidades:

| t | 6—t | 61 | e=lados | c= 2= caras, nombre |
5 (pentagonos) 1 30 30 12 dodecaedro
4 (cuadrados) 2 24 12 6 cubo
3 (triangulos) 3 18 6 4 tetraedro
2 4 12 3 no existe
1 5 6

Lema. 32.5.
Sea G un grafo plano conexo, que no tiene lazos, entonces se tienen las relaciones 3c < 2ey

e<3v-—6.

DEMOSTRACION. Definimos un nuevo concepto, el grado de una cara, como el ntimero de
lados que forman la dicha cara. En nuestro caso cada cara tiene grado mayor o igual que tres,
y por tanto la suma de los grados de todas las caras es mayor o igual que tres veces el niumero
de caras. Como cada lado es comun a dos caras, la suma de los grados de las caras es el doble
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del nimero de lados, pero este niimero es 2¢, luego tenemos 2e > 3c.

Por otro lado, por la relacion de Euler, se tiene v — e + ¢ = 2, introduciendo la acotacion
anterior resulta e = v+ ¢ — 2 < v+ 4 — 2 = 32¢6 y de aqui 3e < 3v+ 2e — 6 y tenemos:
3<3v-6. O

Corolario. 32.6.
Si cada cara esta formada por al menos t lados, entonces las acotaciones del Lemma que-
darian:

fc < 2e (t—2)e<t(v—2).

DEMOSTRACION. Hacer como ejercicio. g

Veamos ejemplos de grafos que no son planos.

Ejemplo. 32.7.
El grafo K5 no es plano.
Tenemos v =5, e = 5%4 = 10, pero por el Lema anterior se tiene la acotacion: e < 3v—6 =

3 x5—6=9,lo que es una contradiccion.

Ejemplo. 32.8.

El grafo K3 3 no es plano.

Al ser un grafo bipartido, cada si es plano cada cara debe estar formada por al menos cuatro
lados. Tenemos v = 6 ye = 3 x 3 = 9, y por el Corolario anterior se tiene la acotacion:
2e<4(v—2) =4 x (6 —2) =16, lo que es una contradiccion.

Lema. 32.9.
Todo arbol es un grafo plano.

DEMOSTRACION. Hacemos induccion sobre el nimero de vértices n. Si n = 0 6 1, entonces
el resultado es cierto de forma trivial, ademas en una representacion plana aparecen exac-
tamente una cara. Supongamos que sea cierto este resultado para todo arbol de menos de n
vértices. Dado un arbol con n vértices, si eliminamos un lado obtenemos un arbol o bien dos
arboles, en ambos casos con menos de n vértices, que por hipétesis son grafos planos. Como
consecuencia cada arbol con n vértices se obtiene anadiendo un lado a un arbol de n — 1
vértices de forma que no tengamos ciclos, o bien mediante un lado que conecta dos arboles
“disjuntos”; en ambos casos el grafo tendrd una representacion plana. O

Observar que si tenemos un arbol, como éste tiene una sola cara se verifica: v — e = 1 = 2,
estoes: v=e+ 1.

Veamos si podemos averiguar cuales son los grafos que no son planos.

Si G es un grafo una contracciéon simple de G es el grafo que se obtiene al identificar en G dos
vértices adyacentes. Una contraccién de G es una sucesion de contracciones simples.
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Lema. 32.10.
Cada contraccion de un grafo plano es un grafo plano.

Proposicion. 32.11. (Teorema de Kuratowski)
Un grafo es plano si'y solo si ningun subgrafo puede contraerse a Ks 0 K3 3.

Otro concepto relativo a grafos planos es el de grafo dual. Si G es un grafo plano con una re-
presentacion plana en la que tenemos f caras, definimos el grafo dual de G como el grafo con
t vértices (y, ..., C;_1, uno para cada una de las caras, y dados dos vértices C; y Cj, para cada
lado que sea frontera comun de las caras c; y ¢; consideramos un lado entre C; y C;. Observar
que este grafo puede ser un multigrafo, esto es, entre dos vértices puede haber mas de un
lado. Observar también que el grafo dual depende de la representacion del grafo elegida.

Ejemplo. 32.12.
Consideramos las representaciones siguientes para el grafo G:

Los grafos duales son respectivamente:

(= (O—>
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33. Coloracion de grafos

Dado un grafo G, una coloracién de G con valores en un conjunto C es una aplicacion f :
V(G) — Cverificando que si existe un lado {AB}, entonces f(A) # f(B). Podemos suponer
que los grafos que vamos a estudiar en esta seccion son grafos sin lazos.

De forma intuitiva f asigna colores a cada uno de los vértices de G, y si dos vértices son adya-
centes, entonces estan coloreados de diferente forma.

El namero cromatico de un grafo G es el menor cardinal de los conjuntos C tales existe una
coloracion de G con valores en C. El nimero cromatico del grafo G se representa por X(G).

(1) El grafo con dos vértices y un lado, K>, tiene indice cromético 2.
(2) El grafo completo K, tiene indice cromaético n.
(3) Los grafos bipartidos tienen indice cromatico 2 y viceversa.

(4) Elindice cromatico de un subgrafo G’ C Gde un grafo Ges menor que el indice cromati-
co del grafo G.

(5) Siun grafo es plano, entonces su indice cromatico es menor o igual que 4. El reciproco
no es cierto ya que el indice cromético de K3 3 es dos y K3 3 no es un grafo plano.

Dado un grafo G, representamos por p(G, n) el namero de coloraciones distintas de G con n
colores. Llamamos a p(G, x) el polinomio cromatico de G.

(1) Siun grafo G tiene al menos un lado, entonces p(G, 1) = 0.

(2) Si consideramos K, entonces un vértice se puede colorear de n formas distintas, y el
segundo de n—1 formas, entonces el numero total de coloraciones es p(K>, n) = n(n—1).
Yp(Ky,n)=nn—-1)(n—-2)---(n—t+1).

(3) Si el grafo G tiene ¢t componentes conexas, Gy, ..., G, entonces p(G, n) = [[; p(G;, n).
Lo que reduce el problema a trabajar con grafos conexos.

(4) Siconsideramos un recorrido no cerrado con ¢ vértices, entonces p(G, n) = n(n— 1)1,
ya que podemos elegir cualquier color para uno de ellos, y para un adyacente tenemos
n — 1 posibilidad, este proceso se repite.

Dado un grafo Gy un lado {AB} que no es un lazo, definimos Gy4p, como el grafo que tiene
los mismos vértices que Gy todos los lados de G salvo el lado {AB}. Definimos GjL AB} el grafo

que se obtiene a partir de Gy,py identificando los vértices Ay B.
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Teorema. 33.1.
Dado un grafo G y dos vértices adyacentes A y B se verifica:

P(Giagy, n) = p(G, n) + p(Gipy, 1).

DEMOSTRACION. Se trata de descomponer las posibles coloraciones de Gy 4py en dos conjun-
tos, uno el aquellas coloraciones en las que Ay B tienen color distintos, que son las colora-
ciones de G, y otro el de las coloraciones en las que Ay B tienen el mismo color, que son las
coloraciones de G% AB} O

Como consecuencia se tiene p(G,n) = p(Gyapy, n) — p(Gf{ AB} n), y por tanto se reduce el

problema de calcular el polinomio cromatico al calculo de polinomios cromaticos de grafos
con menos elementos.

Ejercicio. 33.2.
Calcular el polinomio cromatico del grafo

A
SOLUCION.
AA AB
(Ao [ 2 [ 3 ] Z |
AA 2 3 x 22 n(n—1)>
AB 2 3x2 nn—1)
A 0 3x2 nn—1)(n-2)

pAn=nn-17?-nn-1)=nn-1)(n-1-1)=n(n-1)(n-2)
U
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Ejercicio. 33.3.
Calcular el polinomio cromatico del grafo

SOLUCION. Tenemos que descomponer el grado y utilizando el Teorema calcular el polino-
mio cromético. Hacemos el listado de descomposiciones, etiquetando cada una de ellas.

S
L
R

ol
o

AAA AAB ABA ABB

o

T)l\/\

z

AB BB

Q?
"
-

o)
o>
o
o)
os)
>
o)
o9
o
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"]
]
M

AAAB AABA AABB

ABAB ABBA ABBB

SR
-

EER

AL

S

BAAA BABA BABB

=
-
-

, ) . BBAB BBBA _ . BBBB
El polinomio cromético de AAAA es p(AAAA, n) = n(n— 1)°.

*—0o 0o 0 0 0 °

El polinomio cromético de AAAB es p(AAAB, n) = n(n — 1)°.
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D S

El polinomio cromético de AABA es igual al de AAAB, luego p(AABA, n) = n(n — 1)°.

El polinomio cromatico de AABB es p(AABB, n) = n(n— 1)%.

El polinomio cromético de ABAA es el del grafo siguiente, que se calcula segiin la sucesion
que aqui aparece; el resultado es: p(ABAA, n) = n(n—1)° —n(n—1)* + n(n - 1)3 = n(n -
1)3(n? —3n+3).

boo s
ISR

n(n—1)>° n(n—1)* n(n—1)>3

Lo T T

El polinomio cromatico de ABAB es el del grafo siguiente, que se calcula segtn la sucesion
que aqui aparece; el resultado es: p(ABAB,n) = n(n—1)* — n(n—1)3 4+ n(n - 1)? = n(n —
1)>(n® —3n+3).

Matematica Discreta P. Jara



212 CAP. VI. INTRODUCCION A LA TEORfA DE GRAFOS

El polinomio cromatico de ABBA es p(ABBA, n) = n(n— 1)*.

-

El polinomio criméatico de ABBB es p(ABBB, n) = n(n — 1)3.

*—o oo

El polinomio cromaético de BAAA es p(BAAA, n) = n(n—1)° —n(n—1)*+n(n—1)[(n—1)>—(n—
1)+1] = n(n—1)[(n=1)" = (n=13+(n—12— (n—1)+1] = n(n—1)2=U=1 _ (n_1)[(n—1)5—1].

n
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n(n—1)° n(n— 1) (n—1)? - (n—1)+1]

El polinomio cromatico de BAABes igual al de ABAB, luego p(BAAB, n) = n(n—1)?(n?>—3n+3).

El polinomio cromatico de BABA es igual al de ABAB, luego p(BABA, n) = n(n—1)?(n?>—3n+3).

El polinomio cromatico de BABB es p(BABB, n) = n(n — 1)3.

El polinomio cromético de BBAAes p(BBAA, n) = n(n—1)* —n(n—1)[(n—1)? = (n—1)+1] =
n(n—1[(n-173-(n—12+(n-1)—1 = n(n— )DL — (n_1)[(n—1)* 1),

n

El polinomio cromatico de BBABes p(BBAB, n) = n(n —1)?(n — 2).
El polinomio cromatico de BBBA es p(BBBA, n) = n(n — 1)3.
El polinomio cromético de BBBB es p(BBBB, n) = n(n — 1).

En consecuencia el polinomio cromaético del grafo es:
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p(A) = p(AAAA, n) — p(AAAB, n) — p(AABA, n
=nn—-1°%—-nn-1°-nn-1°+nn-

+ p(AABB,n) + - - -
)4
[

N Nt —

—n(n—13[(n-12—-(n-1)+1]+nn-12(n-172—(n—1) +1]
+nn—-1*—nn-13-m-1)[(n-1°-1
+n(n—12[(n-12—-(n—-1)+1]+nn-17>n-172-(n—-1) +1]
—nn—-13+n-D[(n-1)*-1]-n(n—-1)>2n-2)
—n(n—1)3+n(n-1)>
=nn—-1°%-2nn-1°+2n(n—1*-3nn-173+n(n—-1)>*

—nn—-13[(n-12%-(n-1)+1]+3nn-1>%(n-1?—-(n—1)+1]
~(n-1)[(n-1)° =1+ (n-D[(n-1* -1 - n(n-1)*(n-2)
=nn—-1°%-2nn-1° +2n(n—-1*-3nn-173+n(n—-1)>*
~(n=1°[(n—-1P° -1 +3(n—17[(n—-1)* -1 - (n - D[(n-1)° - 1
+Hn-D[(n-1* 1] - (n-1)*((n-1)* - 1]

=n’ —10n® +43n° — 102n* + 142n® — 116n1* + 52n — 10.

Observar que tenemos varios tipos de grafos que estudiar, unos son recorridos, otros son
recorridos que salen del mismo vértice y otros son poligonos que que tienen recorridos sa-
liendo de alguno de sus vértices, luego es conveniente hacer un estudio de cada uno de estos
casos e incluirlos en una tabla para llegar a realizar el calculo de los polinomios cromaticos
de forma rapida. O

33.1. Grafos planos 5-coloreables

Si consideramos un grafo plano G, entonces se verifica v — e + ¢ = 2, y como consecuencia,
ver Lema 32.5., se tiene e < 3v — 6. De este resultado podemos deducir el siguiente:

Lema. 33.4.
Si G es un grafo plano, entonces existe un vértice de grado menor o igual que 5.

DEMOSTRACION. Si todos los vértices tienen grado mayor que 5, se tendrd 6v < >, d(A) =
21, luego tenemos la acotacion 3v < e, que uniendo a la que antes mencionamos resulta:

3v<e<3v-6,

lo que es una contradiccion. O

Teorema. 33.5.
Todo grafo plano es 5-coloreable.
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DEMOSTRACION. Tenemos que si v < 5, entonces el grafo es 5-coloreable. Vamos a demos-
trar el resultado por induccion sobre el numero de vértices. Supongamos que e > 5. Por el
Lema anterior el grafo G tiene un vértice A de grado menor o igual que 5. Considerasmo una
representacion plano del grafo G. Definimos un nuevo grado G = G\ {A}. Como | G |<| G|,
resulta que G’ es 5-coloreable. Vamos a extender la coloracién de g’ a G. Si los vértices ad-
yacentes a A se pueden pintar con cuatro colores entonces G es coloreable, pues utilizamos
el quinto para pintar A. Si los vértices adyacentes A son pintados con los cinco colores, en-
tonces numeramos estos vértices By, By, Bs, By y B; de forma que tengamos un pentagon
ocon A en su interior y suponemos que el color de B; es i. Llamamos G;-j al subgrafo completo

de G’ cuyos vértices son los que estan coloreados con iy j. Si B; y B; estdn en componentes
conexas distintas de Gl.j, entonces podemos cambiar i por j en esta componente conexa, esta

nueva coloracion la extendemos a G' y entonces tenemos que los cinco vértices adyacentes
a A se pueden pintar con cinco colores, y por tanto el grafo es 5-coloreable. Si B; y B; estan
siempre en la misma componente conexa de G;.j par todas las parejas i, j, entonces existe un
camino de B; a B; en G;.j, esto es coloreable con los colores iy j. Consideramos un camino
cerrado agregando el lado {B;B;}. Si tomamos i = 1y j = 3, entonces en el camino cerra-
do que contiene B; y Bs el vértice B, queda en el interior y B, en el exterior (Teorema de la
curva de Jordan), y por tanto como en G§4 tenemos un camino de B, a By, este camino debe
cortar al camino que contiene a B; y Bs en un vértice. Este vértice sera de los colores 1 6 3y
2 6 4, lo que es una contradiccion. Por tanto este caso no se puede dar y el grafo es siempre
5-coloreable. O
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Capitulo VII

Combinatoria

34. Principio de lasuma

Teorema. 34.1.
Sean X e Y dos conjuntos finitos, si llamamos |X| al niimero de elementos de X, se verifica:

(1) Principio de inclusién-exclusiéon. | X U Y|=|X| + |Y| — | XN Y.

(2) Principio de la suma. Si X e Y con conjuntos disjuntos, entonces | X U Y|=|X| + |Y].

DEMOSTRACION. (1). Si contamos los elementos de X una vez y otra vez cada uno de los
elementos de Y, resulta que hemos contados dos veces los que aparecen en la interseccion,
luego necesitamos restar estos para calcular el namero de elementos de la union.

(2). Es una consecuencia del apartado (1). O

DEMOSTRACION. [Alternativa] Si primero probamos la propiedad (2), la cual es inmediata,
podemos reducir el caso (1) al caso (2) considerando las relaciones X = (X\ Y)U (XN Y)
eY = (Y\X)U(XNY) luego X U Y es la union de tres conjuntos disjuntos dos a dos:
XUY=X\Y)u(Y\X)U(XnY),ytenemos el resultado. d

Ejemplo. 34.2.
;Cuantos numeros enteros positivos, menores o iguales que 50, hay que sean multiplos de 2
6 multiplos de 3?

SOLUCION. Llamamos X al conjunto de los enteros positivos menores que 50 y multiplos de
2, entonces | X|= 25,yaque X = {2¢| t=1...,25}. Por otro lado, sea Y el conjunto de los
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enteros positivos menores que 30 y multiplos de 3, entonces | Y|= 16,yaque Y = {3t | t =

1,...,16}.

Falta calcular ahora el conjunto XNY, que es el conjunto de los multiplos de 6, esto es: XNY =

{6t| t=1,...,8},luego | X N Y|= 8. El resultado es:

IXUY|=|X| +|Y| - [XNY|=25+16 — 8 = 33.

Ejercicio. 34.3.

g

sCuantos numeros enteros positivos, menores o iguales que 10.000.000, hay que sean multi-

plosde 36 de 7?

La extension natural del Teorema 34.1. es el siguiente:

Corolario. 34.4. (Principio de inclusion-exclusion)
Dados conjuntos Xi, ..., X;, se verifica:

t
U Xil= Y 1Xil = > 1X N X+
i=1 1<i1<ip <t
+(=D Y XN

1< < <is<t

NXy (DTN XN N X,

DEMOSTRACION. Basta hacer induccion sobre el nimero de conjuntos. El resultado es cierto
para t = 2, y si suponemos que es cierto para ¢, al considerar ¢ + 1 conjuntos tenemos:

Ui =11 x|
= (UL, X)) U Xpa |

= |U§'t:1Xi| + [ X1 | — |(U§:1Xi) N Xep|

+ (_1)S+1 Zl§i1<-~<is§t ’Xil M-

X+

+ (—tl)t+1 1Xi 0N X |+ [ X | — UL (XG0 X))
= i 1 Xl =D i<i<ip<r XKD [ X ||+

+

(_1)S+1 Zl§i1<-~~<is§t |Xi1 .-
(=D XN N X, |+ | X |
—|Yia
1)s+1 Zl§i1<~--<is§t |Xi1 n--
1)t+1 |X1 N---N Xi; N XH—IH

+

+ +

(_
<_

Xy |+

1 Xi N Xe| =D 1<iy<ip<r 1 X N [ Xy | N X | 4+ -

NX; N Xpr |+
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t
= Zl 1 |X| Zl<ll<lz<t | |Xl2|| + e
-l-( )S+121<z1< <ls<t| .ﬂXis|+...+(_1)t+l |X1m...le.t|
+ | Xz 11

t
= i K N X |+ 1<y <ipr [ X N Xy | N X | +- -

+ (_1)s+2 Zl§i1<~~~<is§t |Xi1 N---N Xis N Xt+1| 4+ ...
+ (=D XN NX, th+1|]
t
= Zl 1 |X| Zl<l1<lz<t—|—l | |Xi2|| +e
+ (= )S+121<zl< i<t Xy NN X £
—|—( )t+2 |X1 ﬂXt+1|

Ejemplo. 34.5.
Averiguar cuantos numeros enteros positivos primos hay menores o iguales que 120.

SOLUCION. Podemos hacer el calculo de este nimero mediante algiin algoritmo de criba,
como la criba de Eratéstenes. Pero supongamos que solo tenemos capacidad de calculo para
unos pocos nuameros primos, como los primeros nimeros primos son: 2, 3, 5, 7, 11, ...,y
como 112 = 121, solo tenemos que ver qué niimeros enteros positivos menores que 120 son
multiplos de 2, 3, 5, 6 7 y restarlos del total de nimeros.

Llamamos X}, al conjunto de enteros positivos menores o iguales que 120 que son multiplos
de p. En nuestro caso tenemos:

Xp=1{pt| t=1,...,|—]},
p=1{pt]| [ P I}
luego tenemos un total de [122 > 9] elementos en Xy:
120 120

%= 60; | Xa1 = [5-] = 40; [ Xs|= 24; X |= [-5-] = [17,1] = 17;

Llamamos X,, 4 al conjunto de enteros positivos menores o iguales que 120 y que son multi-
plosde py g, p # g, esto es la interseccion de X, y X;; en nuestro caso tenemos X, ; = X5y
resulta | Xp,q|= [7]-

Ahora consideramos las ternas de elementos distintos dos a dos de {2,3,5,7}, obteniendo

. o 2 . 120 .
que la interseccion Xy, N X, N X, tiene [°27-] elementos, lo mismo para cuaternas.
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El nimero de enteros positivos compuestos menores o iguales que 120 es:

(B -+ [ - D+ ([ -D+(F1 -1

120 120 120 120
+ ([2><3><5] + [2><3><7] + [2><5><7] + +[3><5><7])

120
- [2><3><5><7]

=60+40+24+17-4—-(20+12+8+8+5+3)+(4+2+1+1)—-0

=89

Si tenemos 89 nimeros compuestos, como 1 no es compuesto, pero tampoco no es primo,
resulta que el nimero de primos es 120 — (89 + 1) = 30. Los primos son: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113. |
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35. Principio del producto

Teorema. 35.1.
Sean X e Y dos conjuntos finitos, se verifica: | X x Y|=|X| x |Y/|.

DEMOSTRACION. Basta considerar | X|= ny|Y|= m, por ejemplo sean X = {0,...,n— 1} e
Y ={0,..., m— 1}, entonces definimos una aplicacion

f:XxY—{0,1,..., nm—1}

mediante: f(x,y) = x x m+ y. Es claro que f es una biyeccion. d
Como generalizacion se tiene que si Xj, ..., X; es una familia finita de conjuntos finitos, en-
tonces:

|X1X"'XXt|:’X1| X X |Xt’

Ejemplo. 35.2.
Se tiene una fila horizontal de ¢ casillas. Cada una de ellas hay que rellenarla con un color
tomado de un conjunto con s colores. ;De cuantas formas se puede hacer este proceso?

SOLUCION. Es claro que el proceso lo podemos dividir en ¢ procesos independientes, cada
uno de los cuales consiste en rellenar una casilla de uno de los colores. Como cada uno de
estos procesos independientes tiene s posibilidades, resulta que el niimero total buscado es:

t ¢
sX - xs=¢§"

t

Ejemplo. 35.3.
Averiguar cuantas formas distintas existen rellenar una quiniela de fatbol si ésta consta de 15
casillas y cada una hay que rellenarla con uno de los signos: 1, x, 2.

SOLUCION. 3 = 4782969. O

Ejemplo. 35.4.
Averiguar cuantas matriculas distintas se pueden construir en Espana si cada una de ellas
constase de un namero de 4 digitos, del 0 al 9, y tres letras de entre las siguientes:

{B,C,D,F,G,H,J,K,L,M,N,P,R S, T, V. W, X, Y, Z}.

SOLUCION. 10% x 203 = 80000 000. O
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Ejemplo. 35.5.
Averiguar cuantos numeros de seis digitos, representativos, se pueden escribir en un sistema
binario. ;Cuantos hay que contengan la secuencia 01.

SOLUCION. El ntimero es: 2°, ya que tenemos que determinar cinco digitos, pues el primer
digito siempre ha de ser 1.
Si queremos que tengan la secuencia 01, tenemos los siguientes casos:

101 _ _ 1_01_._ 1__01._ 1___01

Cada uno de estos casos tiene huecos sefialados que se puede rellenar con 0 6 1, entonces
para cada uno de los cuatro casos anteriores tenemos 23 niimeros.

Observar que existen nimeros comunes para dos casos distintos. Por ejemplo 101 01 0 es un
ejemplo tanto del primer como del tercer caso. Tenemos entonces que analizar los ejemplos
comunes a cada dos casos:

Casos 1y 2, Casos 2y 3, Casos 3 y 4: la interseccion es vacia.

Casos 1y 3: lainterseccion es: {101010,101010}.

Casos 1y 4: la interseccion es: {101101,101101}.

Casos 2 y 4: la interseccion es: {100101,110101}.

No hay interseccion para tres casos.

El nimero total pedido es:
22428423425 _(242+42)=4x8—-6=2(16—3) = 26.

g

Observar que si se tienen dos conjuntos finitos X e Y, cada aplicacion de X a Y esta definida
al asignar a cada elemento de X un tinico elemento de Y. Por tanto consiste en dar una lista
de elementos de Y indizada en los elementos de X. De lo anterior obtenemos que el nimero
total de aplicaciones distintas que existen de X a Y es: | Y|¥.

A consecuencia de este resultado, utilizamos al notacién YX para referirnos al conjunto de
todas las aplicaciones de X a Y.

Teorema. 35.6.
Dados dos conjuntos finitos X e Y, se verifica: | YX|=|Y|IXl,
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36. Variaciones

Vamos ahora a estudiar algunos tipos de aplicaciones, por ejemplo las aplicaciones inyectivas
entre dos conjuntos:

Proposicion. 36.1.
Dados dos conjuntos finitos X e Y, con | X|= my|Y|= n, el nimero de aplicaciones inyectivas
deXaYes:nin—1)---(n—m+1).

DEMOSTRACION. Si suponemos que X = {x, X2 ..., X;}, cada aplicacién inyectiva f : X —
Y estd determinada por el valor de los elementos f(x), f(x2), ..., f(xm). Resulta que f(x;)
puede ser elegido como cualquiera de los n elementos de Y. Una vez elegido f(x;), para elegir
f(x2) debemos retirar de Y el valor f(x;), entonces tenemos n — 1 posibles elecciones. Para
elegir f(x,) tenemos n — 2 posibles elecciones, y en general para elegir f(x;) tenemos n —
t + 1 posibles elecciones, ya que antes hemos tenido que retirar f(x;), ..., f(x;—1). Como
consecuencia tenemos n(n — 1)...(n — m+ 1). Observar que si n < m, entonces no existe
ninguna aplicacién inyectiva de X a Y, y esto estd reflejado en que el factor (n — m + 1) es
igual a cero. d

Cada una de las aplicaciones inyectivas de X a Y selecciona m elementos de Y, esto es, se-
lecciones m elementos de un conjunto que tiene 7; llamamos variacién a cada una de estas
selecciones. , por esto el nimero de variaciones de un conjunto de n elementos tomados m a
mesn(n—1)---(n— m+ 1), yserepresenta por V2, V, ;», 6 V(n, m).

Observar que en una variacion intervienen dos elementos fundamentales, uno es el orden, y
otro es que los elementos no se repiten. Por este tltimo hecho se suele utilizar también para
las variaciones el nombre de variaciones sin repeticion.

Ejemplo. 36.2.

En una sociedad que consta de 40 miembros hay que elegir la junta directiva que esta forma-
da por tres cargos: presidente, tesorero y secretario, que deben ser ocupados por personas
distintas. ;De cuantas formas se puede formar la junta directiva?

SOLUCION. Esté claro que se trata de variaciones sin repeticion, pues dos cargos no pueden
ser ocupados por la misma persona y los cargos son distinguibles, asi pues el nimero pedido
es: 40 x 39 x 38. U

El caso de variaciones con repeticion ha sido indirectamente estudiado en la seccion 34.

Problema. 36.3.
Una variacion del ejemplo anterior es el siguiente: En la sociedad anterior hay que elegir un
conjunto de tres representantes, indistinguibles entre si. ; De cudntas formas se pueden elegir
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éstos?

Veamos una forma alternativa de introducir las variaciones sin y son repeticion.

Hacemos la distincion entre conjunto: coleccion finita o infinita de elementos entre los que
no hay dos repetidos ni orden entre ellos, familia: coleccion de elementos entre los que pue-
de hacer elementos repetidos y lista: familia en la que se tiene en cuenta el orden relativo de
sus elementos.

Un ejemplo de conjunto es {A, B, C}, un ejemplo de familia es: {A, B, A, C, D}, la cual consi-
derada como lista es distinta, por ejemplo, de {A, A, B, C, D}.

Dado un conjunto, una familia o una lista X, llamamos longitud de X al nimero de elementos
de X.

Ejemplo. 36.4.
Dado el conjunto A = {A,B,C,...,Z} consideramos la familia 7, de todas las palabras de
tres letras de \A. La longitud de esta familia es: 27 x 27 x 27.

Llamamos a cada uno de los componentes de la familia F; una variacién con repeticion del
conjunto A = {A,B,C,...,Z}. En general si tenemos un conjunto con n elementos, C =
{ay,...,ay}, lalongitud de la familia de las palabras de ¢ elementos que se pueden formar
con elementos de C es igual a n'.

Ejemplo. 36.5.
Dado el conjunto A = {A,B,C,...,Z}, consideramos la familia 7, de todas las palabras de
tres letras en las que no hay letras repetidas. La longitud de la lista F, es: 27 x 26 x 25.

Llamamos a cada uno de los componentes de la familia 7, una variacion del conjunto A =
{A,B,C,...,Z}. En general si tenemos un conjunto con n elementos, C = {a,...,a,}, la
longitud de la familia de las palabras de ¢ elementos, en las que no hay elementos repetidos,
que se pueden formar con elementos de C (es claroque t < n) esigualan(n—1)--- (n—t+1).

Ejercicio. 36.6.
;Cuantos ntumeros de tres cifras hay en los que todas sus cifras sean impares?

SOLUCION. Tenemos el conjunto {1,3,5,7,9}, tenemos que formar las variaciones con re-
peticion de este conjunto formadas por tres elementos; su nimero es: 55 = 125. O

Ejercicio. 36.7.
;Cudntos nimeros de tres cifras hay en los que todas sus cifras sean pares?

SOLUCION. Las cifras pares son: {0, 2, 4,6,8}. Un nimero de tres cifrar tiene la primera cifra
distinta de cero, luego puede ser cualquiera de los elementos del conjunto {2, 4, 6, 8}, esto es,
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hay cuatro posibilidades. En cambio las restantes cifras pueden ser cualquiera de los elemen-
tos del conjunto {0, 2,4, 6, 8}. Tenemos entonces que el nimero solicitado es: 4 x 5 x 5 = 100.
U

Ejercicio. 36.8.
;Cuantos numeros de tres cifras hay en los que todas sus cifras sean multiplos de tres?

Ejercicio. 36.9.
sCuantos nimeros, escritos en binario, tienen a lo mas diez cifras?

SOLUCION. Si un nimero tiene diez o menos cifras, este nimero se puede escribir en la
forma a,myasasasaga;agaqao, en donde a; puede tomar el valor 0 6 1. Entonces el niimero
solicitado es: 219, a

Ejercicio. 36.10.
;Cudntas palabras se pueden formar con las tres consonantes, B, C y D, y las cinco vocales,
sin repetir ninguna?

Ejercicio. 36.11.
Cuantas palabras se pueden formar con las letras de la palabra JESUS sin repetir ninguna
letra?

Ejercicio. 36.12.
;Cudntos numeros de tres cifras tienen todas sus cifras todas distintas?

Ejercicio. 36.13.
Una biblioteca tiene exactamente ciento cincuenta libros. Si los colocamos todos en un mis-
mo estante, ;de cuantas formas podemos hacerlo?

Ejercicio. 36.14.

Manuel toma notas en clase en folios en los que escribe por una sola cara. Al final de la clase
se le han caido los folios al suelo, y al recogerlos comprueba que estan desordenados. Si tiene
cinco folios escritos, ;de cudantas formas puede ordenarlos?

Ejercicio. 36.15.
Ana ha comprado un coche cuya matricula es: 1234XYZ. ;Cuantos coches habra que tengan
una matricula del tipo ****XYZ formada con los nimeros de la matricula de Ana?
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37. Permutaciones

Las variaciones sin repeticion de n elementos tomados de 7n en 7 se llaman permutaciones.
Asi el numero de permutaciones de n elementos es iguala V) = n(n —1)---1 = nl. Repre-
sentaremos este numero por Py,

En efecto el nimero de permutaciones de un conjunto de n elementos es el niimero de orde-
naciones que del mismo podemos hacer.
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38. Principio del palomar

Un enunciado de este principio puede hacerse en términos de aplicaciones.

Proposicion. 38.1. (Principio del palomar)
Si X e Y son conjuntos finitos con | X|= m > n =|Y|, entonces ninguna aplicacion de X en Y
es inyectiva.

En otros términos, si se dispone de m objetos que hay que distribuir en 7 cajas, siendo m > n,
entonces al menos una caja tiene que contener dos objetos.

Ejemplo. 38.2.
Si en clase hay 110 alumnos y las calificaciones van de 0 a 10, se permite una unica cifra
decimal, entonces al menos dos alumnos tienen la misma calificacion.

Ejemplo. 38.3.
Con el actual sistema de matriculacion hay coches que tienen en su matricula los mismos
numeros (en este caso no consideramos las letras que los acompanan).

Ejercicio. 38.4.
Cualquier niimero entero tiene un multiplo que, en su expresion decimal, esta formado tini-
camente por los digitos 0y 1.

DEMOSTRACION. Dado n € Z, si n = 0, 1, entonces es claro. Supongamos que n > 2, consi-
deramos los niimeros:
Xo=1x=11=10+1,%=111=10>2+10+1,...,
Xp=11-"11=10"+10""+... +10+1.
Al considerar las clases de estos niimeros en Z,, al menos dos de estas clases deben coincidir,
y por tanto tenemos el resultado. O

Ejercicio. 38.5.
Demostrar que en cada conjunto de n niimeros enteros positivos siempre podemos encon-
trar un subconjunto tal que la suma de sus elementos sea miultiplo de n.

DEMOSTRACION. Supongamos que el conjunto es {xi, ..., x,} y definimos nelementos {y1, . ..

mediante:
yi:x1+..-+xi’ lsién-

Al reducir los y; médulo n tenemos n elementos en Z,, y por tanto uno de ellos es cero o hay
dos que son iguales. Siy; = y; s, entonces resulta que y; . ;—y; = Xj11+- - -+ X s €s un multiplo
de n. O
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El Principio del Palomar admite una generalizacién que nos da una aproximacién mas fina.
al mismo resultado.

Proposicion. 38.6. (Principio del palomar generalizado)

Si se distribuyen n objetos en m recipientes, al menos uno de los recipientes contiene [;:]
objetos.

Ademas, si n > n[.;|, entonces uno de los recipientes contiene || + 1 objetos.

DEMOSTRACION. Supongamos que en una distribucién todos los recipientes tienen menos
de [%] objetos, entonces el nimero total de objetos en los recipientes es estrictamente menor
que m[2] < n,lo que es una contradiccion.

La segunda parte es inmediata. d

Ejemplo. 38.7.
Si en un aparcamiento hay 54 515 automdviles, todos con matricula nueva, entonces al me-
nos seis coches tienen en su matricula el mismo namero.
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39. Combinaciones

Continuemos con el Problema 36.3..

Si tenemos un conjunto de n elementos y consideramos variaciones de m elementos, como
en las variaciones se tiene en cuenta el orden, para cada una de ellas tenemos un total de m!
que tienen los mismos elementos, posiblemente en orden distinto. Por tanto el nimero de
subconjuntos de m elementos que tiene un conjunto de n elementos es:

n
Vin
m!

Cada uno de los conjuntos elegidos se llama una combinacién, y por tanto el nimero ante-
rior es el nimero de combinaciones de un conjunto de n elementos tomados de n en n.

Es claro que se tiene:
Vi nn—-1)---(n—m+1) n!
m! n! min!’

n

Si representamos este nimero por ('), se tiene la igualdad () = (,,”,,

numero binomial.

). Llamamos a () un

Este numero binomial se representa también por C, »,, Cy;, 6 C(n, m), aunque preferimos la
notacion inicial.

Una combinacién es una familia de elementos, esto es, el orden de los mismos no es tenido
en cuenta.

Ejemplo. 39.1.
Las listas ABCy BCA son la misma familia, y por lo tanto son la misma combinacion.

Ya hemos utilizamos los nimeros binomiales para la expresion de las potencias de un bi-
nomio en términos de productos de potencias de los sumandos, Teorema del binomio de
Newton.

(a+ b)" = i (rlz) ab" .

i=0

El calculo de los coeficientes del binomio de Newton se puede también obtener a partir del
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conocido Triangulo de Tartaglia.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

El algoritmo para construir la tabla es bien conocido. Cada término es la suma de los dos
justo encima en la fila superior. Esta propiedad es justo la que aparece en el siguiente Lema,
para el que supondremos que () es cerosim < 06 m > n:

Lema. 39.2.
Para cada par de numeros naturales n'y m se verifica:

(™) ()= (")
+ = .

m—1 m m

DEMOSTRACION. Esinmediato del siguiente desarrollo:

(1) + ()

. n'm nl(n—m+1)

— (m-1)!m(n—m+1)! + ml(n—m)!(n—m+1)
_ nlm+n!(n—m+1)

- ml(n—m+1)!

__ nl(m+n—m+1)

- ml(n—m+1)!

_ (n4D)! _ (n+1)
T m(n—-m+1)! — \m /-

g

DEMOSTRACION. [Alternativa.] Una forma alternativa de obtener este resultado es la siguien-
te: si queremos elegir m elementos de un conjunto de n+ 1 elementos {xp, . .., X}, podemos
seleccionar uno de ellos, por ejemplo xy y considerar las elecciones en las que aparezca xy,
esto es las selecciones de m— 1 elementos que podemos hacer del conjunto {xi, ..., x,}, cuyo
nimero es (," ), y las selecciones que podemos hacer en las que no interviene xy, esto es,
las selecciones de m elementos que podemos hacer del conjunto {xy, ..., X;}, cuyo nimero

es (). Ahora el Principio de la suma nos dice que el resultado es: (1) = (. )+ (). O

Ejemplo. 39.3.
Determinar el nimero de subconjuntos de 2 elementos que tiene el conjunto X = {a, b, c,d, e, f, g, h}.

SOLUCION. Como |X|= 8, el ntimero buscado es (5) = &7 = 28. O
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Ejemplo. 39.4.
Si queremos calcular las palabras de n bits que contienen un nimero determinado, s, de unos
y ceros, podemos trabajar como sigue:

SOLUCION. Como las palabras seran de n bits, llamamos b; al i-ésimo bit. Si la palabra tiene
sbits iguales a 1, basta elegir s elementos del conjunto { by, ..., b,}. Los no elegidos serdn los
que son iguales a 0. Observar que no importa el orden de los b; elegidos, por tanto tenemos
un ejemplo de combinaciones. En este caso el resultado es:

U
Ejemplo. 39.5.
El conjunto de los alumnos de una clase esta formado por 10 mujeres y 9 hombres, se quiere
elegir un equipo de seis personas entre las que haya al menos un hombre y una mujer. ;De
cuantas formas se podra formar el equipo?

SOLUCION. Hacemos un recuento de todas las posibilidades, esto es, averiguamos cuantos
equipos se pueden formar en los que hay inicamente mujeres, el nimero es: (160) , yel nume-

ro de equipos en los que haya inicamente hombres, el nimero es: (2). Como el niimero total

de posibles equipos es: (15), resulta, por el principio de la suma, que el nimero que queremos

averiguar es:
19 10 9
— — =27132 - 210 — 84 = 26 838.
(s)-(5) - ()

TABLA RESUMEN. Eleccion de m objetos de un conjunto de n objetos distinguibles.

| | Con orden | Sin orden |
Con repeticion %43 ()
Sin repeticion n'" CR(n,m) = ("7 1)
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40. Combinaciones con repeticion

Vamos a estudiar ahora el caso en que se produce la repeticion de elementos al hacer una
eleccion. Si tenemos un conjunto con n elementos y queremos elegir m de ellos, si impor-
ta el orden el que lo hagamos tenemos el caso de variaciones con repeticion que ya hemos
estudiado en la seccion 34. Si no importa el orden tenemos combinaciones con repeticion.

El ejemplo arquetipico es aquel en el que tenemos que hacer cuatro extracciones de bolas de
una bolsa en la que hay tres bolas diferentes: A, By C. Observamos que, como no influye el
orden, todos los casos que se presentan son:

AAAA AAAB AABB ABBB BBBB
AAAC AACC ACCC ccce BCCC
BBCC BCCC ABBC ABCC AABC

Para buscar un método algoritmico que nos permita calcular este nimero podemos introdu-
cir dos nuevos simbolos que van a ser separadores de las letras A, By C, estos son || y ||, y la
forma en que actuan es la siguiente:

AAAAlll - AAA|B|  AAIBB|  A||BBB|  |BBBB|
AAAf€AAfjcc o Affcce fjccec |[Bf|cce
IBB|CC |[B|cCC  AlBB|C  A|B[CC  AA|B|C

Observar que cada uno de los casos queda perfectamente determinado por la posicién de los
separadores || y ||, y que estos deben ocupar dos posiciones de un conjunto de 6, esto es, el
numero de posibilidades es: (g)

Este ejemplo puede extenderse al caso general de combinaciones con repeticion, en el que
se eligen m elementos, posiblemente con repeticion, de un conjunto de n elementos. En este
caso debemos tener n — 1 separadores, y estos pueden colocarse en un totalde n + m — 1
posiciones, luego el resultado es:

(-7

Emplearemos la notacion CR!, para referimos al nimero de combinaciones con repeticion
de n objetos tomados de m en m.

Ejemplo. 40.1.
Dadala ecuacion X + Y + Z + T = 13, determinar cuantas soluciones tiene en el conjunto N
de los nameros naturales.

SOLUCION. Podemos traducir el problema a un contexto grafico del siguiente modo: se tratar
de sacar 13 bolas de un cajon que tiene bolas con 4 etiquetas distintas: X, Y, Zy T. El nimero
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de extracciones iguales a X serd el valor de X, el de Y el valor de Y, el de Z el valor de Z y el de
T el valor de T. Por tanto el numero de soluciones distintas es:

13+4-1 16
(P01 = () s

Una variacion de este ejemplo es la siguiente.

Ejemplo. 40.2.
Dadala ecuacion X + Y + Z + T = 13, determinar cuantas soluciones tiene en el conjunto N
de los nameros naturales en las que ningtn valor sea 0.

SOLUCION. En este caso hacemos un cambio de variable, llamando X' =X -1, Y =Y — 1,
7Z'=7Z—1yT = T -1, entonces la ecuaciéon es: X' + Y + 7/ + T = 9, y el nimero de

soluciones, segtin el ejemplo anterior, es: (*1*71) = (i) = 220. O

Podemos entonces calcular el nimero de soluciones entre las que al menos hay una nula.

Ejemplo. 40.3.
Dadala ecuacion X + Y + Z + T = 13, determinar cuantas soluciones tiene en el conjunto N
de los nimeros naturales en las al menos un valor es 0.

SOLUCION. Basta calcular la diferencia (136) — (132) = 560 — 220 = 340. O

Otro problema del mismo tipo es el siguiente:

Ejemplo. 40.4.
Consideramos 7 bolas indistinguibles y m cajas distinguibles, ordenadas en una fila horizon-
tal. ;De cuantas formas se pueden distribuir las 7 bolas en las m cajas?

SOLUCION. Consideramos las nbolas en una fila e insertamos m — 1 separadores entre ellas.
Tenemos en total n+ m — 1 posiciones. Si se elige una de las posiciones se tienen dos grupos,
y por tanto si se cogen m — 1 posiciones se tienen m grupos, y por tanto m cajas. La solucion
es: ("1 1) = CR(n, m) = ("), O

m—1 n

Podemos modificar el ejemplo en la siguiente forma:

Ejemplo. 40.5.

Consideramos 7 bolas indistinguibles y m cajas distinguibles, ordenadas en una fila horizon-
tal. ;De cuantas formas se pueden distribuir las 7 bolas en las m cajas de forma que ninguna
caja quede vacia?
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SOLUCION. Consideramos las n bolas en una fila e insertamos separadores entre cada dos
de ellas, y al inicio y al final:
- ®_® . ® - ® -

Observar que tenemos 7 + 1 separadores, de los cuales los de los extremos son de diferente
tipo. Para determinar las m cajas, basta selecciones m — 1 separadores (de los que no son
extremos). Esto se puede hacer de ( ,’71;11) formas distintas. O

SOLUCION. [Alternativa] Podemos también razonar como sigue: Del total de bolas reserva-
mos m, una para cada caja, de esta forma nos quedan n — m. Se trata entonces de distribuir
n — mbolas en m cajas distinguibles, y este valor, por el ejemplo 40.4., es CR(n — m, m), por

tanto el valor es: CR(n— m,m) = (~1). O

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas.

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles
Distinguibles m'
Indistinguibles CR(m,n) = (")

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas (con al menos una bola en cada caja).

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles |
Distinguibles
Indistinguibles (1)

Vamos a completar estas tablas.

Distribuir 7 bolas indistinguibles en m cajas indistinguibles, con al menos una bola en
cada caja. Esto es lo mismo que hallar el tipo de particiones de un conjunto de n elementos
en m subconjuntos, esto es, solo nos interesa el nimero de elementos de estos subconjuntos.
Por ejemplo si tenemos 4 bolas, podemos distribuirlas en dos subconjuntos en dos formas:
1+3 6 2+2, ya que no importan cuales son las bolas ni el orden de las cajas. En el caso general
se trata pues de hallar el nimero de tipos de particiones de un conjunto de n elementos.

Llamamos II(7) el namero de tipos de particiones de un conjunto de n elementos. Si n = 4,
entonces los tipos de particiones son: 4, 1+3, 2+2, 1+1+2, 1+1+1+1, luego I1(4) = 5.

Este nimero II(n) se puede descomponer como la siguiente suma, si llamamos II(n, i) el
numero de tipos de particiones de un conjunto de n elementos en i subconjuntos: I1(n) =

Z?zl H(n’ l)
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Una propiedad sencilla es la siguiente: I1(n) = I1(2n, n), la razén es que al considerar un tipo
de particion de un conjunto de 2n elementos, una particion asociada a este tipo tiene en n
subconjuntos (no vacios), como cada uno de ellos tiene al menos un elemento, si quitamos
de cada uno un elemento, eliminando los conjuntos vacios tenemos una particion de un
conjunto de n elementos, y por tanto un tipo. Esta correspondencia es una biyeccion.

De cara a determinar los valores de II(n), necesitamos destacar algunas propiedades inme-

diatas:
,m)=0sim> n;

[(n
[(n, n) =1l(n,1) = L;
H(”? l) Z] 1 ( —i,j);
O(ni)=(n—1,i— 1)+ II(n—i,i).

Tenemos que la igualdad I1(n, i) = II(n— 1,i — 1) + II(n — i, i) es consecuencia de considerar
los tipos de particiones en los que uno de los subconjuntos es unitario, (II(n— 1,i— 1)), y los
tipos de particiones en los que todo subconjunto tiene mas de un elemento (Il(n — i, i)).

Estas reglas permiten el calculo de I1(n, m) para todos los valores ny m.

Por lo tanto el nimero de formas distintas en que se puede distribuir 7 bolas indistinguibles
en m cajas indistinguibles es: I1(n, m).

Distribuir 7 bolas indistinguibles en m cajas indistinguibles.
Si seguimos con el razonamiento anterior, basta ahadir m bolas a las n anteriores, de esta
forma podemos reducir al caso anterior en el que en cada caja habia al menos una bola. Por

tanto el resultado es: II(n + m, m).

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas.

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles
Distinguibles m"

Indistinguibl CR = (Mt

ndistinguibles (m,n)= (""" H(n+ m.m)

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas (con al menos una bola en cada caja).

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles |
Distinguibles

Indistinguibl nl

ndistinguibles (r=) (n, m)
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Distribuir 7 bolas distinguibles distribuidas entre m cajas distinguibles, con al menos una
bola en cada caja. Observamos que el numero de distribuirlas sin la restriccion de que todas
las cajas sean no vacias es m", la razon es que cada distribucion se puede identificar con una
aplicacion del conjunto {1,2,... . n} en {1,2,... m}, que asigna a cada bola su caja. Llama-
mos N al total de estas distribuciones.

Llamamos N; alas distribuciones de N en las que la caja i-ésima es vacia, entonces queremos
calcular el cardinal de N'\ (U N;). El cardinal de N; es (m — 1)", y es claro que el cardinal de
N;N Njes (m—2)" sii+# j,yen general el cardinal de N;, N --- N Nj, es (m — )". Usando el
principio de inclusién-exclusion el cardinal pedido es:
N =N

=m = o G Y i sz [Ny 0N NG)

=m" = (L (VT e ciem(m = )"

="+ Y (1 (") (m— )"

=X o1 (F) (m ="

TABLA RESUMEN. Distribuir 7 bolas en m cajas.

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles
Distinguibles m'
Indistinguibles CR(m,n) = (") I(n+ m, m)

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas (con al menos una bola en cada caja).

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles
Distinguibles " o )
Do (=1Y () (m = )"
Indistinguibles (1) II(n, m)

Distribuir 7 bolas distinguibles distribuidas entre m cajas indistinguibles, con al menos
una bola en cada caja.

Retomamos el caso anterior en el que las cajas eran distinguibles, el nimero es: > j":lo (—=1)J (’;1) (m—

j)". Si ahora consideramos las cajas indistinguibles, resulta que como tenemos m cajas, ten-
dremos que dividir poe m!. El valor es:
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Llamamos a est nimero el nimero de Stirling de segunda clase, y se representa por {/,}.

Para calcular los nimeros de Stirling se segunda clase se deben tener en cuenta las siguientes
propiedades:
{Tt=1={nk

ny _ yn—1 n—1

mt = {m—p +m{G
Para probar esta igualdad consideramos una de las bolas, por ejemplo la n—ésima, si es la
Unica que pertenece a una caja, el nimero de casos es: {”m__ll}, y si estd en una caja, junto

con otras, primero consideramos las distribuciones de éstas, el niumero es: pertenece {”m_l},
y ahora como la n—-ésima puede estar en m cajas, el nimero que tenemos que sumar es:
m{"-11, pertenezca a

Distribuir 7 bolas distinguibles distribuidas entre m cajas indistinguibles.

Basta ver el caso de distribuir las nbolasen 1,2, ..., m cajas y sumar. El resultado es:

I+ 8+ =20
i=1

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas.

| Bolas| —Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles
Distinguibles m"
>imd}
Indistinguibles CR(m,n) = (") I(n+ m, m)

TABLA RESUMEN. Distribuir n bolas en m cajas (con al menos una bola en cada caja).

| Bolas|—Cajas— | Distinguibles | Indistinguibles |
Distinguibles > ito(=1Y () (m—j)" n
Indistinguibles (1) II(n, m)
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41. Permutaciones con repeticion

Ya hemos estudiado el ejemplo de las permutaciones, se trata ahora de incluir la posibilidad
de que exista repeticion entre los elementos a considerar. Por ejemplo, si se considera la pala-
bra ALCANTARILLA, ;de cuantas formas se puede reordenar sus letras para obtener palabras
distintas?.

Observar que tenemos 4 Aes, por lo que la permutaciéon de las mismas entre si siempre pro-
duce la misma palabra; como hay 4! de estas combinaciones, el nimero total de permuta-
ciones de 12 letras tenemos que dividirlo por 4!. Lo mismo tenemos que hacer con aquellas
otras letras que se repiten, en este caso la L, que se repite 3 veces.

Asi pues el nimero de palabras distintas que podemos formar con las letras de la palabra

ALCANTARILLA es: 121

4131

Podemos enunciar entonces el siguiente resultado.

Proposicion. 41.1.
Si se tienen n objetos de t tipos distintos, de los que del tipo i tenemos n; iguales entre si,
entonces las formas distintas en que podemos ordenar los n elementos son:

n!
Tll'ngl

DEMOSTRACION. Se considera el nimero total de ordenaciones, permutaciones, de n obje-
tos, este numero es n!l. De estos, al considerar los objetos del tipo i, como hay exactamente n;,
tenemos 71! que son iguales y tienen los elementos de tipo distinto a i en la misma posicion,
luego el namero hay que dividirlo por n;! Como este razonamiento hay que hacerlo para cada
indice, tenemos el resultado. O

DEMOSTRACION. [Alternativa.] Supongamos que disponemos de n huecos que hay que relle-
nar con los n elementos. Consideramos los elementos de tipo 1, para estos s6lo tenemos que
elegir las posiciones en los que los colocaremos, pero es no es necesario elegir orden entre
ellas, por lo tanto el nimero total de elecciones es: (,’111 ).

Ahora vamos a colocar los elementos de tipo 2, que siguiendo el mismo procedimiento se

podran colocar en (”;12”1). Entonces, tras tratar los elementos de todos los tipos tenemos:
n n—m n—-m-—nz\ . (h—np——-—nNg
(o) () (0 7)o ()
__n (n=m)t  (n=m——n)!
o n!(nf‘nl)! ml(n—n1—ny)! nl0!
_ n:
T mnplengd
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g

Las permutaciones con repeticion pueden ser interpretadas en varios contextos. Veamos uno
de ellos.

Ejemplo. 41.2.

Se consideran ¢ cajas ordenadas y se consideran n objetos indistinguibles. ;De cuédntas for-
mas se pueden distribuir los 7 objetos entre las ¢ cajas de forma que en la caja i-ésima haya
n; objetosy que ny + - - - + n; = n?

SOLUCION. La traduccion del problema al caso estudiado se basa en ordenar n objetos de ¢
tipos distintos tales que del tipo i hay n; cajas. O

Ejemplo. 41.3.
;De cuantas formas se pueden distribuir 6 cartas de una baraja de 40 cartas entre 4 jugadores?

SOLUCION. La traduccién que hacemos del problema es la siguiente: consideramos 5 tipos,
uno para cada jugador y un quinto para el resto. Se trata de hacer una permutacion de 40
objetos, de 5 tipos distintos: 1, 2, 3,4y 5, de forma que n; = n, = n3 = ny = 5y ns = 16. Por
tanto el numero es:

40!

—————— =145109380709 331 781 142 400.
6!6!6!6!16!

4

Generalizamos los nimeros binomiales (,’;) a los numeros multinomiales, definidos en la
forma:
n n!
ny - N m!---ng’
Ejercicio. 41.4.

Dados enteros positivos o nulos tales que ny + - - - + n; = n+ 1, entonces se verifica:

d n ([ n+1
= nl...ni_l...nt o ny--- Ny ’

1

conn +---+n;=n.

siendo (n1 ni’il p) =0sin;=0.
Ejercicio. 41.5. (Teorema multinomial)
Dadas indeterminadas Xj, ..., X; sobre un cuerpo K, en el anillo de polinomios K[Xj, . . ., Xj|
se verifica la igualdad:
n __ n nm n
X+ +X)" = > (m nt>X1 XM

ny+A-n=n
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Si observamos los exponentes de los sumandos de la suma

n
XMoo xm
S (e

m+---+n=n

observamos que todos suman 7. Para averiguar cuantos sumandos hay en la suma anterior
basta ver de cuantas formas distintas, importando el orden de los sumandos, se puede escri-
bir un niimero natural como suma de ¢ nimeros naturales, esto es, el numero de soluciones
en N de la ecuacion Y; + - - - + Y; = n. Ver Ejemplo 40.1.

Ejercicio. 41.6.

Bernardo ha comprado un coche antes que Ana, por eso la matricula de este coche es: 1233XYZ.
sCuantos coches habra que tengan una matricula del tipo ****XYZ formada con los ntiimeros
de la matricula de Bernardo?

SOLUCION. Supongamos que tenemos tres elementos A,B y C. Se trata de calcular las dife-
rentes formas en que podemos ordenar A,B,C,C. Una forma de hacer esto es etiquetar C de
dos formas, por ejemplo mediante subindices, tenemos entonces la familia {A, B, C, G;}, la
cual la podemos ordenar de 4 x 3 x 2 x 1 = 24 formas distintas. Las configuraciones C;ABGC, y
G, ABC, producen la configuracion CABC, y esto es general, esto es, para cada configuracion
de {A, B, C} tenemos dos configuraciones de {A, B, C;, (,}, luego el nimero que andamos
buscando es: 352x1 = 12,

Aplicando al caso en que A =1, B= 2y C = 3, resulta que habra doce matriculas distintas.
O

Tenemos entonces el problema de determinar cuantas configuraciones se pueden formar
con f elementos, por ejemplo ay, ..., a;, de los cuales cada q; se repite n;, parai=1,...,r. La
solucion es:
(n1+-~~+nt)!
nl! ey .

Ejemplo. 41.7.
El niimero del carnet de identidad de Candido es 12421241. ;Cuantos carnet de identidad se
pueden formar con estos nameros?

SoLUCION. Elnamero 1 se repite tres veces, el nimero 2 se repite tres veces y el nimero 4 se
repite dos veces. El nimero pedido es:

B+3+2) 8  8x7x6x5x4x3x2
313121 313121 3x2x3x%x2x2

=7x2x5x4x2=15,600.

4
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Ejercicio. 41.8.
Hacer el mismo problema para los ntiimeros:

~

. 12121212
2. 11112233
3. 11111222
4. 11111122

5. 11111112

Ejercicio. 41.9.
;Cuadl es la letra del carnet de identidad de Candido?

SOLUCION. Este es un pequeno calculo en que utilizaremos la division euclidea de niimeros
enteros y una biyeccion. Dado el numero del DNI se divide éste por 23 para calcular el res-
to de la divisidn, que como sabéis es un numero comprendido entre 0 y 22. Se establece la
biyeccion que si indica a continuacion entre el conjunto {0, 1,...,22} y el conjunto de letras
{A,B,C,...,Z}.

0|12 |3|4|5|6|7|8[9|1011|12 (13|14 |15|16 17|18 19|20 |21 |22

TIRIWIAGM|Y F/IP D X|B|N|TJT|Z|S|Q|V H|L|C|K]|E

En el caso de Candido el DNI es: 12421241, que al dividirlo por 23 se escribe: 12421241 = 5540053 x
+22, luego le corresponde la letra E, de forma que el NIF de Candido es: 12421241E. O

Ejercicio. 41.10.
sCuantos numeros de cinco cifras hay que tengan sus dos ultimas cifras impares?

SOLUCION. Uno de estos ntimeros sera de la forma abc de, en donde d, e con cifras impares,
esto es, tomadas en el conjunto {1, 3,5, 7,9}, bc son cifras cualesquiera, esto es, tomadas en el
conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y a es una cifra distinta de 0, esto es, tomada en el conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. El nimero pedido es:

9 x 10 x 10 x 5 x 5 =22,500.

Ejercicio. 41.11.
;Cudntos numeros de dos cifras hay que tengan una cifra igual a 7?

SOLUCION. Si la primera cifra es igual a 7, las restantes pueden ser cualesquiera, entonces
tenemos 10 nameros distintos.
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Si la primera cifra no es igual a 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada
del conjunto {1,2,3,4,5,6,8,9}. La otra cifra debe ser igual a 7, luego tenemos 8 nlimeros
distintos.

El nimero pedido es: 10+8=18. O

Ejercicio. 41.12.
s;Cuantos numeros de tres cifras hay que tengan una cifra igual a 7?

SOLUCION. Si la primera cifra es igual a 7, las restantes pueden ser cualesquiera, entonces
tenemos 102 nimeros distintos.

Si la primera cifra no es igual a 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada
del conjunto {1,2,3,4,5,6,8,9}. Las otras dos cifras deben tener una cifra iguala 7, pero ya
sabemos que este namero es 18.

El ntimero pedido es: 10? + 8 x 18 = 100 + 144 = 244. O

Ejercicio. 41.13.
;Cuantos numeros de cuatro cifras hay que tengan dos cifras iguales a 7?

SOLUCION. El nimero pedido es: 103 4 8 x 244 = 1000 + 1952 = 2,952, O

Ejercicio. 41.14.
;Cuantos ntumeros de tres cifras hay que tengan dos cifras iguales a 7?

SOLUCION. Si la primera cifra es igual a 7, las dos restantes deben tener al menos un 7, en-
tonces tenemos 18 niimeros distintos.

Si la primera cifra no es igual a 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada
del conjunto {1,2,3,4,5,6,8,9}. Las otras dos cifras deben ser iguales a 7, luego tenemos 8
numeros distintos.

El nimero pedido es: 18+8=26. O

Ejercicio. 41.15.
sCuantos numeros de cuatro cifras hay que tengan dos cifras iguales a 7?

SOLUCION. Sila primera cifra es igual a 7, las tres restantes deben tener al menos un 7, en-
tonces tenemos 244 nimeros distintos.

Sila primera cifra no es igual a 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada del
conjunto {1,2,3,4,5,6,8,9}. De las otras tres cifras al menos dos han de ser iguales a 7, luego
tenemos 8 x 26 numeros distintos.
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El nimero pedido es: 244 + 8 x 26. O

Ejercicio. 41.16.
sCuantos numeros de tres cifras hay que tengan entre sus cifrasun 5 y un 7?

SOLUCION. Si la primera cifra es igual a 7, las dos restantes deben tener al menos un 5, en-
tonces tenemos 18 ntimeros distintos. Si la primera cifra es igual a 5, las dos restantes deben
tener al menos un 7, entonces tenemos 18 nimeros distintos.

Si la primera cifra no es 5 ni 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada del
conjunto {1,2,3,4,6,8,9}. De las otras dos cifras una debe ser 5 y otro 7, luego tenemos 8
numeros distintos.

El namero pedido es: 18+18+7=43. O

Ejercicio. 41.17.
sCuantos numeros de cuatro cifras hay que tengan entre sus cifras un 5 y un 7?

SOLUCION. Sila primera cifra es igual a 7, las tres restantes deben tener al menos un 5, en-
tonces tenemos 244 nimeros distintos. Si la primera cifra es igual a 5, las tres restantes deben
tener al menos un 7, entonces tenemos 244 numeros distintos.

Si la primera cifra no es 5 ni 7, como no puede ser igual a 0, entonces debe ser tomada del
conjunto {1, 2,3,4,6,8,9}. De las otras tres cifras una debe ser 5 y otro 7, luego tenemos 7 x
43 = 301 numeros distintos.

El nimero pedido es: 244 + 244 + 7 x 43 = 488 + 301 = 789. O

Ejercicio. 41.18.
Hacer lo mismo agregando el adjetivo “exactamente”.

Ejercicio. 41.19.

Un numero se llama rumboso si todas sus cifras estan ordenadas de menor a mayor de iz-
quierda a derecha. Por ejemplo el niimero 247 es rumboso, y el niimero 231 no lo es. ;Cuantos
numeros rumbosos de cuatro cifras podemos construir?

Ejercicio. 41.20.

Un numero se llama aburrido si todas sus cifras, salvo a lo mds una de ellas, son iguales. Por
ejemplo todo nimero de unay dos cifras es aburrido; los nimeros 877 6 7877 so aburridos, y
el nimero 8778 no lo es. ;Cuantos nimeros aburridos de cuatro cifras podemos construir?

Ejercicio. 41.21.

Un numero se llama inquieto si dos cifras contiguas son siempre distintas. Por ejemplo los
numeros 7, 18, 181, 6 1234 son ntimeros inquietos, en cambio el 188 no lo es. ;Cuantos nume-
ros inquietos de cuatro cifras podemos construir?
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Llamamos una reordenacion de una lista a otra lista que tiene exactamente los mismos ele-
mentos, y llamamos desordenacion de una lista a una lista que contiene los mismos elemen-
tos pero ninguno ocupa la posicion que ocupaba en la lista original.

Ejemplo. 41.22.
Dada la lista {A, B, C} reordenaciones son: ABC, BCA 6 BAC, y desordenaciones son BCA o
CAB, pero no BAC o ABC.

Ejercicio. 41.23.
Calcular las reordenaciones y las desordenaciones de las listas

1. {A B}

2. {A B, C}

3. {A,B,C,D}
4. {A,B,C,D,E}

Ejercicio. 41.24.
;Cudntas reordenaciones de la lista {A, B, C, D} existen en las que:

1. Bocupe siempre la posicion segunda,
B no ocupe la posicion segunda,

A no ocupe las posiciones primera o segunda,

LD

A no ocupe las posiciones primera o segunda ni B ocupe las posiciones primera o ter-
cera,

5. Ano ocupe la posicion primera, B no ocupe la posicién segunda, C no ocupe la posicion
tercera y D no ocupe la posicion cuarta.
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lado puente, 187
lados

adyacentes, 172
lazo, 172
Lema de Gauss, 104
Ley

de de Morgan, 13
lista, 222
literal, 134
logaritmo

decimal, 50
longitud, 222
longitud de un camino, 182

maximo, 116

comun divisor, 59, 60
maximo comun divisor, 90
método de descomposicion, 111
método de Horner, 96
método de Kronecker, 111
multiplo, 55
multiplo comun, 90
minimo, 116

comun multiplo, 59, 60
minimo comun multiplo, 90
matriz

de adyacencia, 172

de incidencia, 172
maxitérmino, 135
maxterm, 135
minitérmino, 134
minterm, 134
monomio, 85
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multiplicidad de una raiz, 99

nucleo, 81
namero

entero, 53

entero primo, 55
numero binomial, 227
numero cromatico, 205
numero de Stirling de segunda clase, 235
nuimeros enteros

primos relativos, 61
numeros multinomiales, 237
no o, 137, 143
no pertenencia, 2
noy, 137, 143

operacion
producto, 84
suma, 84

orden
compatible, 119
inducido, 119
lexicografico, 120
parcial, 115
producto cartesiano, 120
total, 116

ordenacion
topologica, 119

particion
de un conjunto, 31
permutaciones, 224
pertenencia, 2
polinomio, 84
asociados, 90
cociente, 88
constante, 84
homogéneo, 85
monico, 84
resto, 88
polinomio cromatico, 205
polinomio irreducible, 105
polinomio primitivo, 104
polinomios

iguales, 84
primer
elemento, 28, 40, 118
primos entre si, 94
principio de dualidad, 130
Principio de inclusién-exclusion, 215, 216
Principio de Induccion, 38
Principio de la suma, 215
Principio del palomar, 225
Principio del palomar generalizado, 226
producto, 38, 125
cartesiano, 17
profundidad de una hoja, 190
progresion
aritmética, 42
geométrica, 43
Propiedad
antisimétrica, 26
asociativa, 13
conmutativa, 13
de absorcion, 13
de idempotencia, 13
distributiva, 13
reflexiva, 26
simétrica, 26
transitiva, 26
propiedad
de absorcion, 129
Propiedad de Tricotomia, 54
Propiedad universal del anillo de polinomios,
86
proposicion, 11
compuesta, 11
proposiciones
equivalentes, 12
puerta
logica, 139
puerta NO, 139
puerta NO O, 143
puerta NOY, 143
puerta O
multiple, 143
puerta o, 139
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puerta 'y, 139
multiple, 142
punto de articulacion, 186

raiz
de un polinomio, 95
raiz multiple, 99
raiz simple, 99
razon
de una progresién geométrica, 43
recorrido en un grafo, 182
reduccion, 148, 160
regla
de recurrencia, 41
Regla de Ruffini, 96
relacion, 26
de equivalencia, 27
de orden, 28
representacion
de un grafo, 199
plana, 199
representante canénico, 67
resto, 62
reticulo, 122
reticulo acotado, 123

Segundo Principio de Induccion, 47
siguiente, 37
sistema de numeracion, 49
solucién
ecuacion diofantica, 64
subanillo, 82
subanillo primo, 100
subconjunto, 3
complemento, 7
impropio, 3
propio, 3
trivial, 6
subconjuntos
disjuntos, 6
distintos, 3
iguales, 3
subgrafo, 177
completo, 177

generador, 177

inducido, 177
subgrafo complemento, 177
subgrafos disjuntos, 177
sucesion, 41

aritmética, 42

de grados, 178

geométrica, 43

grafica, 178
suma, 38, 125
supergrafo, 177
supremo, 28, 117

término
de una sucesion, 41
independiente, 84
inicial, 42
tautologia, 12
Teorema
de Euclides, 56
fundamental de la Aritmética, 55
Teorema del binomio de Newton, 227
Triangulo de Tartaglia, 228

union

de subconjuntos, 4
union de grafos, 177
unidad, 68
unidades, 55
unir vértices, 172

vértice de corte, 186
vértice incidente con lado, 172
variable
booleana, 126
variacion, 221
variaciones sin repeticion, 221
vértice, 171
vértice
aislado, 172
vértices
adyacentes, 172
vértices
independientes, 172
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vértices
vecinos, 172
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