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Capitulo I

Nociones basicas

1.  Introduccién intuitiva a la teoria de conjuntos . . . . ... ... ... ..... 1
2. Al%ebra de proposiciones . . . . . ... ... e e e e e 7
3. Aplicaciones . . . . . ... e e e 9
4.  Relaciones de equivalenciaydeorden . . . . .. ... ... ........... 13
5. Cuantificadores . . . . . . ... L. e 16
6. Meétodosdedemostracion . . . . . ... ... Lo o0 o 17

1. Introduccién intuitiva a la teoria de conjuntos

Ejercicio. 1.1.
Preparacion para probar la formula del binomio de Newton:
Se define el numero combinatorio () = "("lzll_)l)(”z_iﬂ) = 7 (,’l’!_i)!,para 1<i<ny()) =1

Probar que se verifica la igualdad siguiente:
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SOLUCION.

(D) + () =1 (liaﬂ—i)! T G (Zl—(iﬂ))!

_nl(i+]) n!(n—i)
= D en! T @D !

n!(i4+1)+n!(n—i
(i+1)! (n—1i)!

_ nli(n+1)

— @) (n-0)

_ (n+1)!

— DI (ntD)—(F D)

+1
- (’Z—H)'
U

Ejercicio. 1.2.
;Cudntos elementos tiene el conjunto {1,2,{1,2}}.
SOLUCION. Tiene tres elementos; estos son: 1,2y {1,2}. O

Ejercicio. 1.3.
Dada la figura siguiente:

X

describir mediante una formula, cada una de las regiones del dibujo. Por ejemplo la parte
coloreadaes AN BN C.

SOLUCION. Veamos diferentes regiones:

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 1. INTRODUCCION INTUITIVA A LA TEOR{A DE CONJUNTOS 3

X

esANB\ C=ANnBnNC.

X

esANC\B=ANBNC.

Matematica Discreta P. Jara
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esBNC\A=ANnBnNC.

X

esC\ (AUB)=ANBNC.

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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X

esB\ (AUC)=ANnBnNC.

X

esA\ (BUC)=ANnBNC.

Matematica Discreta P. Jara
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esAUBUC=ANBNC. O

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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2. Algebra de proposiciones

Ejercicio. 2.1.

Probar que las proposiciones (AAB) vV Cy (AV C) A (BV C) son equivalentes, y que como
consecuencia para tres subconjuntos X;, X y X3 de un conjunto dado se tiene la igualdad:
(Xl N Xg) UXz = (Xl U Xg) N (Xz U Xg).

SOLUCION.
(A A B) Y C = (A Y C) A (B Y C)
Vv 14 vV |74 vV Vv |74 |74 %4 \%4 \%4 \%4 vV
F F |74 |74 Vv \%4 F |74 %4 \%4 \%4 \%4 vV
\%4 F F %4 \%4 \%4 %4 %4 %4 %4 F \%4 \%4
F F F %4 \% \% F %4 %4 %4 F \%4 \%
1% %4 %4 %4 F \%4 %4 %4 F % 1% \% F
F F 14 F F 1% F F F F %4 %4 F
174 F F F F Vv |74 %4 F F F F F
F F F F F Vv F F F F F F F
1 2 1 3 1 4 1 2 1 3 1 2 1

Dado x € (X; N X») U X3, tenemos:

X € (X1 ﬂXg)UXg@(XEXl ﬂXg)V(XGXg)
[(xe X)) AN (xe X))V (xeX3)
(xeX)V(xeX3)|AN[(x€ X))V (x€ X3)
(xeXlqu)/\(xeXgqu)

X € (Xl UXg)ﬁ(XgUXg)

R

Ejercicio. 2.2.
Probar que para dos subconjuntos X; y X, de un conjunto dado X se verifica:

(Xl ﬂXz) uX =X.

SOLUCION. Podemos proceder probando la equivalencia (A A B) V A < A, y a partir de aqui,
el resultado se sigue facilmente.

=< <
N <>
—mm < <=
wh << <
—m < <>
l<<<<?
—m <<

Matematica Discreta P. Jara



8 CAP. 1. NOCIONES BASICAS

Ejercicio. 2.3.
Probar que para dos subconjuntos X; y X, de un conjunto dado X se verifica:

(Xl UXz) nNX; =X.

SOLUCION. Procedemos como sigue:

(XTuXo)NXi=(XiNnX)U(XnX)
=XjU (Xg N X
=Xi.

Observar que hemos utilizado el resultado contenido en el (Ejercicio 2.2.). O

Ejercicio. 2.4.
Si A, By C son proposiciones, ;son equivalentes las siguientes proposiciones?:

(1) A= ByB= A,

2) (A= B)= CyA= (B= C),
(3) (A= B)yB= A,

(4) # A=+ ByB= A,

(5) # (A= B) y+# A=+ B.

SOoLUCION. Hacer O

Ejercicio. 2.5.
Si A, By C son proposiciones, ;son tautologias las siguientes proposiciones?:

(1) ANB= AV C,
(2) AVB= ANC.

SOLUCION. Hacer O

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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3. Aplicaciones

Ejercicio. 3.1.
Sean X e Y conjuntos y Xj, X» subconjuntos del conjunto X. Demostrar que se verifica

Xl X YUXZX Y:(X1UX2)X Y
Xl X YﬂXgX Y:(XlﬂXz)X Y

Nota: hacer previamente una representacion grafica.

SOLUCION. Primera igualdad. Una representacion grafica podria ser la siguiente:

X X;
1 X 2

en donde el subconjunto X; C X esta sefialado en azul y el subconjunto X, C X esta sefialado
en rojo. Tenemos X; x Y es la parte rayada en azul y X» x Y es la rayada en rojo. Por otro lado
la parte rayada, tanto en azul como en rojo es el subconjunto (X; N X5) x Y.

Una demostracion por elementos seria la siguiente:

xy)EXleUngY
(x,y) € Xi xY)V((x,y) € Xo xY)
(xeX)AN(yeY)V(xeX)AN(yeY))
(xeX))V(xeXp))A((xeXy)V(yeY)A
YeY)V(xeXo)AN((yeY)V(yeY))
(xeX))V(xeX))A(yeY)
EXNUX)A(yeY)
y)E(XTUXy) x Y.

=
=
=

V
A

A
A

(
(
(
(
(
<
& (x
< (x,

Se puede observar que hemos hecho uso de las siguientes propiedades para proposiciones:
AV (BAC)< (AVB)A(AVC),
BAB < B

(AVB)AB < B,

Matematica Discreta P. Jara
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las cuales las podéis probar mediante el uso de tablas de verdad.

Primera igualdad. Hacer una representacion graficas para esta igualdad.

Para una demostracion por elementos podemos proceder como sigue:

(x,y)eXl xYNXoxY
(x,y)eXixY)AN((x,y) € Xo X Y)
(xeX)N(yeY)A((xeX)A(yeY))
(xeX)N(xeXo)AN(yey)
(xeX)A(xeX))A(yeY)
(xEXlﬁXz)/\(ye Y)
(x,y) S (XIQXZ) xY.

Ejercicio. 3.2.
Sean X e Y dos conjuntos y X', Y’ subconjuntos de X e Y respectivamente. Demostrar que se
verificaX' x Y = (X' x Y)U (X x Y')

Nota: hacer previamente una representacion grafica.

SOLUCION. Larepresentacion grafica es la siguiente:

Y

Y/

X/
X

Hemos representado en color azul el subconjunto X' x Y"y su complemento lo hemos pintado
en rojo. Es claro que esta region es la union (X’ x Y) U (X x Y).

Una demostracion por elementos es la siguiente, en la que recordemos, que si (x,y) € X' x Y/,

14 de enero de 2007 Curso 2006—2007



SEC. 3. APLICACIONES 11

entonces (x,y) € X x Y.

(x,y) e X' xY
S(xy) e X xY
<-((xy) e X xY)
e-((xeX)AN(yeY))
S ((H(xe X)) V(=(yeY))

SxgX)vy¢Y)
sxeX)V(yeY)
S((xeX)A(yeY)V((x
S ((x,y)eX xY)V((x
S(xy)eX xY)U(XxY)

Ejercicio. 3.3.

Sea f: X — Y una aplicacion y sean A, B C X subconjuntos de X.
(1). Probar que f(AU B) = f(A) U f(B).

(2). Qué relacion existe entre f(AN B) y f(A) N f(B)?

SOLUCION. Parte 1. Tenemos las siguientes equivalencias:

y€ f(AUB)&3xe AUB, f(x) =
& (FxeAf(x)=y)V(Ixe B f(x)=y)
< (yef(A)V(yef(B)
<y e f(AHUf(B).

Parte 2. Es claro que se puede probar la inclusion f(ANB) C f(A) N f(B) siguiendo las siguien-
tes implicaciones:

ye€f(AnB)<3x € AN B, f(x)

“(ExeAf(x)=y) A@xeBfx)=y)
& (ye A A (v f(B)
SyefA)nfB).

En cambio la otra inclusion no es cierta; basta considerar el siguiente ejemplo:

X ={a, b},
Y= {1},
f:X—Y, fla)=1=f(b)

Es claro que si A = {a} y B = {b}, entonces se verifica:

f(ANB) = f(2) = @ # {1} = f(A) N f(B).

y
A

Matematica Discreta P. Jara
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Ejercicio. 3.4.

Sea f : X — Y una aplicacion y sean C, D C Y subconjuntos de Y.
(1). Probar que f~'(Cu D) = f~}(C)uf~1(D).

(2). ;Qué relacion existe entre f~1(CN D) yf~1(C)n f~1(D)?

SOLUCION. Parte 1. Tenemos las siguientes equivalencias:

xefY(CuD)<f(x) e CUD
= (f(x) € OV (f(x) € D)
s (xef Q) Vv (xe f (D))
sxcfY(O)uf (D).

Parte 2. Se puede probar la igualdad también en este caso:

xefI(CND)sf(x)e CND
= (f(x) € O) A (f(x) € D)
e (xefHO)A(xef (D)
sxef1(C)nf D).

Ejercicio. 3.5.

U

Observar que al decir que una aplicacion f : X — Y tiene una inversa hemos dicho que

existe una aplicacién g : Y — X verificando fg = 1y y gf = 1x.

No basta con solo una de las igualdades, ya que dada la aplicacion f : {1,2} — {a} existe
una aplicacion g : {a} — {1,2} verificando fg = 1,4, pero no es biyectiva. En efecto, es facil

ver que no es una aplicacion inyectiva.

SOLUCION. iEstudiar bien el enunciado!

14 de enero de 2007

Curso 2006—-2007
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4. Relaciones de equivalenciay de orden

Ejercicio. 4.1.
Se considera el conjunto N \ {0} yla relacion aRb si |log(a)| = |log(b)].

(1) Demuestra que R es una relacion de equivalenciaen N \ {0}.

(2) Describe el conjunto cociente.

SOLUCION. Tenemos que |log(a)| es la parte entera del nimero log(a), utilizando la base de-
cimal.

(1) Es claro.

(2) Cada clase esta determinada por un nimero natural, asi la clase determinada por 0 es:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, la determinada por 1 es: {10,11,...,98,99}, etc.

g

Ejercicio. 4.2.
Se considera el conjunto N \ {0} y la relacion aRb si |log,(a)| = |log,(b)|.

(1) Demuestra que R es una relacion de equivalenciaen N \ {0}.

(2) Describe el conjunto cociente.

SOLUCION. Tenemos que |log(a)| es la parte entera del nimero log(a), utilizando la base de-
cimal.

(1) Es claro.

(2) Cada clase esta determinada por un nimero natural, asi la clase determinada por 0 es:
{1}, la determinada por 1 es: {2, 3}, la determinad por 2 es: {4,5,6,7}, etc.

g

Ejercicio. 4.3.
Se considera el conjunto N \ {0} y la relacion aRb si |log(a)| < |log(b)|. Demuestra que R no
es una relacion de orden al no verifica la propiedad antisimétrica.

SOLUCION. Es claro que |log(1)] = [log(2)], luego 1R2 y 2R1, pero como 1 # 2, resulta que R
no verifica la propiedad antisimétrica. O

Matematica Discreta P. Jara
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Ejercicio. 4.4.
Dada una relacion R en un conjunto X decimos que R verifica la propiedad circular si

siaRby bRc, entonces cRa, paracadaa,b, c € X.
Demuestra que R es una relacion de equivalencia en X si y solo si R verifica las propiedades

reflexiva y circular.

SOLUCION. Hacer. O

Ejercicio. 4.5.
Dado un conjunto X y un subconjunto A C X, se define una relacion en P(X) mediante:

BRCsiBNA=CnNA, paracada B, C € P(X).

(1) Demuestra que R es una relacion de equivalencia en P (X);

(2) Demuestra que existe una biyeccion entre P(X)/Ry P(A).

SOLUCION. Hacer O

Ejercicio. 4.6.
En el conjunto Z se define la relacion

aRbsia@® — V¥ =a— b, paracadaa,b € Z.

(1) Demuestra que R es una relacion de equivalencia,
(2) Determina la clase de equivalencia de cada elemento a € 7Z,

(3) Describe el conjunto cociente.

SoLUCION. Hacer O

Ejercicio. 4.7.
Dado un conjunto X y dos relaciones Ry S en X, se define una nueva relacion en X mediante:

a(Ro S)b si existe x € X tal que aRx y xSb.

(1) Demuestra que una relacion R verifica la propiedad transitiva si y solo siRo R C R,

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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(2) Demuestra que si R verifica la propiedad reflexiva, entonces R C Ro R,
SOLUCION.

(1) Si Rverifica la propiedad transitiva y a(R o R)b, entonces existe x € X tal que aRxy xRb,
luego aRb. Reciprocamente, si aRby bRc, entonces a(R o R)c, y por tanto aRc, luego R
verifica la propiedad transitiva.

(2) Dados a, b € X tales que aRb, como bRb, entonces a(Ro R)b.

g

Ejercicio. 4.8.
Dado un conjunto X y dos relaciones de equivalencia Ry S en X, demuestra que Ro S es de
equivalencia siy solosiRo S= So R.

SOLUCION. Hacer O

Ejercicio. 4.9.
Dado un conjunto X y dos relaciones de equivalencia Ry S en X, demuestra que RU S es de
equivalencia siy solosiRoSC RUSySoRC RUS.

SoLUCION. Hacer O

Matematica Discreta P. Jara
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5. Cuantificadores

Ejercicio. 5.1.
Sea X = {1, a, z,2}. Determinar el conjunto de partes de X.

SOLUCION. Los subconjuntos de X son:

@,

{1},{2}.{a}. {2},
{1,2},{1,a},{1,z},{2,a},{2,z},{a, z}
{1,2,a},{1,2,z},{1,a,z},{2,a,z}
{1,2,a,z}

Observar que en total hay 16 subconjuntos. O

Ejercicio. 5.2.
Dado un conjunto X y subconjuntos A, B, C C X, demuestra que se verifican las siguientes
propiedades:

(1) SiAA B= C, entoncesA A C=B.
(2) AUB=BUCsiysolosiAA BC C.

_AUB=AUC
(3) Si ANB= AN C}’ entonces B= C.
SOLUCION. Hacer O

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007
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6. Meétodos de demostracion

Ejercicio. 6.1.
Demuestra que para cada numero primo p el nimero real ,/p no es un numero racional.

SoLUCION. Es claro. O

Ejercicio. 6.2.
Demuestra que para cada par de nimeros primos, distintos, p y q, el nimero real \/pq no es
un numero racional.

SoLUcION. Es claro. O

Ejercicio. 6.3.
Se tiene una lamina metalica cuadrada de 70 cm. de lado y se golpea 50 veces con una marti-
llo. Demuestra que al menos dos de los golpes deben estar a una distancia de 15 cm.

SOLUCION. Dibujamos en la ldmina ua trama formada por 49 celdas cuadradas de 10 cm. de
lados. Como hay 49 celdas y hemos golpeada la ldmina metalica 50 veces, al menos dos de
los golpes se han dado en la misma celda (jlos bordes son parte de la celda!).

Tenemos pues dos puntos en un cuadrado de 10 cm. de lado. Vamos a ver que estos puntos
distan menos de 15 cm.

Dados dos puntos Ay B en un cuadrado de 10 cm. de lado, unimos estos por una linea que
cortaria al borde en dos puntos A’y B'. Si A’y B’ estan en lados contiguos, entonces la distan-
cia A’B’' es menor que la diagonal del cuadrado, y lo mismo ocurre se estdn en lados opuestos.

Por lo tanto la mayor distancia entre A’B’ se produce cuando A’ y B’ son vértices opuestos.
Esta distancia maxima es:

V10+102 = v/200 = 14, 1cm.

Matematica Discreta P. Jara
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7. Numeros naturales

Ejercicio. 7.1.
Determinar el numero de soluciones en N de la siguiente ecuacion

X+2Y=n, conneN.

SOLUCION. Estudiemos el nimero de soluciones segtin valores particulares de n. Para n = 0
existe Unicamente una solucion, el par (0,0); para n = 1 existe también una Ginica solucién,
el par (1,0). Para n = 2y n = 3 existen dos soluciones, estas son: (2,0),(0,1) y (3,0),(1,1)
respectivamente. Estudiemos ahora el caso general, para n par tenemos

X+2Y=2h, dondeheN
entonces estudiando el problema en Z tenemos
X=2h-2Y=2h-Y),

para cada valor de Y obtenemos uno de X, tenemos que restringir inicamente para que
siempre obtengamos valores positivos 6 nulos, entonces tenemos exactamente i + 1 so-
luciones, estas corresponden a los siguientes valores de Y, 0,1,..., h, y son: (2h,0), (2(h —
1),1),...,(0, h). Si nes impar entonces tenemos la siguiente igualdad

X+2Y=2h+1, dondeheN
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0 equivalentemente
X=2h-Y)+1,

al igual que antes las & + 1 soluciones estan determinadas por valores de Y, y son (2h +
1,0),(2(h—1)+1,1),...,(1, h). O

Ejercicio. 7.2.
Probar que para n > 1 se verifica:

éi(iﬂ): n(n+1§(n+2)_

SOLUCION. Para n = 1 es cierto. Suponemos que es cierto para n > 1y vamos a probarlo
para n+ 1.

S+ 1) =Y +(n+1)(n+2)
_ n(n—l—l?z(n—&-z) + <n+ 1)(n+2)

= (n+1)(n+2)43.

U
Ejercicio. 7.3.
Probar que para n > 3 se verifica > > 2n.
SOLUCION. 0

Ejercicio. 7.4.
Probar que para n > 6 se verifica n! > n°.

SOLUCION. Para n = 6 es cierto.
6! =6x5x4x3x2x1=720;
63 = 216.
Supongamos que es cierto para n > 6 y vamos a probarlo para n + 1.

(n+1)! =nl(n+1)>n*+nd
(n+13=n%+3n°+3n+1.

Bastaver que n* > 3n* +3n+1sin>6.Pero3n®* +3n+1 < n?*(3+3+1) < n’sin> 4,
luego tenemos el resultado. O

Ejercicio. 7.5.
Probar que para n > 2 se verifica:

R

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 7. NUMEROS NATURALES 21

SOLUCION. Para n = 2 es cierto, suponemos que es cierto para n > 2, y probamos que
también es cierto para n + 1.

i=1" (1= %) =1i=1"(1- %) (1- h5)

_ (1) (P +2n)

2n(n+1)2
_ _n+2
— 2(n+1)”
U
Ejercicio. 7.6.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:
nn+1
1+2+3+~~~+n:%WLGN.

SOLUCION. Suponemos que la expresion1 +2 +3+ ...+ n = w tiene sentido para 0,

siendo en este caso la suma de la izquierda igual a cero. Para los restantes nimeros naturales

es claro el significado. Asi pues la expresion es cierta para n = 0,1. Supongamos que sea
n(n+1)

cierta para un cierto n > 1, esto es, que se verifica laigualdad1 +2 +3 +---+ n= =5,y
vamos a ver qué ocurre para n + 1. En este caso resulta que:
14243+ +n+(n+1)="21 4 (ny1)
_ n(n+1)+2(n+1)
-T2z
_ (n+1)(n+2)
= V)
y por tanto el resultado es cierto para todo niimero natural. O

Ejercicio. 7.7.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:
nn+1)2n+1)

1422432414002 = 5 Vn € N.

SOLUCION. Aligual que antes la expresion tiene sentido para n = 0 si suponemos que la su-
ma de la izquierda es igual a cero. Entonces el resultado es cierto para n = 0, 1. Supongamos
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que sea cierto para un cierto n > 1, y vamos a ver qué ocurre para n-+ 1. En este caso tenemos:

1422432 4 12+ (n4 1)2= 20D (g 4 )2

= (n+1) (@jt(wrl))

_ (n+1)(2n*+7n+6)
- 6

_ (n+1)(n+2)(2n+3)
= 6 ,

y por tanto el resultado es cierto para todo niimero natural. O

Ejercicio. 7.8.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

: + : 4+ L =" vynen
1x3 3x5 2n+1)2n-1) 2n+1 '

SOLUCION. Es claro que la expresion no es cierta para el valor n = 0, por esto anadiremos
este numero al conjunto de nimeros para los que esta expresion es cierta. Para n = 1 la ex-
presion es cierta. Supongamos que sea cierta para un cierto nimero natural n > 1, entonces
para ver qué ocurre con n + 1, procedemos como sigue:

1 1 1 1
3 T3x5 T T @nnemD T 2o ) DEmiDTD

— 1
- ZnZ—I + (2n+1)(2n+3)

n(2n+3) 1
Cni)@n3) T @nil)2ni3)

_n(2n+3)+1
~ 2n+1)(2n+3)

_ 2n+1)(n+1)
— (2n+1)(2n+3)

n+1
2n+3

y por tanto el resultado es cierto para todo nimero natural mayor o igual que 1. O

Ejercicio. 7.9.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

7" — 1 es un multiplo de 6 Vn € N*.
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SOLUCION. Para n = 0, el resultado no es cierto. Supongamos que es cierto para un cierto
n > 0. Estudiamos el caso n + 1, para esto procedemos como sigue:

7L 1 =77 1 =7 7 7 1 =77 = 1) + (T - 1),

y por tanto tenemos que 7! — 1 es también un muiltiplo de 6, luego el resultado es cierto
para todo nimero natural. O

Ejercicio. 7.10.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

72" + 16n — 1 es un muiltiplo de 64Vn € N.

SOLUCION. Para n = 0 el resultado es cierto. Supongamos que es cierto para cierto n > 0.
Estudiamos el caso n + 1, y procedemos como sigue:

72t L 16(n+1) — 1
=72"x 72 +16(n+1) -1
=72(7*" +16n—1) - 7> x 16n+ 7> +16(n+1) - 1
=7%(7*"+16n—1) —7%(16n— 1)+ 16n—1+16
=72(7?"+16n—1) — (7> —1)(16n— 1) + 16
=7%(7?" +16n—1) — (3 x 16)(16n— 1) + 16
72(7?" +16n—1) — (3(16n— 1) — 1)16
—72(72" +16n—1) — (48n—-3 —1)16
=7%(7?" 4 16n— 1) — (48n — 4)16
=72(7?"+16n—1) — (12n—1) x 4 x 16
=7%(7?"+16n—1) — (12n—1) x 64.

luego el resultado es cierto para todo numero natural. d
Ejercicio. 7.11.

Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

a" — b*" es divisible pora+ b Vn e N.

SOLUCION. Para n = 0 el resultado es cierto. Comprobamos que el resultado es también
cierto para n = 1y n = 2. Suponemos que es cierto para un n > 2y vamos a ver qué ocurre
para n + 1. Procedemos como sigue:

aZ(n—H) _ b2(n+1) a2nt2 _ pent2

— aZn+2 _ 2nb2 + a2nb2 _ b2n+2
= a*" (@ — ) + (&®" — PP,

luego el resultado es cierto para todo nimero natural. O
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Ejercicio. 7.12.
Usa el principio de induccion para probar la siguiente afirmacion:

Ix3x5x---x(2n—-1)
2X4Xx6x---x(2n)

< paran > 1.

1
2n

SOLUCION. Para n = 0 no tiene sentido la expresion, por lo que anadiremos este valor al
conjunto de los nimeros naturales que satisfacen esta relacion. Para n = 1 el resultado es
cierto. Supongamos que n > 1 también satisface esta relacion y veamos qué ocurre con n+ 1.
En este caso tenemos:

1x3x5%x--x(2n—1)x(2n+1) _ 1x3x5x--x(2n—1) 2p+1

2x4x6x%--x(2n)x(2n+2) —  2x4x6x--x(2n) 2n+2
1 2n+41

2n 2n§2
_ 1 n+1l
- 2n1+2 2n
2n+2>

A%

v

luego el resultado es cierto para todo nimero natural mayor o igual que 1. O

Ejercicio. 7.13.
Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

11 1
=+ 5t = > Vnparan>2.

Vitvetm

SOLUCION. Para n = 0,1 el resultado no es cierto, por lo que anadiremos estos valores al
conjunto de los nimeros naturales que verifican la relacion. Para n = 2 el resultado es cierto.
Supongamos que n > 2 satisface esa condicion, y estudiemos el caso de n + 1. Procedemos
como sigue:

_|_

=

1 1
tot =t s> Vit T

-y

T vn' Jntl

_ m/n+l+v/n

Vny/n+1

m/n+yn

vy n+1

_ Vn(ntl)

T Vm/n+1
n+1

-
=

2
il

1,
luego el resultado es cierto para todo nimero natural mayor o igual que 2. d

Ejercicio. 7.14.
Usa el principio de induccion para probar la siguiente afirmacion:

2">2n+1paran> 3.
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SOLUCION. Para n = 0,1,2 el resultado no es cierto, por lo que anadiremos estos valores
al conjunto de los nimeros naturales que verifican esta relacion. Para n = 3 el resultado
es cierto. Supongamos que n > 3 satisface esta condicion, y estudiemos el caso de n + 1.
Procedemos como sigue:

2"l — oM. 2 > (2n+41)2 =4n+2
=2n+3+(2n—-1)>2(n+1)+1.
luego el resultado es cierto para todo nimero natural mayor o igual que 3. O
Ejercicio. 7.15.

Usa el principio de induccién para probar la siguiente afirmacion:

2" > n? paran > 4.

SOLUCION. Paran = 0,1, 2,3 el resultado no es cierto, por lo que anadiremos estos valores
al conjunto de los nimeros naturales que verifican esta relacion. Para n = 4 el resultado
es cierto. Supongamos que n > 4 satisface esta condicion, y estudiemos el caso de n + 1.
Procedemos como sigue:

oMl —on 9> 2 2 =W 4 2n+14+n*—2n—2
—(n+1?%+(m*-2n-2)> (n+1)y>~

luego el resultado es cierto para todo numero natural mayor o igual que 4. O

Ejercicio. 7.16.
Encuentra una definicion recursiva verificada por cada una de las siguientes secuencias de
numeros:

(1) 8,15,22,29,36,43,...
(2) 6,12,24,48,96, . ..
3) 1,3,7,15,31,63, ...

SOLUCION.

(1) Llamamos agp = 8, a; = 15, a, = 22, az = 29, as = 36, a5 = 43, entonces las diferencias
son:
Aay=a, —ayg=15—-8=7
Aalzag—01:22—15:7
Aazzdg—02:29—22:7
Aas=ay — a3 =36—-29=7
Aags=a5 —a, =43 -36=7...
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Asi pues tenemos una sucesion aritmética de diferencia 7, el término general es a,, =
ay+nx7=8+nx7.

(2) Llamamos ay = 6, ay = 12, ap = 24, a3 = 48, a4 = 96, es claro que a, 1 = 2ay. Supo-
nemos que el término general verifica la formula a,, = 2"6. Para probar este resultado
hacemos induccién sobre n. Para n = 0 es resultado es cierto; suponemos que es cierto
paraun n > 0, y vamos a probarlo para n + 1. Procedemos como sigue:

Any1 = 20, = 2 x (276) = 2"116.

(3) Llamamos ay = 1,41 = 3, a» = 7, a3 = 15, a4 = 31, as = 63, entonces las diferencias

son:
Aag=a; —ay=3—-1=2=21
Aalzaz—a1:7—3:4:22
A(/lg:ag—d2215—7:8=23
Aag =a, —az =31 —-15=16 =24
Aay=as —ay =63 -31=32=2°._.

Asi pues tenemos

a0—1—21—1
do—|—21_1—|-21 2—1_22_1

ag_al+22—1+21+22 21031,
as —a2+23—1+21+22+23:224_11:24—1

ag = az +24 = 1421 422423 4 24 = 25—11_25—1
5= ag+25=1+21 422423 1 24 4 25 - 21 _ 06 _ |,

Entonces el término general es a, = 2! — 1.

Hacer la demostracion por induccion sobre 7.

O
Ejercicio. 7.17.
Demostrar que
1-11+2-2143-3!+---4+n-nl=(n+1)-1
SOLUCION. Para n = 1 el resultado es cierto, ya que
1-1'=1=2!—-1.
Suponemos que el resultado es cierto para ny vamos a probarlo para n + 1.
1-1'42-2143-3!4+---+n-nl+(n+1) (n+1)!
=n+1)!-14+(n+1)-(n+1)
=(n+Dll+n+1]-1
=n+1(n+2)—1=(n+2)!-1.
U
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Ejercicio. 7.18.
Demostrar que:

1 1 n
13735 T en-nentl) 20+l

SOLUCION. Para n = 1 el resultado es cierto, ya que:

1 1 1

1.3 3 2+1
Supongamos que el resultado es cierto para ny vamos a probarlo para n + 1.

1 1 1 1

13 T35 B ey T e ens)
_ n
~ 2n+1 + (2n+1)(2n+3)

_ n(2n+3)+1
~ (2n+1)(2n+3)
__2r®4+3n+1
= @2n+1)(2n+3)
_ (2n+1)(n+1)
— (2n+1)(2n+3)
_ 2n+1
= 2nt3
Il
Ejercicio. 7.19.
Demostrar que:
4=} pg (2 ) 4o yont " _ 2
2-3 3-4 (n+1)(n+2)) n+2
SOLUCION. Para n = 1 el resultado es cierto, ya que
1 2 23
4—_ === _>,
2-3 3 3
Supongamos que el resultado es cierto para ny vamos a probarlo para n + 1.
1 2 1 2 +1
4(5) +8(F0) + +2" (Grftany ) + 277 (biones)
_ 22 2 +1
— nt2 242" ((n+g)(n+3)
_on+2 (_1 +1
=2" (w2t ) 2
_ont2 (_2(n+2) \ _
=2" 1(n+2)(n+3)> 2
__on+3
=231l _2,
U
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Ejercicio. 7.20.
Demostrar que para numero natural n > 1 el numero 11" — 1 es un multiplo de 5.

SOLUCION. Hacer O

Ejercicio. 7.21.
Demostrar que para nimero natural n > 0 el numero 3" + 7" — 2 es un multiplo de 8.

SOoLUCION. Hacer O

Ejercicio. 7.22.
Dar una formula simple para la siguiente expresion:

P SIS S
1-2 2.3 3.4 n(n+1)

SOLUCION. Calculamos las siguientes sumas:

Paran=1:
1
5
Paran = 2:
1+ 1 _1+1_2
2 2.3 2 6 3
Paran = 3:
1 1 1 1 1 1 3

2723732 276 12 7
Podemos entonces hacer la siguiente hipotesis:

1 L 1 L 1 T 1 _n
1-2 2.3 3-4 nn+l) n+1l

Se prueba por induccion sobre 7. O

Ejercicio. 7.23.
Sea x un numero real, x > —1. Demostrar que se verifica (1 + x)" > 1 + nx para todo numero
natural n.

SOLUCION. Sin = 0, entonces (1 + x)° = 1 = 1 + 0x. Supongamos que el resultado es cierto
para ny vamos a probarlo para n + 1.

(14x)" = (1+x)"(14x) > (1+nx)(1+x) = 1+ nx+x+nx> = 1+(n+1)x+nx> > 1+(n+1)x.

g
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8. Sistemas de numeracion

Ejercicio. 8.1.
Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica la siguiente
igualdad:

3 x4 =22

SOLUCION. Llamamos 3 a la base del sistema de numeracion, se tiene entonces la siguiente
igualdad:
3x4=23+2,

entonces resulta: 12 = 2( + 1), estoes, 6 = § + 1 yresulta § = 5. O

Ejercicio. 8.2.
Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica la siguiente
igualdad:

41 x 14 = 1224.

SOLUCION. Llamamos 3 a la base del sistema de numeracion, se tiene entonces la siguiente
igualdad:
(46 +1)(15 +4) = 18° + 25% + 26 + 4,

entonces resulta:
432 + (16 + 1)+ 4 = B +208% + 26 + 4,

B3 —23%2 -156=0.

Por lo tanto, como esta ecuacion es: (3> — 23 — 15) = 0, y como las raicesson 5 =0,3 =5y
# = —3, latinica posible base es 5 = 5. ¥

Ejercicio. 8.3.
Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica la siguiente
igualdad:

52 x 25 = 1693.

SOLUCION. Llamamos (3 a la base del sistema de numeracion, se tiene entonces la siguiente
igualdad:
(568 +2)(28+5) =13 +66%+ 95 + 3,

entonces resulta:
1062 + (25 +4)8 + 10 = 33 + 682 + 96 + 3,
B3 —4p2 —208—-7=0.

Una raiz es 3 = 7, entonces tenemos (3 — 7)(5% + 33 + 1) = 0, siendo 3 = 7 la tnica raiz
entera, luego la base seria 5 = 7.

Matematica Discreta P. Jara



30 CAP. II. NOUMEROS NATURALES Y NOUMEROS ENTEROS

9 no es una cifra al considerar la base 7, luego no existe una base para la que se verifique la
igualdad. d

Ejercicio. 8.4.
Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica la siguiente
igualdad:

25 x 13 =51.

SOLUCION. Llamamos 3 a la base del sistema de numeracion, se tiene entonces la siguiente
igualdad:

(28+5)(18+3)=50+1,
entonces resulta:
23?4 (6+5)+15=508+1,
263% +63+14 =0,

#+36+7=0.
Esta ecuacion no tiene raices enteras, luego no hay ninguna base para la que esta igualdad
sea cierta. O

Ejercicio. 8.5.
Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica la siguiente
igualdad:

13* = 14641.

SOLUCION. Llamamos 3 a la base del sistema de numeracion, se tiene entonces la siguiente
igualdad:
(184+3) =184 +4x 333 +6 x 3262 +4 x 333 + 34,

entonces resulta:
f*+123% + 5442 + 1083 +81 = 5* + 433 + 642 + 453 + 1,
8/° + 48/?% + 1045 + 80 = 0.

Como consecuencia, al no tener raices enteras, resulta que no existe una tal base del sistema
de numeracion. O

Ejercicio. 8.6.
Da la expresion en base 8 de los naturales que en base 2 se escriben:

(1) 101101100010011010111,

(2) 10001000000100110,
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(3) 1011101111011111.
SOLUCION.

(1) 101101100010011010111 en base binaria cuando lo escribimos en base decimal es: 1492183
Este numero en base 8 es: 55423273.

(2) 10001000000100110, en base binaria cuando lo escribimos en base decimal es: 69670
Este nimero en base 8 es: 210046g.

(3) 1011101111011111, en base binaria cuando lo escribimos en base decimal es: 48095
Este numero en base 8 es: 1357373.

U
Ejercicio. 8.7.
Demuestra que para B > 3, los niimeros (B — 1)? y2(B — 1) se escriben en base B como ab 'y
ba respectivamente.

SOLUCION. Tenemos las igualdades:

(B—1)>=B>-2B+1=(B-2)B+1 y
2(B—1)= B+ (B-2).

Ejercicio. 8.8.
Demuestra que un niimero escrito en base 10 es par si y sélo si su tltima cifra es par.

SOLUCION. Elndmero se escribe 3_5_, a;10%. Esta expresién también se puede escribir como
la suma de dos sumandos

t
10> 10" + ap,
i=1
y como el primer sumando es multiplo de dos, resulta que el nidmero es multiplo de dos siy
solo si lo es el segundo sumando, esto es, la cifra de las unidades. O

Ejercicio. 8.9.
Demuestra que un numero escrito en base 10 es un multiplo de 3 si y sélo si la suma de sus
cifras es un miltiplo de 3.

SOLUCION. El ntimero se escribe 3_7_, @;10%. Al hacer la reduccién médulo 3, como 10 = 1
(méd 3), resulta que modulo 3 el niimero se escribira:
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El namero es multiplo de 3 si y solo si al reducirlo médulo 3 el resultado es la clase de cero,
y basta observar que Y_;_, @; es la clase de cero si y solo si la suma Y!_, a; es miiltiplo de
3. U

Ejercicio. 8.10.
Demuestra que un numero escrito en base 10 es un multiplo de 9 si y sélo si la suma de sus
cifras es un miltiplo de 9.

SOLUCION. Igual al ejercicio 8.9.. O

Ejercicio. 8.11.
Demuestra que un niimero escrito en base 10 es un multiplo de 5 si acabaen 0 o en 5.

SOLUCION. Igual al ejercicio 8.8.. O

Ejercicio. 8.12.

Demuestra que un niimero escrito en base 10 es multiplo de 11 si y solo si la suma de las
cifras que ocupan un lugar par menos la suma de las cifras que ocupan posiciones impares
es un multiplo de 11.

SOLUCION. El nimero se escribe ZLO a;10'. Observamos que 10 = —1 (méd 11) y que
10 =1 (méd 11). Entonces es facil probar que

10 = 1 (méd 11) siiespary
| -1 (méd 11) siiesimpar.

Al reducir modulo 11 la clase del namero es ZLO(—I)’E. El nimero es multiplo de 11 si ésta
es la clase del cero y es la clase del cero siy solo si el numero Eﬁzo(—l)iai es multiplo de 11,
esto es, si la suma de las cifras que ocupan lugares pares se diferencia de la suma de las cifras
que ocupan lugares impares en un multiplo de 11. O

Ejercicio. 8.13.
Demuestra que un ntimero escrito en base 8 es un mtultiplo de 7 si y sélo si la suma de sus
cifras es un multiplo de 7.

SOLUCION. El ntimero se escribe .7_, ;8. Como 8 = 1 (mdd 7), al reducir este ntimero
médulo 7 obtenemos 3./_, @. El nimero es muiltiplo de 7 si y solo si al reducir médulo 7

obtenemos la clase del cero, y esto ocurre si y solo sila suma Zf:o a; es un multiplo de 7.
U

Ejercicio. 8.14.
Dar un criterio para determinar cuando un ndmero entero positivo escrito en base 10 es
multiplo de 7.
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SOLUCION. Realizamos la division de potencias de 10 por 7 hasta que repitamos un resto. En

este caso tenemos:
1=7x0+1

100=7%x1+3
102=7x14+2

103 =7x142+6
104 =7 x 1428 + 4
10° =7 x 14285+ 5
105 = 7 x 142857 + 1

A partir de este punto repetimos los restos en el mismo orden. Como consecuencia, dado un
numero entero positivo escrito en base 10, sea éste, por ejemplo

agde_10¢—2 ... A1 4y,

se escribe como:
ap +10a; + 10%ay + - -- + 10" 1a,_; 4+ 10'a,,

y por tanto como:
ap+(7x1+3)ay+(7x14+2)ay+(7x142+6) as+(7x 1428+4) as+ (7 x 14285+5) as+(7x 142857+ 1) ag+- - - ,
esto es:
ay+3ay + 2ap + 6as + 4ay + 5as + ag + 3a; + 2ag + 6ag + - - - + multiplo de 7,
que también se puede escribir como:
ag+3a; +2ay — as — 3aq — 2as + ag + 3a; + 2ag — a9 + - - - + multiplo de 7.

Por tanto el criterio es que la suma ay + 3a; + 2a; — as —3as — 2as + ag + 3a; +2ag — a9 + - - -
sea un multiplo de 7. O

Ejercicio. 8.15.
Dar un criterio para determinar cuando un nimero entero positivo escrito en base 10 es
multiplo de 13.

SOLUCION. Realizamos la division de potencias de 10 por 13 hasta que repitamos un resto.

En este caso tenemos:
1=13x0+1

10=13x0+10
102=13x7+9

103 =13 x 76 + 12
104 =13 x 769 + 3
10° = 13 x 7692 + 4
106 = 13 x 76923 + 1
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A partir de este punto repetimos los restos en el mismo orden. Como consecuencia, dado un
numero entero positivo escrito en base 10, sea éste, por ejemplo

agy_10¢—2 ... d1dy,

se escribe como:
ap + 10a; + 10%a, + - - + 10 a,_; + 10%a;,

y por tanto como:
ao+10a;+(13x7+9) a4+ (13x 76+12) ag+(13x 769+3) ag+ (13 x 7692+4) as+(13x 76923 +1) ag+- - -
esto es:
ap + 10a; + 9ap + 12as + 3a4 + 4as + ag + 10a; + 9ag + 12a9 + - - - + multiplo de 13,
que también se puede escribir como:
ay—3ay, —4ay — as + 3as + 2as + ag — 3a; — 4ag — a9 + - - - + multiplo de 13.

Por tanto el criterio es que la suma ay — 3a; —4a, — as +3as + 2as + ag — 3a; —4ag — a9+ - - -
sea un multiplo de 13. O
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9. Numeros enteros

Ejercicio. 9.1.
Calcular el mcd y la Identidad de Bezout de 92 y 108.

SoLUCION. Hacemos la divisiones sucesivas obteniendo:
13

10892|16(12/4
16 |12/4 |0

Luego el mcd es 4, y para obtener la Identidad de Bezout procedemos como sigue:

4=16-12-1=16—-(92—-16-5)-1=92-(—1)+ 16 (6) =
92 (=1) + (108 — 92) - (6) = 108 - (6) + 92(—7).

g

Con la definicion de mcd y mcm dada por la relacion de division, resolver los siguientes ejer-
cicios.
Ejercicio. 9.2.

Probar que dados dos enteros primos relativos no nulos a y b se verifica (a + b,ab) = 1 =
(a— b,ab).

SOLUCION. Supongamos que d = (a + b,ab) y que p es un entero primo que divide a d,
entonces p | (a+ b)y p | ab, de la segunda relacién y del hecho de ser ay b primos relativos
obtenemosque 6 p | a6 p| b, pero no se verifican las dos posibilidades a la vez; si suponemos
que p | a, entonces de larelacion p | (a+ b) deducimos que p | b, lo que es una contradiccion.
Como consecuencia d no tiene divisores primos, esto es; d = 1. El otro caso es anélogo. O

Ejercicio. 9.3.
Probar que si a, b, c son enteros y a es positivo, entonces (ab, ac) = a(b, c).

SOLUCION. Supongamos que d = (b, ¢), entonces ad divide a aby a ac, ademds tenemos la
Identidad de Bezout d = ab + (¢, entonces ad = aab + [ac, y por tanto si e es un divisor
comun de aby de ac, entonces también es un divisor de ad, luego ad = (ab, ac). O

Ejercicio. 9.4.
Probar que si a, b, c son enteros tales que (a,c) = 1y (b, c) = 1, entonces (ab, c) = 1.

SOLUCION. Vamos a aplicar las Identidades de Bezout, tenemos

1 =aa+ S, 1=~b+dc,
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multiplicando ambas expresiones y agrupando los términos convenientemente tenemos
1 = ayab+ (ada+ Byb+ Bic)c,

y por tanto (ab, ¢) = 1. O

Ejercicio. 9.5.
Sean a, b enteros y d = (a, b), probar que si x € Z verificaa | xy b | x, entonces ab | dx.

SOLUCION. Esclaroquesia| xyb| x, entonces M | x, donde M es el mcm de ay b, entonces
dM | dx, pero ya que se verifica ab = dM, tenemos el resultado. d

Ejercicio. 9.6.
Sean a, b enteros no nulos y d = (a, b), probar que a/d y b/ d son primos relativos.

SOLUCION. En este ejercicio a/d representa al nimero entero z que verifica a = dz. Por la
Identidad de Bezout se verifica d = aa + (b, para «, § € Z, esta expresion sustituimos ay b
por sus expresiones en funcion de d, esto es;

d=ad(a/d) + d(b/d),
simplificando por d, que es no nulo ya que ay blo son, tenemos
1 = a(a/d) + B(b/d).

y por tanto a/dy b/d son primos relativos. O

Ejercicio. 9.7.
Sean a, b, c enteros, probar que (a, (b, c)) = ((a, b), ¢).

SOLUCION. Llamemos d; = (b, c)y dy = (a, (b, c)), entonces tenemos las siguientes relacio-
nes de divisibilidad:
dy | dy; dy | a; dp | b; dy | .

Como consecuencia se verifica d» | (a, b), y entonces d, | ((a, b), c¢). Sillamamos d; = (a,b)y
ds = ((a, b, ¢), entonces hemos probado que d; | ds. De forma andloga podemos probar que
d, | d», y como ambos son positivos 6 nulos, entonces son iguales. d

Ejercicio. 9.8.
Probar que para todo niimero entero n € 7 se verifica: > > n.
En particular n> > 0 para todo n € Z.

SOLUCION. Hacemos una disyuncion de casos:

(1) Sin =0, entonces n* =0 = n.
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(2) Sin > 0,entonces n > 1, ortanton’?=n-n>1-n=n.
yp

(3) Sin<0,entoncesn*=n-n>0-n=0> n.

Ejercicio. 9.9.
Probar que para cualesquiera n, m € 7 se verifica n> + m? > 2nm.

SOLUCION. Como tenemos (71— m)2 > 0, basta desarrollar para obtener n? — 2nm+ m? > 0,
entonces resulta n? + m? > 2nm. O

Ejercicio. 9.10.
Probar que para cada entero n > 1 se verifica:

n?(n+1)>2

1+25+33+43+... 412 = 1

SOLUCION. Para n = 1 el resultado es cierto. Suponemos que se verifica para n > 1y vamos
a veer si también se verifica para n + 1.

2 2
142543344+ (n+1)73 =20 4 (p41)3
2 (n41)%44(nt1)3

1
_ (n+1)?[n®+4n+4)

o (n+1)2(3+2)2
= e

g

Ejercicio. 9.11.
Calcular el mcd d de 24230 y 586, y encontrar numeros enteros a y b tales que d = 24230a +
586D.

SOLUCION. Hacemos la divisiones sucesivas de 24230 por 586, obtenemos:

412 1 |6 1 |52

24230|586(204(178|26|22|4|2
0790 |178|026|022|04(02/0
204

Resulta entonces que el mcd es 2, ya que es el ultimo resto no nulo, para hallar los coeficientes
en la Identidad de Bezout tenemos que resolver las distintas igualdades que hemos obtenido
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con los restos, hagamos una lista con ellas:

2=22—-4-5

4=26-22-1
22=178-26-6
26=204—-178-1
178 =586 — 204 - 2
204 =24230 — 586 - 41

Ahora sustituyendo tenemos

2=22-4.5=
22— (26—22-1)-5=26-(—5)+22-(6) =
26 - (—5) + (178 — 26 - 6) - (6) = 178 - (6) + 26 - (—41) =
178 - (6) + (204 — 178 - 1) - (—41) = 204 - (—41) + 178 - (47) =
204 - (—41) + (586 — 204 - 2) - (47) = 586 - (47) + 204 - (—135) =
586 - (47) + (24230 — 586 - 41) - (—135) = 24230 - (—135) + 586 - (5582)

g

Ejercicio. 9.12.

Hasta ahora hemos realizado la division por niimeros enteros positivos y hemos estudiado el
mcd y el mcm para ntimeros enteros positivos, hacer las definiciones necesarias para exten-
der la teoria a todos los niimeros enteros (no nulos).

SOLUCION. 0

Ejercicio. 9.13.
Aplicar el Algoritmo de la division a los enteros 48 y —7.

SOLUCION. Tenemos 48 = (—7) - (—6) + 6. O

Ejercicio. 9.14.
Probar que para n > 8 se n se puede escribir como n = 3k + 5h parak, h € Z.

SOLUCION. Para n = 8 tenemos 8 = 3 + 5; para n =9 tenemos9 = 3 x 3 +5 x 0; para n = 10
tenemos 10 = 3 x 0+ 5 x 2. Suponemos que es cierto para n > 10, y vamos a probarlo para
n+ 1.

Tenemos que (n+ 1) — 3 = n — 2 es mayor o igual que 8, y menos que 7, por tanto se puede
escribirn—2 =3k+5h,luegon= (n—2)+3 =3k+5h+3 =3(k+1)+5h. O

Ejercicio. 9.15.

Se p y g son enteros primos positivos mayores que 5, entonces p + ¢ 0 p — q es un multiplo
de 3.
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SOLUCION. Consideramos p+ 2y p— 2, como p es impar, podemos suponer que p = 2k + 1,
entonces se tiene:

(p—2)(p—2)=p* —4=4K +4k+1 -4 =4(K + k) — 4
Vamos a ver que en los casos que nos interesan k* — k es siempre un multiplo de 3.

Caso k=0 (méd 3), entonces k? — k es multiplo de 3.

Caso k=1 (mdd 3), entonces p=2k+1=2(3h+1)+1=6h+ 3 esmultiplo de 3, luego p
no seria primo, ya que p > 3.

Caso k = 2 (méd 3), entonces k%> + k = (3h+2)2 + 3h+2) = (3h+2)[3h+2 + 1] es un
multiplo de 3.

En consecuencia, si p = 2k + 1 es primo, resulta que k* + k es multiplo de 3.

Al considerar p+ qy p — g, resulta que podemos escribirlos como:

pt+qg=(p-2)+(q+2)=(p+2)+(q-2),
p—q=(p-2)—(q-2)=(p+2)—(q+2(

y alguno de ellos es un multiplo de 3. O

Ejercicio. 9.16.
Se p y g son enteros primos positivos mayores que 5, entonces p* — g* es un multiplo de 24.

SOLUCION. Por el Ejercicio 9.15. resulta que p + g 6 p — g es un mdltiplo de 3. Tenemos que
ver que p? — ¢ es un multiplo de 8.

Es claro que p + gy p — g son multiplos de 2, luego p* — ¢°* = (p + q)(p — q) es multiplo de 4.
Analicemos los posibles casos:

Casol.p=1 (méd4)yg=1 (méd 4),entoncesp—qg=0 (mdd 4)ytenemos elresultado.
Caso2.p=1 (m6éd4)yg=3 (méd 4),entoncesp+g=0 (mdd 4)ytenemos el resultado.
Caso3.p=3 (méd4)yg=1 (méd 4),entonces p+g=0 (mdd 4)ytenemos el resultado.

Caso4.p=3 (m6d4)yg=3 (méd 4),entoncesp—qg=0 (mdd 4)ytenemos el resultado.

U
Ejercicio. 9.17.
Probar que sia®> = I (méd n), no necesariamente se verificaa=b (méd n)
SOLUCION. Bastatomarn=4,a=1yb=3. O
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Ejercicio. 9.18.
Probarquesia=b (méd nm), entoncesa=b (méd n)ya=>b (méd m).
Observar que el reciproco no es cierto, en general, si n y m no son primos relativos

SOLUCION. Sia— b= k(nm), entonces a— b= (kn)m = (km)n.
Para la segunda parte basta considerar el siguiente ejemplo: n =2, m=4ya=3,b=7.
U

Ejercicio. 9.19.
Sean a, b € 7 tales que m. c.d.{a, b} = 1. Demuestra que:

(1) m.c.d.{a+ b,ab} =1,
(2) m.c.d{a— b,ab} = 1.

SOLUCION.

(1) Si un entero primo p divide a m.c.d.{a + b, ab}, entonces p divide a ab, y por tanto
p | ad p | b. En el primer caso, se tiene, como p | a+ b, que p | b; y por tanto p |
m.c.d.{a+ b,ab} = 1, 1o que es una contradiccion.

(2) Esanalogo.

Ejercicio. 9.20.
Sean a, b, c € Z. Demuestra quem.c.d.{m.c.d.{a, b},c} = m.c.d.{a,m.c.d.{b, c}}.

SOLUCION. Si pes un entero primo que divide a
m. c.d.{m.c.d.{a, b}, c},

entonces p | m.c.d.{a, b} y p | ¢, y por tanto p | a, by ¢, luego podemos reorganizar estos
elementos y probar que p | m. c.d.{b, c}, y por tanto p | m.c.d.{a, m.c.d.{b, c} }. O

Ejercicio. 9.21.
Prueba que dado un niimero entero cualquiera m se verifica una de las siguientes posibilida-
des:

(1) m*=0 (mdéd 8),
2) m*=1 (mdéd 8),

3) m*=4 (mdéd 8).
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SOLUCION. Si escribimos el nimero m en la base 8, la cifra de sus unidades es una de las
siguientes: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. El cuadrado de mg tiene como cifra de las unidades justamente
la cifra de las unidades del cuadrado de la cifra de las unidades de mg, entonces basta con
analizar qué les ocurre a estos numeros. Tenemos:

Cs c
0g 03
1g 1%
28 42
3 113
44 203
58 313
63 442
7g 613

g

Ejercicio. 9.22.
Prueba que si x es un niimero entero e impar no divisible por 3 entonces x> =1 (méd 24).

SOLUCION. Escribimos el nimero x en la base 6, entonces la cifra de las unidadeses 1,3 6 5
por ser impar. Por no ser divisible por 3 resulta que de estas tres posibilidades inicamente 1
y 5 son vélidas. Asi pues el nimero x se escribe en la forma 6y+ 1 6 6y+ 5. Sus cuadrados son:

Caso 1.
(6y+1)*=36y"+12y+1=12y3y+1)+1

si y es par, entonces 12y es multiplo de 24, y si y es impar, entonces 3y + 1 es par y por tanto
12y(3y + 1) es mdltiplo de 24, luego siempre se verifica x> =1 (méd 24).

Caso 2.
(6y+5)* =36y* +60y+1=12y(3y+5) +1

hacemos el mismo razonamiento sobre la paridad de y. O

Ejercicio. 9.23.
Resuelve la siguiente congruencia:

3x=2 (méd 5).
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SOLUCION. Bastatenerencuentaque2-3=1 (mdd 5), entonces resulta:

3x=2 (méd 5),
2.3x=2-2 (méd 5),

x=4 (mdd 5).

O

Ejercicio. 9.24.

Resuelve la siguiente congruencia:

7x=4 (mdd 10).
SOLUCION. Bastatener encuentaque3-7=1 (méd 10), entonces resulta:
7x=4 (méd 10),3-7x=3-4 (méd 10),x=2 (méd 10),

O

Ejercicio. 9.25.
Resuelve la siguiente congruencia:

6x=3 (mod 4).

SOLUCION. Laecuacion 6x=3 (mdd 4) no tiene solucion, ya que para cualquier valor de x
el producto 6x es un namero par y al reducir modulo 4 su clase es 0 6 2 y nunca 3. g

Ejercicio. 9.26.
Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en congruencias:

x=1 (mdd 2)
6x=3 (méd9)
3x=3 (mdd 5)
SOLUCION.
x=1 (méd 2)
6x=3 (mdd9)
3x=3 (méd 5)
. x=1 (méd 2) . . x=1 (mod 2)
Resolvemos el sistema 3x=3 (mod 5) }, o equivalentemente el sistema =1 (méd5) ("

Tenemos que 2 x (—2) + 5 x 1 = 1, entonces se verifica:

1=2x(-2)+5x1=5x1 (méd 2)
1=2x(-2)+5x1=2x(-2) (méd 5)
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unasoluciénes:5+2x (—-2) =1 (méd 10). Estudiamos ahora el sistema x=1 (mdsd 10)}

6x=3 (mdd9)
1 (m6d 10)] x=1 (méd10)] x=1 (méd 10)
2 m6d9) [P x=5 (méd9) [ x=8 (mdd 9)

. . x
o equivalentemente los sistemas x

Como la resolucion de todos ellos es similar vamos a ver como resolver el primero.

(méd 10)

. 1
En el 31stema 2 (mod 9)

} tenemos en cuenta que 9 x (—1) + 10 = 1, entonces se

verifica:
1=9x(~1)+10=9x (~1) (méd 10)
2=2x9x(-1)4+2x10=2x10 (méd?9)

una soluciénes: 9 x (—=1) +2 x 10 =11 (mdd 90).

. x=1 (méd 10) ) _ ,

La solucién de Xx=5 (méd9) } es:9x (=1)+5x10=41 (mébd 90).
. x=1 (méd 10) ) _ ,

La solucion de x=8 (méd9) } es:9x (—1)+8x10=71 (méd 90).

La solucidon del sistemaes: x = 11,41 671 (mdéd 90). O

Ejercicio. 9.27.
Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en congruencias:

x=1 (mod 2)

x=2 (mod 4)
SOLUCION.

x=1 (mdd 2)

x=2 (mod 4)

En este caso los modulos no son primos relativos. De la primera ecuacion se obtiene que x es
un numero impar y de la segunda que es un niimero par, luego el sistema no tiene solucion.
U

Ejercicio. 9.28.
Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones en congruencias:

x=3 (méd 6)
x=1 (méd 4)
2x=1 (méd 5)
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SOLUCION.
x=3 (méd 6)
x=1 (mod 4)
2x=1 (méd 5)
. x=3 (mod 6) .
Intentamos resolver el sistema ~ . . Para ello observamos que toda solucion a
x=1 (mod 4)

la primera ecuacion es de la forma x = 6k + 3 luego se puede escribir como x = 3(2k + 1),
y como esto es para cualquier valor de k. Si introducimos este valor en la segunda ecuacion
resulta:

32k+1)=1 (mdd 4)

2k+1=3 (mdd 4)

2k=2 (mdd 4)
Luego k es un numero impar, esto es, de la forma k = 2h + 1, para cualquier valor de h. Las
soluciones al sistema son de la forma x = 3(2k+ 1) = 3(2(2h+ 1) + 1) = 12h + 9, esto es:
x=9 (méd 12).

Ahora abordamos la resolucion del sistema " 5_9 (mOO} 12)
2x=1 (mdéd 5)

y como 12 y 5 son primos relativos, la solucion es:

9=9(12x (—2)+5%x5)=9x5x5 (méd 12)
3=3(12x (-2)+5x%x5)=3x12x (—2) (méd 5)
X=9x5x5+3x12x (—2)=225—-72=153=33 (méd 60)

La solucién es x =33 (mdd 60). O

Ejercicio. 9.29.

Tres granjeros dividen en partes iguales el arroz que han cultivado en comun. Fueron a mer-
cados diferentes en los que se usaban medidas de peso diferentes: en un lugar era de 7 kilos,
en otro de 15 kilos y en el tltimo de 19 kilos. Cada uno vendio todo lo que pudo en medidas
enteras en sus respectivos mercados y a la vuelta al primer granjero le sobraban 6 kilos, al
segundo 11 y al tercero 14. ;Cudnto arroz habian cultivado?

. XxX=9
, 0 equ1valentemente x=3

(méd 12)
(méd 5) }

SOLUCION. Si llamamos X al niimero de kilos que arroz que corresponde a cada granjero
resulta que tenemos las siguientes relaciones:

X=6 (méd7)

X=11 (mdd 15)

X=14 (mdd 19)
Luego la cantidad de arroz que han cultivado es 3X. Para calcular el valor de X basta resolver
el sistema anterior.

X=6 (méd7)
X=11 (méd 15

X=(6x15+11x7x(-2))=-64=41 (mdd 105).

El sistema ) } tiene como solucion
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X =41 (mdéd 105)
X=14 (mdéd 19)
1=2x105—-11 x 19, la solucion es:

Entonces resolvemos el sistema }, como se tiene la identidad de Bezout

X = (41 x (=11) x 19+ 14 x 2 x 105) = —5629 = 356 (méd 1995).

Entonces X = 356 + 1995\ y por tanto la cantidad de arroz es: 1068 + 5985\ d

Ejercicio. 9.30.
Calcula el resto de dividir 422599 entre 7.

SOLUCION. Severificax® =1 (mdd 7) para cada niimero entero x, entonces podemos pro-
ceder como sigue:

1000 = 6 x 166 + 4,
4225 =7 x 603 + 4

42251000 = 42256%166+4 = 49956x16649954
= (4225%)1664225% = 42254
=44 = (42)2
=22 =4 (méd7)

Ejercicio. 9.31.
Calcula el numero de divisores positivos de 120.

SOLUCION. Escribimos la factorizacion en primos de 120:

120
60
30
15
5

1

O W

120=2%3.3.5

Entonces cada divisor positivo de 120 se escribe en la forma 2% - 3% . 5¢, siendo 0 < a < 3,
0 <b<1y0 < ¢ < 1. Por tanto tenemos en total 4 x 2 x 2 = 16 divisores positivos de
120. U
Ejercicio. 9.32.

Demuestra que si p es un numero primo, entonces /p es irracional. Como aplicacion, de-
muestra que /75 es irracional.
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SOLUCION. Supongamos que ,/p es un nimero racional, esto es, una fraccién de dos nime-
ros enteros, sean estos ay b. Podemos suponer que la fraccion ‘—g es irreducible, esto es, ay b
son primos relativos. Entonces tenemos:

VP =

STEN

Elevando al cuadrado se tiene p = %2, y por tanto
pb* = a*.

Este nimero entero tiene una factorizacion tnica en enteros primos positivos, pero si conta-
mos estos numeros primos vemos que en la derecha tenemos un namero pary enlaizquierda
un numero impar, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto la suposicion hecha no es cierta,
esto es, ,/p no puede ser un numero racional. O

Ejercicio. 9.33.
Calcula las soluciones en 7 de la ecuacion

2X+3Y="7.
SOLUCION. La identidad de Bezout para 2 y 3 se puede escribir: (—1) x 2 + 3 = 1, y como
el maximo comun divisor de 2y 3 es 1, entonces la ecuacion tiene solucion. Una solucion se
calcula a partir de la identidad de Bezout.
7=7(-1)x2+3)=(=7) x2+4+7x3,

por tanto una solucién es: X = —7, Y = 7. Para determinar el resto de las raices recordemos
que si el par a, b es otraraiz, entonces 2 x (—7) +3 x 7 = 2a+ 3b, y se tiene

2(a+7)=3(7—b).

Portanto3 | a+7,luegoa = -7 +3\y2 | 7 — b, luego b = 7 + 2u, que al sustituirlos en la
ecuacion nos da:

7=2(=7+43\) +3(7+2u) =
2X (=) 4+2x3X+3x74+3x2u=7+2x3(A+p),

de donde A + i = 0 yla solucion general es:
a=-7+3\, b=7-2\

t
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Ejercicio. 9.34.
Calcula las soluciones en 7 de la ecuacion

6X + 10Y = 16.

SOLUCION. Como laidentidad de Bezoutde 6y 10es: 2 = 2x6—10, resulta que 2 dividea 16y
la ecuacion tiene solucion. Al dividir por el maximo comun divisor obtenemos una ecuacion
que tiene las mismas soluciones que la original: 3X +5Y = 8. Una soluciones X =1e Y =1,
entonces el resto de las soluciones se obtienen como los pares: X =1 —5¢, Y =1 + 3¢. O

Ejercicio. 9.35.
Demuestra que el conjunto de los ntimeros primos es infinito.

SOLUCION. Ver las notas de clase. O
Ejercicio. 9.36.

Encuentra un ntimero entero cuyo resto al dividirlo entre 5 sea 3 y que al multiplicarlo por 3
y dividirlo entre 4 dé resto 1.

SOLUCION. Llamamos X a este nimero entero, entonces verifica: X = 3 (mdd 5) por la
condicion “el resto al dividirlo entre 5 es 3z se verifica: 3X =1 (mdéd 4) por la condicién “al
multiplicarlo por 3 y dividirlo entre 4 da de resto 1”Tenemos pues que resolver el sistema de
congruencias:

X=3 (méd 5)

3X=1 (mdd 4)}
que es equivalente a este otro:

X=3 (méd 4)
Una solucién es X = 3, y el resto de las soluciones son de la forma 3 + 20\. O

X=3 (méd 5)}

Ejercicio. 9.37.

Un cocinero de un barco pirata relatéo como habia conseguido las dieciocho monedas de oro
que llevaba: Quince piratas atacaron un barco francés. Consiguieron un cofre lleno de mone-
das de oro. Las repartieron en partes iguales y me dieron las cinco que sobraban. Sin embargo,
tras una tormenta murieron dos de ellos, por lo que los piratas juntaron todas sus monedas y
las volvieron a repartir. A mi me dieron las diez que sobraban. Por tiltimo, tras una epidemia
de peste murieron cinco de los piratas que aiin quedaban en pie, por lo que los supervivientes
repitieron la misma operacion.

Sabiendo que en el cofre no caben mas de dos mil quinientas monedas, ;cudntas monedas
contenia el cofre?

SOLUCION. Esta claro que el grupo de facinerosos le dio las 18 monedas en tres momentos
distintos, siendo las cantidades 5, 10 y 3 respectivamente. Si llamamos X a la cantidad de
monedas que habia en el cofre, se verifican las siguientes relaciones:
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(1) X =5 mod 15, ya que al repartir entre dieciocho sobraron cinco monedas.

(2) X—5=10 (mdd 13), ya que desaparecieron dos piratas y el cocinero tenia cinco mo-
nedas en su bolsillo que evidentemente no compartia con los facinerosos.

(3) X—15=3 mod 8, ya que desaparecieron cinco piratas mas y el cocinero ya tenia en su
poder quince monedas.

Si escribimos estas ecuaciones en un sistema tenemaos:

X=5 mod 15
X—-5=10 (méd 13)
X—-—15=3 mod 8

que podemos escribir como:

X=5 mod 15
X=2 (méd 13)
X=2 mod38

La solucion de las dos ultimas ecuaciones es: X = 2 (mdd 104), entonces tenemos que re-

solver el sistema
X=5 mod 15 }

X=2 (méd 104)

La identidad de Bezout para 15y 104 es: 1 = 7 x 15 — 104, entonces una solucion es: 5 x
(—104) +2 x 7 x 15=-310= 1250 (mdd 1560).

El niimero de monedas del cofre era: 1250. O

Ejercicio. 9.38.
Resuelve la ecuacion en congruencias

¥ —3x+3=0 (méd7)

SOLUCION. Damos a x todos los valores posibles:

x ¥ —-3x+3=0 (méd?7)
0 3
1 1
2 1
3 3
4 0
5 6
6 0
Por tanto las raices son: x =4y x = 6. O
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Ejercicio. 9.39.
Resuelve el sistema de ecuaciones en congruencias

5x—7y=9 (mdd 12)
2x+3y=10 (méd 12)

SOLUCION. Planteamos el sistema y hacemos las transformaciones necesarias para reducir-
lo:

5x-7y=9 (mdd 12) X—5x7y=5x%x9 (mdd 12)

2x+3y=10 (méd 12) 2x+3y=10 (méd 12)

2(9-y)+3y=10 (mod 12)}

X+y=9 (mdd 12)
2x+3y=10 (méd 12)

6—2y+3y=10 (méd 12)} y=4 (mod12)}
Entoncesx=9—-y=9-4=5 (mdd 12). O

Ejercicio. 9.40.
Calcula todas las soluciones en Z de la ecuacion

35X + 45y + 55z = 60.

SOLUCION. Es claro que podemos dividir todos los coeficientes por 5 y obtener una ecuaciéon
que tiene las mismas soluciones que la original, asi que nuestra ecuacion de partida va a ser
7x+9y+ 11z = 12.

Suponemos que 11z es un valor constante, entonces podemos considerar la ecuacion en las
indeterminadas x e y siguiente: 7x + 9y = 12 — 11z. Esta ecuacion la sabemos resolver; si
consideramos la identidad de Bezout de 7y 9: 1 = 4 x 7 — 3 x 9, entonces se verifica:

(12-112)4 x 7— (12— 112)3 x 9 = 12 — 11z,

y por tanto una solucién es: x = (12 — 11z)4 =48 —44zey = —(12 — 11z)3 = —36 + 33z. Para
obtener el resto de las soluciones tenemos que utilizar un nuevo parametro ¢, asi que éstas
seran:

x=48-44z—-9t e y=-36+33z+7t.

Observar que entonces las soluciones de la ecuacion original dependen de dos parametros,
y que éstas son:

x =48 —44s — 9¢, y=-36+33s+7t 'y z=s.
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Ejercicio. 9.41.
Calcula las soluciones en 7 de la ecuacion

6x+ 9y + 15z="7.

SOLUCION. No tiene solucion ya que el miembro de la izquierda es siempre mdltiplo de 3 y
el de la derecha es siempre 7 que no es multiplo de 3. O

Ejercicio. 9.42.
Calcula las soluciones en Z de la ecuacion

6x+ 10y + 15z = 7.

SOLUCION. La ecuaciéon 6x + 10y + 15z = 7 la podemos escribir como 6x + 10y = 7 — 15.
Observar que el miembro de la derecha es siempre par, y que para que el miembro de la
izquierda sea par es necesario y suficiente que z sea impar. Suponemos entonces que z =
2h+ 1 para h € Z, entonces la ecuacion se escribe:

6x+ 10y =7 —15(2h+ 1) = —2(15h + 4).

laidentidad de Bezout para6y 10 es: 2 = 2 x 6 — 10, entonces una solucion de la ecuacion se
puede obtener de la igualdad:

—2(15h + 4) = —(15h + 4)2 x 6 + (15h + 4)10,

esto es, una solucion de la ecuacionen xe yes: x = —(15h+4)2 = —30h—8e y = 15h + 4. El
resto de las soluciones de esta ecuacion en xe yson: x = —30h —8 — 9te y = 15h + 4 + 6¢.

Si introducimos ahora el valor de z resulta que tenemos todas las soluciones de la ecuacion
original:
x=-30h—-8 - 91, y=15h+4+6t, y z=2h+1.
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10. Introduccion

Ejercicio. 10.1.
Demuestra que los ideales del anillo 7 son todos del tipo nZ = {nx | x € Z}, paran € Z
entero no negativo.

SOLUCION. Es claro que para cada n € Z se verifica nZ = (—n)Z es un ideal de Z.

Reciprocamente, sea I C Z unideal. SiINN = {0}, entonces I = {0} = 0Z.Si INN # {0}, sea
n e (INN)\ {0} minimo, entonces nZ C I,y si s € I, al dividir s por nsea s = nq + r, se tiene
r=s—nq € I,y porla minimalidad de 7 se tiene r = 0. En consecuencia cada elemento s €
se escribe como ngq, esto es, I C nZ. U

Ejercicio. 10.2.
Demuestre que Z es el tinico subanillo de Z.

SOLUCION. Es facil; como cada subanillo ha de contener al 1, resulta que debe contener a
todo elemento de Z. O

Ejercicio. 10.3.
Dado n € N\ {0,1}, el anillo Z, = Z/nZ tiene exactamente n elementos, cada uno de los
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cuales tiene un tinico representante x verificando 0 < x < n.

SOLUCION. Dado un elemento [a] de Zj, si se divide a por n, sea por ejemplo a = nq + r,
entonces [a] = [r], y por tanto cada elemento de Z, tiene un representante x tal que 0 < x < n.
Si[x1] = [x] y0 < x1, X2 < n, entonces x; — xp es un multiplo de n. Se tiene 0 < x, < n, luego
—n< —x; < 0ysumando con 0 < x; < nsetiene —n < x; — x < n. Pero el inico multiplo
de n que verifica esta condicion es 0. Entonces x; — x, = 0 yresulta x; = x;. O

Ejercicio. 10.4.

En el anillo Zg determina los elementos que tienen inverso, comprueba que son aquellos que
tienen un representante primo relativo con 8, y los que son divisores de cero, comprueba que
son aquellos que no son primos relativos con 8.

Utilizando la identidad de Bezout para nimeros enteros generaliza este resultado al anillo
Zn, ne N\ {0,1}.

SOLUCION. Los elementos que tienen inverso son: 1, 3, 5, 7. Cada uno es inverso de si mismo.
Los divisores de cero son: 0, 2, 4, 6.

Dado [a] € Z, consideramos la identidad de Bezout para ay n, sea: d = aa + ng.Sid = 1, al
tomar clases se tiene:
[1] = laa + nf] = [d][a] + 0 = [d][a],

luego [4] tiene inverso. Reciprocamente, si [g] tiene inverso, existe [b] tal que [a][b] = [1], y por
tanto 1 — ab es u multiplo de n, sea 1 — ab = n\. Se tiene: 1 = ab + n), y por tanto ay n son
primos relativos ya que en este caso d divide a 1.

Hemos probado que un elemento [a] tiene inverso si y solo si ay n con primos relativos.
Si [@] no tiene inverso, entonces ay nno son primos relativos, luego d # 1. Se verifica a = d\;

y n = d); para A\, \» € Z. Entonces se verifica: [a][\2] = [d\ 2] = [n\] = 0, y ademas
[A2] # 0, ya que Ay es un divisor propio de n. O
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11. Anillos de polinomios

Ejercicio. 11.1.
Tomamos A = Zg y p(X) = X? + 5X, tenemos p(X) = (X + 3)(X + 2) = X(X + 5), entonces
raices de p(X) son 0, 1, 2 y 3, sin embargo X(X + 5)(X + 3)(X + 2) no divide a p(X).

SOLUCION. Esinmediato. O

Ejercicio. 11.2.
Se considera el polinomio p(X) = X* + X3 — X?> —4X — 1 € Z[X]. Si llamamos Y = X — 1,
escribir el polinomio p(X) en funcion de la indeterminada Y.

SOLUCION. Hacemos el desarrollo de Taylor para a = 1 y obtenemos:

P =Ly PRA(X - o) ;
—p(1)+ D’+”<X—1>+—DZZ“><X—1> DR Ox 1) 4 PR (1t
BOVNTE SNSRI

Tenemos entonces que p(X) = esiguala g(Y) = 24Y* +5Y3 + 8Y2 + Y — 4. O

Ejercicio. 11.3.
SeaZ[Vv2] = {a+ bv2 | a,bc Z}. Demuestra que Z[v/2] es un dominio de integridad y que
1 + /2 es una unidad en Z[v/2).

SOLUCION. Para ver que es un dominio basta ver cuando al multiplicar dos elementos el
resultado es cero:

(a+ bV2)(c+ dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V2

Si multiplicamos ahora por ¢ — dv/2, entonces tenemos:

(a+ bv2)(c+ dv2)(c— dv2) = (a+ bV2)[( — 2d?) + (cd — dc)V/2)
= (a+bV2)[ - 2.

Como @ — 2d? # 0si ¢+ dv2 # 0, entonces si a+ bv2 y ¢ + dv/2 son no nulos, también su
producto lo es.

Para ver que 1 + /2 es una unidad (=invertible), supongamos que x + yv/2 es su inverso,
entonces se tiene:

(1+V2)(x+yV2) = (x+2y) + (y+ x)V2 =1,

luego x + 2y = 1 e y+ x = 0. La tnica solucion es x = —1, y = 1. Para comprobarlo hacemos
el producto:

(14+V2)(-1+V2)=(-1+2)+(1-1)V2=1.
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Ejercicio. 11.4.
Determina los divisores de cero y las unidades de Z>.

ylas unidades o elementos invertibles son aquellos que tienen un representante que es primo
relativo con 12, en este caso:

1,5, 7y1l. O
Ejercicio. 11.5.

Demuestra que todo dominio de integridad con un nimero finito de elementos es un cuerpo.

SOLUCION. Si D es un dominio de integridad; el producto de dos elementos no nulos es
siempre no nulo, y es finito, para cada elemento no nulo a € D consideramos la aplicacion:

Aa: D — D A:a(x) = ax

para cada x € D. Vamos a comprobar que )\, es una aplicacion inyectiva. Si A\4(x) = Ag(y),
entonces ax = ay, y como D es un dominio de integridad y a # 0, resulta que x = y.

Si )\, es inyectiva, como D es finito, resulta que también es sobreyectiva, luego una biyeccion.
Entonces existe un elemento b € Dtal que \,(b) = 1, esto es, ab = 1 y por tanto a es inverti-
ble. O

Ejercicio. 11.6.
Calcula (2X3 4 3X? + 1)(X? + 2X + 3) en Zg[X)].

SOLUCION. Hacemos el desarrollo del producto y luego reducimos médulo 6, esto es,

(2X3 +3X%2 +1)(X? +2X + 3)
=2X° +4X* +6X3 +3X* +6X3 +9X%2 + X2 +2X+3
=2X° + 7X* +12X3 + 10X? +2X + 3

Ahora reducimos moédulo 6 cada uno de los coeficientes y obtenemos:
2X° + X+ 4X% +2X + 3,

que es la solucion. O

Ejercicio. 11.7.
Calcula el cociente y el resto de dividir 2X* + 3X3 + X? + 6X + 1 entre 3X? + 1 en Z7[X].
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SOLUCION. Por simplicidad escribimos a en vez de @, siendo 0 < a < 7.
Hacemos la division en Z; en la forma usual. Para esto tenemos que saber que 3~! =5
2X* +3X3 + X2 +6X +1 13X2 +1
[
—(2X* +3X?) 5x2X>+5x3X+5x5
3X% +5X* +6X + 1 3X2+ X+ 4
—(3X3+X)
5X*+5X+6X+1
—(5X% +4)
5X+4
La division euclidea es:
2X4 4 3X3 + X2 +6X+1=(3X*+1)(3X*>+ X +4) +5X + 4.
O
Ejercicio. 11.8.
Calcula un maximo comun divisor de a(X) y b(X) en los siguientes casos:
(1) a(X) = X*+2X%2 +1,b(X) = X* — 1 en Q[X].
2) a(X) = X*+2X% +1,b(X) = X? + 2 en Z3[X].
SOLUCION.
(1) La divisiones euclideas son:
XA42X2+1=(X*—1)x14+2(X2+1);
Xt -1=(X2+1)(X-1).
Luego m. c.d.{a(X), b(X)} = X? + 1, el tltimo resto no nulo.
(2) Esigual.
O

Ejercicio. 11.9.
Demuestra que que la ecuacion

(Xt 42X+ )X+ (X -1y =3Xx3+3X
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tiene solucion en Q[X], y halla una solucion.

SOLUCION. Tenemos:

(Xt 4+2X2 + )X + (X* - 1)Y =3X3 +3X
(X2 + 12X + (X2 +1)(X2 - 1)Y =3X(X2 +1)

y simplificando por X? + 1 tenemos:
(X +1)X + (X*-1)Y =3X

La identidad de Bezout es: (X? + 1) — (X? — 1)3 = 1, luego una solucion se obtiene de la
igualdad:

(X2 4+1)=— — (X2 -1)= =3X,
estoes, ¥ =& yy = 3£
Para calcular la solucion general, sea «,  otra solucion.

Entonces se verifica:

(X2+1) (a3 +X2-1) (B+3f) =0,

(X241 (a-%)=-x*-1) (B+%) =0,

que es la solucion general. O
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12. Raices de polinomios

Ejercicio. 12.1.
Considerar el polinomio p(X) = X° + 1 € Zs[X], probar que tiene una raiz de multiplicidad
cinco pero que su derivada es igual a cero.

SOLUCION. Es claro que p(X) = (X + 1)°, luego —1 es una raiz de multiplicidad cinco de
p(X). Sin embargo Dp(X) = 0, y el Teorema no es aplicable. O

Ejercicio. 12.2.
Calcula las raices en Zs del polinomio X + X + 4.

SOLUCION. Basta probar con cada uno delos elementos de Zs. Sillamamos p(X) = X?>+X+4,
tenemos:

x;  p(x)

0;  p(0)=4+#0;
L p(l)=1#0;
2; p2)=0;

3 pB)=1

4; p(4)=4+#0.

Entonces una raiz es x = 2; en este caso el polinomio p(X) se escribe:
pPX) =X+ X+4=(X-2)(X+3)=(X+3)?=(X-2)7>
Luego las dos raices son: x = 2 y x = 2, una raiz doble. O

Ejercicio. 12.3.
Calcula las raices en Z del polinomio X* — X3 + X? — X — 10.

SOLUCION. Las posibles raices son los divisores en Z de 10, estoes: 1,2,5,10y -1, -2, -5y -10.
Basta probar a ver si alguna de ellas es una raiz. Si llamamos p(X) = X* — X3 + X? — X — 10,
tenemos:

X, p(x)

1 p(l) = —10 #0;

2;  p(2) =0;

5 p(5) =510 # 0;
10;  p(10) = 9080 + 0;
-1 p(=1) = -6 #0;
—2; p(=2)=20#0;
=5, p(=5) =770 #0;

~10; p(—10) = 11100 # 0;

Unaraiz es: x = 2. Esta raiz proporciona la factorizacion: p(X) = (X - 2)(X3 + X?> +3X +5),y
el polinomio X3 + X? + 3X + 5, que no tiene raices en Z, luego es irreducible. O
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Ejercicio. 12.4.
Calcula en Q[X] el resto de dividir

(1) X’ +X%2+1entreX —1,
(2) X"+ 1entre X — 1.

SOLUCION.

(1) Elresto es: 3.
(2) Elresto es: 2.

U
Ejercicio. 12.5.
Calcula en Zs[X] el resto de dividir X" + 2 entre X + 4.
SOLUCION. Como 4 es igual a —1 en Zs, tenemos que el resto es igual a 3. O

Ejercicio. 12.6.
Demuestra que el polinomio X" + 1 no tiene raices multiples en R.

SOLUCION. Para que tenga raices multiples, el polinomio y su derivada deben de tener una
raiz comun, si esta raiz es o, resulta que X — o divide a X,, — 1 ya nX"*"!, que es su derivada.
Pero la tinica raiz del tltimo polinomio es 0, que no es raiz de X" — 1. Luego el polinomio no
tiene raices multiples. O

Ejercicio. 12.7.
Determina cudles de los siguientes polinomios tienen raices multiples en C.

(1) X3 -3X%2+3X-1,
2) X3+ X%+1,
Q) X*+X3+X2+X+1.

SOLUCION.

(1) Llamamos p(X) = X® —3X? + 3X — 1, suderivada es: p/(X) = 3X? — 6X + 3. Se tiene las
factorizaciones: p(X) = X3 -3X?+3X—1 = (X—1)(X2-2X+1)yp/(X) = 3(X?-2X+1),
resulta que m. c. d.{p(X), p'(X)} = X?> — 2X + 1, entonces cualquier raiz de X*> — 2X + 1
es doble de X3 — 3X? + 3X — 1. La tinica raiz de X*> — 2X + 1 es X = —1, que es una raiz
doble, luego X = —1 es una raiz triple de X3 — 3X? +3X — 1.
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(2) Llamamos p(X) = X3 + X2 + 1, su derivada es: p/(X) = 3X? + 2X, y las raices de p/(X) =
3X(X + %) son: X = 0, X = —2. Como ninguna es raiz de p(X), resulta que p(X) no tiene

raices multiples.

(3) Llamamos p(X) = X*+ X3 + X2+ X+ 1, suderivada es: p/(X) = 4X3 +3X? + 2X + 1. Para
ver si tiene raices comunes con p(X), calculamos el maximo comun divisor de p(X) y

P(X).

X +X+X+X+1

=(4X3 +3X2 +2X + 1)(£ + %)+

4X3 +3X%2+2X+1

— (3 48X 4 15y 16— 64X) , 16,

5X 15.
+3X 4B

entonces p(X) y p/(X) no tienen raices comunes, ya que son primos relativos, pues su

maximo comun divisor es 1. Por tanto p(X) no tiene raices multiples.

Ejercicio. 12.8.

(*) Encuentra todas las raices de X* — 1 en Zg[X].

SOLUCION. El mejor método es evaluar X? — 1 en todos los elementos de Zg:

NI

p(x)
p(0) =7 #0;
p(1) = 0;
p(2) =3 #0;
p(3) =0#0;
p(4) =7#0;
p(5) =0#0;
p(6) =3 #0;
p(7) =0 # 0;

0

entonces las raices son: X = 1,3,5,7. Observar que tiene cuatro raices, y que se verifica la

igualdad:

Ejercicio. 12.9.
Calcula un polinomio a(X) en Q[X] tal que a(2) =0, a(l) = -2, a(3) = 1ya(-1) = 2.

X2-1=(X-1)(X-7)=(X-3)(X-5).
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SOLUCION. Basta aplicar la férmula de interpolacion de Lagrange:

a(X)
_ XXX (x-z)(x-s;)(x+1)(_2)jL (X—2)(X—1)(X+1)
(271)(273)(z+12 (1-2)(1-3)(1+1) (3-2)3-1)(3+1)
(X—2)(X—1)(X—3)

R ) T e ey

(X*-5X+6)(X+1), (X—2)(X?—1) |, (X*—5X+6)(X—1)
= 1 2+ “mea T e 2

_ X3—4X’4X+6 + X3—2X?—X+42 + X3—6X>+11X-6
2 8 —12

Ejercicio. 12.10.
Calcula un polinomio a(X) en Zs|X] talque a(2) = 1, a(3) =2 ya(4) = 1.

SOLUCION. Podemos hacerlo calculando un polinomio p(X) en Q[X] tal que p(2) = 1, p(3) =
2yp4) =1

El polinomio p(X) es:

(X=2)(X-4) | (X—
3

2
PO =Gz T o a2t @z

_ X% 7X+12 | X*-6X48 X>—5X+6
= 2 + 5= 2+

=X’ +6X-7.

Como p(X) es un polinomio con coeficientes en Z, podemos reducirlo médulo 5 y obtenemos
el polinomio a(X) = —X? + 6X — 7 = 4X? + X + 3. Este polinomio satisface las condiciones
que aparecen en el enunciado. O

Ejercicio. 12.11.
(*) Comprueba que los polinomios X® + X?> + X + 1 y X?> 4+ 2X + 1 determinan la misma
aplicacion f : 73 — Zs.

SOLUCION. Vamos a calcular cual es la imagen de cada elemento de Z3 por cada uno de los
polinomios. Llamamos p(X) = X3 + X2 + X+ 1y g(X) = X? + 2X + 1.

x | px) | qk)
0 | 1 1
1|1 1
2 | o 0

g
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13. Polinomios con coeficientes en 7

Ejercicio. 13.1.
Calcula todos los polinomios irreducibles de grado dos en Z;[X|

SOLUCION. Un polinomio de grado dos en Z, se escribe en la forma aX? + bX + ¢ con el
coeficiente lider a no nulo. Podemos suponer que a es igual a 1. Entonces los polinomios,
con sus posibles descomposiciones son:

Polinomio Descomposicion
X? XX

X2 +1 (X +1)(X+1)
X2+ X X(X+1)

X2+ X+1 irreducible.

Ejercicio. 13.2.
Demuestra que el polinomio X* + X + 1 es irreducible en 7| X].

SOLUCION. Es claro que no tiene raices en Z,. Ademas, el tnico polinomio irreducible de
grado dos en Z[X] es X? + X + 1y éste no es un factor, luego tenemos el resultado. d

Ejercicio. 13.3.
Demuestra que los polinomios X* + 1, X3 + X + 1 y X* + 2 son irreducibles en Z[X]

SOLUCION. X2 + 1 no tiene raices, luego es irreducible.

X3 + X + 1 no tiene raices, luego es irreducible.

X* 4 2 no tiene raices, pero esto no nos asegura que sea irreducible, pues podria ser un pro-
ducto de dos polinomios irreducibles de grado dos. Las raices en C son: v'2, iv/2, —v/2y —iv/2.
Como consecuencia en C el polinomio se escribe:

X 42 = (X —V2)(X - iV2)(X+ V2)(X + iV2).

Por lo tanto un factor de grado dos sera el producto de dos de estos polinomios de grado uno,
pero como ninguno de ellos pertenece a Z[X], tenemos que es irreducible.

(X — V2)(X — iv2) = X2 — (V2 + iv2)X + iV/2,
(X - V2)(X+v2) = X? - V2,
(X = V2)(X +iv2) = X2 — (V2 — iv2)X — iV2.

Otro método es aplicar el criterio de Eisenstein para el namero primo 2 y utilizar que el poli-
nomio es primitivo. 0
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14. Ciriterios de irreducibilidad de polinomios

Ejercicio. 14.1.
El polinomio p(X) = X3 + X? + 15 es irreducible en Z[X].

SOLUCION. Consideramos la proyeccién candénica Z — Z, y el homomorfismo inducido
entre los anillos de polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X3 + X% + 1, ya que
f(p(X)) es irreducible en Z;|X], resulta que p(X) no puede descomponerse en Z[X]. O

Ejercicio. 14.2.
El polinomio p(X) = X* + 2X3 4+ 7X? — 4X + 5 es irreducible en Z[X].

SOLUCION. Consideramos la proyeccion candnica Z — Z; y el homomorfismo inducido
entre los anillos de polinomios f : Z[X] — Z,[X]. Entonces f(p(X)) = X* + X? + 1, que
admite la descomposicion (X? 4+ X + 1)?, luego no es irreducible en Z,[X]. Consideramos la
proyeccion canonica Z — Zs y el homomorfismo inducido entre los anillos de polinomios
g : Z|X] — Z3[X]. Entonces g(p(X)) = X* +2X3 + X2 4+ 2X + 2, que admite la descomposicién
(X + 1)(X3 + X2 + 2), luego no es irreducible en Z3[X]. Uniendo los dos resultados obtenidos
tenemos que p(X) es irreducible en Z[X]. Ya que una posible descomposicion en irreducibles
en Z[X] induce una descomposicién en Z,[X], con lo cual la descomposicién en Z[X] seria
en producto de dos polinomios de grado dos. Y esa misma descomposicién induce en Zs[X]
una descomposicion en producto de polinomios de grado como maximo dos, lo que es una
contradiccion con la descomposicion que hemos hallado en Z3[X]| como un producto de un
polinomio de grado uno y un polinomio de grado tres. O

Ejercicio. 14.3.
Probar, utilizando el criterio de Eisenstein, que el polinomio X* + 2X3 + 2X? + 2X + 2 es
irreducible.

SOLUCION. Esinmediato. O

Ejercicio. 14.4.
Estudiar si es reducible en Z[X] el polinomio p(X) = X" — 2X% + 3X% —2X3 + 6X2 —4X + 4,
silo es, encontrar una descomposicion en irreducibles.

SOLUCION. Ya que el grado es siete, resulta que s = 3. Consideramos esta vez tres elementos
deZ:ay=—-1,a; =0,a, = 1.

Valoramos p(X) en a; obteniendo: p(ay) = 10, p(a;) = 4, p(az) = 6.

Consideremos los divisores dy = 2, dy = 1, dp = 2.

14 de enero de 2007 Curso 2006—-2007



SEC. 14. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD DE POLINOMIOS 63

Construimos el polinomio de interpolacion de Lagrange

X(X—1) X+DX-1) , (X+1X

C1-0)(—1-1)  0+D0-1) " <1+1)(1—0):XZ+1'

q(X) =2
Y resulta que X? + 1 es irreducible y es un divisor de p(X):

p(X) = (X* +1)(X° —2X* +2X3 4 2X% — 4X + 4)

Estudiamos ahora el polinomio py(X) = X° — 2X* +2X3 + 2X? — 4X + 4. Ya que su grado es
cinco, resulta que s = 2. Consideramos tres elementos de Z: ap = —1, a; = 0, a, = 1.

Valoramos p»(X) en a; obteniendo: p»(ay) = 5, p2(a1) = 4, p2(az) = 3.
Consideremos los divisores dy = 5, d; = 2, dy = 1.

Construimos el polinomio de interpolacion de Lagrange

o X(X-1) (X+1)(X-1) X+1X
TS TP ne-n Taenn -0
5

:EX(X—I)—Z(xz—l)+%(X2+X):

1
= Z(ZXZ —4X+4)=X>-2X+2.
Y resulta que X? — 2X + 2 es irreducible y es un divisor de p»(X):
p(X) = (X2 —2X 4+ 2)(X3 +2).

Ya que el otro factor es irreducible, resulta que hemos obtenido una descomposicion en irre-
ducibles de p(X) en la siguiente forma:

pX) = (X2 +1)(X? —2X +2)(X>+2).
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15. Relaciones de orden

Ejercicio. 15.1.
Dibuja el diagrama de Hasse de (D(20), |).

(1) Dado B = {4,10,2}, encuentra sus elementos notables.

(2) Encuentra los elementos minimales de C = D(20) \ {1}. (D(20) — {1}).

SOLUCION. Tenemos que D(20) es el conjunto de todos los divisores de 20, esto es: D(20) =
{1,2,4,5,10,20}. El diagrama de Hasse de D(20) es:

20
4/ \10
el
2 5
N/
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(1).
Dado B = {4, 10,2}, tenemos:

Elementos maximales: {4,10};
Maéximo; no tiene;

Cotas superiores: {20};
Supremo: 20.

Elementos minimales: {2};
Minimo: 2;

Cotas inferiores: {2, 1};
Infimo: 2

(2). Los elementos minimales de D(20) \ {1} son: {2, 5}. O

Ejercicio. 15.2.

Dibuja el diagrama de Hasse de P({a, b, ¢, d}). Encuentra los elementos minimales y maxi-
malesdeP({a, b, c,d}) \ {0,{a,b,c d}}.

SoLUCION. El diagrama de Hasse es:
& {ab,c d

{a,b,cH{a,b,dfa,c d{b,c, d}
{a,b}{a,c}{a,d{b, c}{b,d}{c,d}

{ay  {by {c} {d}

Los elementos minimales de P({a, b, c,d}) \ {0, {a, b, c,d}} son: {a}, {b}, {c} y {d}. Los ele-
mentos maximales son: {a, b, c}, {a, b,d}, {a,c,d} y{b,c, d}. O
Ejercicio. 15.3.

Consideramos en R la siguiente relacion binaria: a <., b siy solo si a < b. Supuesto definido
< ex €n R definimos < ,, enR" de la siguiente forma: (ay, . .., an) <o (b1, ..., by) siysélo
sial < b1 0] (g = bl Y((lg, ey an) lex (bg, RN bn))

(1) Demuestra que para todo n € R, (R" <) es un conjunto ordenado. A dicho orden se
le denomina orden!lexicogréfico.
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(2) Demuestra que si (ay,...,a,) < (by,...,by) (con el orden producto en R"), entonces
también (ay, ..., an) <jex (b1, ..., by).

(3) Demuestra que <, es un orden total.

SOLUCION.

(1) Esclaro que verifica la propiedad reflexiva. Para comprobar la propiedad antisimétrica,
sea (ay,...,an) =y (b1,...,by), entonces existe i < ntal que ay = by, ..., a; = b;
Y aiy1 < biyq 0 bien a; = b; para todo j = 1,...,n; en el segundo caso es claro que
(a;); = (b;);; en el primer caso si ademas (b;); < (a;); entonces se verifica también
b;i,1 < a;j1, 1o que es una contradiccion. la propiedad transitiva se deja como trabajo al
lector.

(2) Si (a;); < (b;); con el orden producto, entonces a; < b; para cada indicei = 1,...,n;
como consecuencia se tiene (a;); <o (b;);-

(3) Dados dos elementos (a;);, (b;); € R", sino se verifica (a;); A (b;);, entonces para un
cierto indice i < nseverificaa; = by, ..., a; = b;y a;,1 > b;, 1, por tanto (b;); <jox (a;);-

U
Ejercicio. 15.4.
Se define la relacion binaria =<4, en R" de la siguiente forma: (ay, . . ., an) =geg (b1, - ., bn) Si
ysolosiai+---+ap < b1+---+by 0 (a1+---+an=Dbi+---+bpy(ar,...,an) Zjex (b1,...,bpn)).

(1) Demuestra que para todo n € R, (R", =4,,) €s un conjunto ordenado. A dicho orden se
le denomina orden lexicografico graduado.

(2) Demuestra que si (ay,...,a,) < (by,...,by) (con el orden producto en R"), entonces
también (ay, . .., an) Zigeg (b1, ..., D).

(3) Demuestra que = 4., €s un orden total.

SOLUCION.

(1) Lapropiedad reflexiva se verifica. Para comprobar la propiedad antisimétrica, sean (a;); = qeg
(0i)i ¥ (bi)i Zideg (a;);, entonces Y a; < ) ; by Y- b < );a; 10 que es una contradic-
cion, 6 >, a; = > bi ¥ (ai)i Ziex (bi)i ¥ (bi)i Zex (@i); 1o que implica que (a;); = (by);.

(2) Esinmediato.

(3) Esinmediato.
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U
Ejercicio. 15.5.

Sea X un conjunto no vacioy f : X — R una aplicacion. Definimos en X la siguiente relacion
binaria
x <gysiysolosif(x) < f(y).

(1) ;Qué propiedad debe verificar f para que <y sea una relacion de orden?

(2) Enelcaso particularde X = R ysipy, ..., pp sonlos n primeros primos, demuestra que
para la funcion

f(alv"wal’l):pizl Xooee Xplc’llna
<r es un orden total.

SOLUCION.

(1) Como < tiene que verificar la propiedad antisimétrica, resulta que f tiene que ser in-
yectiva, pues si x # y verifican f(x) = f(y), entonces x <¢ ye y < xy no se verifica la
prop. antisimétrica. Esta condicion que hemos visto que es necesaria es también sufi-
ciente.

(2) Como la aplicacion f : R” — R”" definida f(ai, ..., a,) = p{* x --- x pji* es inyectiva,
tenemos un orden parcial en R”". Para ver que es total, sean (a;);, (b;); € R", si (a;); %f
(b;);) entonces [, p}’ £ Hip?i, y por tanto se verifica Hip?i < [I; p{, esto es, (b;); <r
(D).

U
Ejercicio. 15.6.
Determinar todas las relaciones de orden que se pueden definir en el conjunto X = {a, b, ¢}
de manera que a < b.

SOLUCION. Veamos las siguientes situaciones segin el elemento c.

b
Ce

Caso 1. c¢no esta relacionado con ani con b. a

Caso 2. cno esta relacionado con a pero si con b. a
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Caso 3. cno esta relacionado con b pero si con a. a

Caso 4. c esta relacionado con ay b; tenemos tres posibilidades segtin las siguientes figuras.
b b c

a C b
C a a O
Ejercicio. 15.7.

Determinar todas las relaciones de orden que se pueden definir en el conjunto de cuatro
elementos X = {a, b, c, d} de manera que a < b.

SOLUCION. Sininguno de los elementos ¢, d esta relacionado con a 6 b, tenemos tres posibles
ordenes.

de b d b c b

Ce a c a d a

Si c esta relacionado con a 6 by dno lo estd tenemos nueve posibles 6rdenes, y otros cinco si
suponemos que d esta relacionado con a 6 by cno lo esta.

de b c b b c b
/I \I o d b o d C o d

c a de a a a

d b c b

C a d a c a
Si cy d estan ambos relacionados con a 6 b, tenemos, al considerar solo a, by c, cinco posibles
configuraciones:

b C b b C b
/I \[ a b C
C a a C a a

Para cada uno de éstas tenemos ocho posibles configuraciones:

o

(¢}

o o
O
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o

o

o A<

o O o 0O
o O o [ )
Q.
oo O o0 [ ey
[oh
o O
o
o8} O
[oR

o o O

Ejercicio. 15.8.
EnN x N se define la relacion:

(a,b) < (c,d) si(2a+1)2% < (2c+1)2P.

(1) Demuestra que < es una relacion de orden en N x N,

(2) Demuestra que en R x R no es una relacion de orden.

SOLUCION. Es claro que < verifica la propiedad reflexiva, tanto en N x N como en R x R.
También se verifica en ambos conjuntos la propiedad transitiva.

La propiedad antisimétrica se verifica en N x N, ya que si (a,b) < (c,d) y (c.d) = (a,b),
entonces se tiene:

(2a+1)24 < (2c+1)2y

(2c+1)2b < (2a+1)24

De aqui se deduce que (2a + 1)2% = (2c + 1)2%, y por tanto, como un factor es par y el otro es
impar, se tiene 2a+ 1 = 2c+ 1y 2% = 25, luego a = cy b = d. En el caso de R x R esto no es
cierto, ya que tenemos:

(1/2,1) = (0,0)y (0,0) < (1/2,1), pero (1/2,1) # (0,0).
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Ejercicio. 15.9.
Sea R una relacion en un conjunto X que verifica la propiedad transitiva y es irreflexiva (Vx €
X se tiene x Rx.) Se define en X una nueva relacion S mediante:

xSy six =y 0 xRy.

Demuestra que S es una relacion de orden.

SOLUCION. Es claro que S se verifica las propiedades reflexiva y transitiva. Para ver que tam-
bién verifica la propiedad antisimétrica, supongamos que xSy y que ySx, si x # y, entonces
XRy e yRx, y como R verifica la propiedad transitiva se tiene xRx, lo que es imposible al ser R
irreflexiva. Como consecuencia se tiene x = yy S verifica la propiedad antisimétrica. d

Ejercicio. 15.10.
Dada una relacion R en un conjunto X, definimos la relacién opuesta R' mediante:

(x,y) € R'si(y,x) € R.
Dadas dos relaciones Ry S en un conjunto X, definimos la composiciéon R o S mediante:
(x,y) € RoSsidze Xtalque(x,z) € Sy(z,y) € R
La relacion Diag es aquella que estd definida por Diag = {(x, x) | x € X}.
(1) Demostrar que una relacion R en un conjunto X es una relacion de orden si y solo si
RNR' = DiagyRo R=R.
(2) Demostrar que una relacion R en un conjunto X es una relacion de orden total si y solo

siRNR' = Diag, RoR=RyRUR' = X x X.

SoLuciON. HACER O
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16. Reticulos

Ejercicio. 16.1.
Demuestra que un reticulo es un conjunto totalmente ordenado si y solo si todos sus sub-
conjuntos son subreticulos

SOLUCION. Sea X un reticulo, entonces definimos una relacion de orden en X mediante a < b
siaVv b= b. Es claro que es una relacion que verifica la prop. reflexiva, la prop. antisimétrica
es también cierta, yaquesia < by b < a, entonces a = aV b = b. La prop. transitiva es
también cierta.

Si verifica la condicién del enunciado vamos a ver que es un orden total. Dados a, b € X, si
a $ b, entonces como {a, b} es un reticulo, existe el supremo de ay b, que no es igual a b, por
tanto es igual a ay en consecuencia b < a. d

Ejercicio. 16.2.
Sea f : X — Y una aplicacion. Demuestra que el conjunto

{f(S)| SCX}CP(Y)

es un subreticulo.

SOLUCION. Llamamos R = {f.(S) | S C X}. Dados A}, A, € R, sean A; = f.(S;), parai = 1,2.
Como S := §; U S, verifica:

[i(S) = fi(S1U8) = fi(S1) U fi(S2) = A1 U Ay

Podemos tomar el supremo de A; y A, igual a la union.

Para el infimo no se puede utilizar el mismo razonamiento ya que solo tenemos: f.(S1 N S,) C
f:(S1) N £i(S2). Sin embargo, dados A; = f.(S;), si tomamos A; N Ay, podemos definir S} := {s €
S1| f(s) € Ay N Az}; es facil comprobar que f.(S,°) = Ay N Ay, y por tanto podemos tomar el
infimo de A y A, igual a la interseccion. d

Ejercicio. 16.3.
Demuestra que en un reticulo distributivo (L, V, \) se verifica

(XANY)V YAV (zAX)=(xVY)A(YV2)A(zVX),

pero que esta igualdad no es cierta en el reticulo de la figura.
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SOLUCION. Basta desarrollar una de las expresiones siguiendo las propiedades del supremo
y el infimo.

(XxANY)V(YA2)V (2N X)

[(xV (yA2)A(yV (¥A2)]V(2Ax)
E(x\/y) ANXVZIANYVY)AYV2]V(zAx)
(

XVYV(ZAX)N(xVzV(zAX)AN(YVYV(zAX)AN(YVzV(zAX)
XVYVZ)AN(XVYVI)AN(XxVzZVZ)A(XV2ZVX)
ANYVYV2)AN(YVYVIXAN(YVZVZ)A(YV2VX)
(xVYVZAXVY)AN(XVZA(YV2)
(xVY)IAN(xVZ)A(YV2).

Para comprobar que esta propiedad no se verifica en el caso de la figura bata tomar x, yy z
los puntos de la fila intermedia de la figura. d

Ejercicio. 16.4.
Demuestra que todo conjunto totalmente ordenado es un reticulo distributivo.

SOLUCION. Observamos que si tres elementos x, y y z pertenecen a un conjunto totalmente
ordenado, entonces estos tres elementos forman una cadena, por ejemplo x < y < z. Estao
cualquier otra que se pueda obtener con una permutacion de los elementos x, y, x.

Falta ver que cada cadena x < y < zes un reticulo distributivo. Probar esto es equivalente a
probar que para cada ordenacion de los elementos x, y, z se verifica la relacion x A (y V z) =
(XxANY)V (XA 2z).

Casol.x<y<z
XN (yVz)=xNz=x
(XANY)V(XANZ)=xVXx=X

Caso2.x<z<y.
XN (yVz)=xANy=x
(XAY)V(XANZ)=xVXx=X

Caso3.y<x<z
XA (yVz)=xNz=x
(XANY)V(XNZ)=yVXx=Xx
Caso4.y<z<x
XN (YyVz)=xNz=2
(XAY)V(XxANz)=yVz=2z

Caso5.z<x<y.
XN(YVz)=xANy=x
(XAY)V(XNz2)=xVz=X
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Caso6.z<y<x.
XAN(YyVz)=xNy=y
(XAY)V(XNz)=yVz=Yy
O

Ejercicio. 16.5.
Sea L un reticulo complementado. Prueba que si L tiene tres o mas elementos, entonces L no
es totalmente ordenado.

SOLUCION. Si un reticulo es complementado y tiene tres o0 mas elementos, entonces consi-
deramos el subconjunto que contiene a 1, 0 y un tercer elemento, sea a. Com es complemen-
tado, existe ay es distinto de a, 1 y 0. Por tanto tenemos en L al menos cuatro elementos: 1, 0,
ay a. Es claro que a y a no son comparables, luego L no es un conjunto totalmente ordena-
do. O

Ejercicio. 16.6.
Demuestra que el producto cartesiano de reticulos distributivos es un reticulo distributivo.

SOLUCION. Consideramos el orden producto cartesiano, esto es, si L; y L, son reticulos, en
Ly x L definimos (x1,X2) < (y1,)2) six; < y;parai=1,2.

Veamos que L; x L, es un reticulo. Dados (x1,x2), (y1,)2) € L1 x L,y (21,22) € L x Ly tales
que (x1,%2) < (21,2)y ()1,)2) < (21,2), se tiene x; < z;yy; < z; luego x; V y; < z;, para
i = 1,2.Como consecuencia (x;Vyy, X2Vyr) < (21, 22). Luego (x1, X2)V(y1, ¥2) = (Xx1Vy1, X2VI»).
De la misma forma se puede probar (x1,x2) A (y1,)2) = (X1 A y1, X2 A Y2).

Asipues L x L, es un reticulo.

Para ver que es distributivo si L; y L, lo son procedemos como sigue:

Del mismo modo se puede probar la igualdad:

(x1,%2) V[0, 32) A (21, 22)] = [(x1, %2) V (31, )] A (%1, X2) V (21, 22)].

Para cualesquiera (x;, x2), (y1, )2), (21,22) € Ly X Ly. d
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17. Algebras de Boole

Ejercicio. 17.1.
Sea B un algebra de Boole, entonces para cada elemento x € BB el complemento X es tinico.

SOLUCION. Supongamos que x tiene dos complementos, y que estos son ay b € BB, entonces
se verifica:
xvVa=1=xVb xANa=0=xADb.

Procedemos como sigue:
a=aNl=aN(xVb)=(anx)V(anb)=0V(arnb)=aAb.

Del mismo modo podemos probar que b = b A a, luego a = b. O

Ejercicio. 17.2.
Sea f : B — B’ un homomorfismo de algebras de Boole, esto es, es una aplicacién que

verifica:
fxvy) =fx) V),
fany)=fnfly) vy
J(x) = f(x)
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para cualesquiera x, y € B. Probar que si f es sobreyectivo, entonces f(1) = 1 y f(0) = 0.

SOLUCION. Por ser f sobreyectivo existen a € By b € B tales que f(a) = 1y f(b) = 0.
Entonces se tiene

f)=fAva)=f1)Vfla=f1)vl=1
Del mismo modo tenemos que f(0) = 0. d

Ejercicio. 17.3.
Sea B un algebra de Boole. Sia, b € 5 son dtomos y a # b, entonces ab = 0.

SOLUCION. Tenemos a = ab + ab, y por ser a un dtomo resulta a = ab 6 a = ab.
Si a = ab, entonces procedemos como sigue:

_ _ b=a, 6
b=ab+ab=a+ab= {bzﬁb, que implica a = ab = aab = 0
en ambos casos se llega a una contradiccion. Luego necesariamente a = ab, y por tanto
ab = abb = 0. O

Ejercicio. 17.4.
Seaf : L — L' un homomorfismo de reticulos sobreyectivo. Demuestra que si L es un alge-
bra de Boole entonces L' también Io es.

SOLUCION. Recordemos que un homomorfismo de reticulos f : L — L’ es una aplicacion

que verifica: f(xV y) = f(x) V() yf(x A y) = f(x) A f(y) para cualesquierax, y € L.Si Ly L
son algebras de Boole, entonces f : L — L' es un homomorfismo de algebras de Boole si se

verifica: f(xV y) = f(x) V f(y), f(x Ay) = f(x) A f(y) y f(X) = f(x) para cualesquiera x, y € L.

Asi pues falta ver que se verifica f(X) = f(x) para cada x € L.

Tenemos f(1) = 1y f(0) = 0, luego tenemos para cada x € L tenemos las relaciones siguien-

tes:
1=f(1) =f(xVX) = f(x) Vf3);
0 =f(0) = f(x AT) = f(x) A f(X).

Como L' es un élgebra de Boole resulta que el complemento, f(x), de f(x) es tnico, y f(%)
verifica ser un complemento de f(x), luego f(x) = f(x), y tenemos el resultado. O

Ejercicio. 17.5.
Sea (B, +,-) un dlgebra de Boole y sean a, b € B. Demuestra que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) ab=0,
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4) a.b=a.

SOLUCION. (a) = (b).[ab=0= a+ b= b
a+b=(a+b),1=(a+b).(b+b)=ab+ab+bb+bb=ab+b=D0

(b)=(c).la+b=b=a+b=1]

a+b=a+(a+b)=(a+a)+b=1+b=1.
©=(W.la+b=1= ab=al

ab=0+ab=aa+ab=a(a+b) =al=a
(d) = @.[a.b=a= ab=0]

a.b= (a.b).b= a(b.b) = a0 =0.

Observar la dualidad existente entre (a) = (b) y (¢) = (d) yentre (b) = (¢)y (d) = (a) O

Ejercicio. 17.6.
;Cudntos datomos tiene un algebra de Boole con 32 elementos?

SOLUCION. Recordemos que un atomo de un algebra de Boole B es un elemento a # 0 que
verifica si a = b; V by, entonces b; = a6 b, = a. En nuestro caso si tenemos 32 4tomos, como
cada elemento de B se escribe en al forma b;, Vv --- V b;, en donde no importa el orden y en
donde a lo mas aparece una vez cada atomo bij, resulta que el namero es:

32+32+ +32+32_232
0 1 31 32) 7
Ejercicio. 17.7.

Demuestra que el producto cartesiano de algebras de Boole es un algebra de Boole.

SOLUCION. Yaconocemos que el resultado es cierto para reticulos distributivos. Para obtener
el resultado que aqui nos ocupa, basta considerar dos dlgebras de Boole B, y B> y ver que se
verifica:

(x1, X2) = (X1, %2),

para cada (x1, x2) € By X B, lo cual es inmediato. O
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Ejercicio. 17.8.

Si para un algebra de Boole finita B conocemos el conjunto M de todos sus atomos, asi como
la expresion de un elemento x de B como supremo de dtomos. ;Como podriamos obtener la
expresion de X como supremo de dtomos?

SOLUCION. Sea x € Bysean {a; | i = 1,...,t} la familia de &tomos. Supongamos que
x=3%,a;cons< r.Llamamos y = >"/__ . Es claro que se tiene:

t
xty=Yliait Y= a0
XY= 101 ) (Dimsy1 @) =D iy Zj:erl aa; =0,
ya que si a; y aj son d&tomosy a; # a;, entonces a; - a; = 0. d

Ejercicio. 17.9.

Sea I el conjunto de los numeros reales que pertenecen al intervalo cerrado [0, 1]. Para todo
a, b € I definimosaV b= max{a,b},aN b= min{a,b}ya=1—-a

sEs I respecto de estas operaciones un algebra de Boole?

SOLUCION. Debe ocurrir aV @ = 1, pero tenemos aV a = max{a, 1 — a}, que es igual a 1 solo
cuando a = 1 6 a = 0. Luego no es un algebra de Boole. O

Ejercicio. 17.10.

Se conocen los siguientes hechos sobre cuatro personas A, B, C y D y una pelicula:
(1) Si A ve la pelicula entonces B también la ve.
(2) Cy D no ven la pelicula juntos.
(3) By C o bien ven la pelicula juntos o no la ve ninguno de los dos.

(4) Si A no ve la pelicula entonces By C la ven.

;Quién o quienes estan viendo la pelicula?

SOLUCION. (1). A= B, estoes, AV B.

(2). C< D.

(3). B& C.

(4). A= (BA C), esto es, A < B, 0 equivalentemente AV B.
Como todas las condiciones se verifican, resulta:

(AV B)A (AV B).
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Al desarrollar esta expresion resulta:

(AV B)A (AV B)
[(AVB)AA]V[(AVB) A B
(ANA)V (BAA)V (AAB)V (BA B)
(BAA)V(ANB)V B
(BA(AVA)VB

BV B

B

Por lo tanto B esta viendo la pelicula, entonces C también la ve y D no lo hace. De A no
podemos afirmar nada. O

Matematica Discreta P. Jara



82 CAr. V. ALGEBRAS DE BOOLE

18. Formas candnicas de funciones booleanas

Ejercicio. 18.1.
Calcula la forma normal canénica disyuntiva, es decir, suma de minitérminos (=minterms),
y simplifica las funciones booleanas dadas por las tablas

x|ylz|flg
0ojo|jo0j0]|o0
0j0(1|1/0
0/1(0|1|1
O 1|1||1)|1
1/0(0|0]1
110|1|1]|]1
111]0]|0]1
1/1[1]0]1

SOLUCION. El caso de f. Los valores para los que f toma en valor 1 son:
XYz, XYz, Xyz, XYz,
entonces la expresion de f expresada segun los minitérminos es:

XYz + Xyz + Xyz + Xyz.

El caso de g. Los valores para los que g toma en valor 1 son:
XYz, Xyz, Xyz, Xyz, Xyz, Xyz,
entonces la expresion de f expresada segin los minitérminos es:

XYz + Xyz + XyzZ + Xyz + Xyz + xyz.

Ejercicio. 18.2.
Calcula la forma normal canonica disyuntiva de la aplicacion f(x,y,z) = (x T y) V z.

SOLUCION. Construimos la tabla de verdad de la expresion (x T y) V z.
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(x ) y) v z
1 0 1 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 1 1
1 1 0 1 0
0 1 1 1 1
0 1 1 1 0
0 1 0 1 1
0 1 0 1 0

entonces la forma canénica normal disyuntiva es:

XYz + Xyz + Xyz + Xyz + Xyz + Xyz + Xyz

Ejercicio. 18.3.
Expresa, utilizando sélo la funcion |, la aplicacion f(x,y,z) = (xV z2) A ).

SOLUCION. Recordemos la definicion de |:

O O - =
—_— 0 O O«
O - O <

Esto es: x | y:= xV y. Como consecuencia se tiene: X = x | xy ademas:
Vy=xly=xlx)1l{yly).
xly=xlylxly).

XAy =XA

XV

< <l
Il
=

En nuestro caso tenemos:

(xVz)Ny
=[(xl2) L (x| 2)]| Ay
[(xl2) L (xl2)][(xl2) L (x]l2)]]][yly]

yocurreque [[(x | 2) | (x| 2)] | [(x | 2) | (x| 2)]] = x | z(comprobarlo mediante la tabla de
verdad), luego tenemos:

(xVz)Any=(x]lz)l(yly).
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19. El algebra Boole de las proposiciones logicas

Ejercicio. 19.1.

Un comité formado por tres personas toma decisiones mediante votacion por mayoria. Cada
miembro del comité puede “votar S-"pulsando un boton. Disenar una red lo6gica mediante la
cual se encienda una luz cuando y solo cuando haya una mayoria de "votos S-".

SOLUCION. El circuito pedido es:

A B
A C
B C
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20. Circuitos légicos

Ejercicio. 20.1.
Simplifica el circuito de conmutadores de la figura.

A B A B

RS RO

B

SoLUCION. Unicamente tenemos que escribir la expresion que define el circuito y aplicar las
reglas que se verifican en un algebra de Boole:

[((AAB>VC> (AnB)VO)
—BVK B) Vv (CAC)]
=BV ((A /\B)\/O)
=BV (AAB) =
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21. Circuitos de conmutadores

Ejercicio. 21.1.

Determina una expresion booleana cuya funcion booleana se corresponda con el circuito de
conmutadores que aparece en la figura.

|

|

es: AN (BVA) AC. O
Ejercicio. 21.2.

Determina una expresion booleana cuya funcion booleana se corresponda con el circuito de
conmutadores que aparece en la figura.

S N

C B

ool

SOLUCION. La expresion del circuito de conmutadores

B

S N

es: (AN (BV C)) Vv (CA B). O

Al
o

Ejercicio. 21.3.

Determina una expresion booleana cuya funcion booleana se corresponda con el circuito de
conmutadores que aparece en la figura.
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C
-
B B

A

SOLUCION. La expresion del circuito de conmutadores

A

C
-
B B

|

es: [((AVB)AC)V (A)] AB.

Ejercicio. 21.4.

Construye un circuito conmutador asociado a la funcion booleana representada por la si-
guiente expresion:

(AVB)V (AN (BV AV B)).

SOLUCION. El circuito de conmutadores de la expresion (AV B) V (AA (BV AV B)) es:

A

=,

2|
o\ A\l

Ejercicio. 21.5.

Construye un circuito conmutador asociado a la funcion booleana representada por la si-
guiente expresion:

(AVB)ACA(AVBVC).

SOLUCION. El circuito de conmutadores de la expresion (AV B) A CA (AV BV C) es:
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A
A

o C B
B

C

U
Ejercicio. 21.6.

Construye un circuito conmutador asociado a la funcion booleana representada por la si-
guiente expresion: B
(ANBANC)V (AANB)V (AANBAC).

SOLUCION. El circuito de conmutadores de la expresion (AA BA C)V (AAB)V (AABA C) es:

A B C

Ejercicio. 21.7.
Simplifica el circuito de conmutadores de la figura.

SoLUCION. Unicamente tenemos que escribir la expresién que define el circuito y aplicar las
reglas que se verifican en un algebra de Boole:

(ANA)V(BANC)VC)AB
=(AV(BAC)VC)AB
=(AVC)AB.
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22. Minimizacion de circuitos

Ejercicio. 22.1.
Minimizar la expresion booleana

X+Xy+xyz+xyz+xt

SOLUCION. Esclaro que setiene x+xy+xyz+ Xxyz+ xt = x. O

Ejercicio. 22.2.
Minimizar la siguiente expresion booleana:

XYZ+XyZ+Xyz+XxXyz

SOLUCION. Utilizar el diagrama de Karnaugh para minimizar la expresion.

Basandonos en €l tenemos: S
XYyZ+XYyZ+Xyz+Xyz
=XYz+XxXzZ+Xyz
=xzZ(y+1)+xyz
=XzZ+Xyz
4

Ejercicio. 22.3.
Obtener una expresion minimal para la funcion booleana en cinco variables f definida por:

1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,00,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0, 1, 1

SOLUCION. Las variables son: x, y, z, ty s, y la expresion booleana es:

xXyzts + - - -
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Capitulo VI

Introduccion a la teoria de grafos

23. Introduccion ala teoria de grafos

Ejercicio. 23.1.
Expresa en forma matricial (matrices de adyacencia) los grafos

VAN

[ W Y

SOLUCION. Numeramos los vértices para fijar las filas y columnas de la matriz.

R
3 .4 01100
10010
) 10011
01101
00110
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La matriz de adyacencia.

\S]
(=Mool =)
SO OO -
O = O O -
—_—0 O - - O
—_ o O = OO
O - - O O O

La matriz de adyacencia. O

Ejercicio. 23.2.
Representa graficamente los siguientes grafos cuyas matrices de adyacencia son

01011

0111
10111

1000
01000

1001
11000 1010
11000

SOLUCION. La matriz tiene como grafo asociado al grafo:

—— O = O
— e O
S OO H-=O
SO O = =
OO O - =

4
0111
.11 000].. .
La matriz 1 0 o 1 | tienecomo grafo asociado al grafo:
1010
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24. Lados en grafos

Ejercicio. 24.1.
(No se ha visto en clase.) Calcula las geodésicas que unen el vértice 4 con el vértice 9 en el
grafo siguiente:

1222 33 4
3 1
5——6 7 8
93 10-1-11-t-12
SOLUCION. 0

Ejercicio. 24.2.
Sea G un grafo completo con cuatro vértices. Construye todos sus subgrafos salvo isomorfis-
mos.

SoLUCION. Todo grafo que tenga cuatro o menos de cuatro vértices y no tenga lazos es un
subgrafo de G.

Con 0 vértices tenemos 1.
Con 1 vértice tenemos 1.

Con 2 vértices tenemos 2.

Con 3 vértices tenemos 4.

Con 4 vértices tenemos 11.
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Ejercicio. 24.3.

Se conocen los siguientes datos sobre las personas a, b, ¢, d, e, f y §:

1. La persona a habla inglés.

2. La persona b habla inglés y espanol.

3. La persona c habla inglés, italiano y ruso.
4. La persona d habla japonés y espanol.

5. La persona e habla aleman e italiano.

6. La persona [ habla francés, japonés y ruso.
7. La persona g habla francés y aleman.

+Es cierto que cada par de personas se pueden comunicar entre ellas utilizando si, es necesa-
rio, a otra persona como intérprete?

SOLUCION. Para simplificar utilizamos la siguientes abreviaturas para los que hablan ca-
da uno de los idiomas: IN (Inglés), ES (espanol), IT (italiano), RU (ruso), JA (japonés), AL
(aleman) y FR (francés). Tenemos entonces un grafo bipartido:

a b C d e f

S

Cuando consideramos los caminos de longitud 2 que no son cerrados se obtiene el siguientes
grafo:

Como consecuencia siempre se podran comunicar dos personas aunque se a través de un
intermediario. O
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Ejercicio. 24.4.
Demuestra que en un grafo el niimero de vértices de grado impar es par.

SOLUCION. Como la suma de los grados de todos los vértices es un ntimero par, el resultado
es inmediato. O

Ejercicio. 24.5.
Obtén una féormula para el numero de lados de Ky, .

SOLUCION. n x m. O

Ejercicio. 24.6.
Estudia si en todo grafo con mds de un vértice existen dos vértices con el mismo grado.

SOLUCION. Esto no es cierto, por ejemplo en el grafo siguiente los tres vértice tienen grados
1,2y3.
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25. Invariantes de grafos

Ejercicio. 25.1.
;Son isomorfos los grafos de la figura?

SOLUCION. SI 0

Ejercicio. 25.2.
;Son isomorfos los grafos de la figura?

E ) E I/ Os
SOLUCION. NO. El grafo de la derecha tiene un vértice de grado 4 y ninguno del de la izquier-
da tiene este grado. g

Ejercicio. 25.3.
;Son isomorfos los grafos de la figura?

M R

SoLUCION. SI. 0O

Ejercicio. 25.4.
sExiste algtn grafo regular de grado cinco con veinticinco vértices?

SOLUCION. Supongamos que existe un tal grafo, entonces la suma de los grafos es 5 x 25 =
125, como no es un namero par, resulta que no puede existir el grafo sefialado. O
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Ejercicio. 25.5.
sExiste un grafo completo con quinientos noventa y cinco lados?

SOLUCION. Tenemos que un grafo completo es aquel en el que existe un lado entre cada dos

vértices. Luego el numero de lados, que no son lazos, es ”(”; L Este nimero debe ser menor

o igual que 595. Veamos cual es el mayor valor de v.

v(vz—&-l) < 595

v(v+1) <2 x 595 = 1190
Para v = 34 se tiene % = 595, luego una solucidn seria el grafo completo K34. Si v = 33,
entonces Ks3 tiene 33—334 = 561 lados, como la diferencia 595-561 es igual a 34, resulta que
con K33 ahadiendo todos los lazos que podemos, en este caso 33, llegamos solo a 561+33=594
lados. Luego el tinico caso posible es el grafo K34. O
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26. Caminos en grafos
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27. Grafos conexos

Ejercicio. 27.1.
Calcular un arbol generador para los grafos de los ejercicios 25.1., 25.2. y 25.3..

SoLuciON. HACER O

Ejercicio. 27.2.
Demuestra que en cualquier arbol con dos o mds vértices existe, al menos, un vértice de grado
uno.

SoLUCION. Como es conexo no hay vértices de grado cero. Si todos los vértices tienen grado
par, entonces tiene un ciclo y por tanto no puede ser un arbol. O

Ejercicio. 27.3.
Prueba que si un grafo G contiene solo dos vértices de grado impar, entonces ambos han de
encontrarse en la misma componente conexa.

SOLUCION. Ya hemos visto que en este caso existe un camino de uno al otro, luego tenemos
el resultado. O
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28. Arboles

Ejercicio. 28.1.
Construye todos los arboles binarios completos con siete vértices.

SOLUCION. Est4 en el texto. O

Ejercicio. 28.2.
;Cuantas ramas tiene un arbol binario completo con treinta y cinco vértices?

SOLUCION. 18. O
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29. Caminos de Euler

Ejercicio. 29.1.
Encuentra un circuito de Euler para el grafo

N\
/\/\
/\/\/\

SOLUCION. Un circuito de Euler es un camino simple cerrado en el que aparecen todos los
lados, y se caracterizan por que todos los vértices tienen grado 2.

Un circuito de Euler es:

a,cf,jif,eihgdhedbechba

Ejercicio. 29.2.
Encuentra un circuito de Euler para el grafo

N
><
N

(o

e

SOLUCION. Un circuito de Euler es un camino simple cerrado en el que aparecen todos los
lados, y se caracterizan por que todos los vértices tienen grado 2.
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Un circuito de Euler es:
a,cef,deb,dcba

Ejercicio. 29.3.
Encuentra un camino de Euler para el grafo

PANVAN

>

f g h

N\

SOLUCION. En este aso, como tenemos vértices de grado impar no podemos tener un circuito
de Eules, sino un camino de Euler, esto es un camino simple que para una vez por todos los
lados, pero que no es necesariamente cerrado.

Los vértices de grado impar son dy g, entonces un camino de Euler debe ir de d a f o vice-
versa. Un camino de Euler es:

d’ b7 e’ d? h? e? g7 h?j?g? i?f’ d? C?f?g? c7 a? d’g

Ejercicio. 29.4.
Encuentra un camino de Euler para el grafo

N

Q

NZAN
S
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SOLUCION. En este aso, como tenemos vértices de grado impar no podemos tener un circuito
de Eules, sino un camino de Euler, esto es un camino simple que para una vez por todos los
lados, pero que no es necesariamente cerrado.

Los vértices de grado impar son by ¢, entonces un camino de Euler debe ir de ba c o viceversa.
Un camino de Euler es:

C? a? b7 d7f7g7 h?f? e7 C7f7b

Ejercicio. 29.5.
sPara qué valores de n el grafo K,, es un circuito de Euler?

SOLUCION. En K, el grado de cada vértice es n — 1, como un grado es de Euler si sus vértices
tienen grado par, entonces Kj, es de Euler si 7 es un entero positivo impar. g

Ejercicio. 29.6.
;Para qué valores de m y n el grafo K, ,, es un circuito de Euler?

SOLUCION. Como necesitamos que los vértices tengan grado par y como el grado de un vérti-

ce de K, ,, es n 6 m, resulta K, ;;, es un grafo de Euler si ny m son enteros positivos pares.
Ol
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30. Caminos de Hamilton

Ejercicio. 30.1.
;Contiene el siguiente grafo un circuito Hamiltoniano?

SN

\/

SOLUCION. Un circuito de Hamilton es un recorrido cerrado que pasa por todos los vértices.

NO contiene un circuito de Hamilton, por tanto no es un grafo de Hamilton. O

Ejercicio. 30.2.
;Contiene el siguiente grafo un circuito Hamiltoniano?

AN
NV

SOLUCION. Un circuito de Hamilton es un recorrido cerrado que pasa por todos los vértices.

NO contiene un circuito de Hamilton, por tanto no es un grafo de Hamilton.
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Etiquetamos los vértices de izquierda a derecha y de arriba a abajo con A, B, C, D, y E. Como
el circuito de Hamilton contiene a A, debe contener los lados { BA}{AD}xx, - - -. Si x1){ DC},
entonces x, = { CB} y no tenemos un circuito de Hamilton. Si x; = { DE}, entonces x, = { EB},
y no tenemos un circuito de Hamilton. O

Ejercicio. 30.3.
Demuestra que si n > 3, entonces K,, contiene un circuito hamiltoniano.

SOLUCION. Elntimero deladosde K,esn+(n—1)+---+1+0 = "("—’Ll), como este numero
7 Y

es mayor o igual que (n—l)zﬂ + 2 para n > 3, tenemos el resultado. O

Ejercicio. 30.4.

;Cuando K, , contiene un circuito de Hamilton?

SOLUCION. Cuando n = m. d
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31. Grafos planos

Ejercicio. 31.1.
Determina si el siguiente grafo es plano.
SOLUCION. SI

/ i a\i
b c
di
Ejercicio. 31.2.

Determina si el siguiente grafo es plano.

a
d
Ejercicio. 31.3.

Determina si el siguiente grafo es plano.

SOLUCION. SI. Es un pentagono.

SOLUCION. Cada cara tiene grado 4, ya que cada camino cerrado tiene al menos 4 lados, en-
tonces las relaciones entre lados y vértices de un grafo plano establecen que se debe verificar

(t—2)e<t(v—2),
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Esto es,como v =6y e = 9yno se verifica2 x9 < 4 x 4, entonces no es un grafo plano. U

Ejercicio. 31.4.
Determina si el siguiente grafo es plano.

Q

SOLUCION. Al identificar, mediante contracciones, vértices adyacentes, obtenemos el grafo
completo Ks. Los vértices que identificamos son:
(D.ayb

2).fyg
(3).cye O

Ejercicio. 31.5.
Demuestra que cualquier grafo con cuatro vértices o menos es siempre plano.

SOLUCION. Los casos n = 1,2, 3 son faciles de analizar. Para el caso de n = 4, prescindiendo
de los lazos tenemos un subgrafo de K; que e sun grafo plano, luego todo grafo con cuatro
vértices es un grafo plano. d

Ejercicio. 31.6.
Demuestra que si un grafo tiene a lo sumo cinco vértices y uno de ellos es de grado dos en-
tonces es plano.

SOLUCION. Basta analizar el caso de cinco vértices. El grado méaximo de cada vértices es 4, y
si uno tiene grado 2, resulta que el valor maximo de la suma de los grados es 18, y por tanto
tenemos como maximo 9 lados, entonces G es un subgrafo del grafo completo del que hemos
eliminado un lado, y este grafo es un grado plano. O

Ejercicio. 31.7.
sDepende el numero de caras resultante de una representacion plana de un grafo plano de la
representacion que escojamos?

SOLUCION. No, ya que si el grafo es plano (conexo) se verifica la relaciéon v — e + ¢ = 2, luego
c estd determinado por vy e, que son invariantes del grafo. O
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Ejercicio. 31.8.
sExiste un grafo con seis vértices cuyos grados sean uno, dos, dos, tres, cuatro y cuatro res-
pectivamente?

SOLUCION. Si, ya que la suma 1+2+2+3+4+4 es un niimero par. g

Ejercicio. 31.9.
Sea un grafo plano y conexo con nueve vértices de grados dos (tres de ellos), tres (tres de
ellos), cuatro (dos de ellos) y cinco (uno de ellos). ;Cudntos lados tiene? ;Cudntas caras tiene?

SOLUCION. Tenemos 9 vértices, v = 9. La sucesion de grados es: 2+2+2+3+3+3+4+4+5 =
30, luego el namero delados es e = 15. Como el grafo es plano, se tiene la relacion: v—e+c = 2,
luegoc=2+e—v=2+15-9=38. O

Ejercicio. 31.10.
sEs plano el grafo siguiente?

a
f b
N
8 c
e d—h
SOLUCION. SI, una representacion plano es:
a
AN
g c
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Ejercicio. 31.11.
Calcula el dual del grafo

SOLUCION. El grafo dual tiene 7 vértices, Si numeramos las caras de derecha a izquierda y de
arriba a abajo los vértices son A, B, C, D, E, F y la cara exterior es G. una representacion del

grafo es:
A B D E F

C

14 de enero de 2007 Curso 2006—2007



SEC. 32. COLORACION DE GRAFOS 111

32. Coloracion de grafos

Ejercicio. 32.1.
sEs cierto que todo grafo se puede colorear con, a lo sumo, cuatro colores?

SOLUCION. Es resultado es cierto solo para grafos planos, por ejemplo, para colorear K5 ne-
cesitamos al menos 5 colores. d
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Capitulo VII

Combinatoria

33. Principio de la suma

Ejercicio. 33.1.
Calcula cuantos ntimeros con tres cifras significativas:
(1) no son divisibles por 3,7 ni 11.
(2) son divisibles por 3y 7.
(3) son divisibles por 3y 11.
(4) son divisibles por 7y 11.

(5) son divisibles por 3, 7y 11.

SOLUCION. Los ntimeros que tratamos son del 100 al 999.

De estos el primer multiplo de 3 es al 102 = 3 x 34, y el tiltimo es 999 = 3 x 333, luego tenemos
333 — 33 = 300 multiplos de 3.

El primer multiplo de 7 es 105 = 7 x 15, y el tltimo es 994 = 7 x 142, luego tenemos 142 — 14 =
128 multiplos de 7.

El primer multiplo de 11 es 110 = 11 x 10, y el tltimo es 990 = 11 x 90, luego tenemos
90 — 9 = 81 maultiplos de 11.
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El primer multiplo de 21 = 3 x 7 es 105 = 21 x 5, y el iltimo es 987 = 21 x 47, luego tenemos
47 — 4 = 43 multiplos de 21.

El primer multiplode 33 = 3 x 11 es 132 = 33 x 4, y el dltimo es 990 = 33 x 30, luego tenemos
30 — 3 = 27 maultiplos de 33.

El primer multiplode 77 = 7 x 11 es 154 = 77 x 2, y el Giltimo es 924 = 77 x 12, luego tenemos
12 — 1 = 11 multiplos de 77.

El primer multiplo de 231 = 3 x 7 x 11 es 231 = 231 x 1, y el altimo es 924 = 231 x 4, luego
tenemos 4 — 0 = 4 multiplos de 231.

(1) Para calcular los que no son divisibles por 3, 7 ni por 11, basta calcular el nimero total
de numeros, que es 999 — 99 = 900, y restar el de numeros que son divisibles por 3, 5 u
11. Este ultimo ntiimero es:

300 + 128 + 81 — (43 + 27 + 11) + 4 = 432,
Entonces el nimero pedido es: 900 — 431 = 469.
(2) Entonces serian divisibles por 21. El nimero pedido es: 43.
(3) Entonces serian divisibles por 33. El nimero pedido es: 27.
(4) Entonces serian divisibles por 77. El nimero pedido es: 11.

(5) Entonces serian divisibles por 231. El nimero pedido es: 4

i

Ejercicio. 33.2.
Si queremos hacer un dominé que vaya desde cero hasta n. ;Cudntas fichas necesitaremos?

SOLUCION. Las fichas que contienen un 0 son 7 + 1. De las restantes las que contienen un 1
son n, y siguiendo de este modo las que contienen un ntimero ¢ son n — . El namero de ficha
es la suma de estos numeros hasta el nimero 7. Asi pues el namero total de fichas es:

(n+2)(n+ 1)‘

(n+)+n+n—1)+---+2+1=

g

Ejercicio. 33.3.
Considerando los ntiimeros que escritos en base 3 tienen seis digitos. ; Cuantos de ellos tienen
exactamente dos digitos iguales a 0?
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SOLUCION. La primero cifra ha de ser el digito 1 6 2, luego podemos tomar cualquiera de los
digitos 0, 1, 6 2 para las demas cifras. Como queremos que dos de las cifras sean el digito 0,
vamos a ver de cuantas formas podemos elegir dos posiciones de las cinco en que puede apa-
recer el digito 0. Este namero es (g) = 10. Para cada uno de estos casos hay que determinar
ahora cuatro posiciones que puede ir ocupadas por cualquiera de los digitos 1 6 2. Por tanto
cada uno de estas casos presenta 2* posibilidades. Como consecuencia el nimero pedido es:
10 x 2* = 160. O

Ejercicio. 33.4.
Demostrar que Card(AAB) = Card(a) + Card(B) — dir Card(AN B).

SOLUCION. Tenemos que

AAB= (A\B)=UANB)U(B\A)y
A= (A\B)U(ANB)

son particiones de AAB, y A, respectivamente. g

Ejercicio. 33.5.
Sea AUBUC = X. sicard(X) = n, card(A) = n/2, Card(ANB) = Card(ANC) = card(BNC) = n/5
y Card(AN BN C) = n/10. ;Cuantos elementos tiene el conjunto BU C?

SOLUCION. Representamos por |X| al cardinal del conjunto X. Tenemos la siguiente igual-
dad:
|X| =|A|+|B|+|C|—|AnB|— |[ANnC|—|BNC|+|An BN C]|,

entonces
n n n n n
=4+ |Bl+|Cl-=—-—=—-Z= —
n=o B+ -5 -5 -5+
Se tiene: 3 10 5n4 6
n n n n—-5n+6n-n
B C = — _—— — = —
Bl +1C] 2 + 5 10 10
Por lo tanto resulta:
n 4n
|IBUC|=|B|+|C|-|BNC|l=n——-=—.
5 5
Ul
Ejercicio. 33.6.
;Cuantos enteros en el conjunto X = {1,2,3,4,...,1000} son multiplos de 4 6 de 6?

SOLUCION. Llamamos C al conjunto de los multiplos de 4 en X y S al conjunto de los multi-
plos de 6.

Si un nimero es multiplo de 4 y de 6 es también multiplo de su minimo comun multiplo, en
este caso de 12, y viceversa. Sillamamos D al conjunto de los multiplos de 12 en X, tenemos
D=CnS.
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El nimero pedido es Card(C U S, y por tanto bastara averiguar los cardinales de C, Sy D.

Tenemos:

IC| = 07:250,
5= (100 165
D = 00} _ g3

ICNS|=|C|+1|S|—|CNS|=|C|+|S| — |D| = 250 + 166 — 83 = 333,
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34. Principio del producto

Ejercicio. 34.1.
Sea s(n, k) el nimero de subconjuntos del conjunto {1,2,--- , n} que tienen cardinal k y que
no contienen dos niimeros consecutivos. Demuestra que:

(1) s(nk)=s(n—2,k—1)+s(n—1,k)

2) s(n, k)= ("F.

SOLUCION. Fijamos un elemento, por ejemplo 7. Los subconjuntos que no contienen a n
son los subconjuntos de {1,2,...,n — 1} de cardinal k que verifican la condicién. Los que
contienen a n se pueden formar con los subconjuntos de cardinal k — 1de {1,2,...,n — 2}
que verifican la condiciéon. Tenemos entonces el resultado:

s(nk)=s(n—2,k—1)+s(n—1,k).
Para obtener el resultado s(n, k) = (”_,’g“) hacemos induccién sobre ny k. Si k = 1, entonces
se verifica s(n,1) = ny el resultado es cierto. Si n = 2 el resultado es cierto y para todo k.
Supongamos que sea cierto para valores menores o iguales que ny para todo k < n. Veamos
que ocurre para n+ 1.
s(nk)=s(n—1,k)+s(n—2,k—2)
—1-k+1 n—2—(k—1)+1
() + (A
n— n—
e )+ (1)

(
(n—k+1).

=

g

Ejercicio. 34.2.
;De cuantas formas se pueden obtener 11 aciertos en una quiniela de 14? ;Y 11 6 mas acier-
tos?

SOLUCION. Dadoslos 14 aciertos el nimero de subconjuntos de 11 resultados es ({‘f) Fijados
11 resultados, la forma en que se pueden rellenar las restantes tres casillas para que no se
tengan mas aciertos es 23, luego el nimero pedido es (}‘11) ... 23,

Si permitimos mas aciertos podemos quitar la restriccion para rellenar estas tres casillas, y
por lo tanto tendremos 32 posibilidades, y el nimero pedido es (ﬁl) .33, O

Ejercicio. 34.3.
Realizamos una apuesta de quiniela con 2 triples y 4 dobles. Supongamos que hemos acerta-
do los 14 resultados. ;Cudntas apuestas tenemos con 13, 12, 11 y 10 aciertos?
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SOLUCION. Solo tenemos que estudiar qué ocurre con los 6 resultados a que hace mencién
el enunciado. Primero calculamos el niimero total de combinaciones: 3% x 24 = 144.

Para tener 13 aciertos debemos cambiar s6lo uno de los resultados. Las combinaciones que
setendranserdan:2+2+1+1+1+4+1=8.

Para tener 12 aciertos debemos cambiar dos de los resultados. Tenemos que elegir dos de las
casillas, y para esto tenemos las siguientes posibilidades:

3 + 3. Solo hay un caso, que tiene 2 x 2 = 4 posibilidades.

3 + 2. Tenemos (f) (‘11) = 2 x 4 = 8 casos, cada tiene 2 x 1 = 2 posibilidades, el total es:
8 x2=16.

2 + 2. Tenemos (‘2‘) = 6 casos y cada uino tiene una sola posibilidad, en total tenemos 6
posibilidades.

El nimero combinaciones de 12 aciertos es: 4 + 16 + 6 = 26.

Para tener 11 aciertos debemos cambiar tres de los resultados. Tenemos que elegir tres de las
casillas, y para esto tenemos las siguientes posibilidades:

3 + 3 + 2. Tenemos (‘11) = 4 casos, y cada uno tiene 2 x 2 = 4 posibilidades, en total tenemos:
4 x 4 = 16 aciertos.

3+2+2. Tenemos (f) (‘21) = 2x6 = 12 casos, y cada uno con 2 posibilidades, en total tenemos:
12 x 2 = 24 aciertos.

2 + 2 + 2. Tenemos (g) = 4 casos, cada uno con una sola posibilidad, en total tenemos 4
aciertos.

El nimero de combinaciones de 11 aciertos es: 16 + 24 + 4 = 44.

Para tener 10 aciertos debemos cambiar cuatro de los resultados. Tenemos que elegir cuatro
de las casillas, y para esto tenemos las siguientes posibilidades:

3+ 3+ 2+ 2. Tenemos (‘21) = 6 casos, cada uno con 2 x 2 = 4 posibilidades, en total tenemos
6 x 4 = 24 aciertos.

3+2+2+2. Tenemos (%) (g) = 2 x4 = 8 casos, cada uno con 2 posibilidades, en total tenemos
8 x 2 = 16 aciertos.

2 + 2 + 2 4 2. Tenemos un solo caso y una sola posibilidad, luego un solo acierto.

El nimero de combinaciones de 10 aciertos es: 24 + 16 + 1 = 41. O
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35. Variaciones sin repeticion
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36. Permutaciones

Ejercicio. 36.1.

Ocho miembros de un equipo de baloncesto deben alojarse en un hotel. El hotel dispone de
una habitacion triple, dos dobles y una individual. ;De cuantas formas pueden repartirse en
las distintas habitaciones?

Supongamos ademas que de los ocho miembros hay dos que son hermanos y se alojan siem-
pre juntos. ;De cudntas formas pueden entonces repartirse?

SOLUCION. Tenemos a los ocho jugadores, que evidentemente son distinguibles, y por otro
lado las cuatro habitaciones que también son distinguibles. Podemos proceder de la siguien-
te forma: ordenamos los jugadores, por ejemplo 1,2,3,4,5,6,7,8y las habitaciones A, B, Cy
D. Se trata pues de asignar a cada uno de los jugadores la letra de la habitacion. Una posi-
ble distribucion es: AAABBCCD. Observar que estamos ante un caso de permutacion de ocho

elementos de los cuales 3, 2 y 2 con iguales entre si. El resultado es: % = 1680.

En el caso de dos hermanos fijando uno de ellos solo tenemos que ver la distribucion de los
siete jugadores restantes. Supongamos que los hermanos son 1 y 2. Vamos a analizar enton-
ces los diferentes casos.

Caso 1. 1 y 2 estan en la habitacion triple A. En este caso solo tenemos que distribuir a
3,4,5,6,7,8 pero ahora s6lo hay una plaza en la habitacion triple, y por tanto una posible
distribucion es: ABBCCD. Observar que se trata de permutar seis elementos de los cuales 2 'y
2 son iguales entre si. El resultado es: %2! = 180.

Caso 2. 1 y 2 estan en una de las habitaciones dobles. Como los dos casos posible se tratan
de la misma forma, analizaremos solo el caso en que ocupen la habitaciéon B. En este caso
solo tenemos que distribuir a 3,4, 5,6, 7, 8 y las habitaciones de que disponemos son: A, Cy
D. Una posible distribuciéon es: AAACCD, se trata pues de permutaciones de seis elementos
de los cuales 3 y 2 son iguales entre si. El resultado es: 3?—'2, = 60.

El resultado final es la suma de los casos hallados: 180 + 60 + 60 = 300. O

Ejercicio. 36.2.
;Cudntos nimeros en base 3 tienen exactamente 5 cifras?

(@3* (b)3°, (©2-3% (d)5-3.

SOLUCION. (c) O
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37. Principio del palomar

Ejercicio. 37.1.
Se eligen 10 numeros distintos del conjunto {1,2,...,100}. Comprueba que existen al menos

2 tales que |\/x — /y| < 1.

SOLUCION. Hecha una eleccion ay, ..., a;g, asignamos a cada a; el intervalo (&, h + 1] al que
pertenece su raiz cuadrada. Tenemos 10 intervalos distintos y diez nameros. Si a dos numeros
distintos les asignamos el mismo intervalo, la diferencia entre sus raices cuadradas es menor
que 1. Si a cada dos nimeros distintos les asignamos intervalos distintos, entonces a uno de
los niimeros le asignamos el intervalo (0, 1]. Por tanto el nimero es el a; = 1. Al nimero al
que asignamos el intervalo (1, 2], sea a, verifica entonces |\/a; — ,/a;| < 1.

Observar que siempre hay dos elementos a;, a; tales que |\/a; — ,/a;| < 1 salvo en el caso en
el que la elecciones: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 72, 81 y 100. O
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38. Combinaciones

Ejercicio. 38.1.
Una apuesta de la Loteria Primitiva consiste en marcar seis nimeros entre 1y 49. El sorteo se
realiza extrayendo 6 de los 49 numeros, y un séptimo numero llamado complementario.

(1) ;Cuantas apuestas distintas pueden realizarse?.
(2) ;De cuantas maneras pueden acertarse los seis numeros de la combinacion ganadora?.

(3) ;De cuantas maneras pueden acertarse cinco numeros mas el complementario de la
combinacion ganadora?.

(4) ;De cuantas maneras pueden acertarse cinco numeros de la combinacion ganadora (sin
el complementario)?.

(5) ;De cuantas maneras pueden acertarse cuatro nimeros de la combinacion ganadora?.
(6) ;De cuantas maneras pueden acertarse tres numeros de la combinacion ganadora?.
(7) ;De cuantas maneras pueden acertarse dos numeros de la combinacion ganadora?.
(8) ;De cuantas maneras puede acertarse un numero de la combinacion ganadora?.

(9) ;De cuantas maneras puede no acertarse ningun ntimero de la combinacion ganadora?.
SOLUCION.

(1) Como hay que elegir 6 nimeros, el nimero total de apuestas posibles es (4(‘? ) = 13983816,
ya que no importa el orden de los nimeros.

(2) De una.

(3) De los seis nimeros primero vemos cuantos grupos de cinco podemos hacer, en este
caso (g) = 6. Como el sexto nimero ha de ser el nimero complementario, no tenemos

ninguna posibilidad de eleccion y el resultado es 6.

(4) De los seis nimeros primero vemos cuantos grupos de cinco podemos hacer, en este
caso (g) = 6. A cada uno de estos grupos tenemos que agregar un sexto nimero que
no ha de ser el sexto de la combinacion ganadora ni el nimero complementario, luego
este numero podemos elegirlo de entre 49 — 5 — 1 — 1 = 42 ntimeros, luego el resultado

serd el producto 6 x 42 = 252.
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(5) Se trata de ver cuantos grupos de cuatro podemos hacer con los seis nimeros de la

combinacion ganadora, en este caso (2) = 15. Los dos numeros restantes tenemos que
elegirlos de entre los 49 a los que hemos quitado los cuatro elegidos, los dos que fal-
tan para completar la combinacion ganadora y el nimero complementario, esto es, de

entre 49 — 4 — 2 — 1 = 42, luego el resultado es el producto 15 x (%) = 12 950.

(6) Se trata de ver cuantos grupos de tres podemos hacer con los seis nimeros de la com-

binacion ganadora, en este caso (g) = 20. Los tres nimeros restantes tenemos que ele-
girlos de entre los 49 a los que hemos quitado los tres elegidos, los tres que faltan pa-
ra completar la combinacion ganadora y el nimero complementario, esto es, de entre

49 — 3 — 3 — 1 = 42, luego el resultado es el producto 20 x (%) = 229 600.

(7) Se trata de ver cuantos grupos de dos podemos hacer con los seis nimeros de la com-
binacion ganadora, en este caso (g) = 15. Los cuatro numeros restantes tenemos que
elegirlos de entre los 49 a los que hemos quitado los dos elegidos, los cuatro que fal-
tan para completar la combinacion ganadora y el nimero complementario, esto es, de

entre 49 — 2 — 4 — 1 = 42, luego el resultado es el producto 15 x (%) = 1678 950.

(8) Se trata de ver cuantos grupos de uno podemos hacer con los seis niimeros de la com-
binacion ganadora, en este caso (?) = 6. Los cinco numeros restantes tenemos que
elegirlos de entre los 49 a los que hemos quitado el elegido, los cinco nameros que fal-
tan para completar la combinacion ganadora y el nimero complementario, esto es, de
entre 49 — 1 — 5 — 1 = 42, luego el resultado es el producto 6 x () = 5104 008.

(9) En este caso, al namero total de combinaciones tenemos que restar los niimeros que al
menos aciertan uno de los nameros:

49 42 42 42 42 42

() =1 —-6-6() —15x (3) —20x (3) —15x () —6x ()

=13983816 — 1 — 6 — 252 — 12950 — 229600 — 1678950 — 5104 008

= 6958049

4

Ejercicio. 38.2.
Sea p un numero primo. Prueba que sia, b € Z, entonces (a+ b)P = a” + b?. Comprueba que
si m no es primo, entonces (a+ b)" y a™ + b son generalmente distintos en Z,.

SOLUCION. Tenemos (a + b)P = P (¥)a'bP~", entonces basta ver que para cada ente-
ro i tal que 0 < i < p el nlimero combinatorio (”) es miiltiplo de p, pero por definicién

(") = pp l_(ll_)l)(p 5 ’1+1) , y como todos los factores en el denominador de esta fracciéon son meno-
res que p, resulta que podemos escribir la fraccion como producto de dos nimeros enteros:

p % , y tenemos el resultado.

Consideramos m = 4y en Z4 las clasesa = 1y b = 1, entonces a + b = 2, luego (a+ b)* =0y
por otro lado a* + b* = 1 + 1 = 2. Como se puede observar son distintos. O
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Ejercicio. 38.3.
Comprueba las siguientes identidades con numeros combinatorios:

M3 ([ =2"

k=0

@ 3 (-0 =0

k=0

7] 1] . X
3 X () = (2x31) =27

k=0 k=0

@) 3 2K(p) = 3"
k=0
(5) 2 (M=

© (") = 3 (D)

(Indicacion: (1 + x)™(1 + x)™ = (1 + x)"*™).

SoLuciON. HACER O

Ejercicio. 38.4.
sCuantos numeros positivos hay con las cifras en orden estrictamente decreciente?.

SOLUCION. Elntmero mayor que se puede obtener es 9876543210, por lo tanto es un ntime-
ro finito el que andamos buscando. Un ntimero de estos ha de tener como maximo diez cifras,
entonces vamos a contar los que hay de n cifras, paran=1,2,...,10, y después sumamos los
resultados. Para dar un namero de este tipo con n cifras basta ele§1r ncifrasde {1,2,...,9}y
después ordenarlas. Las formas distintas de elegir estas cifras es (

El resultado es 021 (19) = () + (1) + --- + (19). Una forma de calcular este nimero es
sumar (100), de este forma obtenemos 210, y el resultada es: 210 — 1. O

Ejercicio. 38.5.
Queremos formar un comité de 12 personas a escoger entre 10 hombres y 10 mujeres.

(1) ;De cudntas formas podemos hacerlo?

(2) ;Y si queremos que haya igual nimero de hombres que de mujeres?.
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(3) ;Y si queremos que haya un numero par de hombres?

(4) ;Y si queremos que haya mas mujeres que hombres?.

SOLUCION.

20) )

(1) Tenemos que elegir 12 de un total de 20, el nimero de formas distintas es (12

(2) Tenemos que elegir 6 hombres, esto se puede hacer de (160) formas distintas y para elegir

6 mujeres tenemos (¢) formas distintas. El total es: () ('¢).

(3) Para que hay un nimero de hombres este niumero debe ser 2, 4, 6, 8 6 10. Vamos a
analizar cada uno de estos casos. Si hay r hombres entonces hay 12 — f mujeres, y en

este caso el numero de posibilidades es: (1;)) (I;Et). El nimero total de posibilidades es:

(2) () + () (&) + (6)(5) - (&) (5) + o) (2)

(4) En este caso el nimero de mujeres sera 7, 8,9, 10, para cada uno de los casos ya sabemos
el namero de posibilidades, por tanto el total es:

(7)(5)+ (@) (&) (9)()+ (o) (2)
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39. Combinaciones con repeticion

Ejercicio. 39.1.
Tenemos 3 cajas y 24 bolas, de las cuales 10 son rojas, 8 azules y 6 verdes. ;De cuantas formas
diferentes podemos repartir las bolas en las cajas?.

SOLUCION. Se trata de hacer hasta 3 grupos con las bolas de cada uno de los colores, y pos-
teriormente componer las distribuciones obtenidas.

Para hacer tres grupos con las 10 bolas rojas incluimos dos nuevas bolas, que serdn las se-
paradores para los tres grupos que se trata de formar, entonces hay que elegir ahora los dos
separadores de un total de 12 posibilidades; el nimero es: CR(10,3) = (122). En el caso de las
8 bolas azules el resultado es: CR(8,3) = (120). En el caso de las 6 bolas verdes el resultado es:

CR(6,3) = (5).

El total de distribuciones posibles es:

CR(10,3)CR(8,3)CR(6,3) — (122) - (120) . (2) — 83160,

Observar que hemos supuesto que las cajas se pueden distinguir una de otra. g

Ejercicio. 39.2.
Se lanzan tres dados indistinguibles. ;Cudntos posibles resultados pueden salir?. ;Y si se lan-
zan n dados?.

SOLUCION. Supongamos que los dados tienen seis caras numeradas de 1 a 6. Entonces los

resultados posibles son los siguientes:
Ljijijrjjij2j2f2)2|2
(1[2]3[4]5[6[2[3[4]5[6]

3
3

Son en total 21 posibles resultados. Para hacerlo basta considerar las dos tiradas como ele-
mentos indistinguibles, cada uno de los numeros de las caras del cubo como una caja, de for-
ma que una tirada serd lu mismo que distribuir dos elementos indistinguibles en 6 cajas dis-
tinguibles. Esto ya lo hemos estudiado, y el resultado es CR(2,6) = (*{°1) = (I) = (}) = 21.

El caso de n dados se hace igual, en este caso tendriamos 7z objetos indistinguibles que hay

que distribuir en 6 cajas; el resultado es: CR(n,6) = ("¢671) = (%) = 22 n3)n1) _

—1)(n—2)(n—3)(n—4
n(n—1)(n 12)(()'1 )(n—4) 0

Ejercicio. 39.3.
;Cuantos numeros de cinco digitos (en base 10) empiezan por 4, terminan en 5 y sus cifras
suman 18?
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SoLUCION. El nimero debe comenzar por 4 y acabar en 5, entonces solo quedan tres posi-
bles variables que cubrir; un tal namero es de la forma 4XYZ5. Comolasuma4+X+Y+Z+5
ha de ser 18, resulta X + Y + Z = 9, y por tanto los valores de X, Yy Z son los de las posibles
soluciones naturales de la ecuacion X + Y + Z = 9. El nimero de soluciones naturales de esta
ecuaciénes (*3°71) = () = 66. O

Ejercicio. 39.4.
Las formas distintas en las que 12 bolas iguales pueden repartirse entre tres cajas numeradas
son:

@(5), ®(5), ©(F) 3, @)

SOLUCION. (b) O
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40. Permutaciones con repeticion

Ejercicio. 40.1.
sCuantos numeros de 6 cifras, escritos en binario, no contienen la secuencia 101?

SOLUCION. Cada numero de 6 cifras en binario esdelaformal_____ , en donde cada posi-
cién puede llenarse con los digitos 0 6 1, por tanto el nimero de niimeros es 2° = 32.

La secuencia 101 se puede conseguir en los siguientes casos:

Caso 1. 101 ___Las tres posiciones restantes se pueden rellenar de 23 = 8 formas diferentes.
Caso 2. 1_101 _ Las dos posiciones restantes se pueden rellenar de 22 = 4 formas diferentes.
Caso 3.1 __101 Las dos posiciones restantes se pueden rellenar de 22 = 4 formas diferentes.

Por tanto el nimero de niimeros que no contienen la secuencia 101 es:

20— (22422423 =32—-(84+4+4)=32—-16=16.
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