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La matematica nacio del juego, y el
juego es la vida del nino. El nifio
nace matematico y suele dejar de
serlo en cuanto se hace hombre.
Y si no deja de serlo es que sigue
siendo nino.

M. de Unamuno

Introduccion.

El uso de bases estandar 6 bases de Groebner en anillos conmutativos
ha sido muy fructifero en los tltimos afos en Algebra Conmutativa y
por consiguiente en Geometria Algebraica y Teoria de Numeros. En es-
ta monografia vamos a desarrollar una teoria no conmutativa de bases
de Groebner con aplicaciones al estudio de la estructura de algebras no
necesariamente conmutativas.

Esta teoria puede ser desarrollada en un contexto no conmutativo ge-
neral. Sin embargo, de cara a aplicaciones concretas, que estamos des-
arrollando simultaneamente, es necesario un estudio en detalle de las
bases de Groebner: su definicion y propiedades, en los que vamos a lla-
mar dlgebras cuadrdticas, esto es, adlgebras finitamente presentadas con
un sistema de generadores {x;: i = 1,..., n}, verificando relaciones de
conmutacion del siguiente tipo:

XjXi = q; jX;X;j + T j(x),

siendo g;; € K*, r;j(x) € K[x1,... ,X,] un polinomio de grado menor o
igual que 2. En el desarrollo que vamos a realizar necesitaremos imponer
ciertas condiciones a los polinomios r; j(x) de cara a obtener propiedades
de interés.

Las algebras cuadraticas recogen una gran cantidad de ejemplos recien-
temente estudiados; citaremos algunas referencias a las mismas: [3], [5]
(8] [9] [10] [11] [14] [16] [18] [20]

Estos ejemplos son estudiados de forma unificada por la teoria introdu-
cida en esta monografia. Esta teoria ademads presenta una forma nueva
de atacar los problemas en los ejemplos mencionados; en contraposi-
cién con las técnicas empleadas hasta el presente (fundamentalmente
técnicas combinatorias, que dependen estrechamente de cada uno de
los ejemplos que se esta estudiando). Las técnicas introducidas en esta
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monografia ofrecen ademads una sistematizacion que simplifica enorme-
mente el estudio de los problemas abordados.

Es necesario destacar que aunque la presente memoria presenta una ex-
posicion en dlgebra no conmutativa de resultados y técnicas conmuta-
tivas y que por lo tanto podria ser considerada como un ejercicio es-
tilistico; resulta que estas técnicas han permitido, en el caso no conmu-
tativo, obtener nuevos resultados (incluso resultados teéricos) cuya de-
mostracién, por otros métodos no ha sido posible hasta el momento. Es-
to pone de manifiesto que la teoria de bases de Groebner en un contexto
no conmutativo puede suponer un nuevo impulso al estudio de 4lgebras
no necesariamente conmutativas.

Terminamos sefialando que el objetivo fundamental de esta monografia
es el de hacer una exposicion de la teoria de bases de Groebner en un
contexto no conmutativo, que, al fijar la notacion, sirva de referencia pa-
ra posteriores trabajos sobre este tema.

Este trabajo esta dividido en cinco capitulos. En los dos primeros se estu-
dian las relaciones de orden y se muestra la forma de construir relaciones
de orden compatibles con estructuras algebraicas; se enuncian y prue-
ban los resultados fundamentales que seran de aplicacion en el resto de
la teoria.

El capitulo tres se dedica a estudiar bajo qué condiciones las adlgebras ba-
se de nuestro estudio tienen una base, como espacio vectorial, formada
por términos en un cierto orden; esta condicion permite la extension de
la construccién que en algebras envolventes de algebras de Lie prueba
el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Para probarla hemos tenidos que
introducir un nuevo indice que mida el desorden de un término.

Los dos ultimos capitulos se dedican a la aplicacion de métodos elemen-
tales/computacionales a estas algebras; fundamentalmente introduci-
mos las bases de Groebner; damos criterios para su existencia y mostra-
mos algunas de las aplicaciones de la existencia de bases de Groebner,
fundamentalmente en la aritmética de ideales y en el estudio de la di-
mension.

ii [Notas de trabajo]
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Capitulo 1

Relaciones de orden.

1. Relaciones en un conjunto.

Sea X un conjunto no vacio. Una relacion en X es un subconjunto R C
X x X. Para indicar que el par (a, b) pertenece a R, escribimos aR b.

Propiedades que puede verificar una relacion.
Propiedad reflexiva. Para cada a € X se tiene aR a.

Llamamos A(X) = {(a,a) € X x X: a € X}. Es claro que R verifica la
propiedad reflexiva siy sélo si A(X) C R.

Propiedad simétrica. Para cada cualesquiera elementos a, b € X, si
aR b, entonces bR a.

Propiedad antisimétrica. Para cada cualesquiera elementos a, b € X, si
aR by bR a, entonces a = b.

Si llamamos R’ = {(a,b) € X x X: (b,a) € R}, entonces R verifica la
propiedad simétrica si y s6lo si R = R y la propiedad antisimétrica siy
s6lo si RNRP C A(X).

Propiedad transitiva. Para cada cualesquiera elementos a, b, ¢ € X, si
aRbybRc,entonces aR c.

Dadas dos relaciones R y S en un conjunto X, definimos una nueva rela-
cion R o S mediante:

RoS={(a,b) c XxX: Ixe X, (a,x) € R, (x,b) € S}.

Es claro que una relacion R verifica la propiedad transitiva si y solo si

[13. Algebras cuadraticas] 1
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RoR CR.

Propiedad total o conexa. Para cualesquiera elementos a, b € X se veri-
fica:aR b6 bR a.

Es claro que una relacion es total siy sélo si RUR = X x X.
Dadas dos relaciones R y S, decimos que S extiendea R siR C S.

Una relacion R se llama relacion de equivalencia si verifica la propieda-
des reflexiva, simétrica y transitiva; es un preorden si verifica las propie-
dades reflexiva y transitiva; es un orden parcial si verifica las propiedades
reflexiva, antisimétrica y transitiva, y es un orden total si es un orden par-
cial que es total 6 conexo.

Si < es un preorden en un conjunto X, definimos una nueva relacion, a
la que vamos a representar por <, mediante:

a<bsia<byb#a.

Es claro que < verifica la propiedad transitiva y para cada a € X se tiene
a4 a.

Si <1 y <2 son predrdenes en X; y X respectivamente, definimos un
preorden =< en el producto cartesiano X; x X, mediante:

a 21 by

(ai,az) = (b1, by) si {612 ~, by

Llamamos a < el preorden producto de <y <». Esta construccion se pue-
de hacer en el caso en que <; sean 6rdenes parciales u 6rdenes totales,
obteniendo en ambos casos que < es un orden parcial en X; x X,

Si < y <, son predrdenes en un conjunto X definimos una nueva rela-
cion < en X, mediante

a=1by

a = bsi {ajgb

Llamamos a < la interseccion o composicion de < y <», ya que conside-
rados con subconjuntos de X x X se verifica <==<; N =<,. Es claro que
=< es un preorden, y si <; y <2 son 0rdenes parciales, entonces < es un
orden parcial.

En cambio, si <; y <, son ordenes totales, no necesariamente < es un
orden total. Para corregir este problema vamos a hacer la siguiente defi-
nicion.

2 [Notas de trabajo]
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Sean <; y <, preordenes en un conjunto X, definimos una nueva rela-
cion =1 7 en X, mediante:

. la<1b 0
a=12 bsi
=12 {6151 b,b=yaya=;b
Llamamos a =< » la composicion lexicogrdfica de <; y <». Es claro que
=12 es un preorden, y si <1, <> son 6rdenes parciales, respectivamente
totales, entonces =< » es un orden parcial, respectivamente total.

2. Elementos asociados aunarelacion de orden.

Consideramos en un conjunto no vacio X un preorden <. Sig # Y C X
es un subconjunto, un elemento yy € Y se llama minimal en Y si no
existe un elemento y € Y tal que y < y, y se llama maximal en Y si no
existe y € Y tal que yp < .

Un preorden =< se llama artiniano si cada subconjunto @ # Y C X tiene
un elemento minimal, y se llama noetheriano si cada subconjunto @ #
Y C X tiene un elemento maximal.

Sea < un orden parcial en X. Si@ # Y C X, un elemento yy € Y se
llama el minimo de Y si para cada y € Y se verifica yp < y, y se llama un
mdximo si para cada y € Y se verifica y < yp.

A un orden total artiniano < lo llamamos un buen orden. En este caso
cada @ # Y C X tiene un tnico elemento minimal que resulta ser un
minimo.

3. Propiedad de Dickson.

Sea < un preorden. Para un subconjunto @ # Y C X una base de Dickson
es un subconjunto finito F C Y verificando que para cada y € Y existe
feFtalquef <y.

Un preorden < verifica la propiedad de Dickson, o es un preorden de Dic-
kson, si cada subconjunto @ # Y C X tiene una base de Dickson.

(3.1) Lema.
Cada preorden total artiniano es un preorden de Dickson.

[13. Algebras cuadraticas] 3
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DEMOSTRACION. Sea @ # Y C X, entonces Y tiene un elemento mini-
mal, llamémoslo yy. Vamos a ver que {)y} es una base de Dickson de Y.
Sea yp # y € Y, entonces y < yy (y por ser yp minimal resulta yp = y), lo
que es una contradiccion, 6 yy =< y. O

(3.2) Proposicién.
Todo preorden de Dickson es artiniano.

DEMOSTRACION. Dado @ # Y C X, tomamos una base de Dickson
FCYdeY.Sifi <f,fi, o € F,entonces F\ {f>} es también una base de
Dickson de Y. Como F es un conjunto finito, podemos tomar una base de
Dickson que sea minimal entre las bases de Dickson de Y. Llamémosla
también F. Si f € F es un elemento minimal en F, (existe por ser F fini-
to) entonces f es un elemento minimal en Y, y en consecuencia Y tiene
elementos minimales. O

(3.3) Teorema.
Sea < un preorden en un conjunto no vacio X. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) < es un preorden de Dickson;

(b) Para cualquier sucesion {ay}, de elementos de X existen indices
i < jtales que a; < aj.

DEMOSTRACION. a=-b. Dadaunasucesion {a,},llamamos Y = {a,: ne
N}. Existe F una base de Dickson de Y. Tomamos un indice j verificando
que j > hparacadaindice htal que a;, € F. Entonces se verifica que exis-
te un elemento a; € F, y por lo tanto un indice i, tal que i < jy a; < a;.

b = a. Consideramos un subconjunto @ # Y C X. En el conjunto de
los elementos minimales de Y consideramos las clases de equivalencia
definida por el preorden. Si el numero de clases es finito, tomando un
representante de cada clase tenemos una bases de Dickson de Y. Si el
nuamero de clases es infinito, entonces construimos una sucesion {ay}
formada por representantes de las clases. Por la hipotesis existen indices
i < jcon a; < aj, lo que es una contradiccion. O

(3.4) Proposicion.

Sea < un preorden de Dickson en un conjunto no vacio X, ysea{ay}, una
sucesion de elementos de X. Entonces existe una subsucesion estricta-
mente ascendente de numeros naturales { n;}; tal que a, < an; paratodo
par de indices i < j.

4 [Notas de trabajo]
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DEMOSTRACION. Construimos la sucesion {n;}; de la siguiente forma.
Tomamos i = 0; sea {by, ... , b} una base de Dickson de {a,: n € N}.
Para cada 1l < j < k definimos

Bij={neN: b; < an}

Es claro que N = By U --- U Bi. Entonces uno de los B; es infinito; su-
pongamos que sea Bj; definimos ny = m, siendo m un indice verificando
b] - am.

Si ahora i > 0, definimos
Ui—1 ={an: an, | X an, nj_y < nj}

Por la construccion, el conjunto {n € N: a, € U;_;} es infinito. Toma-
mos una base de Dickson para U;_;. Podemos encontrar un elemento
am, en esta base tal que a,;, < a, para un numero infinito de indices n.
Tomamos entonces n; = m.

De esta forma construimos una sucesion {n;}; verificando las condicio-
nes del enunciado. O

El comportamiento de los pre6rdenes de Dickson es de interés; veamos a
continuacion que el producto de preérdenes de Dickson es un preorden
de Dickson.

(3.5) Lema.
Sean <, y =, preordenes de Dickson en conjuntos X; y X, respectiva-
mente, entonces su producto es un preorden de Dickson.

DEMOSTRACION.  Sea {(ap, bp)}, una sucesion en X; x X,. Existe una
sucesion estrictamente ascendente {n;}; tal que a,, < An; sii < j. Se
considera ahora la sucesion {by,};; existen indices n; < n; con b, =<,
bnj, y es claro que (ay,, by,) = (an]., bnj). Por tanto < es un preorden de
Dickson. 0
(3.6) Lema.

Sean <, y <, predrdenes de Dickson en un conjunto X, entonces su com-
posicion y composicion lexicografica son preordenes de Dickson.

DEMOSTRACION. Hacemos al demostracion para la composicion lexi-
cogréfica, el otro caso es similar. Sea {a,}, una sucesion en X; existe
una sucesion estrictamente ascendente {n;}; tal que si i < j, entonces
an; =1 an;. Si para algun indice i se verifica a,, <1 ay,,,, tenemos el

1
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resultado. En caso contrario an, =1 ap, si i < j. Existe entonces una
subsucesion {qnh}nh tal que a,, <> ap, si k < h, y por tanto <;, es un
preorden de Dickson. O

El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion de predrdenes
de Dickson en términos de predrdenes artinianos.

(3.7) Teorema.
Sea < un preorden de Dickson en un conjunto X y sea <’ un preorden ex-
tension de <. Entonces =<' es un preorden de artiniano. Se tiene ademas
que un preorden =< es de Dickson si y sélo si cada preorden extension de
< es artiniano.

DEMOSTRACION. La primera parte es consecuencia de que cada preor-
den de Dickson es artiniano y cada extension de un preorden de Dickson
es de Dickson.

Para la segunda parte, supongamos que existe una sucesion {a,} , tal que
a; 2 ajsii< j. Vamos a deducir que existe un preorden <’ que extiende
a <y que no es artiniano. Definimos <’ mediante:

a='bsi {a.j b6

- Jdi<jtalquea=ajya; X b
Por la hipétesis {a,} , es una cadena estrictamente <'-descendente. Por
la definicion de <’ es claro que a; <" a;si i < j. Vamos a ver que no se
verifica @; <" a;. Si suponemos que a; =’ aj, entonces existen k, [ € N
tales que k < [, a; X a;y a; = a;. Se tiene entonces [ < iy j < k, luego
I < k, 1o que es una contradiccion. O

6 [Notas de trabajo]
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Capitulo 2

Ordenes en monoides.

1. Monoides ordenados.

Sea M un monoide, al que vamos a suponer con notacion aditiva, y <
un orden parcial en M. Decimos que =< es un orden parcial lineal si para
cualesquiera a, b, c € M, talesque a < b, se tieneque a+ c < b+ c.

Un par (M, <) formado por un monoide M y un orden parcial lineal < en
M se llama un monoide ordenado. Si G es un grupo podemos hacer las
mismas definiciones y obtenemos el concepto de grupo ordenado. Si la
relacion de orden < es total entonces tenemos los monoides y los grupos
totalmente ordenados.

(1.1) Ejercicio.
Si (G, <) es un grupo ordenado, para cada par de elementos a, b € G son
equivalentes los siguientes enunciados:

(@) a =< b;

(b)0 < b— a
(c)a—b=0;
(d) —b < —a.

2. Monoides preordenados.

Sea M un monoidey < un preorden en M, esto es, una relacion en M que
verifica las propiedades reflexiva y transitiva.

[13. Algebras cuadraticas] 7
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(2.1) Lema.
Si < es un preorden en M, entonces

a=bsia<byb=<a

es una relacion de equivalencia en M. En M/ = se tiene una relacion de
orden si definimos

[a] < [b] sia= b,
siendo [q] la clase de equivalencia de a.
Si M es un monoide, decimos que un preorden < en M es lineal si para

cualesquiera a, b, c € M talesque a < bse tienequea+c < b+ c.

Un par (M, <) formado por un monoide M y un preorden lineal < en M
se llama un monoide preordenado. Si G es un grupo podemos hacer las
mismas definiciones y obtenemos el concepto de grupo preordenado.

(2.2) Lema.

Si (M, <) es un monoide preordenado, entonces (M/ =, <) es un monoi-
de ordenado. En particular si (G, <) es un grupo preordenado, entonces
se verifica que (G/ =, <) es un grupo ordenado.

Si (G, <) es un grupo preordenado, entonces el conjunto
Gy ={gecG 0=g}

es cerrado para la suma y verificaa < bsiysélosi b— a € G4, para cua-
lesquiera elementos a, b € G. Los elementos de G se llaman elementos
positivos de G.

Vamos a tratar de detallar las propiedades que verifican los elementos
positivos y comprobar que son suficientes para definir un orden parcial
lineal en un grupo G.

(2.3) Proposicion.
Si P C G es un subconjunto verificando:

(i) 0 e P;
(ii) P+ PC P;

(iii) la relacion definida por b — a € P es compatible con la estructura
de grupo (es lineal).

8 [Notas de trabajo]
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Entonces tenemos una estructura de grupo ordenado si y solo si P N
(—P) = {0}. Tenemos una estructura de grupo totalmente ordenado si y
solo si se verifica ademads PU (—P) = G.

3. Induccion de 6rdenes.

(3.1) Observacion.

Si H C G es un submonoide de un monoide ordenado, entonces la es-
tructura de monoide ordenado de G induce en H una estructura de gru-
po ordenado. En particular si G es un grupo ordenado y H un subgrupo,
los elementos positivos de H son los elementos del conjunto H N G;..

(3.2) Observacion.
Si {Gx: A € A} es una familia de monoides ordenados, es posible definir
un orden parcial en [[ G, mediante

(ax)a =< (b)) siay = by para cada indice A € A.

Se obtiene asi el producto de monoides ordenados. Es claro ademas que
silos Gy son grupos ordenados el conjunto de los elementos positivos es
exactamente [ [(G))+.

Esta definicién es util, y la usaremos en un futuro, pero tiene el incon-
veniente que si los monoides Gy son totalmente ordenados, no es cierto
en general que | [, Gy sea totalmente ordenado. Este problema se arregla
con la siguiente definicion.

(3.3) Observacioén.

Si {Gy: A € A} esunafamilia de monoides ordenados con A un conjunto
de indices bien ordenado, entonces en || G, definimos una relacion de
orden mediante:

(ax)x = (b)), sipara el menor indice A para el que ay # by
se tiene ay, < by.

Si cada monoide G, es totalmente ordenado, entonces [ | G, es totalmen-
te ordenado con esta relacion de orden. Se obtiene asi el producto lexi-
cogrdfico de monoides ordenados.

Enelcasoenque A = {1, ..., n}seafinito consideramos el orden1 < 2 <
-+- < m; el orden en el producto lexicografico Gy x - - - x Gy, se representa
por <., y lo llamamos el orden lexicogrdfico.

[13. Algebras cuadraticas] 9
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Dados dos predrdenes en un conjunto, definimos un nuevo preorden al
que vamos a llamar su composicion lexicogrdfica.

4. Ordenes en N".

Consideramos un monoide M y un orden total < en M. Decimos que <
es mondtono si 0 es un minimo de M; esto es, para cada x € M se verifica
0=<x

Sea M un monoide y < un orden total en M. Se dice que < es un orden
(total) admisible si verifica:

(1) Es monotono;

(2) Paracadaa, b,ce Msia < b,entoncesa+ c < b+ c.

(4.1) Lema.
Si M es un monoide y < es un orden total admisible en M, entonces M es
un monoide cancelativo.

Como consecuencia, si M es un monoide cancelativo y < es un order
total en M, entonces < es un orden total admisible siy solo si es lineal y
monotono.

(4.2) Observacion.
La composicion lexicografica de 6rdenes totales admisibles es admisible.

Vamos a considerar el caso particular del monoide N”.

Sea < un preorden total en N””. Decimos que < es fuertemente mondétono
si «; < f3; para cada indice i, entonces («y, ... ,ap) < (f1,...,0n), estoes,
es una extension del orden producto en N”, ver (3.2).

Es claro que cada orden fuertemente mondétono es monétono, sin em-
bargo el reciproco no es siempre cierto. Para 6rdenes lineales sobre N”
tenemos:

(4.3) Lema.
Todo orden total lineal y monotono en N" es fuertemente mondétono.

DEMOSTRACION. Supongamos que «; < [; para cada indice i, entonces
existe v € N" tal que o + v = (3, como se verifica 0 < +, se obtiene
a=a+vy=/. O

10 [Notas de trabajo]
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(Para un preorden en N se puede hacer también las definiciones de monétono,
fuertemente mono6tono, preorden admisible, etc.)

Vamos a relacionar cualquier orden admisible con el orden producto en
N,

(4.4) Teorema.
Sea < un orden total admisible en N" y sea <P el orden producto en N".
Entonces =< es un buen orden que extiende a <P.

DEMOSTRACION. Dados «, 8 € N, con a <P 3, existe v € N" tal que
# = a + . Es claro que 0 < v, luego se verifica:

a=a+0=a+y=70.

Tenemos por tanto que < extiende a <P. Como =<” es un orden de Dic-
kson, entonces < es un orden de Dickson y en consecuencia es un buen
orden 0

Los siguientes son ejemplos de 6rdenes admisibles en N. Mas adelante
veremos que ambos son ejemplos de 6rdenes inducidos en el producto.

(4.5) Ejemplo.
El orden lexicogrdfico en N" se define

son iguales 6
(ala' o JaI’L) jlex (bla' o an) S1 eXiSte 1 S lg ntalque {a] - b]7v] <1
a; < bl'
(4.6) Ejemplo.
El orden lexicogrdfico inverso en N se define

son iguales 6
aj = bj, Vj > 1
a; < bl'

(ala ;an) invlex (bla an) S1 existe 1 S i S ntal que{

(4.7) Observacion.

Enrealidad el orden lexicogréfico es el producto lexicografico de los 6rdenes
usuales en N considerando en {1,..., n} el orden usual, y el orden lexi-
cogréfico inverso es el producto lexicogréfico de los 6rdenes usuales en
N, considerandoen {1,... ,n}elordenn<n—-1<.-- <2< 1.
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5. Ordenes vectoriales.

Vamos a introducir en esta seccion una forma general de definir 6rdenes
y preordenes en el monoide Q" y por restriccion en el monoide N”.

Dadow = (w1, ... ,wy) € Q" definimos un preorden <, en N mediante:

n n
a =y B8l ) aw <Y B

Las siguientes propiedades son inmediatas:

1. Esclaro que =<, es un preorden (verifica las propiedades reflexiva y
transitiva);

2. También es lineal (si « <, By y € N?, entonces > _; aw; < ) ; fiw;y
>oilai+yiwi <08+ vi)wids

3. Para que sea monotono es preciso que todo elemento w; sea no ne-
gativo.

(5.1) Lema.

Para cadaw € Q" tenemos que son equivalentes:

(a) <, esun preorden, lineal y monoétono;

(b) w; € Q" U{0} para cada indicei=1,...  n.

Dados w!, w? € Q" definimos el producto lexicografico de < 1y <.y
obtenemos un preorden <; » dado por:

: 1 2 1 2
a =12 ﬁSI(Q'W , Q0 W ) <lex (ﬁw B w )
Esta construccion se puede generalizar a un nimero finito de elementos
1 m n
wh .., wme QM.

(5.2) Lema.
Siwl,...,w™ e Q" es un sistema de generadores de Q"*, entonces =1,...m

es un orden total, y si los w} son no negativos, entonces <, , es un
orden admisible.
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DEMOSTRACION. Sean o, # € N*, sia A1, (3 entonces (a-wl,... «a-
w™ £ (B-wl, ..., 3-w™). Entonces existe un indice i tal que o - w' > - w?

yoa-w =p-w sij=1,...,i— 1, pero entonces (f-w!,... 3 -w™) <
(-wl .. o w™).

Para ver que es un orden total es suficiente ver que verifica la propiedad
antisimétrica. Si o - w' = (3 - w' para cada indice i, como los {w'}; son
un sistema de generadores, entonces para cada indice j se verifica: ¢; =

Sigiw'yportantoa; = o - e = - ¢ = 3. O
Los 6rdenes vectoriales son de interés debido el siguiente resultado:

(5.3) Proposicién.
Para cada orden < en Q" existen m n—-uplaswy, ... ,wm, m < n, tales que
<esiguala=<y_ n

DEMOSTRACION. Verla demostracion en los siguientes trabajos: Robbiano-
1986 [23], Robbiano-1985 [22] y Mora—Robbiano-1989 [19]. O
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Capitulo 3

Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt.

Vamos a considerar un cuerpo K, usualmente sera C, y una K-algebra R
finitamente presentada, esto es, R estd generada por elementos xi, ...,
xy verificando las siguientes relaciones:

XjXi = {; jXiX; + rl-,j(x), i< j, (3.1)
siendo 0 # g;; € Kyr;j(x) € K+ KV + KV . Donde V = {x1,... , Xp} y
V? ={xpxp: 1< h<k<j}

-1
Es inmediato observar que Res un cociente de K(Xj, ... , X;;), la K-4lgebra
libre sobre indeterminadas X, ..., Xj, por el ideal bilatero H generado

por los elementos X;X; — q; jX;X; — r; j(X), i < J.

Otra consecuencia de la presentacion de R es que cada elemento de R se
puede escribir en la siguiente forma:

Zaax",

siendo a, € K, & = (a1,...,ay) € N'yx* = x{"" ---x3". Es claro que
cuando la expresion anterior es Uinica, la teoria es mas sencilla. Para pro-
bar que este puede ser el caso en bastantes ejemplos vamos a estudiar
un resultado analogo al teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt en este tipo
de algebras.

Obtendremos también que el dlgebra graduada gr(R), asociada a la filtra-
cion estandar de {xi, ..., x,}, de una K-algebra R verificando las condi-
ciones en (3.1), se puede describir en términos de una extension de Ore
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iterada

K[Xli o1, 51] T [Xni Un;5n]a

1. Algebra libres.

Sea {Xi, ..., Xy} unafamilia finita de indeterminadas. La K—dlgebra libre
sobre {X, ..., X,} es el conjunto de polinomios formales
D an X, - X,
«
siendo o = (i1,... ,im), jj€{1,...,n}, meNya, € K.
Representamos por K(Xj, ... , X,) este conjunto de polinomios y defini-

mos en él, en la forma obvia, dos operaciones internas: la suma y el pro-
ducto (el producto de los X; se realiza por yuxtaposicion). Obtenemos

que con estas operaciones K(Xj, ... , X;;) es una K-algebra cuyo elemen-
to uno es 1.

Es sencillo de probar que K(Xj, ..., X,) verifica la siguiente propiedad
universal:

(1.1) Lema.
Para cada K-algebra R y cada aplicacion f: {X,... ,X;} — R existe un
unico homomorfismo de K-algebras

fiK(X,...,Xn) = R

verificando f'(X;) = f(X;),1 < i< n.

La definicién de f’ para que se tenga la conmutatividad del diagrama es:

PO anXs X)) = anf(Xy) - f(Xi,):
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2. Pares indices.

Sea R una K-algebra finitamente generaday {xi, ... ,x,} un sistema de
generadores de R. Existe un tinico homomorfismo de K-algebras sobre-
yectivo

KX, ..., X)) = R
verificando f'(X;) = x;, 1 < i< n.

El niicleo de f’ es el conjunto de las relaciones que verifican los genera-
dores {xp,... ,xn}.

La K-algebra R se llama finitamente presentada si el ideal H = Ker(f') es
un ideal bilatero finitamente generado de K(Xj, ..., Xj).

Como hemos mencionado anteriormente, en este estudio vamos a con-
siderar inicamente K-algebras finitamente presentadas. En especial va-
mos a estudiar la clase especial de K-algebras finitamente presentadas
con sistema de generadores {x, ... , xX,} que verifica las relaciones:

XjXi = qijxix; + 135(%), <],

siendo 0 # ¢q;j € Ky rj(x) € K+ KV + KVJZ_ , (En donde hemos usado
las siguientes notaciones: V = {xy,... ,x,}y V}z_l ={xpxp: 1< h<k<
j}.) Llamamos a una K-dalgebra de este tipo una K-dlgebra cuadrdtica
triangular, o simplemente una K-dlgebra triangular.

Sea R una K-algebra triangular. Un término de R es un elemento de la
forma:

X = Xjy o Kigyy X, € {x1,...,%xn}

Cuando m = 0 tenemos x = 1.

Dado un término x = x; ---X;,, vamos a definir dos nameros asocia-
dos a x. El primero es el peso de x, y que representamos por W(x). Para
definir W(x) primero fijamos una sucesion de nimeros enteros primos
positivos py, ..., pn que verifique las siguientes condiciones:

A continuacion definimos
Wx) = _e.pl - pi,

[13. Algebras cuadraticas] 17
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con el orden lexicografico, siendo e; el nimero de copias de x; en el des-
arrollo de x. El segundo niimero que definimos es el indice de x, y lo
representamos por I(x). Este es exactamente el indice en el sentido de G.
Birkhoff, esto es, primero definimos paracadaparl <j k< m

- {0 <
J Lif i; > iy
y a continuacion definimos

Ix)= Y I

1<j<k<m
El par (W(x), I(x)) se llama el par indice del término x.

En el conjunto N \ {0} x N definimos un orden total como sigue:

. Wl < Wgé
(Wlall) < (WZ?IZ) Sl {WI — W2 YII < 12

Es el producto lexicografico de los 6rdenes usualesen N\ {0} y N.

Veamos a continuacion una primera aplicacion del par indice.

(2.1) Lema.
Para cada términox = x;, - - - X;,, en Rexistenay, ... ,an € N, yd(q, ... o, €
K tales que

_ Q] n
X = Za(ala"'aan)xl o .x?’l )

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracion por inducciéon sobre el par
indice de x. El par indice mas pequefo de los términos de Res (1,0); en
este caso tenemos que x = 1 y el resultado es cierto. Sea x un término en
R, si I(x) = 0, entonces el resultado es también cierto. Sea x un término
en Rtal que I(x) > 0y supongamos que el resultado es cierto para cada
término en R con par indice menor que (W(x), I(x)). En este caso existe
un indice i; tal que i; > ij;1 y tenemos

XiXi oy = Dipy %0 X 1 Tip i
(Aqui hemos representado r;, , ;(x) sencillamente por r;_, ;; lo seguire-
mos haciendo asi en este capitulo.) Descomponemos x en dos sumandos

CXp =

m

X = xll . 'xl]xl]+1 .

= qij+1,ijxi1 e xij+1xij - xim + xi1 - rij+1:ij e xim‘
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Ya que ij;; < ij, tenemos:
I(x,-l .. -xijﬂxij .. -Xim) < I(X)

Por otro lado tenemos que Tiigri; € K+ KV + KVI?_I. Podemos descom-
! J
ponerr, ;. en dos partes:

T, '1€K+KVandrij

Lit158, —‘,-laija

2
2 € KVij—l

y es claro que el peso de cada término en x; - - - Tio1ij1 * iy, €8 MENOr
que W(x) y lo mismo ocurre para x;, - - Tiieni2 " iy Por lo tanto, por la
hipotesis de induccion, tenemos el resultado. O

Como consecuencia inmediata de este Lema tenemos:

(2.2) Corolario.
La familia {x{" - - - x3": o,... ,an € N} es un sistema de generadores de
R como espacio vectorial sobre K.

Claro que con esto no basta para tener una buena descripcion de los ele-
mentos de R; seria conveniente que ademas la familia que aparece en el
Corolario fuese una base; esto lo conseguimos mediante el teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, pero necesitaremos imponer nuevas propieda-
des a las algebras en consideracion.

3. Teorema de Poincaré-Birkhoff—Witt.

Estamos ahora interesados en probar un teorema anélogo al de Poin-
caré-Birkhoff-Witt para K-algebras triangulares R con respecto a un sis-
tema de generadores {x1, ... ,x,}.

Como R es un cociente de una K-élgebra libre sobre {Xi, ... , X;}, defi-
nimos por recurrencia una aplicacion K-lineal

ot K(X1, ..., Xn) — K[X1, ..., X,

siendo K[Xj, ..., X,] el anillo de polinomios en indeterminadas conmu-
tativas. Llamamos T = K(X,...,X;). En T consideramos la filtracion
estandar { T, } ,, asociada al sistema de generadores {Xi, ... , X, } yla gra-
duacion T = &,,T™ definida por el grado total. Es claro que T,, =
Dic mT".
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Para definir ¢ procedemos como sigue.

Definimos (1) = 1, entonces o estd definido sobre Ty = T°. Suponga-
mos que o esta definido Tj,—; y que verifica la siguientes relaciones:

(l) O'()(l'1 . 'Ximfl) = Xi1 . 'Xl'mfl si I(Xi1 . 'Xl'mfl) = 0;
(i) sii; > ijy,, entonces
o(X;, X )=
B, ii0 (Xiy - X Xy X )+ 0 (X ooy X, ). B.2)

Por lo tanto, para definir o en T}, basta con definir ¢ sobre T™.

SeaX; ---X;, € T".Sil(X; ---X;,) = Odefinimos o (X;, --- X;,) = Xj, -~

Im 131
El término en 7™ con menor par indice es X1 - X1, el producto de m co-

pias de Xj, y o se puede definir sobre él; o(Xj - - - X1) = Xj - - - X].

X

Im*

Supongamos que hemos definido o sobre todos los términos con par
indice menor que X; ---X; yque I(X; ---X;, ) > 0. Entonces existe un

Im

indice i, tal que i, > iz y podemos hacer la definicion

U(Xil o le) = qia+1,ia0(X Xla+1X ) le) + U(Xil T ria+17ia o le)
Es claro que X; --- X;, , Xj, -~ X;, y cada término en X; ---1;_ i Xip

tiene par indice menor que el par indice de X; - - - X;

Im*

Para finalizar necesitamos probar que la anterior definicion es indepen-
diente del indice i, elegido.

Sea i, otro indice con iy, > i, Yy b > a. Si iz < ip entonces no existe
contradiccion con la definicion anterior; en efecto tenemos:

o(Xy, - Xy,) =

= qia+17iaU(X Xla+1X ’ Xm) + O(Xil “ Tigia 'Xim) =
= qia+l:iﬂqib+1:lba(X Xla+1X - X ip+1 Xib - Xi)
+qia+1,iaU(X Xla+1X T co X))t

+qib+1,ibU(X1 “Tigy1,ia XszX X))+

+0(Xiy  Tiggyiat Tigersip " Xim)»

por lo tanto en este caso el resultado final es independiente del indice
elegido.
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Cuando iy, = ij la situacion es diferente y mas complicada. Para sim-
plificar las expresiones vamos a renombrar las indeterminadas que apa-
recen. Supongamos entonces que se tiene:

X;, = C,
Xia+1 = Xib = Band
Xib+1 =A;
escribimos también Qup = ¢, ;,., €tc. para los demas indices. Tene-

mos por tanto el siguiente desarrollo:

U(Xil .. 'Xim) —
= o(X; - CBA---X;)) =
= qBCg(...BCA...)_|_g(...rBCA...) =
— chqACU("'BAC"') +qBCU("'BrAC"') +0—(...rBCA...) —
= chchqABU(' .- ABC- ) + chqACU(' - 148C- - .)+
+qBC0—(...BrAC...) +0("'rBCA"')'

En la misma forma obtenemos:
o(Xi, -+ Xi,) = 0(X;, -+ CBA- - X;,) =
:CIABU("'CAB"')+(7("'CrAB"') =
— qABqACU("'ACB"') +CIAB<7(""’ACB"') _+_0—( CrAB"') —
= qapqacqpco(---ABC---) + qapqaco(- - - Arpc- - )+
+qABO—(...rACB...) +0("'CTAB"')-

Es necesario probar ahora que estos dos elementos son iguales; esto es
equivalente a probar la siguiente igualdad:

o(gpcqac(---1apC---) +qpc(- - Brac--+) + (-~ TcA---)) =
U(CIABCIAC(' . .ArBC. . ) + QAB(' .. rACB' . ) + ( .. C”AB' . )) (3.3)

Veamos en primer lugar que se verifica:

qscqacTaBC + qpcBrac + rcA — qapqacArsc — qapacB — Crap € H.
(3.4)

Para probar esto vamos a trabajar modulo el ideal H generado por la re-
lacion de R. Tenemos en este caso las congruencias:

qdscqactaBC + qecBrac + rcA =
= gpcqac(BA — qapAB)C + qpcB(CA — qacAC) + (CB — qpcBC)A =

= gpcqdacBAC — qpcqacqapABC+
+qpcBCA — qpcBgacAC + CBA — qpcBCA =

= —(qpcqacqapABC + CBA.
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Y de forma anéloga tenemos:

qaBqacATsc + qapTacB+ Crap =

= 4aqacA(CB — qpcBC) + gap(CA — qacAC)B + C(BA — qapAB) =

= qaBqdacACB — qapqdacqscABC+

+4aBCAB — qapgacACB + CBA — qapCAB =

= —(qpcqacqdapABC + CBA.
Vamos a llamar, al igual que Berger en ([4]), al elemento en (3.4) la su-
ma de Jacobi de R definida por A, By C, y la vamos a representar por
J(A, B, C). Imponemos a R la siguiente condicion:

condicién PBW. J(A, B, C) es una combinacién K-lineal de Rx yZ, ZRx y
YVRyyconX < YyX, Y, Z < Cenelorden X < --- < X, siendo
RX,Y =YX — C]X’YXY— rxy.

(Esta es una condicién mas fuerte que la de J(A, B, C) € H y la necesita-
mos para poder hacer induccién sobre el par indice.)

Por lo tanto tenemos una expresion de la forma

J(A B, C) = Z azxyZRx y + Z axyzRx,yZ + Z axyRxy,

en la que cada término de esta suma tiene un par indice menor que el
par indice de CBA.

Ahora para aplicar esto a nuestra relacion (3.3), procedemos como sigue:

U(chqAC("'rABC"')+qBC("'BrAC"')+("'rBCA"'))_
—0(qaqac(---Arpc--+) + qap(---TacB-++) + (- Crag-+-)) =
:O("'ZaZXYZRX,Y+ZaXYZRX,YZ+ZaXYR)QY"') =0

Obtenemos entonces el siguiente resultado:

(3.1) Teorema.

Sea R una K-algebra triangular finitamente presentada verificando la
condicion PBW con respecto a un sistema de generadores {xi,... ,Xn}.
Entonces la familia {x{" - -- x3": o1,...,a, € N} es una base de R como
espacio vectorial sobre K.

4. Un poco de aritmética.

Consideramos un anillo de polinomios formales K[Xj, ..., X,], en inde-
terminadas no conmutativas, cuyas indeterminadas verifican las relacio-
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nes de conmutacion siguientes:
XiX; = q;;X;X;, iti < j,

siendo 0 # ¢g;; € K. Entonces K[Xj,...,X;] es una K-algebra finita-
mente generada son sistema de generadores formado por: {Xi, ..., X,}.
Evidentemente verifica la condicion de PBW.

Vamos a ver algunas relaciones que se verifican en K[Xj,... ,X;]. Por
hipotesis tenemos X;X; = ¢;;X;X;, si i < j. Una regla general de con-
mutatividad puede construirse de la siguiente forma. Primero, si a =
(aq,...,ap) € N entonces tenemos:

XX = X(X" - Xp") =
_ql X XX XS X

= q‘”X" X X5? - Xp"
_ i1 i1 yltao; n
= l,i"'qi—l,iXill"'XiO—IXi o X0
Por inducciéon podemos generalizar esta relacion y obtener:
Bi 13 o 1»3; i-1yBita; n
Xi Xa_qllt i Xal Xia—l Xi Xy

Para simplificar esta expresion vamos a introducir la siguiente notacion.
. O‘lﬁ]
Definimosunauplaq = (g;);j, parai < j, y definimos q(@?) = I1i; d;j -

Cuando g = (0,...,0;...,0), se obtiene el resultado anterior. Es facil
ver que se obtiene también la siguiente regla general de conmutatividad:

XPxe = q@P) xB+e.
También se cumplen las siguientes relaciones:
qleta’ 0+ = glah) gl gle'B) gle’F),

Ya que los exponentes pueden ser negativos usando qi_jl, tenemos tam-
bién las relaciones:

q_(a7ﬁ) — q(_a7ﬁ) — q(a7_ﬁ)
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5. Cocientes de extensiones de Ore.

Sea R una K-algebra triangular finitamente generaday {xi,... ,x,} un
sistema de generadores verificando las relaciones:

ijl' = q,-ij,-xj —+ T'i,j, i< ] (3.1)
siendo 0 # qi,jeKyri,jeKGBKV@KVjZ_l.

Consideramos en R la filtracion estandar { R}, asociada a este sistema
de generadores y la K-algebra graduada asociada

gr(R) = @;R;/R;_;.

Para determinar la estructura de gr(R) vamos a construir una extension
de Ore y obtendremos gr(R) como cociente suyo.

Definimos recursivamente automorfismos o; y oj-derivaciones d;, j =
2,...,nen

Si—1 = K[X1;01,01] - [Xj15 051, 6j-1],

siendo o7 = 1yd; = 0. La definicion de o} es facil; tenemos: 0;(X;) = g ;X;
para cada i < j. Y se prueban por induccion las siguientes relaciones:

(X .X]f”_fil) — q(a,ej)Xfél . 'Xf_jila (3.5)
usando la notacion introducida en la Seccion 4.
Para la definicion de § j hacemos:
0j (D g AaX?) =
= Xj )0 G X = 0j(3, aX*)X; = (3.6)
- )(jZa an X" — Za aaq(ayej)Xa)(j
paracada ), a, X* € §j_;.

(5.1) Observacion.
Podemos probar, también por induccién, que el elemento asi definido
pertenece a S;_.

Para probar que ¢; es una o;—derivacion basta estudiar los siguientes des-
arrollos:

51X X Y hyXP) =
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y por otro lado tenemos:

0150 A0 X*)0(Y D XP) + 61(5 0aX?) Y5 bX? =
= 01(0 AaX) (X305 byX” — 0(5 bsX")X;) +
(X0 @aX = 03, aaX*)X)) 35 beX” =

= X; Yo e XY 5 X0 — 0j(32, aa XYY 5 bsXP)X;.

(5.2) Observacion.

Tenemos pues que gr(R) es un cociente de una extension iterada de Ore.
Si ademas verifica la condicion de PBW para el sistema de generadores
{x1,...,x,} de R, entonces gr(R) es un cociente impropio y por tanto
gr(R) es una extension iterada de Ore.

(5.3) Observacion.

Es también posible invertir el anterior resultado, esto es, probar que si
gr(R) es una extension iterada de Ore verificando las condiciones (3.5) y
(3.6), entonces R verifica la condicion de PBW para un sistema de gene-
radores que verifique la condicion (3.1). Este resultado nos proporcio-
na una gran cantidad de ejemplos de algebras triangulares verificando la
condicion de PBW.
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Capitulo 4

Algebras triangulares.

Consideramos una K-algebra R generada por elementos xj, .. . , x, veri-
ficando las siguientes relaciones de conmutacion:

XjXj = {; jXiX;j + Tij, i< j, 4.1)

siendo 0 # q;; € Kyrij € K+ KV + KV].Z_I. Donde V = {xi,...,x,}
y VJZ_ 1 = XX 1 < h < k < j}yla condicion de PBW. Entonces el
conjunto {x* « € N"} es una base de R como espacio vectorial y en
consecuencia cada elemento f de R tiene una expresion tinica en la for-

ma
f=2 ax",
«

siendo o € N"y a,, € K casi todos nulos.

Llamamos término de R a cada uno de los elementos de la base {x*: « €
N*}. Es claro que los términos de R estan parametrizados por el conjun-
to N". De cara a desarrollar una aritmética en R vamos a considerar un
orden admisible en N” y en consecuencia un orden total en el conjunto
de los términos de R. Cuando R es conmutativo el orden admisible en N”
implica que el orden total en R es compatible con la multiplicacién; sin
embargo, cuando R no es conmutativo esto no tiene por que ocurrir.

Veamos como podemos solucionar este problema. Dado un orden ad-
misible < en N podemos escribir cada elemento f de R de forma tinica
COmo una expresion

1 r
f=a,x" + -+ aux?,
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siendoa! > --- >ao'ya, #0paracadai=1,...,r.

Tomemos el caso particular en que f = x; y consideremos g = x; con
i < j. Se verifica:

fg = XjX; = {;jXiXj + Iij-

Parece natural que x;x; sea el mayor término de fg, y que por tanto los
términos, que con coeficiente no nulo aparecen en r; j sean menores. Pa-
ra conseguir esto necesitamos imponer condiciones al orden admisible
en consideracion; por ejemplo basta con que < sea la composicion lexi-
cografica del preorden suma y el orden lexicografico en N”; llamaremos
a este el orden lexicografico graduado. De esta forma nos aseguramos

que para cualquier par de elementos genéricos f = ctopc"1 F ot Ggrx®
yg = aﬁlxﬁl +---+ agx” de R se tiene que el mayor término de fg es

1 1
exactamente x® 7",

A partir de aqui podemos desarrollar una aritmética en el anillo R.

1. Expresiones polinémicas.

Consideramos una K-algebra triangular R verificando la condicion de
PBW. Comenzamos por fijar el orden lexicografico en N” para la ordena-
cibne < e < --- < ey, siendo e¢; = (6,7)]’?:1. Supongamos que para i < j
se tiene la relacion

XjXj = {; jXiX; + Iij,

. o k,l n k * K 13
siendo 1y j = > pccj @ XX + D og=1 4 Xk + @i con a;’; € K. Utilizando
el orden anterior y ordenando los monomios respecto a él tenemos la
siguiente expresion

— g x4 @ ! et ab? 11
n ..
dl,]xn + e + al’]xl + al’].
Vamos a utilizar en lo que sigue la siguiente notacion:
i—1,j-1 1,2 1,1
Tij1 = “i] ! sz—l toeeta X + ap X
Fijo = QX+ + ;X1 + i
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Dado un elemento 0 # f € R, podemos escribir f en la forma:
= Z Ao, X~
e

siendo o = (a,...,an) € N', x* = x{' - - X3" y @, € K casi todos nulos.

El diagrama de Newton de f es:
N(f) ={a e N% a, # 0}
El exponentede f es:
exp(f) = max{a € N*: a e N(f)}
El grado de f es:
grad(f) = max{a; + -+ an: a= (a,...,an) € N(f)}

El coeficiente principal de f es:

le(f) = exp(f)-
El término principal de f es:

1t(f) = x>,
El monomio principal de f es:

Im(f) = Gexp(py XY,

(1.1) Lema.
Dados 0 # f, g € R se verifica:

(1) sif + g # 0, entonces exp(f + g) < max{exp(f),exp(g)};
(2) siexp(f) < exp(g), entonces exp(f + g) = exp(g).

Veamos el comportamiento del exponente ante el producto.

(1.2) Lema.
Para cada o, € N se verifica:

exp(x*x%) = a + 4.
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DEMOSTRACION. Vamos a hacer la demostracion por induccién sobre «
y . Supongamos que « = ej, tenemos

x %7 = xlel el

y el resultado es cierto para cada 8 € N". Sea j > 1; supongamos que el
resultado es cierto paraa = e,...,ej_1 y para cada § € N, y que para
caday < (3 se tiene exp(x;x?) = ¢j + 7. Tenemos entonces:

xjxﬁ—xfxl)‘ﬂll Xy —Clz]xlx]xﬁll X
I”l]zxﬂ xﬂ +T1]1X‘3 )CB

ya que sin pérdida de generalidad podemos suponer que /5; # 0; al ana-
lizar estos sumandos resulta:

(1) elultimo no cuenta para el exponente, pues su grado es demasiado
pequeno;

(2) como ryj; € KV 1» €l segundo sumando es cero 6 su exponente
esta acotado por (ﬁl, oy Bic1+ 2,855 Bu)s

(3) por la hipotesis de induccion el exponente del primer sumando es:
(ﬁl—l,... ,ﬂj—{—l,... ,ﬁn):ej+ﬁ.

Entonces exp(xjxﬁ ) = ej + 3y por tanto el resultado es cierto para cada
indice jy cada # € N". Haciendo ahora induccion sobre « se obtiene el
resultado. O

Como consecuencia tenemos:

(1.3) Proposicion.
Dados 0 # f, g € Rse verifica fg # 0 yexp(fg) = exp(f) + exp(g).

Para desarrollar la aritmética en R necesitamos nuevas definiciones. Si

al, ..., of € N” es una lista de elementos de N”, definimos:

Al = ol + N,
A% = (o +N")\ Al

AT= (@' + M)\ Ui AL
A =N\ Ui AL
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No creemos que la notacién o’ para un elemento de N” se confunda con
la i-ésima potencia de «, ya que no vamos a usar potencias de elementos
de N" alo largo de este trabajo.

(1.4) Lema.
Para cada lista de elementos de N, por ejemplo o, ... , o}, tenemos que
{AY A2, ... Al A} es una particién de N".

Como consecuencia tenemos el siguiente algoritmo de la divisién en R.

(1.5) Teorema. (Algoritmo de la division.)
Para cada lista finita de elementos no nulos

81,...,8¢< R,
consideramos la particion de N* determinada por la lista

exp(g1), ... ,exp(8gr).

Se verifica entonces que para cada 0 # f € R existen elementos q, .. . ,
q:, r € R unicos cumpliendo las propiedades siguientes:

(D) f=Yiqig+T;
2) r=06N(r) CA;

(3) Para cada indice i se verifica: exp(g;) + N (q;) C AL

Como consecuencia, si q;g; # 0, se tiene exp(q;g;) < exp(f) ysir # 0,
entonces exp(r) < exp(f).

DEMOSTRACION. Existencia.
Hacemos induccion sobre exp(f). Siexp(f) = 0, entonces tenemos dos
posibilidades:

() exp(f) = (0,...,0) € Al, para algin indice i

(i) exp(f) = (0,...,0) € A.

(i) Tenemos exp(f) = exp(g;) + 7, para alguan y € N", luego exp(g;) =
(0,...,0)y g € K. Podemos tomar:

q; =0, sij# i

q: = fi/ 8
r=20
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(ii) Tenemos exp(f) € A, entonces podemos tomar:

qi =0, sii=1,...,t
r=f

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todos los polinomios
g conexp(g) < exp(f). Aligual que antes tenemos dos posibilidades:

(i) exp(f) € Al, para algun indice i;
(i) exp(f) € A

(i) Tenemos eXp(f) = exp(g;) +7, paraalginy € N". Sidefinimos h = x7g;
tenemos que f — - gl))x g; es un elemento de R exponente estrictamente
menor que f. Aplicando la hip6tesis de induccion tenemos:

f- lc((f Xg = Zc/g,+r’

conlos q,... , q;, R verificando las condiciones del Teorema. Entonces
obtenemos la expresion:
f=> agi+r
i
en donde
6/] q, Sij # 1
q/ + lc(f

r:

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado observe-
mos las siguientes inclusiones:

exp(gi) + N (q;) € exp(gi) + {N(q) U{~}} =
XXP(&) +N(q)) U {exp(g) + 7} C
g 1

(i) Si exp(f) € A, entonces f — lm(f) es un polinomio con exponente
estrictamente menor que f, y por tanto, por la hip6tesis de induccion,
tenemos:

f—lm(f)zquigiﬂwj
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conlos q,..., q;, r verificando las condiciones del Teorema. Entonces
obtenemos la siguiente expresion para f:
f=> agi+r
i
en donde

qi:qlia sii=1,...,¢t
r=r +1m(f)

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado tenemos
que si r # 0, entonces, considerando que NV (0) = &, tenemos:

N(r) = N(¥ +1m(f)) CN(F) U {exp(f)} C A.

Unicidad.

Sean
=Y ag+r=> _qg+r
i i
dos expresiones de f verificando las condiciones. Tenemos entonces:

0=> (di—q)gi+(r—71).

i
Vamos a analizar los exponentes de los sumandos de esta suma:

exp(r—r)eN(r—7r) C N UN() CA.

exp((q; — 4;)8i) = exp(q; — q;) + exp(g;) €

C exp(&) + N (qi — q}) =

= (exp(gi) + N (gi) U (exp(gi) + N (4))

C AL
Ahora como los Al, ..., Af, A forman una particién de N”, llegamos a
que cada uno de los sumandos es cero, y como estamos en un dominio,
tenemos g; = ¢, para cada indice i,y r = r’. O
Los elementos ¢y, . .. , g; se llaman cocientes a la izquierda de f 'y r se lla-
ma resto a la izquierda de f relativos a {g, . .. , g}. El resto a la izquierda
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r se representa también por r;(f; {g1, .. , &}), y si no hay confusién sim-
plemente por r(f;{g1,--- , 8})-

De forma andloga se definen los cocientes y el resto a la derecha de f
relativos a {gi, ... , &}

El orden de los elementos g, . .. , g es determinante para el calculo del
resto a la izquierda 6 a la derecha, esto es, puede ocurrir que:

rif;g,-- 8- 8- 8)FT 8,08 586 5 81)s
parai # j.

2. Bases de Groebner en algebras triangulares.

Sea Runa K-algebra triangular. Si I es un ideal izquierda de R, definimos
Exp(I) = {exp(f): f € I}.

Si D C N", decimos que D es un monoideal de N si paracadad € Dy
cada « € N" se verificad + a € D.

(2.1) Lema.
Exp(I) es un monoideal de N".

(2.2) Proposicion.
Cada monoideal D de N" tiene un sistema finito de generadores.

DEMOSTRACION. Tenemos que D es un monoideal de N, sea A C D
una base de Dickson de D para el orden usual en N, entonces se verifica
D = A+ N",ypor tanto A es un sistema de generadores de D. O

(2.3) Lema.

Sea I un ideal izquierda no nulo de Ry A es un sistema finito de generado-
res de Exp(I), entonces para cada conjunto de elementos {f,: o € A} C I
tales que exp(f,) = « para cada o € A, se tiene: {f,: « € A} es sistema de
generadores de I como ideal a la izquierda.

DEMOSTRACION. Como A es finito, supongamos que {f,: a € A} =
{g1,...,8} Paracada0 # f € I consideramos el algoritmo de la division
paralasucesion gi, ... , g. Obtenemos una expresion f = > . q;g;+ r. Si
r # 0, entonces N (r) C Ay como tenemos r = f — >, q;g; € I, se verifica
exp(r) € Bxp(I) = A+ N" = U;Al lo que es una contradiccion. O
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Si I es un ideal izquierda de R, una base de Groebner de I es un conjunto
finito de elementos no nulos G = {g, ..., &} C I verificando que

Exp(I) = {exp(g)), . .. ,exp(gr)} + N".

(2.4) Corolario.
(1) Cada ideal izquierda no nulo de R tiene una base de Groebner;

(2) Toda base de Groebner de un ideal izquierda no nulo es un sistema
de generadores.

(2.5) Proposicion.
SiI es un ideal izquierda no nulo de R, y G, G’ son dos bases de Groebner
de I, entonces para cada0 # f € R se verificar(f;G) = r(f; G).

DEMOSTRACION. Supongamos que al aplicar el algoritmo de la divisién
para G y G’ obtenemos dos expresiones:

f=> aqg+r=>) qg+¢
i J

respectivamente. Si r # r/, como r — 7 € I, tenemos
exp(r — ) € Exp(I) = ;AT = Uj(A')
Pero
exp(r—r)eN(r—r)CN(INUN(()CA=A,

lo que es una contradiccion. O

3. Algoritmo de Buchberger.

Se trata ahora de caracterizar y construir bases de Groebner para ideales
alaizquierda de R.

(3.1) Proposicién.
Sea I un ideal izquierda no nulo de R y G una familia finita de elementos
de I. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de I;

(b) Paracada0 # f < I se tiene r(f;G) = 0.
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DEMOSTRACION. (@)= (b). Sir(f,G) # 0, entonces exp(r(f, G)) € Exp(I)N
A = @, lo que es una contradiccion.

(b)=-(a). Sea 0 # f € I, por el algoritmo de la division existen ¢y, . .. , ¢,
r € Rtales que:

=248y _
exp(g) + N(q;) € A"

En consecuencia, exp(q;g;) # exp(q;gj) si i # j, y entonces exp(f) es el
maximo de los exponentes de los sumandos g;g;, luego existe un indice i
tal que

exp(f) = exp(qigi) € A C exp(gy) + N,
y por tanto exp(f) € {exp(g1), ... ,exp(gs)} + N". O

Esta caracterizacion para bases de Groebner no es muy practica, ya que
habria que probar con todos los elementos del ideal a la izquierda I pa-
ra ver que tenemos una base de Groebner. Se trata entonces de buscar
criterios mas practicos para caracterizar bases de Groebner.

Vamos a introducir en este punto la notacion necesaria para su desarro-
llo.

Por hipétesis tenemos que x;x; = ¢g; jX;xj + r;j cuando i < j, siendo 0 #
g;j € C. Unaregla general de conmutatividad en este contexto se puede
expresar de la siguiente forma; dados x; y x*, se verifican las igualdades
siguientes:

— a1 —
XX = xi(x) x?zi) =
= q) i x1 X%, X% --- X" + monomios con térm. menores
) o

= q, %" x;x5% - - - X3" + monomios con térm. menores

. P 1 . . 2,
=g g A1 T X" + monomios con térm. menores.

Que por induccién se puede generalizar facilmente a:
iy B _iaBioar i o tBi g 4
xl.g x* = q.i dily; X XX X," + mon. con tér. menores.

Esta expresion final se puede simplificar si consideramos una upla q =

(4ij)ij con i < j, ydenotamos q(a,ﬁ) - Hi<j qz‘]{ﬂj_
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Es claro que cuando 3 = (0, ..., ;... ,0), tenemos el resultado anterior
y un pequeno ejercicio rutinario prueba que se tiene la ley de conmuta-
cion siguiente:

1 x2 = q(@P) ¥+ + monomios con términos menores
= q(ayﬁ)xﬁ+a + Ta

en donde, para simplificar notacion, hemos representado los monomios
con términos menores por 7, 3.

Se verifican las relaciones siguientes:

(a+a,B+06") _

q q(a’IB)q(a7/8,)q(al718)q(a’718,)‘

Y como los exponentes pueden ser negativos, utilizando qi_jl

relacion:

, tenemos la

q_(a7ﬁ) — q(_a7ﬁ) — q(a7_ﬁ)

Desafortunadamente no se verifican relaciones similares paralos r, g.

Después de establecer estas reglas vamos a definir el minimo comuin miultiplo
de un par de términos. Si x* y ¥’ son dos términos definimos

vi=max{a; B}, 1<i<n

Seay = (71,...,7n) € N, entonces llamamos a x7 el minimo comiin
miiltiplo de x* y x°. Tenemos que x7 es realmente un multiplo cuando la
parte r; ; es siempre nula, ya que se verifica:

X7 = q (=) yrmaxa

Y el resultado analogo para x”:

X' = q_(ﬁy'y_ﬁ)x'y_ﬂxﬁ_

Con este bagaje vamos a definir las semisicigias 6 s—polinomios. Dados f,

yf € R, conexp(f) = x* y exp(g) = x%, el s—polinomio definido por [y g

es:

q (7=
le(f)

q_(ﬂﬁ—ﬂ)

7_){7_18 .
le(g) &

S(f.8) = X -
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(3.2) Lema. .
Se considera la expresion 3:_, ¢;x* f;, en donde: los f; son elementos de

R, c; € Kya' € N", verificando:

eXp(Z cl-x"ifi) <0 = exp(xaifi), para cada indice i.
i

Entonces existen elementos cj, € K'y g; € R tales que:
: i jk ik
exp(gi) < afi ) eix" fi=> kX" S(fi, fio)s exp (7" S(fi, fi)) < 6,
en donde X" = mem{x*PU)| xexp(fi)}

DEMOSTRACION. Supongamos que exp(f;) = (%, entonces o + ' = 6.
Hacemos el siguiente desarrollo:

> fi= Y ale(f) f‘aof) = > ale(fia”n,

donde ﬁf{)l = q(ﬂi’ai) h; Podemos completar este desarrollo de la siguiente
forma:

S iex® fi = o

Yicile(f) g by =

ale(f)a ) (b = ho) + (1 le(f)a® ) + e 1e(f)q P D) (hy — )+
o+ (e lC(fl)q(ﬁl’al) tot et le(fim)qB T T (g — B+

(a1 le(A)gP ) + -+ + ¢ le(f;) g ) .
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. jk
Consideramos ahora el producto x*—’ S(fj, fi). Vamos a desarrollarlo y
ver que tiene como sumando un multiplo escalar de h; — hy.

DS fr) =

ik [(q—(8 %60 ]k (5k k_gky 4 e
_ik [ q=@aT-8) g Y ik
% < 1c(f) fi— " Jie
(/3] ’Y]k /3]) jk L jk_ ,Bk ’Y]k ) it it ok
a7 e . I e K A
L) X" Ji— kxi i x Je
(8] ~Ik— 3l ik o ik T — N .
(s IR CRLSSC TR R W RIS I GTACLt Bt I I
le(f) 1 X0 ) q O fit
k) j —(6* k- %) r
I v ErC S B Co—pgke
le(f) LUSCRE vf"x(s fi Ic(fi) rvf"—ﬁk,é—vﬂcx& fi=

q— @8+ (7~ 54 1%) =0 fio

lc(]j) J

Gy
le(f))

q- (8585 + (7 5E 5T
o le(fi)
q— (@585

le(fx)

x‘s_ﬂkfk—k

g _pk
rvf’“—ﬁf,é—vka& 7 - rvf’“—ﬁ",é—vf’“xé "=

q~ (P =B+ (=857 f

S le(f))
Gy ~
le(f))

q B -80)
le(f))

jk ik
q" 0= )(hj— ) + 4
q (85785

le(fx)

Entonces tenemos

_g
rvf’“—ﬁfﬁ—vf’“xé 7ti-
—gl
rvfk—ﬂfﬁ—vf’“xé “li-
— (@ k-
lc(j?-)
_gk
r,yjk_ﬂk,g_,yjkxl; *Bfk

. . . k
—(BF A —BE) 4 (1 *— BE 5 —~T) X fi
o o)
—(B% A=Y k
q — _
erfk—ﬁk,a—vfk"é T fi=
q (85785

_ak
le(f) erk—ﬁk,5—7f"x6 ’ fe=

g
SRR

q- ("= 0=, fk)
q ("0 8- 7]]6*;)_% g5k fi+
q " ﬂjk%%jk_gk,a_ﬂkx‘; P fio= hij— Iy
Ahora como _; ¢;lc(f)q = 0, tenemos:
Y e fy =

o le(fi)q? g
+(Cl lc( 1)q(ﬂ
+ (a1 le(fi)q?

L) 1o le(f)q?
oot et le(fio)g? e

(712’5_712)x5_7125(ﬁ,_ﬁ)+

a2))q_(723,6_723)x§_723S(J(é)fé) +
t—1 l’—l))

1,05 11ty s -1t . ,
q YT 0T S(fil1, f;) + monomios con térm. menores.
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Y tenemos la primera parte del enunciado. Para la segunda parte tene-
mos en cuenta que cada h; es un polinomio ménico con exp(h;) = 9,
entonces exp(h; — hj) < § y tenemos el resultado. O

(3.3) Teorema. (Buchberger)
Sea I un ideal izquierda no nulo del anillo R y G un sistema finito de
generadores de I. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de I;

(b) Para un orden fijado de G y para cada i # j se tiene R(S(g;, &j); G) =
0.

DEMOSTRACION. (a)=-(b). Es evidente.
(b)=(a). Sea 0 # f € I, entonces f = > ¢,;8; y tenemos
eXp(f) < max{exp(qigi): = L..., t}'

Vamos a ver que podemos alcanzar la igualdad. Llamamos:

5_: max{exp(q;g;): i=1,...,t},
0" = exp(q;g;)-

Siexp(f) < d, descomponemos f en la siguiente forma:

=248 =
=D sizs 4i8i + D sics 4ii =
= sizs Im(qi)8i + D sis(qi — 1m(q;)) & + Y sics 9i&i

las dos tiltimas sumas son “despreciables”, ya que su exponente es menor
que §. Vamos a cambiar ) _si_;lm(q;)g; mediante otra expresion. Usando
el Lema (3.2) tenemos:

jk
Z lm(q;)g; = Z cjkx5 -7 S(&;, 8x) + monomios con términos menores,
§i=4

con exp(x5—7jk8(gj, 8k)) < ¢. Los restos de la division de S(g;j, gx) por &1,
., & son cero, entonces resulta:

S(g8K) = > _ qjki&i» con gj; € R
y por el algoritmo de la division tenemos:
exp(qjkigi) < exp(S(gj, 8k))-
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Encontramos pues una expresion del siguiente tipo:

f= Z q8i, con exp(q'g;) < 4.

Repitiendo el proceso tantas veces como sea necesario, llegamos a una
expresion

f=> aig
i

en donde exp(f) = max{exp(q;g;): i = 1,...,t}, y como consecuencia
exp(f) = exp(q;g;) para algan indice i, esto es:

exp(f) = exp(q;&;) = exp(q;) +exp(&;) € {exp(g1),... ,exp(ge} + N"

y G es una base de Groebner. O

Vamos ahora a buscar un mecanismo que nos permita construir una ba-
se de Groebner de un ideal a la izquierda I.

(3.4) Teorema. (Algoritmo de Buchberger)

Sea I un ideal izquierda no nulo de R con sistema de generadores {fi, . .. , f;}.
Es posible construir una base de Groebner de I siguiendo los siguientes
pasos:

(1) Se define Gy = {fi,...,[ft};
(2) Se define Gpyy = U{r(S(f,8); Gn) # 0: f,8 € Gn}.

Entonces cuando G; = Gj,,, tenemos que G; es una base de Groebner
del.

DEMOSTRACION. Dado Gy = {g1,.-., &}, si r(S(f, g); Go) = 0 para cada
par f, g € Gy, entonces tenemos una base de Groebner. Si no lo es, exis-
ten f, g € Gy tales que r(S(f, g); Go) # 0. Llamamos g;+1 = 1(S(f, 8); G).
Tenemos que V' (g;+1) € A. Entonces, si definimos:

Gay =181, 8 81}

obtenemos una particion
1 1 A1)
Al AL AT A,
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siendo A1 U A = A, Sir(f;Gy) = 0, para f € R, entonces r(f; Guy) =
0. Yen el caso en que r(S(g;, gj), Go) = 0, también se tiene r(S(g;, §), G1)) =
0.

Si para todo f, g € Gy se verifica r(S(f, 8); G(1)) = 0, entonces tenemos
una base de Groebner. En el caso contrario tenemos un nuevo g2 =

r(S(f. 8); Gqr)) # 0,y definimos Gz = {g1,. .- , §e+1, G2}, teniendo que

N(gi42) € A,

Si en algiin momento encontramos una base de Groebner, ya hemos ter-
minado, en caso contrario tendriamos una cadena ascendente de siste-
mas de generadores:

Go C G(l) Co-e
Asociada tenemos una cadena ascendente de monoideales:
exp(Go) + N" C exp(Gyy) + N C - -

Como consecuencia del Lema de Dickson esta cadena se estabiliza y por
tanto existe un indice n tal que

exp(G(n)) +N* = eXp(G(,H_l)) + Nn,
tenemos entonces

exp(8r+n+1) € exp(Gp)) + N = N\ A,

pero exp(gine1) € A, lo que es una contradiccion. O

4. Bases de Groebner reducidas.

En el proceso anterior obtenemos un sistema de generadores que es una
base de Groebner, y que tiene, posiblemente, demasiados elementos. Va-
mos a optimizar el proceso de obtencion de una base de Groebner.

(4.1) Lema.
Sea I un ideal izquierda no nulo de Cy[Xy,... ,Xy|yG ={g1,... , &} una
base de Groebner de I. Sea f € G un polinomio que verifica:

exp(f) € {exp(g): f # g € G} +N",

entonces G \ {f} es una base de Groebner de I.
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Una base de Groebner G de un ideal izquierda no nulo I de R se llama
minimal si verifica:

(i) le(f) = 1paracadaf € G;

(ii) exp(f) ¢ {exp(g): f # §€ G} + N* paracada f € G.

Simplemente eliminando los elementos que sobran tenemos la siguiente
Proposicion.

(4.2) Proposicién.

Todo ideal izquierda no nulo I de R tiene una base de Groebner minimal.

Unideal puede tener bases de Groebner minimales distintas. Para buscar
la unicidad vamos a introducir las bases de Groebner reducidas. Una
base de Groebner G de un ideal izquierda no nulo [ se llama reducida si
verifica:

() le(f) = 1paracadaf € G;
(i) N(f) N ({exp(g): f£ g€ G} +N") =w2.

Es claro que toda base de Groebner reducida de un ideal izquierda no
nulo I es una base de Groebner minimal.

(4.3) Teorema.
Cada ideal izquierda no nulo tiene una tinica base de Groebner reducida.

DEMOSTRACION. Si G es una base de Groebner minimal, un elemento
f € G se llama reducido si

N(f)Nn({exp(g): f#g€ G +N") =2.

Sif € G esreducido, entonces es reducido en cualquier base de Groebner
minimal G’ que lo contenga y que verifique:

{exp(g): g€ G} = {exp(g): g€ G'}.

Definimos para cada f € G los siguientes elementos:

=R, G\ {f});
G = (G\{fHu{r}
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G’ es también una base de Groebner de I. Siexp(f) # exp(f’), entonces
de las relaciones:

F=24qs8+R(f;G\{f}) =2 qsg+ [
exp(f) = max{{exp(qgg): § € G\ {f}} U {exp(f")}},

y por ser todos los exponentes distintos, se tiene que existe g € G\ {f} tal
que exp(f) = exp(ggg), lo que es una contradiccion con el hecho de ser
G una base de Groebner minimal. Tenemos entonces que G’ es una base
de Groebner y que f’ es reducido. Aplicando este proceso a cada uno de
los elementos obtenemos una base de Groebner reducida.

Para ver la unicidad, si G y G’ son dos bases de Groebner reducidas, se
verifica:

Exp(I) = exp(G) + N" = exp(G’) + N".
Dado f € G tenemos las relaciones siguientes:

exp(f) =exp(g)+~, & e€C,yeN,
exp(g) =exp(g) +7, 8€G, v e N

de donde se deduce que exp(f) = exp(g) + 7 + 7/, y por ser G minimal
tenemos v = 0 = /. Entonces exp(f) = exp(g’) y como consecuencia
tenemos la igualdad:

exp(G) = exp(G).

Dado ahora f € G, existe g € G’ tal que exp(f) = exp(g’). Entonces f — g’
tiene todos sus términos menores que exp(f). Como f — g’ € I tenemos
R(f—g';G) = 0. Como G y G’ son reducidas y exp(G) = exp(G'), tenemos

N(f-g)C B =N"\Exp(l),
Para probar esta inclusion consideramos el siguiente desarrollo:

N(f - &) N (exp(G
N(f —g)n (U{exp(L

U{N(f — &) N (exp(L) + N*): L€ G} =
U{N(f—g)n(exp(L)+N*): f#£Le G} =
N(f—g)n({exp(l): f#LeG} +N") C
W) N {exp(L): f#LeG}+N")U
N(E)Nn({exp(l): §#LeG}+N") =0

Entonces R(f — g;G) =f — g/, dedonde f = ¢'. O

+N") =
)+ N LeG}) =

o~ —
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Capitulo 5

Aplicaciones.

Vamos a dedicar este Capitulo a las aplicaciones de la teoria de bases
de Groebner hasta ahora desarrollada. En primer lugar estudiamos las
aplicaciones clasicas de las bases de Groebner en orden a calcular con
elementos en el anillo R.

La ultima parte del Capitulo la dedicamos al cdlculo de la dimension de
Gelfand—Kirillov en algunos ejemplos de anillos noetherianos.

1. Aplicaciones de las bases de Groebner.

Problema de pertenencia.

(1.1) Problema.
Sea I un ideal izquierda de R con un sistema de generadores {fi, ..., f};
dado f € R, nos planteamos el problema de determinarsi f € I.

Esto se hace como sigue: se calcula unabase de GroebnerG = {gi, ... , g}
de I; entonces tenemos f € I si, y solo si, r(f; G) = 0.

Es posible también obtener una expresion de f como combinacion lineal
de los generadores originales fj, . .. , f;. Para ello tinicamente hay que te-
ner en cuenta que, por el algoritmo de la division, tenemos una expresion
de la forma:

f=q8 + -+ q:&,
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y como los g; se obtienen haciendo s-polinomios a partir de los f;, tene-
mos que es posible dar la expresion deseada.

Igualdad de ideales.

(1.2) Problema.
Sean I, e I ideales izquierda de R con sistemas de generadores {f}, . . . , frll}

y{fZ,..., é}, respectivamente. El problema es determinar cuando I} =
L

Conseguimos bases de Groebner reducidas G; y G, de I e b, respecti-
vamente. Por la unicidad de las bases de Groebner reducidas, tenemos
Il = IZ si, y solo si, (Gq = Gg.

Representantes candnicos.

(1.3) Problema.
Dado un ideal I de R el problema es dar un criterio, y un método, para
determinar un representante candnico en cada clase del cociente R/1.

En primer lugar, dado I, construimos una base de Groebner G de I. Para
cada f € R consideramos el resto r(f; G) y es claro que se verifica:

f+I=r(f;G) +1I.

Ademas, r(f, G) es tnico verificando la igualdad anterior y NV (r(f; G)) C
A = N"\ Exp(I), ver Proposicion (2.5). Este elemento r(f; G) lo llamamos
la forma normal de la clase de f con respecto a G.

El comportamiento de la forma normal es bueno respecto a combina-
ciones K-lineales, ya que si a;, a; € Ky fi, f> € K, entonces se verifica:
rlaifi + axfo; G) = arr(fi; G) + ax r(f2; G). Es claro que por el algoritmo de
la division tenemos:

fi=ag+-+q8+r{f;G),
entonces se Veriﬁca:

alfl +a2f2 =
aqig + -+ aqig + air(fi; G) + axqig + - - + axqig + axr(f; G) =
(a1q; + axq)) g + -+ - + (aq; + a2q2) gt + ar1(fi; G) + apr(r2; G),
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de donde tenemos el resultado, ya que
N(ayr(fi; G) + apxr(r; G)) € N*\ Exp(I),

y por tanto r(aifi + axf2;G) = arr(f1; G) + axr(f2; G). Tenemos enton-
ces, para cualesquiera f;, 2 € R, las equivalencias entre los siguientes
enunciados:

h+I=f(L+1

h-fel

r(h — f;G) =0

r(fi;G) = 1(f2; G).
Como consecuencia, cada elemento de R/I esta univocamente determi-
nado, y determina, un elemento r de K con NV (r) C N* \ Exp([). Para

estos elementos las operaciones en R/I estan definidas exactamente por
estos representantes por la regla:

a(n+D)+a(rn+I) =(an+ ar)+ L

Ideales izquierda cofinitos.

Pasamos ahora a estudiar el caso de ideales cofinitos, esto es, ideales a
la izquierda I de R tales que el cociente R/I es de dimension finita como
K-espacio vectorial.

K-base del cociente.

(1.4) Problema.
Se trata de dar un método que permita calcular una base del cociente
R/I

Para cada clase de R/I, considerando una base de Groebner de I, tene-
mos un representante r de la clase f + I tal que M (r) C N \ Exp(I). De
aqui resulta que r se puede escribir en la forma

r= anxa,

con a ¢ {exp(g): g € G} + N* = Exp(I) y ¢, € K. Tenemos entonces
que {x’: 3 € N*\ Exp(I)} es un sistema de generadores linealmente
independiente de R/I; esto resuelve el problema.
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Como subproducto podemos determinar cuando un ideal a la izquierda
es cofinito; lo es si, y solo si, el cardinal del conjunto N" \ Exp(I) es finito.
Este resultado lo mejoraremos mas adelante al estudiar la dimension de
Gelfand—Kirillov de los cocientes R/I.

Operaciones en el cociente.

(1.5) Problema.
Dar un criterio que permita calcular las operaciones en el cociente R/I
cuando I es un ideal bilatero (cofinito) de R.

Supuesto que I es un ideal bilatero cofinito, las clases del cociente S =
R/I tienen una K-base finita, y como S es un anillo, tenemos un produc-
to interno en S. Pero S es una K-élgebra finito-dimensional, luego este
producto se puede describir completamente en términos de los produc-
tos de los elementos de una K-base. El calculo se realiza considerando
una base de Groebner G y calculando los restos de la division por G.

Caracterizacion de ideales cofinitos.

Ya conocemos que un ideal a la izquierda I de R es cofinito si, y s6lo si,
N*\ Exp(I) es finito. Vamos a buscar una caracterizacion mas sencilla.

(1.6) Proposicion.
Sea I un ideal a la izquierda de R con base de Groebner reducida G. Son
equivalentes los siguientes enunciados:

(a) I es cofinito;

(b) Paracadaindeterminada x; existen gj € G yv; € N tales quelm(g;) =
X
1

DEMOSTRACION. (a)=(b). Como I es cofinito, dado x; existe v; € N tal
que x’i”' es el término lider de un polinomio en /, entonces (0, ... ,v;,... ,0) €

Exp(I) = exp(G) + N*. Llamemos of = exp(gj) para cada g € G. Existen
je{l,... ,t}yy € N*tales que

(0,---,Vi,...,()):aj_'_,y7

entonces o/h =0 = y,sih # i Luegoexp(g) = (0...,pu;...,0) para
algun p; € N, esto es, Im(gj) = xj" para algin m € N.
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(b)=-(a). Consideramos « € N"\ Exp([). Por hipétesis, para cada x; existe
gj tal que lt(gj) = x;". Sia; > v; entonces tenemos una expresién del
siguiente tipo:

a=(0,...,v;...,0)+ (a1,... ,a; — vj,... ,an) € exp(g)) + N C Exp(I),

lo que es una contradiccidn, y por tanto necesariamente «; < v;, para
cada indice i. En consecuencia existe un numero finito de elementos
a € N\ Exp(I) y por tanto I es cofinito. O

2. Dimension de Gelfand-Kirillov.

Vamos a aplicar la teoria de bases de Groebner al célculo de la dimen-
sion de Gelfand-Kirillov de un cociente R/I del anillo R por un ideal a la
izquierda I.

Para referencias sobre la dimension de Gelfand—Kirillov y la funcién de
Hilbert se puede consultar el libro de McConnell y Robson [17].

Ya que I es un ideal a la izquierda de Ry R es una K-algebra triangu-
lar verificando la condicion de PBW; tenemos, siguiendo la notacion de
las secciones precedentes, un sistema de generadores de R formado por
X1, ..., Xp, entonces x; + I, ..., x, + I es un sistema de generadores
de R/I. Si llamamos W al subespacio de R generado por los xi, ...,
Xn, y definimos por recurrencia W+ = WW™, para cada m € Ny
W% = {1}. Podemos definir por recurrencia la funcién de Hilbert H;
de R/I; Hi(m) = dimg(W™ + I/I), para cada m € N. La dimension de
Gelfand-Kirillov es 1a medida del crecimiento de la funcion de Hilbert,
esto es:

GKdim(R/I) = inf{r: Hy(m) < m’, para m >> 0}.

si el crecimiento de H; es polinomial e infinito en caso contrario. La de-
finicién de dimensién de Gelfand—Kirillov es independiente del subes-
pacio generador que se considere, no asi la definicion de la funcion de
Hilbert.

Por ser Runa K-algebra triangular verificando la condicion de PBW y por
estar considerando en N un orden graduado, el lexicografico graduado,
se obtiene facilmente la siguiente Proposicion.

(2.1) Proposicién.
Para cada f € R son equivalentes los siguientes resultados:
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(@ fewnm
(b) gr(f) < m.

Como una aplicacion directa del problema de determinar la dimension
de un cociente para un ideal cofinito obtenemos también de forma in-
mediata el siguiente resultado:

(2.2) Proposicién.
Con las notaciones anteriores se obtiene:

(1) dimg(W™) = Card{ov € N*: >, c; < m};
2) dimg(W™) = Card{a € N" \ Exp(I): > ;a; < m};

Como consecuencia, para al calculo de la dimension de Gelfand—Kirillov
de un cociente R/I basta analizar, segin la proposicion anterior, los car-
dinales de los subconjuntos de N”. En este punto conviene destacar que
podriamos, sin ninguna restricciéon abordar el problema del calculo de la
dimension para un cociente K[Xj, ... , X;]/J del anillo de polinomios en
indeterminadas conmutativas. Obtenemos en este caso que la dimen-
sion de Gelfand—Kirillov de K[Xj, ..., X;]/J se calcula considerando el
sistema de generadores X, ..., X;; llamemos W, al K-subespacio vec-
torial de K[Xi, ... , X;,] generado por Xj, ... , X;, entonces se tiene:

dimg (W™ +J/J) = Card{o € N* \ Exp(J): ) _o; < m};

de forma que tenemos un nexo de unién entre la dimension de Gelfand-
Kirillovde R/Iylade K[Xy, ... ,X;]/] paraun J adecuado.

El proceso a seguir es el siguiente: Dado el ideal I de Rdefinimos Exp(I) C
N, el monoideal asociado. A cada monoideal M de N" le podemos aso-
ciar un ideal Jj; de K[Xj, ... , X;] definiendo:

I ={X" a€ M}
Si definimos J = Jiyp(1), tenemos entonces el siguiente resultado:

(2.3) Teorema.
Con la notacion anterior se verifica:

GKdim(R/I) = GKdim(K[X3, ... , Xn]/])
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Como consecuencia, el estudio de la dimension de Gelfand—Kirillov en
algebras triangulares verificando la condicion de PBW se reduce com-
pletamente al estudio de la dimension de Gelfand—Kirillov en dlgebras
afines conmutativas, esto es, al estudio de la dimensién de Krull.

Como consecuencia podemos calcular la dimensién de Gelfand—Kirillov
de cualquier R—~mddulo finitamente generado. Ver [15].
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