Capitulo 5. Analisis dimensional.

Capitulo 5. Andlisis Dimensional.

La planificacion experimental es fundamental en la investigacion cientifica. A la misma
puede ayudar el conocimiento del Andlisis Dimensional. Esta herramienta sencilla, pero
que impregna toda la Fisica, se basa en los conceptos de medida de una magnitud fisica
y de las dimensiones asociadas con ella, una vez fijada una base de magnitudes
fundamentales para una determinada teoria fisica..

5.1. Introduccion.

Es conocido que en Fisica las magnitudes tienen dimensiones. Asi decimos que [vl= LTy
[FIEMLT. El concepto de dimensién se debe a Fourier que, en su obra “Théorie analytique de la
chaleur”, dice: “Es necesario hacer notar que cada magnitud, indeterminada o constante, tiene
una dimension que le es propia, y que los términos de una no podrian ser comparados si no
tuviesen el mismo exponente de dimensiones’. Es decir, las ecuaciones deben de ser homogéneas
dimensionalmente hablando. Esta es la idea que subyace en el fondo de todo el Andlisis
Dimensional y es lo que hemos oido alguna vez cuando nos dicen que no se pueden sumar peras con
manzanas; aunque esto no es estrictamente cierto, puesto que 3 peras y 2 manzanas son 5 frutas.

Del concepto de magnitud, dimension y homogeneidad de las ecuaciones fisicas se ocupa el
llamado Andlisis Dimensional.

El Andlisis Dimensional tiene aplicaciones en:
1. Deteccidn de errores de cdlculo.
2. Resolucién de problemas cuya solucién directa conlleva dificultades matemdticas
insalvables. Por ejemplo, Rayleigh, precursor del Andlisis Dimensional junto a Fourier, lo
empleo por primera vez en Mecdnica de Fluidos.
Creacién y estudio de modelos reducidos. Por ejemplo, los tineles aerodindmicos.
4. Consideraciones sobre la influencia de posibles cambios en los modelos, tanto cambios
reales como imaginarios.

w

5.2. Conceptos basicos.

Observables: Se denominan observables a los entes que se pueden caracterizar por algin efecto
observable. Ejemplo: Color, longitud, miedo, tiempo, etc.

Observables comparables: Dos observables, (A4) y (B), se dicen que son comparables si se puede
definir la relacién

(A) _
E =n (1)

siendo 7 un ndmero cualquiera. La fisica sélo se interesa por los observables que son comparables.
La longitud de una mesa puede compararse con la longitud de un boligrafo y podemos decir que
una es n veces la otra. Sin embargo, la hermosura o el miedo son observables no comparables,
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Capitulo 5. Analisis dimensional.

puesto que no podemos decir, por ejemplo, que una persona haya pasado 3.5 veces mds miedo que
otra viendo una pelicula de terror.

En el caso de observables comparables, podemos definir criterios de igualdad y suma:
Criterio de igualdad: Diremos que un observable (A) es igual a otro (B), si ocurre:

(A)
~~=n con n=1 (2)

(8)
Criterio de suma: Sean tres observables, (A4:), (A2) y (A3), comparables con otro observable (Ao),
mediante las relaciones

AN TR Y N (3)

diremos que

(A)+(A)=(A) cuandoocurraque n+n =n, (4)

Establecidos los entes de los que se hace cargo la Fisica, pasamos a la definicién de
magnitud, cantidad y unidad.

Magnitud: Se define como magnitud al conjunto de todos los observables que son comparables
entre si.
Cantidad: Se denomina cantidad a cada uno de los elementos del conjunto que define una
magnitud.

La altura de un edificio, la distancia entre dos puntos, la amplitud de las oscilaciones de
un péndulo, etfc., son cantidades de la magnitud longitud. El dia, la duracién de un periodo lunar,
etc., son cantidades de la magnitud tiempo.

Como vemos de los anteriores ejemplos, las magnitudes son entes abstractos a los que se
llega a partir de entes concretos, tal y como corresponde al proceso natural del pensamiento.

Unidad: La unidad, U,, de una magnitud es una cantidad (Ao)= U, elegida arbitrariamente. Al
formar las razones, respecto de esta cantidad:

A_, A _
wy A )T e 2

se puede hacer corresponder, a cada cantidad (A,) del observable, un nimero A; que se llama
medida de la cantidad (A)) el observable, con la unidad U,. Al cambiar de unidad, evidentemente,
se obtendrd un diferente nimero y por tanto una medida diferente para la misma cantidad. Como
vemos a continuacidn, la relacién entre las medidas es inversamente proporcional al cociente de
las unidades: Supongamos dos unidades U,y Uy,-. Al medir una misma cantidad (A) del observable
obtendremos
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A

- ©)

A A . '
%:A y E/—A’)=A =>A)=AU, =AU, =

L; |}\Q

; . A U .
tal como queriamos demostrar. A las relaciones s U—" se les llama razones de cambio.
»

Para finalizar este apartado, digamos que las magnitudes pueden clasificarse en dos
grandes grupos:

a) Magnitudes primarias o simples: Se definen sin necesidad de acudir a ninguna férmula
que las compare con otras magnitudes. Podemos decir que el hombre tiene un
conocimiento intuitivo de estas magnitudes. Ejemplos: Longitud, tiempo, fuerza, masa.

b) Magnitudes secundarias: Se definen a través de férmulas que las ligan a otras
maghitudes. Ejemplos: Densidad, aceleracidn, campo eléctrico, viscosidad.

Por supuesto, el limite entre las de uno y otro tipo, a veces no estd exento de discusiones
filosoficas. Es el caso de la fuerza y la masa en las leyes de Newton.

5.3. Las constantes en la Fisica.

La eleccidn arbitraria de la unidad introduce un cardcter subjetivo a las medidas. Por un
lado, es ldgico pensar que seria deseable que las leyes fisicas deben estar exentas de estas
arbitrariedades y que, por ello, deberian formularse en términos de observables o cantidades de
estos observables. Asi, podriamos enunciar la segunda ley de Newton como:

(F) o< (m)(a) (7)

de modo que dicha ley nos indica que, si a una misma masa le aplicamos una fuerza doble que una
determinada, la aceleracion también se veria duplicada. Pero por otro lado, el deseo de
cuantificar que posee el hombre ha hecho que encuentre mds (til trabajar con medidas,
salvandose el problema de la arbitrariedad, que introducen las unidades, mediante una constante.
De este modo, la ley anterior entre observables se transforma en una ecuacién entre medidas con
unas determinadas unidades:

FU, =C mU, aU, (8)

donde la constante Ces, por supuesto, tan convencional como el sistema de unidades elegido. La
ecuacion anterior se expresa en la forma convencional

F =ma €))]
donde ahora los simbolos £,m ya llevan asociado un nimero (medida) y una unidad.
Por ejemplo, si el sistema de unidades es

Ur= 1 kp, Up= 1kg y U= 1 m/s?,

85 Técnicas Experimentales Basicas
Jjmorente@ugr.es



Capitulo 5. Analisis dimensional.

para que se cumpla la igualdad (9), la constante deber ser C=ﬁ(1 kp=9.81 N). Si, por el
contrario, el sistema de unidades es
Ur= 1N, Un=1kg y U,= 1 m/s?,

entonces la constante serd C=1.

Vemos que, eligiendo el sistema de unidades adecuado, se ha podido eliminar la constante
de la ecuacién entre medidas. En general, no siempre es posible hacer esto. Cuando una constante
puede ser obviada mediante la aplicacion de un sistema de unidades, diremos que esa constante
es superflua. Ademds, al sistema de unidades que elimina las constantes superfluas del conjunto
de ecuaciones de una teoria fisica, le llamaremos sistema coherente de unidades.

En el caso de que las constantes no sean superfluas, podremos estar en los casos de

a) Constantes particulares: Son aquellas que dependen de la naturaleza de los cuerpos que
intervienen en el fendmeno y, por tanto, son ineludibles. Ejemplo: La constante
recuperadora de un muelle. Podria elegirse un sistema de unidades que hiciese la unidad a
la constante de un muelle, pero al cambiar de muelle volveria a aparecer la constante del
nuevo muelle.

b) Constantes universales: Son las que no dependen de la naturaleza de los cuerpos en
cuestién. Dicho de otro modo, a toda ecuacion que se conserve invariante cuando cambian
la naturaleza de los cuerpos con los que se opera, corresponde una constante universal.

En Fisica, se utilizan las siguientes constantes universales:

a) La constante de gravitacién universal, & =6.673-10"'" Nm?/kg.
Aparece en la ley de gravitacién universal

M
rg" (10)

F-6

que expresa que la fuerza de atraccion entre dos masas es proporcional al producto de las
masas e inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias.

b) La constante de Boltzmann, & =1.381-10"% J/K.
En todo sistema formado por un gran nimero de elementos en equilibrio, la energia media, €,
que se asocia a cada grado de libertad, es proporcional a la temperatura absoluta:

_ 1
=—kT 1
€ > (11)

¢) La velocidad de la luz, ¢ =2.998-10° m/s.
Una masa en reposo tiene asociada una energia £ dada por

E =mc? (12)
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siendo ¢ una constante que en un sistema de unidades coherente se corresponde con la
velocidad de la luz en el vacio.

d) La constante de Planck, /4 =6.626-1073* Js.

Esta constante estd relacionada con la cuantificacion de la energia que podemos expresar
como que en todo proceso periddico de frecuencia 7, la energia sélo puede experimentar
cambios que sean mdltiplos de

Ag = hf (13)

e) La constante de Avogadro, N, =6.022-10% mol ™.
En todo cuerpo, el nimero de moles, #, es proporcional al nimero de moléculas, N, segtn

N =nN, (14)

Que también podemos expresar como que 1 mol de masa es la cantidad de materia que
contiene un nimero N, de particulas.

f) La permitividad eléctrica del vacio o constante dieléctrica del vacio, €, =8.854-107%% F/m.
Aparece en la ley de Coulomb

1 49
_ 99> 1
4ne, r° (15)

que expresa la atraccion o repulsion entre dos cargas eléctricas es directamente proporcional
al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas.

Cualquier combinacion de constantes universales es una constante universal. Algunas de
estas combinaciones reciben nombre especiales, como la constante de los gases R =kN,, producto
de la constantes de Boltzmann y Avogadro, que aparece en la ecuacién de los gases perfectos
cuando se expresa ésta a través del nimero de moles. Aclaremos esto, considerando un volumen V
de gas en el que tenemos N moléculas a una presién Py temperatura absoluta 7. Con 7 siendo el
nimero de particulas por unidad de volumen, la ecuacién de los gases perfectos la podemos
escribir como

P = ﬂkT = %kr = 'DV = ﬂmolasNAkT = ﬂmoles(NAk)T = 'DV = ﬂmoles’QT (16)

Otra constante que se deriva de las seis primeras es la permeabilidad magnética del

vacfo, py =—— = 41107 H/m, que aparece en las ecuaciones que describen la interaccién entre
c’eq

corrientes eléctricas, como la ley de fuerza de Ampeére, o en la ley de Biot y Savart

B(R)=bo J %v (17)
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que relaciona la densidad de corriente J en un punto /' con el campo magnético B que produce
esta corriente en el punto del espacio R, siendo » =R —r".

5.4. Concepto de dimension.

Algunos autores proponen como postulado, basado en la experiencia, que toda ecuacién
fundamental de la Fisica se puede expresar en forma de monomio:

Xxgz e xyn =1 (18)

donde x;son cantidades del observable (x;) expresado en el sistema de unidades {U;} y a,es un
factor (ndmero adimensional). Sin embargo otros (Bridgman, Isaacson) demuestran, a apartir de
otros postulados, que toda ecuacién que pretende mantener su forma, al cambiar de sistema de
unidades, debe ser un monomio como el que muestra la ecuacidn (18).

Sea cual fuese el caso, consideremos una teoria fisica cuya totalidad total + de
ecuaciones fundamentales es de la forma:

1y 012 |, 3% —
XPuxge e xn =1

021 9022 . y%2n —
XX x =1

(+ ecuacones) (19)
/\/lurlxzarz ,,,X:rn — 1
donde se ha elegido un sistema coherente de unidades, { U;}={VU,, U, .., U,}, de modo que se

eliminen las constantes superfluas. El conjunto de ecuaciones anteriores puede escribirse de
forma mds compacta como

[1x"7 =1 con j=1--1. (20)
/=1

Tal como hacemos al expresar un resultado, por ejemplo v= 15 m/s, vamos a expresar, en
la ecuacion anterior, las unidades de las cantidades que intervienen en las ecuaciones de manera
explicita; esto es

X, es una cantidad fisica (medida ® unidades)
x, =Xx;[x;] donde X, representa la media (un nimero) (21)
[x;] son las unidades de la cantidad x;

quedando la ecuacién (20) en la forma

[
X

[T [xT* “TIx]7 =1 con j=1,--1. (22)
i=1 i/

Debiéndose de cumplir la ecuacién anterior para las medidas (ndmeros) asociadas a las
cantidades:
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H)?,“f’:l con j=1-- 7t (23)
i=1

y para las dimensiones:

n

[TIx]7" =1 con j=1.t (24)

i=1

Tomando logaritmos neperianos en la ecuacidn anterior, ésta se transforma en

J!

Sa,n[x]=0 con j=1 1 (25)
i=1

que representa un sistema de ecuaciones con t ecuaciones y n incégnitas (In[x;]), donde la matriz

de coeficientes o, es también la matriz de los exponentes. Vamos a suponer, como suele ser

habitual en las teorias fisicas, que el nimero de incégnitas es superior al nimero de ecuaciones,
esto es n>t. Si h es el rango de esta matriz (4 coincidird con t, si todas las ecuaciones son
linealmente independiente o en caso contrario serd menor que 1), el nimero de incégnitas
arbitrarias serd n-h=m.

Tomando como arbitrarias o independientes a las m primeras incégnitas asociadas a las
unidades [x1], [x2], ..., [xn], al conjunto de magnitudes B={x1, x>,..., X, }, asociadas a las m unidades
que hemos tomado como independientes o arbitrarias, se le denomina base de la teoria fisica y
al nimero m de sus elementos se le llama multiplicidad de la base, mientras que a cada magnitud
de la base se la llama magnitud fundamental.

A partir de la ecuacidn (24), el resto de unidades puede ser expresado por una funcién

[x,]zﬁ[ij”zl con i=m+1,--n. (26)

J=1

A este formato se le denomina formula dimensional de la magnitud fisica x;, y al conjunto
de coeficientes {¢;} (j=1...,m) se les llama dimensiones de la magnitud x;en la base B.

5.5. Magnitudes base de la Fisica.

Veamos en primer lugar la base de la Mecdnica, particularizando todo el desarrollo del
apartado anterior para una parte de la Fisica conocida para nosotros como es la Mecdnica. Como
ya vimos el problema se reduce a poner las ecuaciones fundamentales en forma de monomios y
luego calcular el rango de la matriz de los exponentes.

En Mecdnica, tres ecuaciones fundamentales e independientes son (eliminamos el cardcter
vectorial de las ecuaciones por simplicidad en las ecuaciones y por no estar implicado el cardcter
vectorial en lo que diremos a continuacion, también puede obviarse el cardcter vectorial fomando
las diferentes componentes de las ecuaciones implicadas):
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F=ma 27)
F-6T
oo dér
dat?

que podemos expresar en la forma general dada por las ecuaciones (19) y (20):

Fm?a™ =1 (28)
Fri¢ mM*m' =1

ar\’

Debiéndose cumplir las ecuaciones anteriores tanto para los nimeros que expresan las medidas
como para las unidades asociadazas a las cantidades medidas. Procediendo como en el apartado
anterior, la ecuacién de las unidades, similar a la ecuacién (24), viene dada por

[Flm] [a]™ =1
[FIrF 6] [m]? =1 (29)
[allr]'[+] =1

Tomando logaritmos en la ecuacidn anterior:

In[F]-In[m]—-In[a]=0
In[F]+2In[r]-In[6]-2In[m]=0 (30)
In[a]-In[r]+2In[t]=0

que en forma matricial se expresa como

In[F]
1 110 00 'l:[”’] 0
1—20—120|[Z]=o (31)
00 1 o 12"l o
In[r]
In[#]
La matriz de los exponentes dimensionales « ; viene dada por
Fm a6 r t
1 -1 -1 0 00 1° ecuacién
a - (32)
a;=1 -2 0 -1 2 0 2% ecuacion
0 01 0 -12 3% ecuacién
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El rango de la matriz de coeficientes anterior es A =3, ya que si tomamos, por ejemplo, las
tres primeras columnas, el determinante de la matriz que se forma con estas columnas viene
dado, desarrolldndolo por la dltima fila que sélo tiene un elemento distinto de cero, por

1 -1 41 1 1
1 -2 Oz‘1 2‘=—2+1=—1;t0 (33)
0O 0 1

Como el nimero de magnitudes que intervienen es las ecuaciones es 7 =6 y el rango de la
matriz de los exponentes dimensionales es A=3, el nimero de magnitudes linealmente
independientes que forman la base es 6-3=3. Generalmente se eligen [r], [m] y [#] y se escriben
como L, M, T. Como es conocido, en el Sistema Internacional de Unidades, las unidades de estas
magnitudes son respectivamente el metro (m), el kilogramo (kg) y el segundo (s).

Volviendo a la ecuacién (29), las dimensiones del resto de magnitudes, no incluidas en la
base, pueden ponerse en funcion de los elementos M, L, Tde la base:

[Flla]” =M [a]=LT"
[FIl6]" =M?L? = {[F]=M'LT? (34)
[a]=LT? [6]=LT7

Al considerar fenémenos térmicos se hace necesario la inclusion de la temperatura, cuya
unidad en el sistema internacional es el grado kelvin (K), y si ademds se consideran fenémenos
eléctricos, debe incluirse la corriente eléctrica, cuya unidad es el amperio (A); aunque en
principio parece mds intuitivo la inclusién de la carga eléctrica, en la prdctica ésta es una
magnitud fisica mds dificil de medir que la corriente eléctrica. También son necesarias la
cantidad de sustancia, cuya unidad en el sistema internacional es el mol (mol), y la intensidad
luminosa para expresar la luminosidad que nuestros ojos perciben al observar una fuente que
emite luz y cuya unidad es la candela (cd), Unica unidad fisica cuyo nombre es de raiz espafiola.

De esta forma, la base que adoptamos para la Fisica estd compuesta por L, M, T, ©,
I(corriente eléctrica), I (corriente luminosa) y cantidad de materia, cuyas unidades podrian
elegirse de forma arbitraria y que determinan las unidades del resto de las magnitudes fisicas. El
Sistema Internacional de Unidades es un punto de encuentro para que todos los hombres
utilicemos las mismas magnitudes base y las mismas unidades, en aras de una comunicacion mds
fécil.

5.6. Homogeneidad de las ecuaciones fisicas.
Las leyes fisicas deben de ser invariantes respecto del sistema de unidades elegido.
Veamos que esta invarianza implica que la funcion que defina una ley fisica debe ser homogénea

tanto dimensionalmente como matemdticamente hablando.

5.6.1. Homogeneidad dimensional
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Diremos que una ley fisica es dimensionalmente homogénea si todos sus términos
(sumandos) tienen la misma dimensién. Como veremos, esto asegura su invarianza respecto del
sistema de unidades.

Si los términos de la ecuacion A+ B =C tienen todos la misma dimension y cambiamos el
sistema de unidades de modo que se duplique la medida de A, obteniéndose A =2A, como todos
los términos responden a la misma ecuacion de dimensiones, también se habrdn duplicado By C,
pasando a ser B =28y € =2C, de modo que la ley se seguird cumpliendo,

2A=2B+2C = A=B+C’ (35)
en el nuevo sistema de unidades.

La homogeneidad dimensional implica que los argumentos de las funciones exponenciales,
logaritmicas, trigonométricas, etc. deben ser adimensionales.

Ejemplo 1:
Sea A=InB= dA :%, luego [A] :%:1. De B=c”, si[A]=1=[B]=1  (36)
Ejemplo 2:
Sea A=sinB=+1-cos’8 = De [cos’B]|=[1]=1=[B]=1 (37)
5.6.2. Homogeneidad matematica.
Una funcidn
X%, .%,)=0 (38)
es homogénea, matemdticamente hablando, si
f(}“l’\/lIx‘ZXZI”"x‘an):o (39)

Veamos que, en efecto, una ecuacion fisica debe ser homogénea matemdticamente.

Sea la ecuacién (38) representativa de una ley fisica en la que intervienen las medidas xi,
Xz, ..., X, de sendas magnitudes en un sistema coherente de unidades. Al utilizar otro sistema de
unidades cuyas razones de cambio sean

b= con i=12,n, (40)
,\’I.
la ecuacién (38) se transforma en
Fax( 2 X, 0, X,) = 0 (41)
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Pero, al representar f(x;,x,,:-,x,)=0 una ley fisica universal, debe ser invariante
frente a cambios de sistemas de unidades y cumplirse

fx,x,.x)=0 (42)

n

Resultando evidente, de las ecuaciones (41) y (42), que f es una funcidh homogénea
matematicamente hablando.

5.7. Teorema de Buckingham o teorema de pi.

El enunciado del teorema pi dice ast:
1) Toda ecuacién

F(x.,%,...x,)=0, (43)

que sea una ley representativa de un fenémeno fisica, puede expresarse como

F(n,m,,...m,,)=0 (44)

donde los n; son los monomios independientes de dimensién nula o monomios =, que
pueden formarse con las magnitudes consideradas en la ley fisica.

2) El nimero de estos monomios es m =n-h, donde 4 es el rango de la matriz formada con los
exponentes dimensionales de las magnitudes, en relacion a una base dada.

Demostracion:
Sea la ecuacién (43), representativa de un fenémeno fisico, y sean dadas las dimensiones
de las magnitudes x;, en funcién de la base {L, M, T} por

[x]=M LT con i=12,.,n. (45)

(Tomamos una base con tres elementos por sencillez en las expresiones, pero podria formarse
una base con 7 elementos).

Se pretende formar agrupaciones de monomios adimensionales en la forma:

T = ﬁx, que cumplan  [n]=1 (46)
/=1

Sustituyendo (45) en (46) y reagrupando obtenemos:

€ € n

w1=TT0x] =TT[meeT=] =] Tate o =
i=1 /=1 i=1 (47)

n n n
2“1/5/ Z‘lzfﬁf Z%/'—‘/
— (Mausi MO‘IZSZ Muln‘gn )(L“zm L"vzzsz “.Lo‘ZnSn )(7‘“3151 T o322 ...TCLBHSN ) — M/’:l Li:l T — 1
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Para que se cumpla la ecuacién anterior y el monomio sea adimensional, los tfres
exponentes deben ser igual a la unidad; es decir

So,e, =0 con j=123. (48)

/=1

La ecuacién anterior representa un sistema homogéneo de #incégnitas (€;) y 3 ecuaciones.
Si el rango de la matriz es A (4 puede tomar los valores 1,2 6 3y A<n), los conjuntos de variables
€, que pueden elegirse de forma arbitraria (monomios independientes) es m =n-h. Luego,
eligiendo m conjuntos diferentes e independientes de ¢, que notaremos €, con 7=1,..,ny k=1,...m,
podemos formar los m monomios adimensionales siguientes:

o =]]x* con k=1..m. (49)
i=1

Finalmente, como la funcién £(x,x,,...x,)=0 es dimensionalmente homogénea,
agrupamos las variables en la forma que indican los monomios adimensionales =, y el resultado
obtenido serd una nueva funcién de los =, , esto es F(n,n,,...,n,,)=0, tal como queriamos
demostrar.

De la funcién F(n,,x,,...,n,,) =0 podria despejarse uno de los monomios en funcién de los
otros, de modo que la informacion obtenida del andlisis dimensional tome la forma

Tcl :(P(TCZI"'ITC/") (50)
Si sélo se obtiene un monomio, tendremos

f(n,)=0=m, =F"(0)= m, =cte (51)

y se conoceria toda la informacién del sistema fisico, salvo una constante.

Repeticion de todo el proceso de demostracion del teorema para un caso particular simple.

Tomemos la funcidn e =vt+ %m‘2 , que podemos expresar en la forma general
f(v,a,e,t)=0 como e—w‘—%m‘2 =0 (52)

Formemos un monomio con todas las variables que intervienen en la funcidn

T =v¥at e tv (53)

e imponemos que sea adimensional < [n]=1. Sustituyendo [v]=LT " [a]=LT?, [e]=Ly
[t]=T ,en [n]=1 queda:
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g, +e,+e, =0

(LT (LT2Y (LY (T)" =1 Lo =% =1 = { (54)

¢, —2¢,+¢,=0

Hemos obtenido dos ecuaciones (4 =2) con 4 incégnitas (n=4, €, €, €. Y €) = m=n-h =
4-2 = 2. Tenemos dos incégnitas arbitrarias, lo que nos da la posibilidad de encontrar dos
conjuntos de soluciones linealmente independientes que hagan [n]=1. Elegimos:

e
{se 1, - 0} L[y (55)
e, =0¢,=1 e, =0¢,=1¢, =-1g, =1 :>n2:a_f

v

Encontrdndose dos monomios independientes. La funcidn e=v7‘+%af2 la podemos

2
expresar como %—1—%%=0:> n1—1—%n2=0 que es nuestro caso particular de
% v

F(n,m,,...,m,)=0.

5.8. Aplicacion del teorema de pi.

En la demostracion del teorema de pi, hemos demostrado que la funcion que describe un
fendomeno fisico puede expresarse como funcién de los monomios pi independientes que podemos
formar con las magnitudes fisicas que intervienen en el proceso. En la aplicacion del teorema pi,
vamos a seguir, normalmente, un camino contrario: Construiremos los monomios independientes
adimensionales que podamos formar con las variables que intervienen en el proceso y con estos
monomios intentaremos construir la ecuacién que rige el proceso fisico, supuesto que sea
desconocida esta ecuacion.

Los pasos a seguir en la resolucion de un problema son:

a) Considerar todas las magnitudes que intervienen en el fendmeno, incluyendo las
constantes no eludibles.

b) Establecer la matriz de coeficientes y su rango.

c) Determinar el nimero de monomios independientes.

d) Hallar estos monomios.

Ejemplo 1: Un cuerpo de masa m cae libremente desde una altura A por efecto de la gravedad,
partiendo del reposo. Hallar la relacion entre la velocidad de llegada al suelo, v, la gravedad, g, Ay
m.

a) Siguiendo la sistemdtica marcada, en primer lugar, hacemos una recopilacién de las
maghitudes que intervienen en el fenémeno y expresamos sus dimensiones en la base {L, M, T}.
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[m]=M
[h]=L
[9]=LT"
v]=LT"

b) Formulamos la matriz de coeficientes y calculamos su rango.

m h g v
M (1 0 O O
=qQ ..
L |01 1 1 !
T {0 0 -2 -1

El rango de la matriz anterior es A =3 y tenemos 4 magnitudes (n=4).

c) Se determinan los monomios independientes que se pueden formar.
Sélo se pueden formar m =n-h =4-3=1 monomio.

n
d) Desarrollando la ecuacidn Z“ﬁg/ =0, obtenemos el monomio buscado.
/=1

100 0}~ €, =0
01 1 1|7 =0=1e+e,+5=0
0 0 -2 -1)| 7 —2¢,-¢,=0

Eligiendo ¢, =1=¢,=1y ¢, =-2. Usando la ecuacién (46), = =] [x" , el monomio de este
=1

caso particular toma la forma n =v°hg, que de be ser una constante, tal como indica la
ecuacién (51). De v?hg = cte = v = cte,/hg . Por otros caminos se sabe que v =./2hg y que

por tanto el valor de la constate es 2, pero esta informacién no la aporta el Andlisis
Dimensional.

Ejemplo 2: Relacion de v, a, e, y *en un movimiento rectilineo.

a) Variables que intervienen en el fenémeno fisico y sus dimensiones.

[v]=LT"
[a]=LT7
[e]=L
[*]=T

b) Matriz de los coeficientes en la base {L, M, T}.
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v a et
M (0 O OO
L1 1 1 0%
T (-1 -2 01

El rango de la matriz es h=2.
c) Nidmero de monomios independientes.

El nimero de monomios independientes es m =n-A =4-2=2 monomios, a los que llamaremos m; y
2.

d) Cdlculo de los monomios.

El sistema de ecuaciones de los exponentes de los monomios viene dado por
€

0O 0 0 0) "

1 1 10| =0:{8v+;”+fe:_oo
120 1)° G T T T

&y

Pudiéndose elegir libremente, dos de las incdgnitas.

. s e
1% eleccién: g, =1y g, =0=¢, =-1 YS,=—1:>TEI=6V17"1:>TCI=V—7‘.

. . a
2% eleccién: ¢, =0 y g, =1=¢, =-1 ys,:I:nZ:avlf:nZ:T.

a

La funcién que rige el proceso fisico tiene la forma general F(xn;,n,) =0, que es equivalente a
at

n, =¢(n,) . Para nuestro caso € _ (p(—) .
vt v

P . . p . . at
El andlisis dimensional no nos dice nada mds. Por otros caminos sabemos que si (p(—) =1,
v

entonces e=vt y se obtiene la ecuacién del movimiento rectilineo uniforme. Y si

t 1 t L g i
(p(a—j =1+ %a_ , entonces e = Vr(l + %a_j =vt+ %m‘2 que es la ecuacion del movimiento
v v v

rectilineo uniformemente acelerado.
Ejemplo 3: Factores de forma. Aplicacion al cdlculo del periodo de un péndulo.

Ocurre a veces, que en el cdlculo de monomios es muy fdcil encontrar algunos de ellos, sin
necesidad de calcularlos. Esto ocurre con las magnitudes adimensionales, tales como los dngulos,
que forzosamente son ya monomios adimensionales. Igual para cuando en el fendmeno a estudiar
aparecen 2 magnhitudes de igual dimensién: Su cociente ha de ser forzosamente de dimensién
nula. A estos monomios tan sencillos se les llama factores de forma y su uso simplifica mucho la
resolucién de problemas.

Vamos a estudiar, utilizando el Andlisis Dimensional, el movimiento de un péndulo simple
intentado calcular su periodo. Ahora en el paso primero, ademds de considerar las magnitudes que
intervienen en el proceso fisico, debemos de tener en cuenta los posibles factores de forma.
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Variables que intervienen en el fendmeno fisico, sus dimensiones y factores de forma.

Intervienen las magnitudes: / (longitud del hilo), g (gravedad), T (periodo), m (masa) y 6
(amplitud angular). La amplitud angular es un factor de forma, no lo consideraremos en el
cdlculo y lo tendremos en cuenta como monomio sélo al final.

[/]=L

[g]=LT7
[t]=T
[m]=M

Matriz de los coeficientes en la base {L, M, T}.

El rango de la matriz es A=3.
Ndmero de monomios independientes.

El nimero de monomios independientes es m =n-A =4-3=1 monomio, mds el factor de forma 6
que es en si un segundo monomio.

Cdlculo del monomio.

El sistema de ecuaciones de los exponentes viene dado por
€

0 0 01 . g, =0
1 1 00|%|=0] ¢+e,=0
0 -210)° —2¢,+¢e, =0

m

Pudiéndose elegir libremente, una de las incdgnitas. Cémo buscamos el periodo hacemos:

11
e, =1 =¢,=0, ag=% y 8/=—%:>TC1=‘L'92/2:>TCI=‘E\/%.

La funcién que rige el proceso fisico tiene la forma =, =¢(3)=r+ =\g<p(e) y puede

afirmarse que en la funcién ¢(0) no pueden figurar, ademds de 6, mds que constantes.

2
El resultado correcto para este problema es 1 :Zn\/%[lJr?_éerJ' luego
62
0)=2n |1+ —+-|.
o0)=2r ( + T + j
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Vemos, en este y otros ejemplos, que el Andlisis Dimensional no proporciona la férmula
exacta del proceso; pero, sin embargo, la informacion que proporciona es extraordinaria. Por
ejemplo, en este sistema fisico nos dice: iEl periodo del péndulo no depende de su masa!

Llegado este punto, resulta claro que la pregunta que hay que formular al Andlisis
Dimensional no es ¢Cudl es la ley del péndulo o del sistema fisico que estudiamos?, sino ¢Como es
la ley del péndulo o del sistema fisico que analizamos?

Ejemplo 4: Estudio del movimiento planetario.
a) Variables que intervienen en el fendémeno fisico, sus dimensiones y factores de forma.

Intervienen las magnitudes: Ms (masa del Sol), m, (masa de un planeta), T (periodo de
revolucion), r (distancia entre el Sol y el planeta), y & (constante de gravitacién universal.
Como intervienen dos masas, la del Sol y la del planeta, formamos un factor de forma que

. . . M. ) .
serd un primer monomio :75. El resto de magnitudes y una de las masas tienen las
P

siguientes dimensiones:

(M]=M
[t]=T

[r]=L
[6]=M7LT

M © r 6
M (100 -1)
L loo1 3%
T lo1 o0 -2

El rango de esta matriz es A =3.
c) Nidmero de monomios independientes.

El ndmero de monomios independientes es m =n-h =4-3=1 monomio, mds el factor de forma
7, que es en si un monomio mds.

d) Cdlculo del monomio.
El sistema de ecuaciones de los exponentes viene dado por

€
M _
-1 . ey, —85 =0

1 00
001 3|5 |=0=1e+3,=0
010 -2) " g, -2, =0

€
Pudiéndose elegir libremente, una de las incdgnitas. Elegimos:
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M6
ey, =1 =e,=1 ¢6,=-3 vy g =2=>n,=M3’r’6=n,= 5T3 :
r
3
La funcién que rige el proceso fisico tiene la forma n, =o(r,) = 1° = WG (p(—5) siendo ¢

una funcién desconocida. La informacién obtenida, t* « r*, es la famosa 3% ley de Kepler.

Ejemplo 5: Velocidad de sonido en un gas.
a) Variables que intervienen en el fendmeno fisico, sus dimensiones y factores de forma.
Consideraremos que intervienen en el proceso, ademds de ¢ (velocidad del sonido en el gas),

las siguientes variables: P (presién del gas donde se propaga), 0 (temperatura del gas) y p
(densidad del gas). Las dimensiones de estas variables vienen dadas por

[c]=LT"
[Pl=ML'T
[p] mL?
[0]=

y, en esta ocasién, no tenemos factores de forma.

b) Al aparecer la temperatura, tfenemos que aumentar la base que serd {L,M,T,0 }. La matriz
de exponentes toma la forma:

c P p o
M (0 1 1 O
L |1 -1 -3 0|=a,
T |[-1 -2 0 O
6 (0 0 0 1

En principio el rango parece 4, pero si obtenemos el determinante desarrollando por la dltima
fila o por la dltima columna que sélo tienen un elemento distinto de cero, se obtiene el
determinante

0 1 1
oy|=1 -1 -3=3-2+1=0
1 -2 0

por lo que el rango de la matriz es A=3.
c) Nimero de monomios independientes.

El nimero de monomios independientes es m =nA =4-3=1 monomio.
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d) Cdlculo del monomio.

El sistema de ecuaciones de los exponentes viene dado por

0 1 1 O0)fe, gp+e, =0
1 -1 -3 0je, e, —&p—-3,=0
12 0 0| 797 -2 -0
0 0 0 1)lg g, =0

Como las ecuaciones son linealmente dependientes, hacemos

ep=1 =g, =-1. Cone, =-2¢, =&, =-2. Portanton =Pp'c?=cte= c=cTe\/E.
P

Si el gas se aproxima al comportamiento de un gas perfecto y se cumple la ecuacién de los
gases perfecto P =nk6 ,y la densidad la expresamos como p =nM, donde M, es la masa

molecular, la velocidad queda ¢ = c‘re\/g =cte /ZZ(: =cte /Z—i

Este resultado también lo hubiésemos conseguido directamente si las magnitudes
consideradas hubiesen sido: ¢ (velocidad del sonido en el gas), P (presion del gas donde se
propaga), 0 (temperatura del gas), M, (la masa molecular) y K (la constate de Boltzmann).
Las dimensiones de estas variables vienen dadas por

[c]=LT"
[P]= MLT?
[0]=6

[Mm] =M

[K]= MLET %

c P oM K
M (0 1 01 1
L |1 -1 00 2|=q
T |-1 -2 0 0 -2
6 (0 0 1 0 -1

que tienen de rango A =4.
f) Nudmero de monomios independientes.
El ndmero de monomios independientes es m =n-h =5-4=1 monomio.

g) Cdlculo del monomio.
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El sistema de ecuaciones de los exponentes viene dado por

0 1 01 1 ‘ €p+ey +8,=0
1 100 2| e, —g,+2c, =0
1 200 2% |70 2, -2¢, -0
0 010 1) g, —£, =0

Eligiendo el exponente del la velocidad del sonido, magnitud que buscamos, igual a la unidad:

1 1 1 s Ko
g, =1 :spzo,st:E,se:—E Y ee="5. Por tanto m = c® 2M2K? =cte = c =cte M

que es el resultado que buscdbamos.
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5.9. Principio de similitud.

El principio de similitud no es mds que una generalizacién del cardcter de homogeneidad
dimensional de las ecuaciones de la Fisica. Dice asi: “Las leyes de la Fisica son invariantes ante
cambios de las medidas de un fendmeno fisico en un mismo sistema de unidades, ya sean estos
cambios reales o imaginarios’.

La utilidad prdctica mds evidente de este principio radica en el estudio de las propiedades
fisicas de una maqueta realizada a escala reducida, para después aplicar los resultados al objeto
real. Esta prdctica es de gran importancia en la construccién de aviones, navios y obras
hidrdulicas. Ademds de esta prdctica resulta interesante hacer disquisiciones sobre cambios
imaginarios o reales en las medidas. Por ejemplo, si tenemos dos péndulos, uno de longitud doble
que el ofro, ¢qué relacidn existe entre sus periodos?

Poincaré se formulé la siguiente pregunta: ¢Qué pasaria en el universo si todas las
medidas quedardn bruscamente multiplicadas, por ejemplo, por 10? El opinaba que nadie se iba a
dar cuenta del hecho y que el nuevo universo seria idéntico al anterior. Se cuenta que el carnicero
de Poincaré argumenté en contra. Pensaba el carnicero que el peso de un chorizo dependia de su
tamafio (volumen) y que aumentaria segdn L* (10°), mientras que la cuerda que lo sustentaba
tendria una resistencia proporcional a su seccién y, por tanto, aumentaria segin L* (10%). Esto
haria que el peso del chorizo aumentaria desproporcionadamente y el chorizo caeria. ¢Quién tenia
razén?

Vemos que el carnicero pensaba que el chorizo caia debido a su masa y ho a su peso vy,
dado que M =pL®, podemos decir que el carnicero ademds pensaba que la densidad permanecia
constante en la transformacién. Al considerar p =cte se estd admitiendo la creacién de materia
en la transformacién por el aumento de los volimenes; admitamos esto. En realidad, el carnicero
debia haber considerado el peso, y como [pesol= MLT 2= (ML3)L* T?=[p]L* T2, con lo que el
chorizo caeria incluso antes de lo que él creia.

Por otro lado consideremos la resistencia R de la cuerda. Si la cuerda tiene una seccién S,
la resistencia de la misma a romperse vendrd dada por una relacién de proporcionalidad entre la
resistencia y la superficie, R =kS, donde k es una constante caracteristica de la cuerda.
Admitiendo la homogeneidad de las ecuaciones de la Fisica, las dimensiones de esta constante
vendrdn dadas por [KI=[RI[ST =(MLT 2 YL2)=ML> LPLTT?=[p]L’L" T =[K=[p]L? T 2. Luego, la
resistencia de la cuerda aumenta segin L? debido al aumento de su seccién y segdn L? debido al
aumento de su constante & De este modo el aumento de resistencia es proporcional a L* y el
chorizo no caeria.

Como hemos visto en el ejemplo anterior, este principio es vdlido, como se dice
explicitamente en su enunciado, no sélo para cambios reales, sino tfambién para imaginarios.
Apliguemos, ahora, este tipo de cambios a situaciones mds reales. Por ejemplo, ¢qué pasaria si las
longitudes de un animal cambiasen, permaneciendo constantes las del resto del universo? Antes
de responder a la pregunta, pensemos, ¢es disparatada? ¢No es un boquerdon un arenque mds
pequefio?

Volviendo al tema que nos ocupa, le peso del animal serd [pesol= [masallgravedadl=ML T =
=ML? L= [p]L LT?, donde L, representa las longitudes del animal y L la del resto del universo

que permanecen inalterables.
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La fuerza del los mdsculos del animal dependen de su seccién y, por tanto, de £, de modo
que comparando la dependencia de su peso (L) con la fuerza de sus mdsculos (£ ), podemos

sacar la siguiente conclusién: “"Los animales pequefios mueven mejor sus cuerpos que los grandes”.
Es por esto que:

e Los nifios son tan dgiles e inquietos.

e Un pigmeo normal salta su propia altura.

e Siun elefante saltara en proporcién como una pulga, sus saltos serian de 800 m. (Longitud
de la pulga = 2 mm, salto de la pulga = 40 cm, longitud del elefante = 4 m).

e Un hombre de 10 m de altura sélo podria vivir fumbado.

Un animal cazador no puede ser muy grande porque perderia agilidad; asi, todos los
grandes animales son herbivoros. Ademds, el exceso de temperatura en la carrera seria segin £,

mientras que la pérdida de calor, a través de la piel, seria segdn /2. Por tanto, el animal grande

pierde con dificultad el exceso de calor que genera en la carrera. Otro inconveniente del animal
grande es que necesita ingerir mucha comida (£ ).

Sin embargo, los animales cazadores tfampoco podrian ser demasiado pequefios, pues de
nada les serviria su velocidad, si pueden ser devorados con facilidad. ¢Por qué hay animales
grandes? Porque asi no se ven atacados por los depredadores. Un ejemplo de esto (ltimo ocurrié
en la dltima glaciacion en la que desaparecieron los depredadores de algunas islas del
Mediterrdneo y, precisamente en ellas, se han encontrado fésiles de elefantes enanos con menos
de 1 m de altura.
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