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Esta leccion # “Fisica”

+ Se trata de reconocer la utilidad de la
matematica
- Trigonometria
- Cadlculo

* Para describir unas aplicaciones
interesantes de la mecanica cldsica

* Luego, un poco de fisica




Definiciones:
Movimientos Periodicos

Periddico: movimiento que se repite asi mismo
Periodo: el fiempo necesario para que se produzca la
repeticion

Ejemplos de movimientos periddicos

- Rotacion de la Tierra alrededor del Sol, periodo = 1 afio

- Oscilacién de un péndulo

- Movimiento de las manecillas de un reloj
- Masa colgada de un muelle

Movimiento armonico simple (MAS)
- Forma mads sencilla de oscilacion
- En una dimensidn, x




El MAS es la proyeccion del
movimiento uniformo circular




Movimiento armonico simple
(MAS)
» Posicion (x) frente a tiempo (1)
- Definicion del periodo, T
- Definicion de la amplitud, A

% lcm) -




Frecuencia y Periodo

f=1/T T=1/f

T periodo, en segundos (s)
f = frecuencia en Hertzios (Hz)

prefijos métricos :
centi- (¢), milli- (m), micro- (m)
e - o Kilo- (k), mega- (M)




Fase y desfase (en tiempo)

* Fase - en qué parte de su m 2m
ciclo se encuentra en un i Sl
momento dado by oo IEO“ETG" km,. o
- Grados: arbitrarios x [0 0° 90° \/ ,
- Radianes: relacionan un arco § f
con el angulo (y el radio) n/2  3m/2

+ Desfase - en qué parte de su |
ciclo se encuentra, comparado ‘o
con otro sefial "




Descripcion matematica
MAS

x = Acos(awt + )

A = amplitud
 wt+ 0= fase

« ¢ = fase inicial (t=0) o "constante de fase"
« w=72?
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Comportamiento
Descripcion matematica

. ; | ﬂ] Ig Iz, .j; \é +{sec)
el i
- Aumento de 2T en la fase:

x = Acos(wt + )= Acos(wt + 5 +27)
+ El periodo (T) corresponde a 2m: ¢(como?

o(t+T)+5=awt+5+2x
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Periodo, Frecuencia, y
Frecuencia Angular

A
X = ACOS(C()I + 5) x (cm) -ﬁ;—— \-IE/J IE IS -:I; \é t{sec)
L ‘
]
. 2 . .
Periodo I'=s— tiempo para cumplir un ciclo
0,
: 1 @ )
Frecuencia f = T Ton nimero de ciclos por unidad de tiempo

Frecuencia Angular @ =27f nimero de radianes por unidad de tiempo




Otras observaciones

x = Acos(wt + 5) T P\ —/\ . /\ B
+ Para t=0 s N2 RAVERNE

- X, = ACOS(&) —_

000000

c A
*d

- La velocidad

dx

T

V= = —Awsin(wt +5) = —Aa)cos(wt+5—
{




Una derivada mads

x = Acos(at + 5) T AN
+ La aceleracién cteml I \ /4 ’z U . e
T o]
2
a= v _dx = —a)zAcos(wt+5) =-w’x

At dr?




Fase y desfase

Al

* Hay un desfase de 90° 0l”
(m/2) entre x(t) y v(t)
- Hay un desfase de 90°

(n/2) entre v(t) y a(t) oAl

* Hay un desfase de 180° () o..
entre x(t) y a(t)




Estamos llegando a la fisica...
(trigonometria: no para divertirnos)

x = Acos(at + 5) T AN
- La aceleracién ctem) -1 \jﬂl’e U ; \ Hsec)
A s —
2
a = dv._dx = —a)ZAcos(wt+5) =-w’x

S dt df
- (Volvemos a la fisica; F=ma)

2
F=—mwx

Fuerza proporcional al
desplazamiento

. desentido contrario




Caracteristicas de un MAS

— A

2
F=—-mwx .
La fuerza es proporcional al

(negativo del) desplazamiento

independiente de A

- Los valores inicial x5y v, W

determinan la amplitud (A),
mientras

T (en consecuencia f y w) es gAéubeillle \/\ \ﬁ w f N w\r

- La fuerza (del muelle, ejm.)
determina las
caracteristicas temporales

(T, f, w)

Equilibrio




Resumen de las variables mas
sencillas que caracterizan un MAS

x = Acos(awt + 5)

« 4 Amplitud (metros)
« wt+ ¢ Fase ([radianes])
¢ ¢ Cte. De Fase ([radianes])
W Frecuencia Angular ([rad]/s, s-1)
« T Periodo (s)
o Frecuencia (Hz, [oscillations]/s)




Ejemplo cldsico de MAS
Masa conectada a un muelle

» Ley de Hooke: Equilibrio
F = —kx hﬂ,ﬂiux m
J - ';i" \"F'. ", ".F. ':.w'f 'x'jf'ﬁ'-r' m
+ Compara con el MAS: &
F =—mw’x
+ Estas expresiones son idénticas si:
o = k
m
/ Equilibrio
= AAAAANA
VYV VYV YV | Fx=0




Energia Potencial de un MAS
Cargando la muelle

- La fuerza del muelle es

F=—-mo’x

» El trabajo hecho por la muelle es

W(x)= IFdx =-—ma jxdx —@ maw’x’
* La muelle recibe (y almacena) energla

» Energia potencial eldstica (U)

1
U(x)= 2m0)2?€2 | Equilibrio




Energia Total (E) de un MAS.:
Potencial (U) y Cinética (K)

Energia potencial (V) Energia cinética (K)
U(x)= 1ma)2x2 K(x)= 1mv2
2 x:Acos(a)t+5) 2 v = Awsin(wt + )
U(x) :;ma)zA2 cos* (@t + ) K(x) Z;ma)zA2 sin’ (@t +0)

~, 7

sin’(6)+cos*(0)=1
.

1
e . e E:U(x)+K(x)—fma) 4?

SELE e Constante, £ (1) @ = h
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Aplicaciones del MAS:
El Péndulo Simple

» Consideramos el péndulo
de masa (m)

- En la direccion radial, hay
balance de fuerzas

» La tension (T) centripeta
+ Componente centrifugo de g
- En la direccion tangencial,
aceleracion (fuerza neta)
- F=-mgsen6




El Péndulo Simple ¢Es MAS?
No exactamente

MAS: fuerza proporcional al
desplazamiento

F=—-mox
Examinamos, si es el caso
- Desplazamiento (arco), x =L 6
* Proporcional al dngulo, 6
- Fuerza, F = -mg sen ©
* Proporcional a sen 6

No es MAS

- Pero, para 6 pequeio, sen 6 * 6
- Para 6 pequeiio, F # mgb




Periodo del Péndulo Simple

MAS F=—-mo’x "
Péndulo (6 pequeiio) F = M8y
Parametros L

- Frecuencia Angular ,— &

2
- Periodo T=7T=27Z' L




Descripcion Angular

d2
MAS F:—ma)zx:—mgx =ma=m ;C
L dt
2
Ecuacion del movimiento d’x +ax=0
dt*
Recordar que x=L6
d*x B d*0
Como L es cte.: EX L A7’
L
Comd 2
omlnmente d-o +g6, 0

mg



Un ejemplo mas:
masa colgada de muelle vertical

——
Muelle sin carga y=yo-mg/k z>> ________
=)

Muelle con masa

Cambio de variable:

- Nuevo equilibrio en y=y'

- Es casi igual al caso horizontal k(y+y") = mg(y+y')
Porque "casi”: el papel de la gravedad

- Energia potencial gravitacional

- Influye en determinar y, (desplaza el sistema entero hacia abajo)

- No influye directamente en la velocidad mdxima (ni @, ni T,ni f)

Muelle con masa
Y desplazamiento

Deberes: demostrarlo
energéticamente
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Oscilaciones amortiguadas

* Enla realidad, la oscilacion (muelle, péndulo)
no sigue para siempre
- La friccion convierte la energia en calor
- "Pérdida " de energia
» Pérdida ~ amortiguamiento =
- Amortiguamiento fuerte *j

- Amortiguamiento moderado T b
- Amortiguamiento ligero I ol
¢Entonces porque hablamos del MAS? B
- Simplicidad
- Utilidad \ T e

N
- La friccién no cambia mucho hi @, ni T,ni f \/\/VU




Oscilador amortiguado

Una aproximacién sencilla para rozamiento/amortiguamiento es
F =-bv
- Proporcional a la velocidad
- Opone el movimiento (tfrabajo negativo)
- b=cte, determina el grado de amortiguamiento
Entonces, con amortiguamiento, el MAS se convierte
ma=-mao’x—by




Oscilador amortiguado

iy . . d’x dx 5
Ecuacion del movimiento: 12y Pt x=0

dt* dt

Solucion particular
- Amortiguamiento pequefo
<, x = Ae " cos (ot + o )

X/ 2 2 k b2

ow=-|lw, -y = =——
m 4m

¢Como? Hacia falta adivinar la solucion

¢No lo crees? > Confirmar que resuelve la ecuacion diferencial




Oscilador amortiguado

d*x dx )
+2y —+w, x=0
a2 T g T

- Ecuacion del movimiento:

*+ ¢Qué pasa si y> @,

- Entonces, @ no es real

- Fricciéon muy fuerte
* Llega a la posicion de equilibrio con poca inercia
* No lo sobrepasa (o quizds un poco)

- Aplicaciones para disefo de instrumentos




Retos de la instrumentacion
Sefal/Respuesta

* Los instrumentos tiene problemas de
- Calibracion 1

- Respuesta dindmica

* Incapaces de medir cambios instantdneos 3 N ot

time

time



Instrumentos de orden dos

* Los instrumentos tiene problemas de
Calibracidn

Respuesta dindmica
* Incapaces de medir cambios instantdneos

- Tienen inercia
- Falta de amortiguamiento - oscilaciones

» Amortiguamiento demasiado débil

- Demasiado amortiguamiento > respuesta lenta os;

» Sobreamortiguamiento

1.57

0.5

time

127 %/nor’nguamlen‘ro D@%ll

Sobreamortiguado

5 S 10 15 t



Amortiguamiento y energia

"Pérdida de energia”: trabajo negativo

Potencia de la fuerza de friccion
Otfra manera de ver como se disipa energia y potencia

- Recordandonos que la energia total es(E = mv’ + kxz)
- Y la ecuacién del movimiento es 2 2

[
- Perdida de potencia . dE — mva’v+kxdx — mdv+kx — 2
dt dt dt dt

o _py? Potencia cedida, como
dt flujo de calor al medio




Oscilaciones Forzadas

- Un sistema suele vibrar a una frecuencia natural
- Ejm. Muelle: = @, 1 |k Cambio de notacidn
) m

T 2z
+  Ahora, consideramos la accion de una fuerza externa (£,,.)
- Siactda en el sentido del movimiento - aumenta la energia mecadnica
- Silo hace en sentido contrario, absorbe energia (tfrabajo negativo)

- Para F,,, cte. (ejm., atraccidn gravitacional)
- A veces opone y veces aumenta la oscilacién
* Trabajo neto realizado en un ciclo = 0
» Solo varia la posicién de equilibrio del sistema

* Una fuerza importante es la que varia sinusoidalmente
F,. =F, cos(cot)

Fam e ext

frecuencia angular de la fuerza externa




Oscilaciones Forzadas

- La suma de fuerzas es:

2
ZF = —ma)ozx—banFO cos(a)t) =ma=m CZZ ;C
m i +bdx+ma) x=F cos(a)t)t
dt* dt ’ "
» Cuya solucidn (simplificada*) es
x(t) = Aosen(a)t + goo)
= Con AO — FO
ifrz«a)2 —a)oz)Z +b’w’ /m’
w,” — o’
=tan~ °
& o(b/m)

*Despreciamos un término
transitorio, de poca duracion




Oscilacion Armonica Forzada

x(t) = Aosen(a)t + gpo) A, = £y
mJ(a)2 — a)oz)2 +b’w’ /m’
-1 0)02 — Q@
@, = tan

- La amplitud A, depende mucho (b/m)

de la diferencia de frecuencias Fav /

(natural y aplicada)
- Con w=w,, tenemos

“resonancia” Amortiguamiento pequeio

- F,.. Y velocidad estdn en fase g™

- La amplitud queda limitada por

el amortiguamiento (si acaso) Amortiguamiento grande

[ i



¢Porqué resonancia?:
Examinar la potencia

x(t)= Ay,sen(ot + @, )

dx
V= g A, cos(at + @,)
Potencia,
P=Fv=F% P /
dt

= F, cos(a)t + @, )Aoa)sen(a)t + (Po)

Amortiguamiento pequeiio

“resonancia” -F£,,; y velocidad en fase o
Amortiguamiento grande

[ i
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Importancia de la resonancia

+  Tacoma Narrows Bridge (Washington, EEUU) 7 noviembre 1940

- Resonancia entre
* Las rafagas de viento
(Una de las) frecuencia(s) natural(es) del puente
- Consecuencias para la ingenieria
* Para sobredimensionar las edificaciones
* No basta pensar solo en la fuerza del viento
» La amplitud de la oscilacion arménica forzada
* (Colapso)
-+ Otros ejemplos:
- Empujar un nifio en un columpio
- Coche en una cdrcava - “balancear”




Superposicion de MAS

+ Dos MAS en la misma direccion
X, =4, cos(a)lt+51)
x, = A4, cos(w,t +J,)

- El desplazamiento total es:
X=Xx+x,=A4,cos (a)lt + 51)+ A4, cos (a)zt + 52)

» Dos casos

- Sio=T0,=0
- Entonces es un MAS x=Acos(wt+5) (Demostrar: ID trig.)

* No es un MAS




Otras combinaciones de dos movimientos
armonicos simples

» Considerar una particula con dos MAS en direcciones
ortogonales

x=A, cos(a)xt + 5x)

y=A4, cos(a)yt + 5y)

» Si las frecuencias son distintas, el movimiento es muy
complejo, y requiere un estudio especial

+ Para frecuencias iguales: o, =0, =




Combinaciones de dos MAS

Dos MAS en direcciones ortogonales
x=A, cos(coxt + 5x)
y=4, cos(a)yt + 5y) Y
- La constante de fase & adquiere importancia
+ 5id,=08,=3 y
- Entonces y=A,cos(wt+6) = Ayx = kx

X

- Sid, -9, =m/2, podemos considerar dos casos b
- A=A, > el movimiento es un circulo
- A2A, > el movimiento es un elipse A

» Sid,-0,702%m/2¢m, también es un elipse

AxX




Conceptos/Ecuaciones a Dominar

T

]

NETANAS
AV/AVARE

|

T

Oscilacién x = Acos(wt + 5) T
- Amplitud, 4; Periodo, r-2% x
- Frecuencia Angular, w; Fasaé, ot + 0
- Fase inicial ("cte"), ; Frecuencia, f L

[
wreloono

T
MAS
- Fuerzay desplazamiento F =—-mo’x
- Velocidad v = —Aa)sin(wt + 5)
- Aceleracién a =-w’x 1
- Energia potencial Ux)=_mao’x’ 1
- Energia cinética K(x)=— my”
- MAS aproximado; péndulo F' = —nzgx 2
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