GEOMETRIA II. RELACION DE PROBLEMAS 3

ESPACIOS VECTORIALES EUCLIDEOS (PRIMERA PARTE)

Curso 2014-15

. Sea V un espacio vectorial real. Denotemos por B;" (V) al conjunto de todas las métricas
euclideas sobre V. Demostrar que:

a) Sig,g’ € B (V)entonces g+g € B (V).
b) Sia>0yge B (V) entonces ag € B (V).

(Es B (V) un subespacio vectorial de B(V)?

. Sea f:V — V/ un monomorfismo de espacios vectoriales reales y g’ una métrica euclidea
en V'. Demostrar que la métrica pullback de g’ mediante f, que denotamos f*(g') y defi-
nimos como:

(&) uv) =g (f(u), £(v))

es una métrica euclideaen V.

. Sean (V,g) y (V',g') dos espacios vectoriales euclideos. Se define la métrica producto
g x g enV x V' apartir de la igualdad:

(g X gl) ((u7u/>7 <V7 V/)) = g(u7v) +gl(u/7‘/>’

Demostrar que g x g’ es una métrica euclideaen V x V.

. Decidir de forma razonada si son euclideas o no las métricas sobre R* cuyas matrices en
la base usual son:

1 -1 1 2 1 1 oa+4 -2 2
A= -1 5 0 |, cC=|1 -5 -1 |, D = -2 o+l -1
1 0 3 I -1 O 2 -1 o+1

. Dados dos vectores cualesquiera # y v de un espacio vectorial euclideo (V, g), demostrar
que se cumplen estas propiedades:

a) Identidad del paralelogramo: ||u+v||> + |lu —v||? = 2 (||u||* + ||v||?).
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b) Teorema del coseno: |lu —v||?> = ||u/|® + ||[v]|* — 2 ||ul| ||v]| cos £ (u, V).
¢) Teorema de Pitdgoras: ||u+v||* = |[ul|> + ||v||* <= u_Lv.

d) ||ul| =|v|| <= u+vLlu—nv.

e) [llul =Vl < flu—vl.

6. Utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en un espacio vectorial euclideo conveniente
para probar las siguientes desigualdades y caracterizar cuando se obtiene la igualdad en
cada una de ellas.

a) Para cualesquiera numeros xp,...,x, > 0, se cumple que:

(£4) < (8) (&)

b) Para cada matriz cuadrada A de orden n se verifica que (tr(A))? < n tr(A?).

¢) Para cualquier funcién continua @ : [a,b] — R se cumple que:

(/ab(p(t)dt>2 <(h—a) /ab(p(t)zdt.

7. Consideremos R* con su métrica euclidea usual g,. Calcular una base ortonormal de
(U,gu), donde U es el subespacio de R* dado por:

U= {(X,y,z,t) € R4/2X+4y—z+3t :0}

Ampliar la base anterior hasta conseguir una base ortonormal de (R* g,). Calcular las
coordenadas del vector u = (1,0,0, 1) en la base obtenida.

8. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension ny B = {vy,...,v,} una base de V.
Se sabe que ||v;|| =2 paracadai=1,...,ny que £(v;,v;) =7/3 sii# j. Calcular Mp(g)
y una base ortonormal de (V, g).

9. En el espacio vectorial S>(R) de las matrices simétricas de orden 2 con coeficientes reales
se considera la métrica g definida como g(A,C) =tr(AC).

a) Probar que g es una métrica euclidea.

b) Utilizar el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal de (S>(R), g)

a partir de la base:
B 1 0 7 11 7 20 '
01 11 0 0
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c¢) Encontrar dos matrices linealmente independientes A,C € S>(R) que sean unitarias y
que formen angulo 7/3 con 5.

10. En el espacio vectorial R,[x]| de los polinomios de grado menor o igual que dos con coefi-
cientes reales se considera la métrica euclidea dada por:

Demostrar que la base usual B, de Ry [x] no es ortonormal. Utilizar el proceso de Gram-
Schmidt para obtener una base ortonormal de (R;[x],g) a partir de B,,.

11. En R3 se considera la métrica g, cuya matriz en la base usual es:
3 -1 1
A= -1 10
1 0 1

a) Demostrar que la métrica g es euclidea.
b) Calcular el dngulo que forman los vectores u = (1,1,0) y v=(0,—1,1).

c¢) Calcular la proyeccion ortogonal y la simetria ortogonal del vector u = (2,1,0) con
respecto al plano U = {(x,y,z) € R® /x+y+z=0}.

12. En el espacio M,(R) de las matrices cuadradas de orden dos con coeficientes reales se
considera la métrica euclidea dada por g(A,C) = tr(AC"). Se definen las matrices:

a=(47) = (T0)

a) Calcular el dangulo determinado por Ay C.
b) Obtener las proyecciones ortogonales de A sobre U = L(C) y sobre U+,

¢) Calcular la matriz simétrica de A respecto del subespacio de M,(IR) dado por:

a b
W—{( o d ) /a—b+c—d—0,—a+d—0}.

d) Obtener una base de W+, siendo W el subespacio del apartado anterior.

13. Responder razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si g es una métrica euclidea sobre V, entonces todos los elementos diagonales de la
matriz de g en cualquier base de V son positivos. (Es cierto el reciproco?
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b)

D)
g)

h)

Sea g una métrica cuya matriz en una base B tiene un valor propio negativo. Entonces
g no es euclidea.

Sean u y v dos vectores no nulos de un espacio vectorial euclideo (V,g) que forman
un dngulo o.. Entonces el dngulo que forman 2u y 2v es 20.

Toda base B de un espacio vectorial V es base ortonormal para una Unica métrica
euclidea sobre V.

Si U es un hiperplano de un espacio vectorial euclideo entonces hay exactamente dos
vectores perpendiculares a U y unitarios.

Toda matriz cuadrada con determinante 1 o —1 es ortogonal.

Si dos subespacios de un espacio vectorial euclideo son perpendiculares y unimos
dos bases ortonormales, una de cada uno de ellos, obtenemos una base ortonormal de
la suma de los dos subespacios.

Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial euclideo (V,g). Entonces, se
cumple la igualdad Iy =27y — oyp.




