CALCULO.
GRADO EN INFORMATICA. GRUPO B.

3

1. Demuestra que n° —n—+ 1 no es divisible por 3 para ningin n € N.

Solucion.

Evidentemente al tratarse de demostrar una propiedad de los naturales es recomendable intentar
hacerlo por induccién.

Paran = 1 se tiene que 1° — 1 + 1 = 1 no es divisible por 3 asi que la propiedad se verifica para 1.

Supongamos que para un natural n se verifica que n° —n + 1 no es divisible por 3 y vamos a ver
qué ocurre con n+ 1.

Se tiene que (n+1)> —(n+ 1)+ 1= +3n>+3n+1—-n—1+1=n*—n+1)+3n(n+1).
Por la hipétesis de induccién hemos asumido que n° —n+ 1 no es divisible por 3 y, por otro lado,
claramente 3n(n+ 1) si es divisible por 3. La suma de dos nimeros, uno de ellos no divisible por
3 y el otro divisible por 3, no es divisible por 3 como queriamos demostrar.

2. Estudia la convergencia de la sucesién definida de forma recurrente por x; =a > 0, y x,11 =
va+x,, paratodoneN.
Solucion.

Para demostrar que una sucesion definida de forma recurrente es convergente (o que no lo es)
parece una buena idea (ya lo hemos hecho en clase) intentar demostrar que es monétona y acotada.

Veamos la acotacién. Tenemos que x; =a > 0y x, = v/a+a = v/2a. Se tiene que a = \/2a <
a®> =2a < a*—2a=a(a—2)=0. Como a # 0 para que se dé la igualdad tendra que ser a = 2. Es
facil ver que si 0 < a < 2 entonces x; = a < V2a=x, y sia > 2 se tiene que x; = a > V2a=x,
por lo que habrd que distinguir casos. Un primer caso trivial es si a = 2 porque entonces se tiene
que x, =2 Vn € N que evidentemente converge a 2.

e Si 0 < a < 2 hemos visto que x; < xp supongamos ahora que para un natural n se tiene
que x,, < X,+1; entonces a +x, < a+ x,+1. Claramente los dos miembros de la desigualdad
son positivos. Extrayendo raices cuadradas se mantiene la desigualdad, es decir x,; =
Va+x, < +/a+x,41 = x,42 y la sucesion es creciente. Para demostrar que es convergente
nos faltaria ver que estd mayorada. Como no tenemos un candidato claro a mayorante de
la sucesion (bueno, podriamos intentarlo con 2, no parece mala idea) supongamos que la
sucesion es convergente a un nimero L. En tal caso sabemos que L seria mayorante de la
sucesion.

Tenemos que L = lim{x,4+1} = lim{y/a+x,} = \/a+1lim{x,} = va+L, es decir, que L =
Va+L, de donde L> =a+L = L[> —L+a = 0. Resolviendo la ecuacién tenemos que

I— 1++/1+4a

limite nos saldria negativo y eso no es posible (x; = a > 0y la sucesion es creciente). Por

14++v144a
—

Como +/1+4a > 1 descartamos el signo negativo de la raiz ya que el

tanto deberia ser L =



14++/1+4a

no, por induccién. Para x| se tiene que

Veamos que es un mayorante de los términos de la sucesién. Lo haremos, como

1++1+4
x1:a<¥®2a<1+\/1+4a<:>2a—1<\/1+4a

Si a < 1/2 el primer miembro de la desigualdad es negativo y el segundo positivo con lo que
se da la desigualdad. En otro caso, como los dos miembros son positivos, la desigualdad se
verifica si, y solo si,

(2a—1)*=4a*+1—-4a< 1 +4a < 4a* —8a=4a(a—2) <0

que es cierto yaque 0 < a < 2.

1++v1+4a

Supongamos ahora que para un natural n se verifica x,, < — s entonces

Xn+1 =

14++/1+4a 2a+1++/1+4+4a
a—+x, < a—+ ) = ) .

Si fuera

habriamos terminado. No parece evidente, pero

2a+1++/1+4a < 14++v1+4a
2 - 2
si elevamos al cuadrado los dos miembros de la desigualdad obtenemos

2
\/2a+1+\/1+4a _2a+1+\/1+4a<<1+\/1+4a>2_
2 N 2 - 2 N

1+144a+2VT+4a  2a+1++/1+4a
- 4 - 2 '

2a+1++/1+4+4a B 1++vV1+4a
2 - 2

Realmente lo que ocurre es que \/ , lo que nos viene bien.

14++/1+4a
—

Asique x,41 <

Entonces tenemos que la sucesion estd mayorada y, ahora si, es convergente y su limite es
1++v/1+4+4a
Tt

Otra forma de ver la mayoracion es, como comenté antes, intentar demostrar por induccién
que x, <2 Vn € N. Es mucho maés facil. Inténtese.

El caso de que a > 2 es mas rapido utilizando lo que ya hemos hecho. Demostrar el de-
crecimiento en este caso es totalmente andlogo a la demostracién del crecimiento del caso
anterior pero cambiando las desigualdades. Pero ahora la acotacion (la minoracién) es mu-
cho mds fécil que antes ya que es evidente que x,, > 0 Vn € N. En cualquier caso se puede
demostrar también que @ es un minorante de la sucesién (demostracion totalmente
andloga a la de antes) y también es facil demostrar que 2 es minorante de la sucesién. El
calculo del limite se hace igual.



Resumiendo: si a < 2 la sucesion es creciente y mayorada, si a = 2 es constante y si a > 2 es

decreciente y minorada. En los tres casos es convergente y el limite vale 11 44a V21+4”

también se cumple).

(si, paraa =2

nn—1
2

n

N ) T .
. Calcula el limite de la sucesién {x,} = :

Solucion.

En este caso vamos a utilizar el criterio de Stolz para ver el comportamiento de la sucesién. Si

llamamos a, = % + % + ‘3‘—; 4+ (';;,ll)n y b, = n® es claro que {b,} es creciente y no mayorada
y entonces
2,32, 4 (n+1)" | (n+2)" ! 2,32 4 (n+1)"
1 —ay | 1T TR e G <T+7+37+"'+ ] ) B
bpi1—bn | (n+1)2—n2 B

(n+2)n+1 n
) e [ nt+2 (n+2
) 2n4+1 ( \2n+1\n+1 ‘

n+2
2n+1

tiende a e, con lo que la sucesion converge a 3.

Se tiene que el limite de {

} es 1/2y, utilizando la regla del nimero e, la sucesién { (:’lﬁ)n}

1 n
. Estudia si es convergente la serie Z (n+1) .
=1 3!
Solucién.
1 n
En esta serie parece conveniente aplicar el criterio del cociente. Si llamamos a, = n;n— ') obten-
emos que n.
a1 (2" 3ml (nr2) 1 a2\
a, 3 m+D!'(n+1) 3n+Dn+1) 3\n+l ‘

n+2
n+1

1im{“”“} — ¢
a, 3

n+1
Aplicando la regla del niimero e a la sucesion < > obtenemos que esta sucesion con-

verge a e y entonces

y la serie es convergente.



L . 2"+1 )
5. Estudia si es convergente la serie Z KT y en caso de que lo sea calcular la suma de la serie
n>1

n
3n+1 ’

tenemos que

Solucién.
Aplicando el criterio del cociente a la serie, si llamamos a, =

appr 20D 41 3L 2D b 1244
S22l 3 241 314

Ay
1
La dltima igualdad se ha obtenido dividiendo denominador y numerador por 2"*. Como {?} tiende
2

a 0, se tiene que
hm{“"“}: <1
a, 3

y la serie es convergente.
Para calcular la suma tendremos en cuenta la suma de las series geométricas de razén menor que

1. Hemos visto que, si |r| < 1 entonces

o 1—r
por lo que
ad 1 1
Zr": - - =
= 1—r 1—r 1—r
Entonces
> 24l & 2t a1 ra /2 o 1E /1y 13 11
an+1+;3n+1—3,§<3> +3n§<3> “3122731-1 6

Z 3n+1 _n:I =

n=1

Granada, 10 de diciembre de 2010



