e 2

Tema

Elementos de geometria lineal RA

2.1. Estructura vectorial deR". Subespacios vectoriales

En el tema de introduccion (tema 0) se comenté como se puede identificar el cddjdatms
ntmeros reales con una recta. De igual forma, se puede pendif euR x R representa a un plano
y R3 =R x R x R al espacio tridimensional. Repasemos algunos hechos sobre vectores en el plano.

Un VECTOR EN EL PLANOSE representa por un segmento orientado de recta. La recta que contiene
al vector se llama direccion del vector. El sentido de un vector es el indicado por el vector de entre los
dos que tiene la direccién del vector. La longitud de un vector es la medida del segmento representado
por el vector. Se establece el convenio de que dos vectores son iguales si tienen direcciones paralelas,
el mismo sentido y la misma longitud. Dos vectores son proporcionales o paralelos si sus direcciones
son rectas paralelas.

Los vectores son elementos geométricos con los que se pueden realizar varias operaciones. Las
mas relevantes para nosotros en este apartado del tema somdade vectoreg el producto de
nameros reales por vectores

Geométricamente, la suma de dos vectangs es un nuevo vectar+ v, cuya construccién viene
dada por la regla del paralelogramo descrita en la siguiente figura:

u+v=(3,4)

Figura 2.1:Suma de vectores

Por otro lado, el producto de un niimero reglor un vectow es un nuevo vectarv, que tiene la
misma direccién que, el mismo sentido que si A > 0 o sentido opuesto &i < 0, mientras que la
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Estructura vectorial d&". Subespacios vectoriales 2

longitud coincide con la longitud demultiplicada porA|. En particular, sjA| < 1 el vector original
se contrae, y 9A| > 1 se dilata. Todo ésto se ilustra en la siguiente figura:

6 2 v=(2,6)

v=(1,3)

1 0.5 0.5 1 1.5 2
’V*(’ll’a')

Figura 2.2:Producto de un nimero real y un vector

A la hora de trabajar con vectores resulta conveniente asociar a cada vector unas coordenadas,
dando asi lugar a la geometria analitica. Para ello necesitamgistema de referencia cartesiano
Un sistema de referencia cartesiano en el plano esta formado por urCpdekplano llamado origen
del sistema, y por un par de vectofgsj } que son perpendiculares y de longitud uno.

Dado un sistema de referencia y un vectpsiempre eligiremos para referirnosval Unico
representante decuyo punto inicial es el origen del sistema de referencia. Ahora, si proyectamos
sobre cada uno de los ejes que contienen a los vedtgresbtenemos dos vectoresy v de forma
quev =V; +V;. Ademas, es claro qug = Xxi, y quev; =y j para ciertos nimeros reale® y. Por
tanto, tenemos = xi+y j. Al par (x,y) deR? lo llamaremosCOORDENADASdeV en el sistema de
referencia.

Figura 2.3:Coordenadas de un vector

De este modo, los vectores del plano quedan asociados de manera Unica con un par de nimeros
reales o, lo que es lo mismo, con un elemefxy) de R?. Las operaciones suma de vectores y
producto de un niamero por un vector se expresan en coordenadas de la siguiente forma.-Dados
(x,y) e R?2yv=(X,y) € R?, la sumau+V es el vector con coordenadast X,y +Y) (simplemente
se suma coordenada a coordenada). Dadegx,y) € R? y A € R, el producto\v es el vector de
coordenadaé\x,\y) (se multiplica el nGmero por cada una de las coordenadas del vector original).

Nota: Todo lo que hemos hecho hasta ahor&ése puede realizar también BA con las correspon-
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dientes adaptaciones. En Fisica muchas veces los vectoRsssenescriben con una flecha encima,
y se representan mediante las componenteél, 0,0), j = (0,1,0), k= (0,0,1). Asi pues, el vector
v=(2,—3,5) se escribiria = 2i — 3] 4 5k. También se suele escrildf, &, & en vez dd, j, k.

En general, se pueden definir la suma y el producto por nimeros (o escalares) reales en el espacio
R"™={(x1,...,%) : X € R}, para cualquien € N. M&s concretamente, se define:

= (X1, %) + (V1o Yn) = (X + Y1, X 4 Yn).

n A(X1,. ., %) = (AX, ..., AX).

Es facil comprobar quR", con las operaciones anteriores, verifica una serie de propiedades que
se enuncian a continuacion.

Suma. Seanu,v,w € R". Entonces se verifica:

1. Asociativa:(u+V) +w=u+ (V+w).
2. Neutro: el vector €= (0,...,0) € R" verifica quev+ 0 = v para todos € R".

3. Elemento opuesto: para cada (xi,...,X,) € R" el vector opueste-v= (—Xy,...,—Xn)
cumple quev+ (—v) =0.

4. Conmutativau+v=v-+u.
Producto por nimeros. Seam\,p € Ry u,v e R". Se verifica:

1. DistributivasA(u+V) = Au+Av, (A + p)v=Av+ pv.
2. PseudoasociativéAp)v = A(uv).
3. Modular: ¥ = .

Existen otros conjuntos diferentes B8 donde también se pueden sumar los elementos y multi-
plicarlos por nimeros reales, de forma que se siguen cumpliendo todas las propiedades anteriores. A
este tipos de conjuntos se les llapspacios vectoriales

Definicion: Un ESPACIO VECTORIAL REALES un conjunto no vacid en el que hay definidas
una sumat de elementos d¥ y un producto de numeros reales por elementos\jeverificando
estas propiedades:

Suma. Seanu,v,w € V. Entonces se verifica:

1. Asociativa:(u+V) +w=u+ (V+w).

2. Neutro: existe un vector@V tal quev—+0=v para todor € V.

3. Elemento opuesto: para cada V, el vector opueste-v cumple que/+ (—v) = 0.
4. Conmutativau+v=v-+u.

Producto por nimeros. Seam\,u€ Ry u,ve V. Se verifica:

1. DistributivasA(u+V) = Au+Av, (A + p)V=Av+ pv.
2. PseudoasociativéAp)v = A(uv).
3. Modular: ¥ =v.
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Ejemplos:

= Como ya hemos mencionadR? con las operaciones de suma y producto por nUmeros reales
definidas anteriormente es un espacio vectorial. De hecho, sera el mas importante para nosotros.

= El conjuntoMn«m de las matrices x m con la suma de matrices y el producto por nimeros
reales definido en el tema 1 es un espacio vectorial.

» ElconjuntoPs = {azx®+ax? +a;x+ag: & € R}, cuyos elementos son los polinomios de gra-
do menor o igual a 3 con coeficientes reales es un espacio vectorial, con la suma de polinomios
usual y el producto por niumeros reales. De igual forma IBe&l conjunto de los polinomios
de grado menor o igualm® para cualquien € N.

A continuacién estudiaremos los subconjunto&tgue son espacios vectoriales. Evidentemente,
el propioR" lo cumple aunque, como veremos enseguida, hay muchos mas.

Definicion: Un SUBESPACIO VECTORIAL(O SUBESPACIQ deRR" es un subconjuntt) C R"
gue es un espacio vectorial con la suma y el producto por nimeros definiids en

La forma mas sencilla de comprobar que un subconjunde R" es un subespacio vectorial es a
través del siguiente resultado:

Lema 2.1 (Primera caracterizacion de los subespacial) subconjunto no vacio U d&" es un
subespacio vectorial si y sélo si se cumplen dos propiedades:

1. SiviywestanenU, entonces ¥ v, estaenU.
2. SiveU yA € R, entoncedv e U.

Es decir, s es un subespacio d&" entonces la suma y el producto por nimeros de vectores de
deben quedarse ¢h

Nota importante: Del resultado anterior se deduce que s un subespacio &' entonces @& U.
Esto proporciona una condiCilWECESARIApara que un subconjuntbdeR" sea un subespacio. Sin
embargo, esta condiciémo ES SUFICIENTE es decir, no es verdad que seQJ) entonced) es un
subespacio. Mas adelante ilustraremos ésto con un ejemplo.

Dentro de un subespacio vectorial@&las operaciones suma de vectores y producto de nimeros
por vectores son importantes. Vamos a realizar ahora estas operaciones de una forma mas general.
Sean{vi,Va,...,Vm} vectores distintos dB". UnaCOMBINACION LINEAL de{vi,Va,...,Vm} €S
un vector deR" obtenido al expandir o contraer cada uno de los vectprekiego sumar los vectores
resultantes. Dicho de otras palabras, es un vector obtenido del siguiente modo:

A1Vi+AoVo+ ...+ AmVm,

dondeAq, Ay, ..., Ay SON nUmeros reales.
El concepto de combinacion lineal nos lleva a la siguiente caracterizacion de los subespacios:

Lema 2.2 (Segunda caracterizacion de los subespacids) subconjunto no vacio U dR" es un
subespacio vectorial si y sélo si cada combinacién lineal de vectores de U es un nuevo vector de U.
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Ejemplos:

= Los subconjuntodl; = {0} y U, = R" son subespacios &". Evidentemente, son los subespa-
cios mas pequefios y mas grandes, respectivamente, que puede haber.

» EnRR?, el eje de abcisdd; = {(x,y) € R?: y= 0} es un subespacio vectorial. lgualmente lo es
el eje de ordenadas, = {(x,y) € R?: x=0}.

= SeaU el conjunto formado por la unién de los dos ejes de coordenad®$,des decirl =
{(x,y) € R?: xy=0}. Es claro que @ (0,0) € U. Sin embargoy no es un subespacio &&.
Obsérvese que sic U y A € R, entonced\v € U. No obstante, no es cierto que la suma de dos
vectores d&J se quede dentro deé. Esto se puede comprobar con los vectafies (1,0) y
Vo = (0, 1).

= La circunferencid) = {(x,y) € R?: x?+y? = 1} no es un subespacio vectorial. Por ejemplo,
si multiplicamos poiA = 2 el vectorv = (1,0), el resultado se sale fuera de la circunferencia.
Otra razon: el vector & (0,0) no pertenece a la circunferencia.

» Elsubconjuntd) = {(x,y) € R?: x?+y? = —1} no es un subespacio vectorial ya que se trata
del conjunto vacio.

Ahora intentaremos visualizar e identificar de una forma mas precisa cdmo son los subespacios
deRR" cuandon = 2, 3. Para ello, estudiaremos las dos formas mas usuales de construir subespacios
vectoriales deR".

2.1.1. Subespacio generado por una familia finita de vectores

SeaS= {vi,...,Vn} una familia finita de vectores d&” distintos dos a dos. Se defineIBE-
SPACIO GENERADO POFRScomo el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectoB&&de
representaremos pg®) o por(vi,...,Vmn). En resumen, se tiene:

(S =(Vi,...,Vm) = {Aavi+ -+ AV © Aj € R}

Nota: Se comprueba efectivamente & es un subespacio vectorial B8. Es conveniente observar
que, aunque en la famildhay una cantidadiNITA de vectores, e(S) hay, en principio, una cantidad
INFINITA de vectores d&".

Notacion: Dados{va,...,vm} vectores d&", representaremos pbk(vi,...,Vvn) ala matriz de orden
n x mcuya columna-ésima contiene las coordenadas del vegtor

En la practica, para saber si un determinado vectoiR" pertenece o no és,...,Vny), tenemos
gue comprobar si existen nUmerms ..., Ay de forma que\ivy + ... + Amvin = V. Al escribir esta
igualdad en coordenadas aparece un sistema de ecuaciones lineales cuyas incégnitas Sony
cuya matriz ampliada &€ (vi,...,Vm,V). Por tantoy € (v1,...,Vm) Si y sélo si el SEL cuya matriz
ampliada ed(vy,...,vm,V) €S compatible.

Ejemplos:

= Dado un Unico vector € R", el subespacigv) esta formado por todos los vectores de la forma
Av conA € R, es decir, por todos los vectores que son paralelos o proporcional&a= 0
entonces es claro quer = 0 para cada € R y deducimos quev) = {0}. Siv # 0 entonces
hay infinitos vectores efv) obtenidos al comprimir o dilatar el vectaren el mismo sentido
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guev o en el opuesto. Los vectores obtenidos de esta manera llenan una nestita laectorial
generada por VEsta recta es la que pasa por 0 con vector director

» EnR? el eje de abscisdy = {(x,y) € R?: y= 0} es la recta vectorial generada por el vector
v=(1,0). El eje de ordenadas, = {(x,y) € R?: x = 0} es la recta generada poe= (0,1).

» Supongamos ahora q&-= {vi,Vv2} dondev; y v» son dos vectores distintos &'. Podemos
suponer que nip ni v, coinciden con el vector 0 (de lo contrario, nos encontrariamos en el caso
anterior). El subespaci®) = (v1,Vv2) estard entonces formado por todas las combinaciones lin-
eales dev; y Vo, es decir, por vectores de la formas, + Axvo conAg, A, € R. Cuando tomamos
A2 = 0 0 A1 = 0 vamos obteniendo todos los vectores paralelesyaa v, respectivamente.

Esto significa qu&S) contiene a las rectas vectoriales generadas{ppipor vo. Sivy y Vo son
paralelos, entoncelS) coincide exactamente con dichas rectas vectoriales que, ademas, son
coincidentes. Sin embargo, cuandoy v, no son paralelos, entoncé&s coincide con un plano

gue pasa por 0 y que llamampkano vectorial generado ponwy Vs.

= EnR3, el plano coordenadd = {(x,y,z) € R3: z=0) es el plano vectorial generado por los
vectoreg1,0,0) y (0,1,0). Se comprueba que el vectos= (0,0,1) no pertenece a este plano.

» EnRS3, el subespacio generado por los vectdfes, 0), (0,1,0) y (0,0,1) coincide coriR3.

Dado un subespacio vectorldlde R" y un vectorv € U distinto de 0, la primera caracterizacion
de los subespacios implica q0@ esta contenido ed, es decirlJ contiene a toda la recta vectorial
generada pdd. De esta forma, podemos afirmar que los subespacios vectorid@sed&n formados
por uniones de rectas que pasan por 0.

La forma de construir subespacios que hemos aprendido aqui puede parecer muy particular. Sin
embargo, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.3(Sistemas de generadores de un subespabiajo un subespacio U de", existe una
familia S formada por una cantidad finita de vectores de U de forma qu€§ . En tal caso, diremos
gue S es un sistema de generadores de U.

A partir del resultado anterior y de los ejemplos estudiados, se pueden probar estos dos teoremas:

Teorema 2.4(Subespacios d&?). Los subespacios vectoriales &, ademés del subespacio nulo
{0} y del totalR?, son las rectas del plano que pasan por el origen.

Teorema 2.5(Subespacios d&%). Los subespacios vectoriales &€, ademés del subespacio nulo
{0} y del totalR3, son las rectas y los planos que pasan por el origen.
2.1.2. Subespacio solucién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo

Otra forma usual de definir un subespacio vectorialR8res a partir de las soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales homogéneo, es decir:

Xy +...+ amX, =0
U=1<(Xg,...,%) €R":
amuXis +...+ amtn =0

Nota: Se demuestra de forma sencilla duiees un subespacio d&". Esto nos permite de alguna
forma saber la forma geométrica que tienen las soluciones de un SEL homogéneo. Cuando el SEL
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homogéneo que defindlasea compatible determinado entondes {0}. En general, las soluciones

de un SEL forman un subespacio si y s6lo si el SEL es homogéneo. Tampoco es cierto que, en general,
las soluciones de cualquier sistema de ecuaciones tmdgnitas formen un subespaciolde Todo

ésto se puede ilustrar con ejemplos.

Ejemplos:
= ElconjuntoU = {(x,y) € R?: x> —y =0} no es un subespacio &&.
= ElconjuntoU = {(x,y,2) € R3: x2+y?+ 7 = 0} es un subespacio @&. De hechol = {0}.

= ElconjuntoU = {(x,y) € R?: y =0} es un subespacio al ser el conjunto de soluciones de una
ecuacion lineal homogénea. De heddagoincide con el eje de abcisas en el plano.

La forma de construir subespacios que hemos aprendido aqui puede parecer muy particular. Sin
embargo, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.6(Ecuaciones implicitas de un subespacidado un subespacio U dR", existe un SEL
homogéneo cuyas soluciones son exactamente los vectores de U. Diremos que las ecuaciones del SEL
son unas ecuaciones implicitas para U.

En este momento aprenderemos como expresar un subespacio d&) tgmmo subespacio de
soluciones de un SEL homogéneo y viceversa.

1. Para obtener a partir de un subespékie (S) = (v1,...,Vm) Unas ecuaciones implicitas, con-
sideramos las matricdd = M(vy,...,Vin) Y M* = M(vy,...,Vm,V), dondev = (Xg,...,X,) son las
coordenadas de un vector genérice U. Como el SEL asociado l* ha de ser compatible ten-
dremos, por el teorema de Rouché-Frobenius, q(d rg- rg(M*), lo que nos permitira calcular de
forma sencilla unas ecuaciones implicitas para el subespacio

Ejemplo: Supongamos que tenemos el subespaci’diado potJ = ((1,1,1),(2,2,2),(1,0,0)).
Queremos calcular unas ecuaciones implicitaslpaf@onsideramos la matrM de orden 3 3 cuyas
columnas son los vectores que genddarSe comprueba enseguida quéMg = 2. Por otro lado,
consideramos la matrigl* de orden 3< 4 obtenida al afiadir M una columna cuyos elementos son
(x,¥,2). Cuando(x,y,z) € U sabemos que el SEL cuya matriz ampliadavVEstiene que ser com-
patible, lo que obliga a que (") = 2. Ahora no es dificil usar transformaciones elementales para
comprobar que M*) = 2 siy sélo si—y+z= 0. Concluimos qu& = {(x,y,2) € R®: —y+z=0},

y que—y+z= 0 es una ecuacion implicita pada

2. Reciprocamente, si tenemdsexpresado como subespacio solucion de un SEL homogéneo y
queremos encontrar una familia finita de vect@ele forma quaJ = (S), basta con resolver el SEL
y expresar las soluciones como vectores que dependen de unos parametros. Al separar los parametros
nos quedan unos vectores que generan todas las soluciones del SEL. Estos vectores forman el sistema
de generadores d¢ que buscamos.

Ejemplo: Supongamos que tenemos el subespacik‘tgado por:

X 4y -z +3t

_ 4.

U_{(x,y,z,t)eR by 427 4t —0 }

Buscamos una familia de vectorgdeR* de forma quéJ) = (S). Para ello, resolvemos por el método
de Gauss el SEL anterior. Obtenemos que las soluciones son de laferm&a — 3, y = 5a — 3,
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z=a,t =3, dondeqa,3 € R. Si ponemos las soluciones como un ve¢toy, z,t), entonces tenemos:
(X,y,Z,t) = (—2(1 - B,SU - B)aa B) =a (_27 57 1,0) + B(_l’ _1707 1)7

lo que nos indica que las soluciones del SEL son siempre combinaciones lineales de los vectores
(-2,5,1,0)y (—1,—1,0,1). Concluimos entonces que= ((—2,5,1,0),(—1,—1,0,1)).

2.2. Basesy dimension de un subespacio ®8. Coordenadas

Recordemos que un sistema de referencia cartesiano en el plano nos permite recuperar todos los
vectores del plano (que son infinitos) a partir de sélo dos vec{orgs mediante una combinacion
lineal de los mismos, cuyos coeficientes son las coordenadas del vector en el sistema de referencia. En
esta seccion perseguiremos una idea parecida dentro de cualquier subespicigsie nos llevara
a la nocién débasede un subespacio.

2.2.1. Sistemas de generadores de un subespacio

Ya sabemos que i es un subespacio @&" entonces existe una cantidad fifBa: {va,...,Vm}
de vectores d& de forma quéJ = (S). Decimos entonces qu&es UnSISTEMA DE GENERADORES
de U. Esto significa que cualquier vector dese puede expresar como combinacion lineal de los
vectores dé&S. Asi, para cada € U, existen nimeros real@s, ..., A, tales que:

V=A1Vi+ - +AmVm.

Ejemplos:

= EnR3, el conjuntoS= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es un sistema de generadores. De hecho,
cualquier vectorx,y, z) deR3, se escribe como:

(x,¥,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0,1).
= Yavimos queS; = {(1,0)} es un sistema de generadoresde= {(x,y) € R?: y= 0}, y que
S = {(1,0,0),(0,1,0)} es un sistema de generadoreside- {(x,y,z) € R3: z=0}.

= Como ejercicio, estudiar si los conjuntos de vect&es {(1,1),(1,-1)} y S ={(2,0),(5,0)}
son sistemas de generadoresRde

» El conjuntoS= {(0,1,3),(0,2,1),(0,1,—1)} no es un sistema de generadoreRdeya que
cualquier combinacién lineal de los vectoresSlale cero en su primera coordenada. En par-
ticular, el vector(2,0,0) no es combinacion lineal de estos vectores.

Algunas propiedades de los sistemas de generadores que destacamos son las siguientes:

1. SiSesun sistema de generadore&JdeS es un conjunto de vectoresdeconSC S, entonces
S es también un sistema de generadored de

2. SiSes un sistema de generadoredJdg un vectorv de S se puede escribir como combinacién
lineal de los demas vectores 8eentoncesS— {v} es también un sistema de generadoreS.de
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De las dos propiedades anteriores, la segunda es mas interesante, pues nos ayuda a refinar un sistema
de generadores para quedarnos con la cantidad mas pequefia posible de vectores que generan un
subespacio.

Dedicaremos el resto de este apartado a exponer formas practicas de calcular sistemas de gener-
adores de un subespatio

1. SiU = {0} entonces el Unico sistema de generadores posil8e-e0}.
2. SiU = (S) entoncesSes, por definicion d€S), un sistema de generadoresidle

3. SiU es el subespacio solucion de un SEL homogéneo ya estudiamos como se puede obtener un
sistema de generadoresldenediante la resolucion del SEL.

4. Sélo queda por analizar el cddo= R". Para esta situacion usaremos el siguiente resultado:

Teorema 2.7.Sea S= {vi,...,Vm} un conjunto finito de vectores d®&". Sea M la matriz x m

cuyas columnas son los vectores de S. Entonces, S es un sistema de genera8res ydedlo

rg(M) = n. En particular, se deduce que cualquier sistema de generador®S debe de tener al
menos n vectores.

Idea de la demostracién: Necesitamos que todo vectwoe R" sea combinacion lineal de los vectores
de S Sabemos que ésto equivale a que para cada vector geméritq, ..., %) deR", el SEL cuya
matriz ampliada es la matrid*, que se obtiene al afiadi la columna con las coordenadaswle
sea compatible. Esto equivale, por el teorema de Rouché-Frobenius, gMue=gg(M*). Ahora, si
rg(M) < n entonces se puede elegir siempre un vec®iR" de forma que rgM) < rg(M*) (ésto es
sencillo de ver en un ejemplo concreto), con lo gu® seria combinacion lineal de los vectores de
S. Por tanto, es obligado que(id) = n.

Ejemplo: Usando el teorema anterior se puede comprobar enseguida que la familia de vectores
S=1{(1,1,0),(1,0,—1),(2,1,1),(2,—1,0)} es un sistema de generadore®de

2.2.2. Independencia lineal de vectores

En este apartado aprenderemos un concepto que nos ayudard a refinar los sistemas de generadores
de un subespacio de forma que podamos producir sistemas de generadores irreducibles, es decir, que
contengan la cantidad de vectores minima necesaria para generar el subespacio.

Definicién: SeaS={vy,...,vn} una familia finita de vectores d&'. Diremos que los vectores de
SSONLINEALMENTE INDEPENDIENTESSI ningun vector; deSse puede expresar como combinacion
lineal de los restantes vectores@I®e lo contrario, diremos que los vectoreSSEONLINEALMENTE
DEPENDIENTES

En la practica puede resultar complicado probar que los vector@satelinealmente independi-
entes a partir de la definicién. Un método util lo da el siguiente resultado:

Teorema 2.8.Sea S={vi,...,Vn} unafamilia de vectores d@". Sea M la matriz cuyas columnas son
los vectores de S. Entonces, los vectores de S son linealmente independientes si y @dlo-sing
En particular, se deduce que &Y no puede haber mas de n vectores linealmente independientes.

Demostracion: No es dificil comprobar que los vectores 8son linealmente independientes si y
solo si la ecuacion vectorial

dondeA,,...,Am € R son las incognitas, tiene como Unica solucién la trixigk= ... = Ay, = 0. Por
lo que sabemos sobre sistemas de ecuaciones lineales, ésta Ultima propiedad equivale a que el SEL

UNIVERSIDAD DE GRANADA. CURS02009-10



Bases y dimensién de un subespacid®deCoordenadas 10

homogéneo cuya matriz de coeficientedvess compatible determinado. Ahora, por el teorema de
Rouché-Frobenius, ésto equivale, al ser el sistema homogéneo, g&ye-ron.

Ejemplo: Usando el resultado anterior es facil ver que los vectoreS; de{(1,2,0),(0,0,1)}
son linealmente independientes RA, mientras que los vectores & = {(1,1),(2,3),(3,5)} son
linealmente dependientes RBA.

A continuacion vamos a interpretar de forma geométrica la nocién de independencia lineal. Para
ello, estudiamos qué significa esta nocién cuando tenemaos pocos vectores.

» Si S= {v} entonces es claro que el vectoes linealmente independiente si y sélo si tiene
alguna coordenada no nula, es deci O.

» SiS={u,v} entoncequ,v} son linealmente independientes si uno de los vectores no es multi-
plo del otro, es decir, los vectores no son paralelos.

» SiS={u,v,w} entoncequ,v,w} son linealmente independientes si ninguno de ellos pertenece
al plano vectorial generado por los otros dos, es decir los tres vectores no estan a la vez con-
tenidos dentro de un mismo plano.

Algunas propiedades de la independencia lineal que destacamos son las siguientes:

1. SiSestaformado por vectores linealmente independien&s)S, entonces los vectores &
son también linealmente independientes. En particular, el vector 0 no puede formar [&rte de

2. SiSesta formado por vectores linealmente independientess/un vector d&R" que no es
combinacion lineal de los vectores 8eentonces el conjunt8 obtenido al afiadir & el vector
v también esta formado por vectores linealmente independientes.

De las dos propiedades anteriores, la segunda es mas interesante, pues nos ayuda a obtener conjuntos
cada vez mas grandes de vectores linealmente independientes. Por ejemplo-98aB0) y v =

(0,2,0) dos vectores eR3. Claramente{u,v} son linealmente independientes. Observemos ademas

qgue cualquier combinacion lineal dey v tendria la tercera coordenada igual a cero. Por tanto, el
vectorw = (1,—1,1) no es combinacion lineal dey v. Como consecuencia, el conjur{to,v,w} es

de vectores linealmente independientes.

En ocasiones, aunque un conjuBio esté formado por vectores linealmente independientes, nos
interesard conocer la cantidad maxima de vectores linealmente independiensogtiene. Esto
se averigua por el siguiente resultado:

Teorema 2.9.Sea S= {vi,...,vn} una familia de vectores dR". Sea M la matriz de ordenxm
cuyas columnas son los vectores de S. Entonces, el rango de M coincide con el nimero méaximo de
vectores de S que son linealmente independientes.

Ejemplo: SeaS= {(1,2),(2,3),(1,0),(2,0)}. Sabemos que los vectores$iro son linealmente
independientes (eR? hay como mucho dos vectores linealmente independientesMSaanatriz
2 x 4 cuyas columnas son los vectoresI&e comprueba enseguida quéMg = 2. Esto significa
que dentro dé& podemos encontrar a lo sumo dos vectores linealmente independientes. Por ejemplo,
S ={(2,3),(1,0)} son dos vectores dglinealmente independientes. Sin embargo, los vectores de
S =1{(1,0),(2,0)} no lo son.
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2.2.3. Basesy dimensién de un subespacio

Intuitivamente una base de un subespacio vectorial es un conjuntoHidiosectores del sube-
spacio que actlia como sistema de generadores y que no se puede refinar, es decir, ninguno de los
vectores dd es combinacion lineal de los demas vectoreBdee este modo, una base de un sube-
spacio contiene el nUmero mas pequefo de vectores que pueden generar al subespacio.

Definicion: UnaBASE de un subespacio vectorldles un conjunto finitd® de vectores d& que
son un sistema de generadoredJdg ademas son linealmente independientes.

En principio, es posible encontrar varias bases de un mismo subespakio $im embargo, el
siguiente resultado nos dice que todas las bases de un mismo subespacio tienen que tener forzosamente
el mismo numero de vectores.

Teorema 2.10. Todas las bases de un mismo subespacio IRdeontienen al mismo nimero de
vectores. Este numero se denomin®ENSION de U y lo representamadim(U).

Nota: De alguna forma, la dimension mide el tamafio de un subespacio vectorial. Como la dimension
deU coincide con el nimero de vectores de cualquier badé,deenR" se pueden encontrar a lo
sumon vectores linealmente independientes, se deduce que:

dim(U) <n.

De hecho, se puede probar que (i = nsiy solo siU = R".

Ejemplos:

» Es facil comprobar que eR", el conjuntoB, = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)}
es una base (la llamada base usual o canéni@'dé?or tanto, la dimensién d@" esn.

= A modo de ejercicio se puede comprobar gue {(1,1,0),(1,0,—1),(2,1,1)} es una base de
R3 distinta de la base usual. No obstares {(1,0)} no es una base d&? ya que toda base
deR? debe tener forzosamente dos vectores.

» Elsubespacio vectoriél = {(x,y) € R?: y =0} tiene como base el conjunB= {(1,0)}. Por
tanto dim{U) = 1.

Cuando conocemos la dimension de un subespaci®"da comprobacion de que un conjunto
dado de vectores dé es un sistema de generadores o una base es bastante sencilla. Ademas, tenemos
una estimacioén de la cantidad maxima de vectores linealmente independientes que puedeltontener
Todo ésto lo vemos en los siguientes resultados.

Teorema 2.11.Sea U un subespacio d&" condim(U) = m. Sea S= {v1,...,V} un conjunto de
vectores de U. Sea M la matriz de ordes R cuyas columnas son los vectores de S. Entonces, S es
un sistema de generadores de U siy sélo 8= m. En particular, deducimos que todo sistema de
generadores de U debe contener al menos m vectores.

Lema 2.12. Si U es un subespacio d&" condim(U) = m, entonces el mayor nimero de vectores
linealmente independientes que se pueden encontrar dentro de U es exactamente m.

Nota: Los resultados anteriores generalizan los que ya conociamos duaadi'.
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Teorema 2.13.Sea U un subespacio &' condim(U) = m. Sea B un conjunto formado por exacta-
mente m vectores de U. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) B esunabase deU.
ii) B es un sistema de generadores de U.
iii) Los vectores de B son linealmente independientes.

iv) La matriz M de orden ix m cuyas columnas son los vectores de B cumple qiw)rg: m.

Ahora nos dedicaremos a estudiar como construir bases y cémo calcular la dimensién de un sube-
spaciod deR". Distinguiremos varios casos.

1. SiU = {0} entoncedJ no contiene ningun vector linealmente independiente y, por tanto, no
tiene ninguna base. Se sigue que @imn= 0.

2. SiU = R" entonces por el Teorema 2.13 sabemos que una fa®#idvs, ..., vm} de vectores
deR" sera una base siy solorsi= n, y el rango de la matriz formada por los vectores es igumal a

Conclusion: Para construir una base @& necesitamos un conjun®formado porn vectores de
forma que el rango de su matriz asocidisea exactamente

3. Supongamos qué = (S) = (v1,...,Vm). Sabemos que los vectores 8éorman un sistema
de generadores dé. Si estos vectores fueran también linealmente independientes formarian una
base ddJ. El problema es que los vectores 8pueden ser linealmente dependientes. En tal caso,
debemos refinar el sistema de generad&tasta quedarnos con la cantidad maxima de vectores
linealmente independientes que conti€h&eaM la matriz cuyas columnas son los vectoresSde
Sabemos entonces que My coincide con el mayor nimero de vectores linealmente independientes
gue contieneS. Si este numero es entonces podemos eliminar &un total dem— k vectores y
quedarnos coR vectores deS que si sean linealmente independientes. LlameBes{uy,...,ux}
a la familia de dichos vectores. Afirmamos dBi@s una base dd. Para empezar, los vectores de
B son linealmente independientes, pues asi los hemos elegido. En segundo lugar son también un
sistema de generadoresldepues se han obtenido al suprimir 8&na cierta cantidad de vectores
gue dependian linealmente de aquellos con los que nos hemos quedado. Se deBueeunsebase
deU y que dimU) =rg(M) = k.
Conclusién: SiU = (S) y M es la matriz cuyas columnas son los vectoreS,dmtonces dirfJ ) =
rg(M) =k, y para obtener una baseldelebemos quedarnos ckrectores d&que sean linealmente
independientes.
Ejemplo: SeaU el subespacio d&* dado poJ = ((1,0,-1,2),(0,1,1,1),(1,1,0,3)). Se comprue-
ba enseguida que el rango de la matriz:

1 01
0 11
M= -1 10
2 13

es igual a dos. Deducimos que dlt) = 2. Para obtener una baseldelebemos quedarnos con dos
de los vectores que generfdrgue sean linealmente independientes. Por ejemplo, una bbkseatéa
B: ={(1,0,—-1,2),(0,1,1,1)}. Otra posible eleccién seri = {(0,1,1,1),(1,1,0,3)}.

4. Supongamos por ultimo gliees un subespacio solucién de un SEL homogénea a¢wogini-
tas y matriz de coeficientes Si el SEL es compatible determinado, es decifAjg= n, entonces
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sabemos que& = {0} vy, por tanto, dinjlU) = 0. Si por el contrario el SEL es compatible indeter-
minado, es decir, @\) < n, entonces el SEL tiene infinitas soluciones que dependen-dg(A)
parametros. Sabemos que estas soluciones se pueden entonces expresar como combinaciones lineales
den—rg(A) vectores que generdh. Ahora, no es dificil probar que estos vectores son linealmente
independientes y, por tanto, proporcionan una basé.de

Conclusion: SeaU el subespacio solucion de un SEL homogéneorcmtognitas y matriz de coe-
ficientesA. Entonces se cumple que dith = n—rg(A). Ademas, para calcular una baseibasta
con resolver el SEL y expresar las soluciones como combinaciones linelaes rdg¢A) vectores.
Estos vectores constituyen una basé&de

Ejemplo: SeaJ el subespacio:

2X +y —z +3t =0
_ 4.
U—{(x,y,z,t)eR P 127 4+t —0 }

Se comprueba enseguida que el rango de

2 1 -1 3
A= ( 10 2 1)
es igual a 2. Por tanto difd) = 4— 2 = 2. Para hallar una base tg basta con resolver el SEL

homogéneo. Obtenemos que las soluciones son de la forma2a — 3, y=50 — 3, z=a,t =3,
dondeq, B € R. Si ponemos las soluciones como un ve¢toy, z,t), entonces tenemos:

(x,y,zt) = (—2a —B,50 — B,a,B) =a(—2,5,1,0)+pB(—1,—-1,0,1),

lo que nos indica que las soluciones del SEL son siempre combinaciones lineales de los vectores
(—2,5,1,0) y (—1,-1,0,1). Concluimos qu = {(—2,5,1,0),(—1,—1,0,1)} es una base dé.

2.2.4. Coordenadas de un vector respecto de una base

Ahora veremos coémo ante una base de un subespacio podemos hablar de coordenadas de un vector
del subespacio respecto de la base dada. De este modo las bases de un subespacio juegan el mismo
papel que los sistemas de referencia cartesianos que estudiamos al comienzo del tema.

Teorema 2.14(Coordenadas en una bas8pa U un subespacio vectorial 88y sea B={v,...,vmn}
una base de U. Entonces, cada vectar ¥ se puede expresar de forma Unica como combinacién
lineal de elementos de B. Es decir, existen nimeros reales (kicos, Ay, tales que:

V=A1Vi+...AmVm.

Definicién: A los nimerosAy,...,An del teorema anterior se les lland@ORDENADAS DEV
RESPECTO DEB. Lo escribimos asiv = (A1,...,Am)s. Para calcular estos nimeros basta con resolver
el SEL cuya matriz ampliada 88" = M(va,...,Vm,V).

Ejemplo: Hemos visto qu@ = {(1,1,0), (1,0,—1), (2,1,1)} es una base d&®. Lo que enten-
demos por = (1,3,—2)g no es otra cosa que:

v=1(1,1,0)+3(1,0,—1) - 2(2,1,1) = (0,—1,-5).

Por otro lado, si queremos calcular las coordenadas del veetofl,0,3) con respecto 8, basta
con resolver el SEL cuya matriz ampliada es la asociagdd 4,0), (1,0,-1),(2,1,1),(1,0,3)}. Al
hacerlo, obtenemas; = —2,A\, = -1y A3 = 2, es deciru = (—2,—1,2)g.
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2.3. Producto escalar eR"

En esta seccion introduciremos la herramienta esencial para medir cantidades geométricas tales
como longitudes y angulos &'

Definicion: Dados dos vectoras= (Xi,...,%Xn) Y V= (Y1,...,Yn) deR", se define seRODUCTO
ESCALAR como el niumero real obtenido de la siguiente forma:

U-V=X1y1+Xoy2+ - - - + XnYn.
Ejemplo: (1,3,2)-(—2,1,4) = -2+3+8=09.
Algunas propiedades que nos interesan del producto escalar son las siguientes:
1. v-0=0 para todos € R".
2. v-v>0,yesigual acerosiy sologi=0.
3. Conmutativau-v=v-u.
4. Linealidad (en cada variable):
a u-(Vv+w)=u-v+u-w.
b) (Au)-v=A(u-v).

La segunda propiedad del producto escalar nos permite definir la nocion de longitud de un vector.
Definicion: La LONGITUD (0 norma) (o médulo) de un vectare R" es:

V]| = V/V-v.

Siv=(x1,X,...,X,) entonces se tiene que:

V]| = \/x'f+x§+...+xﬁ.

Ejemplo: Supongamos que tenemos un veater (x,y) € R?. Entonces, tal como se muestra en
la Figura 2.4, su longitud viene dada por el teorema de Pitagoras g@e y2, que coincide con lo
que hemos llamadiv||.

Algunas propiedades que nos interesan de la longitud de un vector son las siguientes:
1. ||v| > 0y]|lv|| = 0siy sdlo siv=0.

2. |[Av]| = |A||lv||, dondeA € Ry |A| es su valor absoluto.

3. Desigualdad triangular: [|[v+w]|| < ||v|| + ||w]|.

4. Desigualdad de Cauchy-Schwartzju-v| < |jul|||v|| con igualdad siy sélo siy v son parale-
los.
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h?= x%+y?

v=(X,y)

\
\
|
\
\
\
\
l
X

Figura 2.4:Longitud de un vector d&?

sen 3 - - -

sen oar - - - - - - = = -

Figura 2.5:nterpretacion del producto escalar

Definicion: Diremos que un vector € R" esUNITARIO si ||v|| = 1. Por ejemplo, los vectores
(1,0,0) y (2/3,—2/3,1/3) son vectores unitarios d&®.

Damos ahora una interpretacion geométrica del producto escalar. Para ello, consideramos primero
dos vectores unitariasy v enRR?. Entonces, se pueden elegir angudog { < [0, 2m) de manera que
u= (cosa,sem) y v = (cosp,ser), véase la Figura 2.5.

El producto escalar dey v seria:u-v = cosa cosp + sermser3 = co3 — o). Es decir, en este
caso, el producto escalar coincide con el coseno del angulo determinadp\pque representaremos
por (u,Vv).

En general, si los vectores no son unitarios, se puede concluir gracias a la propiedad 4b) del
producto escalar que:

u-v = [|uf V] cog(u,v).

Definicion: Dados dos vectorasy v deR", distintos del vector 0, definimos &NGULO DETER-
MINADO poruy v, como el tnico &nguléu,Vv) entre 0 y 180 grados que cumple la igualdad:

u-v : u-v
———  esdecir, (uv)= arccos() .
[Julf{v] [uff v

Geométricamentgu,v) siempre es el angulo mas pequefio de los dos comprendidosignire

coqu,v) =
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Definicion: Se dice que dos vectoresy v de R" sonPERPENDICULARES U ORTOGONALESi
su producto escalar se anula. Cuando ambos vectores no coinciden con 0 ésto es equivalente a que
formen un angulo de 90 gradas/@ radianes). Por ejemplo, los vectof@s2, —1) y (2,—3,—4) son
ortogonales.

Definicion: Siv es un vector d&" y U es un subespacio &', diremos quer es perpendicular u
ortogonal &J siv es perpendicular a todos los vectoresde

El siguiente resultado refleja que para que un vectoR" sea perpendicular a un subespadio
basta con que sea perpendicular a los vectores de un sistema de generaddtes de

Lema 2.15. Un vector ve R" es perpendicular a una subespacio URsi y s6lo si v es perpendic-
ular a todos los vectores de un sistema de generadores de U.

Llegados a este punto, podemos reinterpretar el significado de las ecuaciones implicitas que de-
finen a un subespacio vectorial. Por ejemplo, observemos que:

U_{(x,y,z,t)e]R. V27 4t —0 (=

4. (2;17_173)'(X7y727t>:0
{(x,y,z,t)GR- (1,0.2.1)-(xy,zt)=0 [’

es decirlJ esta formado por los vectores que son perpendiculares alg2ez a1,3) y a(1,0,2,1).
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