Algebra III

Tema 11: Extensiones radicales. Resolubilidad de ecuaciones por radicales. Gran teorema de Galois

Curso 2016-2017

1. Extensiones radicales
Definicién 1.1. Una extension finita E/K se llama ciclica si es de Galois y su grupo de Galois es ciclico

Cuando K sea un cuerpo con car(K) = 0 la siguiente definicién proporcionard un concepto equivalente para las exten-
siones ciclicas en las condiciones oportunas.

Definicién 1.2. Sea K con car(K) = 0. Una extension E/K se dice que es radical si E = K(a) donde a esraizde X" —a¢€
K[X],nezZ*, esdecir, si E=K(a) con a” = a, osise quiere E = K( Va).

Nétese que X" — a es separable (independientemente de que sea irreducible) pues si a es una raiz en K < C las restantes
raicesson 'a, i =1,...,n—1, donde ¢ € C es una raiz n-ésima primitiva de 1.

Teorema 1.3 (Lagrange). Sea K un cuerpo con car(K) = 0 y conteniendo una raiz n-ésima primitiva de la unidad en K.

1. Sea E/K una extension ciclica de grado n. Entonces existe a € E tal que E = K(a) y Irr(a, K) = X" — a para algiin
a€ K (ypor tanto E/K es radical).

2. Reciprocamente, sea a € K y sea « una raiz de X" — a € K[X]. Entonces K(a)/K es ciclica de grado d, d divisor de n
d
ya®eKk.

Demostracion.
1) Por la hip6tesis sabemos que E/K es simple, E = K(u), que Gal(E/K) = (o) es ciclico de orden n y que ¢ € K es una raiz
n-ésima primitiva de la unidad. Definimos la resolvente de Lagrange = B(u,¢) € E como

B=u+éo(u)+ Ea?w) +--+ & o N
Por la independencia lineal de los homomorfismos {7} i =0,...,n — 1 tenemos que  # 0.
Aplicando el automorfismo o obtenemos
a(f) =0+ W) + &0’ W) +---+ "o ()
=& u+éow) +E0* W+ +&" " W)
=¢1p
Por induccién sobre i, % (B) = £~ B. Luego los elementos ¢~ f son n conjugados distintos de f, por lo que [K(B) :

K] = n. Como K(f) € E, queda que E = K(f). Ademas, o(8") = a(B)" = (5_1,8)” = B". Luego a = B" es fijo bajo o y to-
das sus potencias, porlo que a € K. Asi B esraizde X" — " = X" —a € K[X] que atendiendo al grado seré justo el Irr (8, K).

Nota.- Aunque u € E, u ¢ K, no sea un elemento primitivo de la extensién E/K podemos considerar otras resolventes
Bi=P=PBiwd)=u+o+Eo* W+ +E" Vg™ w), i=1,-,n-1,

(donde ,B{‘ es justo la f anterior). Siempre que f; # 0, estos elementos verifican, con el mismo razonamiento anterior
(nétese que o*(B;) = (¢1)"*B;, k=1,---,n—1), que son elementos primitivos de la extension, i.e., E = K(B;), y que B eK
de modo que cada f§; es raiz de X" — " € K[x]. Esta observacion serd de utilidad para expresar por radicales (cuando



esto sea posible) las raices @y, -, @, de un polinomio f(x) = x" + an-1x" 1+ + a;x+ ay € K[x]. Usaremos para tal
fin la resolvente (trivial) ,Bg“ =ai+o(a;)+---+0" (a)) € K junto a las resolventes necesarias §; = ,3;."‘ = Bi(a1,¢) que
sabemos que verifican § € K.

2) Si E/K es radical = E = K(a) con a raiz X" —a € K[X], n€ Z*, y como K contiene a ¢ raiz n-ésima primitiva de la
unidad y las raices de X” —ason ¢'a, i =0,1,...,n— 1 se tiene que E = K(a) es el cuerpo de descomposicién de X" — a
= E/K es normal y separable = E/K es de Galois con G = Gal(E/K) = {0 : K(a)/K — K(a)/K}. Cada 0 € Gal(E/K) esta
determinado entonces por laimagen de a que ha de ser otra raiz de Irr(a, K) y por tanto raizde X" —a = o(a) = ¢'a, para
algini=0,1,...,n—1. Luego o(a) = {sa, siendo ¢, una raiz de la unidad (no necesariamente primitiva). La aplicaciéon
o0 — ¢, es obviamente un monomorfismo de G en el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y como éste es ciclico
de orden n, G es ciclico de orden d divisor de n. Sea G = (o). Entonces ¢, es una raiz d-ésima primitiva de la unidad, y
o(a®) = E,m)? = a®. Luego a € K ya que es fijo bajo Gy el teorema estd demostrado.

O

2. Resolubilidad de ecuaciones por radicales
Definicién 2.1 (torre radical). Sea K con car(K) = 0. Una torre radical para una extensién E/K es una torre de cuerpos
K=KycKic---<Ki-1€K;<-- <K, =E

donde, paracadai=1,...,r, la extension Ki/K;_; es radical, es decir, K; = K;_;(a;) con a; € K; tal que al'.” =a; €K
para ciertos enteros positivos n;.

Notemos que si E/K tiene una torre radical entonces E = K(a1, a»,...,®,) y por tanto E/K es finita (finitamente generada
por elementos algebraicos) y todo elemento de E serd una expresion algebraica de radicales con radicandos expresiones
algebraicas de radicales con radicandos . ..elementos de K.

Teorema 2.2.
1. SiE/F y F/K tienen torres radicales, E/ K tiene una torre radical.

2. Sean E y F cuerpos intermedios de una extensién L/ K. Si E/K y F/K tienen torres radicales, EF /K tiene una torre
radical.

T
3. SiE/K tiene una torreradical y E'/ K = E/K, entonces E' /K tiene una torre radical.
Demostracion.

1. Es clara pues la concatenacién de las dos torres radicales existentes por hip6tesis proporciona una torre radical
para la extension E/K.

K=KycKic--cKioycKic-cK,=F=FycFc-CFj_cFjc--CF=E
2. Dadalatorre de E/K
K=KycK c---cK;.1cK;c---cK,=F
la componemos con F y obtenemos una torre radical de EF/F
FK=F=FycFK c---cFK;_1cFK;c---cFK,=EF

pues FK; = FK;_1(a;) con (x?" € K;_; € FK;_,. Entonces como EF/F y F/K tienen torres radicales, por 1) se tiene
que EF/K tiene una torre radical.

3.SiK=Kyc Ky <---<K;_1 €K; €--- € K, = E es una torre radical de se cumple K; = K;_;(a;) con a?" eKi_1y
tomando K; = 7(K;) se tiene claramente que K = Ky S K] €--- S K;_; €K €--- € K} = E es una torre radical para
E'IK.

O



Teorema 2.3. Sea E/K finita, |[E: K] =n,yseanoy,02,...,0, conr < n los distintos encajes de E en K,0;:E/IK— KI/K.La
clausura normal de E/ K es la extension N/K donde N = Eo»(E)---0,(E) es el compuesto de todos los cuerpos conjugados
de E sobre K.

Demostracion. La extension N/K es finita al serlo todas las o;(E)/K, i = 1,...,r. Ademads, para cualquier encaje 7 :
N/K — K/K (K = E = N), la composicion de la restriccién de T a 0;(E) con o; es necesariammente uno de los encajes
0j,j=1,...,r,asique T1(N) = T1(E02(E)---0,(E)) =1(E)T(02(F)) - 1(0,(E)) = Eg2(E)---0,(E) = N pues la composicién
con 7 lo Ginico que hace es una permutacién de los o;, i = 1,...,r, y por tanto N/K es normal con K € E < N. Ademas,
si F/K es normal con K € E € F < N entonces F contiene a cada uno de los subcuerpos o;(E) y por tanto N < F asi
que F = N (nétese que cada encaje 0, : E— K = E = N = F sobre K se extiende a un encaje o', : F — K que verifica
o'(F)=F = 0;(E)cd’(F)=F) O

Corolario 2.4. Si E/K tiene una torre radical, entonces su clausura normal N/K también tiene una torre radical.
Demostracion. Es consecuencia del teorema 2.3 y los apartados 2 y 3 del teorema 2.2. O

Definicién 2.5 (polinomio resoluble por radicales). Sea K con car(K) = 0. Un polinomio f € K[X] se dice que es resolu-
ble por radicales sobre K (o que la ecuacién f(X) = 0 es resoluble por radicales sobre K) si existe una torre radical

K=KoycKic---cK,.1€K;c--- <K,

tal que f descompone completamente en K (es decir, un cuerpo de descomposicién de f estd contenido en K;).

3. Gran teorema de Galois

Teorema 3.1 (Gran teorema de Galois). Sea K con car(K) =0 y sea f € K[X] no constante. Entonces la ecuacion f(X) =0
es resoluble por radicales sobre K si, y sélo si, el grupo de galois Gal(f/K) es un grupo soluble.

Demostracion.
=) Supongamos f(X) = 0 resoluble por radicales sobre K. Entonces existe una torre radical

K=KycKic--cKj1cK;c---CK,=F

de forma que, si E es el cuerpo de descomposicién de f sobre K, se tiene E < F. Tomamos una clausura algebraica K de
K que contenga a F (por ejemplo una clausura algebraica de F) asi que tenemos la situacién K € E € F € K. Podemos
suponer que F/K es normal (y por tanto de Galois al ser car(K) = 0) pues, en otro caso, la clausura normal N de F/K
tomada dentro de K estaria, segtin el corolario anterior, en las mismas condiciones, es decir, tendriamos K< EC NS K
donde N/K es una extension finita de Galois con una torre radical. Supongamos entonces que tenemos una torre radical

K=KycKic--cKi1cKic-cK,=F

donde F/K es de Galois, c.d.d.(f) = E < Fy K; = Ki_1(a;) con a; € K; tal que a?i = a; € K;_1 para ciertos enteros
positivos n;. Sea n = H;zl n; y sea ¢ € K una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Entonces, poniendo F; = K;(£), i =
0,1,...,1, se tiene una torre

K=KycFycFc---cF;_1cF;c---cF,=F(@)

que es radical pues F; = K;(&) = Kj—1(a;) (&) = Ki—1(§)(a;) = Fi—1(a;) con a?i € K; < K;(&) =F; paratodoi=1,...,r1,
ademds Fy = K(&) coné"=1€K.

Notemos ademads que cada extensién F;/F;_1,i=1,...,r, es abeliana. En efecto, como ¢ n/ni ¢ F, esunaraiz primitiva
ni-ésima de la unidad, i = 1,...,r, se tiene que en F;_; hay una raiz n;-ésima primitiva de la unidad y como F;/F;_;
es radical, aplicando el teorema de Lagrange deducimos que F;/F;_1, i = 1,...,r, es una extension ciclica y por tanto
abeliana. Pero ademads también es abeliana la extension Fy = K(¢)/K pues es una extension ciclotémica.

Ademds, la extension F(¢)/K es una extension finita de Galois ya que, al ser F/K normal, F es el c.d.d. de f € K[X]
y entonces F({) = c.d.d.(f(X)(X" — 1)) asf que F(£)/K es normal y por tanto de Galois. Usamos ahora la conexioén de
Galois para obtener la siguiente serie de G:

G = Gal(F(¢)/K) & Gal(F(¢)/ Fo) > Gal(F(¢)/ F)) & --- > Gal(F (&) / Fy) = 1



que es una serie normal pues cada F;/F;_, es normal (es de Galois) y también lo es Fy/K. Ademés, si analizamos los
factores de la serie
Gal(F(S)/Fi-1) Gal(F(¢)/K)
————— = Gal(F;/F;- ————— = Gal(Fy/K) =Gal(K(é)/K
Gal(F(&)/F)) al(F;/F;_1) y Gal(F(5)/ Fy) al(Fo/K) al(K(&)/K)
son abelianos. Asi Gal(F(¢)/K) tiene una serie normal con factores abelianos y por tanto es un grupo soluble y puesto
que tenemos la torre K € E < F(£) deducimos que

GalFE)/K) . G

Gal(f/K) = Gal(E/K) = Gal(F(&)/E)  Gal(F(é)/E)

y por tanto Gal(f/K) es soluble por ser isomorfo a un cociente de un grupo soluble.

<) Supongamos ahora que G = Gal(f/K) es soluble. Buscamos una torre radical que empiece en K y cuyo tltimo eslabén
contenga un c.d.d. E del polinomio f € K[X]. Supongamos que |G| = [E : K] = n (que |G| = [E : K] es consecuencia de
que E/K es de Galois) y sea ¢ una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Considerando la extensién K () 2 K sabemos que
Gal(f/K(£)) es un subgrupo de Gal(f/K) = Gal(E/K) y como éste es soluble Gal(f/K(¢)) también serd soluble. Existird
entonces una serie de composicién suya

Gal(f/K(f)) =G> G D> -G D>Gr=1
G‘
con factores —— ciclicos de orden primo. Ahora, si F es el c.d.d. de f sobre K(¢), tenemos que Gal(f/K(¢)) = Gal(F/K(£))
i+1
y por la conexil(')n de Galois la serie anterior corresponde a la torre de cuerpos
K& =F%cFr%c...cF 1 cF% =F

y, por el teorema fundamental,
Gal(F/F%) G
Gal(F/FGi=1) — Gi

Gal(FCi+ | FOiy =

que son ciclicos de orden primo p;, i =1,...,7r —1,yademads p; | n Vi (pues p; = [G; : Gj+1] = [FGiv1; FOil | [F: K(&)] que
asuvezdividea [E: K] = n).

Entonces FU+1/FGi es una extensién ciclica de grado p; y en F® hay una raiz p;-ésima primitiva de la unidad (por-
que como ¢ € K(¢) € FGi y p; | n entonces £Pi que es una raiz p;-ésima primitiva de la unidad también pertenece a
F Gi). Consecuentemente, por el teorema de Lagrange se tiene que F Git1/ FGi es una extension radical Vi = 1,...,r—1.
Por tanto, puesto que la extension K({)/K también es radical (¢ es raiz de X" — 1 € K[X]) a partir de la torre anterior
obtenemos la torre

KcK@)=F9"cF%c...cF61cFC=F

que es una torre radical para F/K con E c F lo que asegura que f(X) = 0 es resoluble por radicales sobre K. O

Corolario 3.2. Sea K con car(K) =0 y consideramos el polinomio ciclotémico ®,, € K[X]. Entonces la ecuacién ®,(X) =0
es resoluble por radicales sobre K.

Demostracion. Sabemos que Gal(K(¢)/K) es un grupo abeliano y por tanto soluble. Por el teorema resulta que ®,(X) =0
es resoluble por radicales sobre K. O

Teorema 3.3. Sea K con car(K) =0y sea f € K[X] no constante con gr(f) < 4. Entonces la ecuacion f(X) =0 es resoluble
por radicales sobre K.

Demostracion. Sabemos que Gal(f/K) es un subgrupo de S, n < 4, y como cualquiera de éstos es soluble Gal(f/K) serd
soluble y consecuentemente f(X) = 0 resoluble por radicales. O

Nota.- Para n = 5 hay ecuaciones f(X) =0 con gr(f) = 5, que no son resolubles por radicales. Por ejemplo, si gr(f) =5
y Gal(f/K) = S5, que sabemos que no es soluble, se tendra que dicha ecuacion no serd resoluble por radicales sobre K
(por ejemplo, Gal(X° —6X +3/Q) = S5 y por tanto X° —6X + 3 = 0 no se puede resolver por radicales sobre Q).



