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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferencialas son un modelc matemitico para el
estudic de multitud de problemas que suvrgen de las disciplinas mds di-
varsas. Desde sus comienzos en el sigle XVII, 1a teoriz de ecuaciones
diferencizles ha contribuldo decisivamente a solucionar muchas cues-
tiones y a interpretar numerosss fenfmenos de la maturaleza.Bn la ac-
rualidad, la teoria de ecuaciones diferenciales sisue tehiendo un in-
sente desarrollo, tanto en su aspecto cunlitativo (existencia, unici-
dad y comportamiento de las goluciones), comdo en su aspecto cuantita-
rivo laprowimasifn de seluclones),

El ejemple més sencillo de ecuaciones diferenziales lo cons-
tiruyen las ecuacienes diferenciales ordinarias. Una ecuacidn dife-
rencial ordinariz es una relacifn funcisnal entre una funeidn desco-
nocida x, de una variable independiente T, ¥ algunas de sus derivadas.

Una clase bastante general de estas ecuacionas se escriben de la forms

x' = glt,x) (1)

donde g 3 RxR" R, y %! indica la derivada de x respecto de t (R es
el conjunto de los nfmeros rezlss). Una solucifn de (1) 25 una funzidn
x dofinida en un intervalo rzal y con valores en ", rtal que exis-
te su derivada en todo punto del intervalo y verifica (1}, Generalmen
te, las ecuaciones del tipo (1) constituyen un modelo matemitizo para
aquelles sistemas en los que su evolucifn en el tiempo depende sdlo
del estado presente.

Una generalizacidn de las ecuacionts diferengiales ordinarias
son laz meusoiones diferenciales funcionales con retraso. Estas ecui-
ciones constituyen un moedelo matemdtizo para aquellos sistemas en 1os
que su evolusidn en el riempo depende no solamente del gstado presente,
simo tambidn del estado pasado. En la maywria de los casos, <on este

tipo de ecuaciones so logra un medelo mis prixims a la realidad que




con las ecuacionas diferencizles ordinarias. 3in embargo, a veces, vy
debido a lo ccmplicado del modelo, es preferible que el modelo obte-
nido sea uni ecuacidn del tipe (1),

Un ejemplo muy simple de ecuacidn diferencial funcional con

reftraso ¢s uns ecuacidn de la Forma

*»'{t) = gle,x(t),=nlt - n)) (2}

o ] - n n
siendo h un nlmero peal dado no negativo y g : RxR'xRT > RV,

Observenns que 31 h = 0, tenemos una ecuacidn diferencial ordinariz.
La primera diferencia Fundamental que se advierte antre los dos tTi-
pos de ecuaciones considerades es el congepto de problema de walores
iniciales para (1) y (2). Para (1), este problema, también llamade
problema de Cauchy, consiste en hallar una selueifn x de (1) tal gue

se Tenga x(to) = %.. BEn cambic, para (2}, es distinto. En efecto,

0
supofgamos que queremos estudiar la existencia de una solucifin x de

(2) definida para « BTOER' Sih>0ytTE [to,t + h), entonces

0

t-h <:tc, ¥ por tanto x deba estar definida para tedo t€ [t - h,tO].

ksi, €l problema de valores inicfales pava (2) consiste en especifi-
car ¥ en al intervalo [to - h’tO] por una funcidn conscida $. Fara
simplificar la notacidén tomamos tg =,

Sea C el espacic normade de funciones continuas pi [-h,0] »R",

con la nopma uniforme, es deeir, Iyl = sup  lyled |, dende |°
8 € [-h,0]
es una norind cualquiera en R, 8i s o0 y = [-h,&) R es continua,

para cada t €[0,4) podemos definic uma funcidn xtE ¢ por
xt(O) = »(t +8), para todo 8€[-h,0] . Sea ¢ : RxC ‘*Rn, (r,9) 7 ={t,u)
una funcidn continua. Una ecuacidn difersncial funcional con retraso

es una. relacidn de la forma

x'(t) = g(t,xt) : (3)

P . s Ny
87 n =0, x_ se identifica naturzlmente con x{t), C con R v (2) es

por tanto una ecuacidn difepencial ordinacia.

Una solucidn de (3) es una funcidn continua » :[-h,4) = Rn,
tal que tiene derivada para todo TE[0,A) vy satisface (3). 51 x5 =,
diremss que x tiene valoe inicial .

Hasta hace pogos alios, la mayoria de los resultados relaciona-
dos con la existencia, unicidad y propiedades de solucicnes de ecus-
ciones diferencizles funcionales cen retraso se hablan obtenido con-
siderando la variable dependiente como un elemento del espacic cucli-
deo ordinario R'. Se desarrolld incluse una teoria de ecuacionez line-
ales con coeficientas constantes (ver[%] ). Sin embarge, este trata-
miento difioultd el descubrimiento de alrunas propiedades intferesantes
de tales ecuacionzs, tales como algunas prepledades de estabilidad.

Fué Krasovskii en 1.952 ([u4]) quien sugirid que sl estudio natural de
estas scuaciones debe partir de considerar las soluciones comd curvas
en C ¥y no en R". Esta observacidén did lugar a un rdpido dezarralle
de la teorfa de ecuaciones diferenciales funcionales con retrasc, debi-
do principalments a Hale y sus colaboradores { ver[37)).

Une gensralizacidn de las ecuaciones diferenciales funcionales
zon retrasc son las ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutrs.
En &stas, el retraso h puede aparecer rambiZn en la derivada da la
funeidn incdgnita = . 81 D : FxC— R", (t,p)> D(t,i) @5 lineal en 3
para cada TER y uniformemente no atdmico en cero (ver cap. IV], ¥
g @ RxC — R, (t,3) = glt,»), una ecuacifn diferancial funcional de

tips meutro &5 una relacidn de la forma

d
dr

(D(t1xt)) = g(t,xt) ()

.. r - . r . N
Una solucidn de (4) es una fun=idn = : [-h,A) = k", continua, tal que
D(t,xt) es derivable para tede t€f 0,A) y su derivada satisface (u).
Si g =4 EC, se dice que x tiene valor inieial . Observemos nue

cuando D{t.p) = (1), entonces D(t.xT) = x(t) v (4) es entonces una



ﬁ:u;%lan diferapeiz) Funciopal con retraso del tipo (3), Una difer

ela Jundamental encre las stuacicnes del tipo (SJ-y (%) es qua :n ?:;

l% EluCion x no tiene DONQuUé ser derivable, lo cual hacc.su t

dic m¥s diffeil f ver[z7)), o

v .Deutﬁﬁ ?e loz anteriapes tipos de ecuacicnes diferenciales des

.ftf? lis ecuaciones pepifdiess. Diremas que la ecuacidn (1) es T—pe—_

viddica (T un nfmero real mayar que cero), si glt + T.x) = (t,x)

para todo  (t,x)} ERyxr", (Evidentemente 1a dess foion e o

’ . erinie:dn es la misma pa-

7a las ecuaciones (3) ¥ (4} sustituyendo x por ¥ vy tenigndo en ~

ta que en (4] D debe ser también T*periédica).-t o S
La Impeptancia de este tfpo de ecuaclones se da porgue muy

ffecue?temente ¢l estudic de problemas de divarsa indole.(fisicos

bTOTOElCOS, econdmicos, astrondmicas, etea.) conducs a un modelo ﬂ;te

mukfco dado por una esaunscidn diferencial periddica. Por esta misma

DEZJH-SB conprende la importancia que tiefie el estudio de existenci d

soluciones perifdicas de ecuacicnes diferensialas perfﬁdica*_ o
Cuando las ecuagiones cengideradas son lineales(es decir, g es

lineal en x_ ). e
X, 4y el teorema de s alternativa de Fredholn es un mérodo

t

bastante Gtil para o1 es { 1 [
L 2l estudio de l1a existencia de soluciones perifdicas

F??d?mentaimente, BALE Tecremd afirma las exisvensia de =oluciones pe-
%l”dfﬁas cuando €], términe independiente de la ecuacidn lineal consi-
LLHfGa-ES, con un cierto producte asgalar, ortogonal a las spluciones
pn.lﬁd[fas de la ecuacién adjunta. (ver fay) piare ecuaciones diferenci;—
les or?jjuriss,B?ipara eclaciones diferenciales funcionales con rer;a
ze  y B8} papa 2tuaciones diferencisles funcionales de tips neutro) N
Sin embargo, la mayoria de los problemas que se éresentan ;n

&l @undo real, y por io tanto lamayoria de los modelos matemiticos que
S8 CORSTruyen para eatudiarlos, tienen un cardcter no lineal. En B5Ta
ua?o. 2l preblema de existencia de svluciones perifdicas es on wane ”
‘a; bastante diffeil y garg relacionado con otros NUREra SO proiT“m

ce la matemitica (ver(7) |, Pg) , by s B8l ). 1a difieulrad esth ﬂ;;afs

aignuda dipracts ANt r ti 1¢1 5
2eTan caon . { TL ri I =
i PO de so ones Feriodica que gdmite

la parte lipeal homoménez de la zcuacidn ( cases c¢ritico o no critieo
serdn que existan o no scluciones psriddicas. distintas de la trivial),

el cardcter del término no lineal ¢ v el orden y dimensidn de la e-

cuacidn. Aparte de todo esto. eéste tioo de problemaz llawvan implicita

1a dificultad de que zcn problemas de tipo
cir. las #oluciones veriédicas deben existir en tode el iIntervalo

elobal v no local ( ez de-

an cantrasta con los nrablemas de valores inicilales. dends las

[o.1] .
inicial considerado).

soluciones deben existir en un entornoe del tismpo
El problema de existencia de solucicones periddicas de ecuaclo-

nes diferenciales ha dade lurar., numercsas vecas. al nacimisnto de mu-

chas partes de la matemitica. Por efemnlo. este problema en el caso

de ecuacionez diferenciales grdinariaz fu@ lo nue motivd & Poincaré

3 estudiar mis nrofundamente la teoria cualitativa de ecusciones dife-

renciales. de 1a cual sur#id la teoriz moderna de sistemas dindmicos
(ver[8] )} & importantes ramas de la tonolngia diferencial v alwebrailca.
El estudio de los problemas de contorno (el problema periddics es un
caso varticular de el]os) motivd a BirkhoFf. Lerav. Schauder v otros

matemiticos a extender la teoria de puntos fijos a espacios normados

de dimensifn infinita.
En la actuwalidad. un métods

muv potente (en el sentido de aue a partir de pocos datos puede opro-

muy Qtil v nue ha demostrado ser

corcionar tastante informacidn) parva el estudio de existencia de so-
lociones perifdicas de escuaciones diferenciales periddicas no Lineales,

consigre en formular el oroblema de forma abstracta. Es decir. el pro-

blema de enceontrar una solucibn periddica de la ecuacidn diferancial

dadz =e transforma en el oroblema de encontrar una solucidn x de una

clerta ecuacidn de operadores

(5)

una aplicacidn no lineal. defini-

A

giendo L una aplicacidn lineal v N
das antre ciertos escacios normados X v 2 aue dependen de la naturaleza



del problema. Generalmente L corecesponde a la parte lineal de la
ecuacidn considerada y N  es el operador de Nemitski de la parts no
lineal.

si L lexiste, es decir ken T, (nicalso de L) es trivial (lo que
corresconde sl caso no critico anveriormente citado), contonces {5) es

equivalente a

® o= L_J'Nx (6)

vy estamas ante un problema da puntos fijos = = Tx, donde T es la com-
posicidn de una aplicacion lineal y otra no tinexl. %n este caso, T sc¢
tlama un operador de Hamnmersteln y los mirtedos desarrollades para su
estudio son numeroscs (verlsg ) ). Entre ellos destacs el teorema del
punita £ijo de Leray-Schiuder para el caso en gue X = Z gs un espacio
normedo y T es compacta (es decir, continuz y aplicands conjuntos aco
tados en conjuntos relativamente compactost. En la actualiaad, hién
generalizando el espacis X o bién generalizando la clase de la apli-
cacifin T , la teorla de Leray-Schavder se ha extendido considerable-
mente, obteniéndose muchos teoremas deld punto Tido que se aplican al
estudio de (6). (ver, por ejemplo (11 ], [12) .1 850 ).

Si L_1 no existe, 25 decip ker L no o5 trivial (lo cual corres-
ponde al easo critico), el problema (5} es mis complisaas y el estudia
de este tipo de problemas fué iniciado por Poincaré,lyapunow y Schmide
a principics de este siglo, siguiendo la linea ael llamado método al-
ternativa.

Bisicamante, el método alternativa énnsiste en transformar al
problema (5) an un problema alternativa que debe ser mis ficil de es-
tudiar. Para ello, bajo determinadszs hipltesis sobre L (venlzal 3,
relacionadas con ker Ly coker L = Z/Im L (Im L es la imagen de L),

se transforma el problema (5) en un problema equivalente

- Px = KP,QNX, Ofx = 0 (7)

10

donde P y 0 500 proyeccisnés frneradores lineales idempotentes)

continuas en Xy 2 respeol ivamelts, tales -que ker L = Tm P,

¢5 la inversa generalizada de L {ver cap. I).

Sz

Yer Q = In T, ¥ KP o
Ias ecuaciones en (7) s@ Qonocen &obl los nenbres de ecuacidn au-

willar y de bifurcacién?P&apaCtivamente.

g1 1lamamos ¥ = Py , % ~ Fu = 2, (7) es

z = K My o+ o2 Wiy + 2) =0 Le)
% hP,Q‘ v o+ =), Qi(y

rnister doa mérodos fundamentales de resolver el sistema (8).

- P
El primero se conoce con &l notibre de método de Lyapunov-Schmidc

(ver [@0] , [35]) y consiste en lo siguiente : Imponiends eiertas con-

diciones a n  (tales como que ! x| os "pequeiio" para »€X o algu-

na condigion de caracter Lipschjr:iano}, se puede conseguir resolver

14 primepa ecuacidn en (8) en la forma =z{y).(Esto se hace utilizande,

por ejemplo, el taorema du la Funeisn implicita o el teoremz del pun-
5 - it -

to fijo de Banach). Por consiguiente, el sistema (8) es ahora equiva-

lente a la ecuacidn

0Ny + z(y)) =0 (2)

s s Az s ‘o 5
Este es el problema alternariva a (5). 4Qué& wventajas tiene aste m&todo? .

Obzervande 13 ecuaclén (9) vemes que se trata de encontrar 1os céros

de una funcién cuyo dominic es In Py cuys nagen es Im Q. 51 Im P

e Im Q son ce Jimensidn fipita se logra una gran ventaja, pues 1os

. . e
métodos para estudiar ecugejones en espiaclos vectorisles de dimansidn

finita estd ucho mas Clebafr 311Eld05 que cuando la dimenzlon es 1nf inita.
b=}
E otro me EC‘dO COnslth en resolver primero a gepunda eCUaC,,éI

en (8) en la forma ¥{z). Una vez hecho csto, ¢l sistema {8} es equi-

valente a la ecuacidn

KP.Q“(Y(Z) + z)

1S4
]

11



que es un problema de puntos {ifos (ver({3i] para bibiiopraffa sobre

esTe métcdo).
En el caso de gue exista una aplicacidn linzal bivecriva

' : coker L ™ ker L, existe un tercer camino para estudiar la ecua-

¢idn L5). En este caso, la ecuacidn (5) es equivalente a 1& ecuacidn

x = Px + (TN + KP,Q)HK (10)

donde T @ Z —~ coker L es la sobreyveccidn candnica. Este camingc sa
diferencia fundamentalmente de loz dos anteriores en que la ecuicidn
(5) no se transforima en un sistema como (7}, sino en un problema de
puntes fijos. Utilizando (10) y la teoria del grads topolipice de
Leray-Schauder, Mawhin ([53]) desarrolla una reorfa de existencia de

soluciones para ecuacicnes del tipo (5), llamada tecrfa del grado de

goincidencic, en el caso en que L es una aplicacifn lineal de Fredhalm

de Indice cero y N satisface ciertas condiciones de compasidad, La
teoris del grado de coincidencis generalizz las elisics teoria del
grado de Brouwar (para aplicaciones continuas definidas entpe espa-
clos de dimensidn finita) y 1z teorfa del grado de Leray-Schauder
(para perturbaciones compactas de 1a aplicacidn identiaad enun espa-
cio normado real cualquiera).

En esta memoria aplicamcs 1a teorfs del praco de colncidencia
al estudio de existencia de soluciones perifdicas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, ecuaciones difersncisles funcionales con retra-
50 ¥ ecuaniones diferenciales funcionéles de tipo neutro. Asi, en al
capitulo I exgonemos de ferma resumida los principales hschos relati-
vos a la taoria del grado de coincidencia. Para ello segulmos las 19-
neas mircadas por Mawhin en [58 . En primer lurar se definen los con-
ceptos de aplicacién lineal de Fredholm de irdice cerc ¥ L-compscidad
dz aplicacion2s no linealess {este concepto es una neneralizacidn del
concepto de aplicacidn compacta). & continuacidn axponemos de forma

axiomitica l¢ tecria del rrado para las perturbaciones L~compactas ds

12

aplicaciones linsales de Fredholm de indice cero. Dames tambign algu-
nas indicaciones sobre la eonstruccidn del grado de coineidencia, co-
menzands con los grados de Brouwer y Leray-Schavden.A continuacidn, ¥y
ntilizando las proviedades de L y N , es posible teansformar la e-
cuacidn  Lx = ¥x en una ecuacidn de puntos Ffijezs x = Hx tal que M
as acompacta. Esto, junto con el grado de Leray-Schauder va definido,

y N. Seguidamente

nos permite definir &l grade de ¢oincidencia de L g
prasentamos algunas propledades sobre el cdlculo del geado qua serin
urilizadas en las aplizaciones. .

El segundo apartado del capitulo I estd dedicado a la expasi-
cibdn de dos tecremas de existencia para ecuaciones del tipo (§), los
cuales generalizan el teorema clisico de existencia de Leray-Schauder
parsg L = I, ¥ que serfin aplicados en los capltules siguisntes.

En el capitulo 1T estudiamos la existencla de soluciones

T-perifdicas (T>0) de ecuseiones difsrer

y de orden arbitrario de la forma

iales ordinarias vectoriales

~1 (m-1) ) PN
x(M)+ 4 x(m l]+...+ Aoxt o= oplt,m,. . ., o+ () (11}
“m-1 1 -
i martrices 3 cuadradas de orden
donde w1, Ai’ i=1,...,m-1, son marrices reales cuadradas de
n y

7 rx(RH)™ — R", lt,xi,...,xm) *’g(t,xl,...,xm)

son funciones continuas y T-perifdicas =n T.
Para ¢llo, transformaremss la ecuacidn (11) en una ecuacifin abztracta
del tipo {5), a la que aplicaremos los teoremas de existencia dadss

en el capitulo anterior. La aplicacifn de estos rteoremas llewva conbi-
go dos grandes dificultades : demostrar que las solucionss de una ci

& i e e e @l
ta familia de ecuacionas estdn acotadas a priori y demastrar que el
T

o
i i ; 2 difieultad mara solu-
grado de una cierta aplicacidn no es cero, La dificultad para salu

13
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ciconsr &s5tas dos cuestiones estd relacionada de forms muy directa,
como dijimos antériormente,eon la Forma que tenga ker Lles decin,
con la clase de ssiuciones T-periddicas gue admite la parte lineal
de la ecuagidn (11)) y con el cardeter del términe no lineal W (esto
depsnde por supuesto de la clase deél térming no lineal g). Ademis,
estas dificultadas se ven acrecentadas con el orden, m, ¥y la dimen-
sidn, n, de la ecuacidn. Nosotros estudiamos el caso en gque la par-
te lineal de La ecuaci®n (11) admite sflo como soluciones T-periddicas
2 las aplicaciones constantes, es5 decir, un caseo dritico (refonancia) .
principales hipStesis impuestas a g son de dos c¢lases : wuna condi-
¢ifn de "crecimiento" y una condicifn "asintStica'. Huestros resul-
tados constituyen una genaralizacifn de los de Mawhin[S57] , Lazer[50],
Reissig(70] y Villari[78] en cuanto que el tipo de términos ne linea-
les permitidos por nuestra condicidn de crecimients imeluye de Forma
estricta & los considerades por ellesz; en particular, nosatros . in-
clulmos términes no lineales acotados, asintdticos a cero y d= tipe
exponencial. Tambin se generalizan log resultadss de Ward [B0], en
cuanto que extendemas 2u condicidn al caso veertorial. Ademds nuastra
condicidn asintbtica gensraliza la de los autores citades, y en el
taso escalar (n = 1), genernliza las clisicas condiciones del tipo
Landesman-Lazer{48] , ya gque este tipo de condiciones vienen impues
tas mediante desipualdades estrictas, mientras que nuestra condicidn
agintdtica viene impuesta mediante desipualdades no estrictas.

Para poder aplicap los tecremas del cap. I, demostramss que

L es una aplicacifm lineal de Fredholm de Indice cers ¥y que M es

Lecompacta. Ugilizamos para ello el teorems dela :lternativa de Fredholm

(ver [34] ) y el tecvema de Ascoli-firzeld, asi como algunas nociones
sobre la repolegia de los eszpacios CR(R,RH) de funciones periddicas.
En el apartado segundo deducimes el teorema principal de este capitu-
lo, urilizando la f&rmula de variacidn de constanteg para ecuaciones
diferenciales ovrdinarias con objeto de solucionar el problema de la
existencia de cotas a priori. Despufs estudiamos el caso escalar y por

dltimo damos algunos ejemplos para demostrar que nuestros resultados
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constituyen efectivamente una generszlizacidn de log de los autoras
cirades. Losg resultados de este capitulo han sido aceptados para su
publicazién en "onlinear analysis'"({ ver{16] ).

31 nos plantsamos la generalizacién de los anteriores resul-
tados a ecuaciones diferenciales funcionales, puede ccurric gque el
método utilizado en el capirule II sea inviable, debido ague alll
se utilizaban algunos hechos concratosz de ecuaciones diferenciales
ordinarias no generalizables ficilmente a otro tipo de scuaciones. 5in
embargo, los problemas de existencia de scluciones perifdicas de scya-
ciones diferenciales funcionales cor retraso y eccuaciones diferencisles
funcicnales de tipo neutro consideradsos agquil, se-punden reducir al as-
tudin de ecuaciones del tipo Lx = Ny, Es pues muy importants el ob-
tener un teorema abstracto de existencia de soluciones para ecvaciones
del tico Lx = Nx, donde L y ¥ estdn definides entre cilertos espa-
cicz normados ¥ y Z. Esto lo hacemss en el capituloe IIT, cuamdo L es
una aplicacidn lineal de Fredholm de Indice cero y M o3 L-compacta.
Neestros resultados sof una generalizacidn de los obtenidos por Mawhin
[55) , el cual conziderd el c¢aso en gque N a3 cuasiacotada, y gene-
ralizan el conooido teorema del purito fijo de Granas. En la segunda
parte de este capitulo se estudia el caso en que X y 7 5on 4spaclos
de funciones, obtenifndose en este caso resultados mis censretns i
ficiles de comprobar efi la pristica. Log resultados chrapidos en ese
te capitulo son de upna gran impaptancia en relaeidn econ su aplicacidn,
no sdlo a ioz tipos de problemas considerados en el capitule sigpuiente,
sino a otrns muchos tipos de problemas los cuales se pusden reduclir al
aestudio de ecuacionas del tipo ILx = Nx, tales como alpunas ecuaciones
en derivadas parciales, ecuaciones integrales, ecvaciones diferenciales
en espacios de Banach, etc, Los resultades de este capltuly junto con
algunes del capitule sipguiente, han sido aceprades para su publicacidn
en"Journal of Differential Eqnaticns"(wver [19])

En el capitulo IV aplizames los resultados obtenidos en el capl
tulo anterior al problema de existencia de solucionas periddicas ds

ecuaciones diferenciales funcionales con retraso y de tiph nautro,

is



T T R e e ——— .- - 7
o La pelmera parte, estudlismes este tipo de problemas para ecuaciones

Gmloton

(m=-1). 1
® \t)+...+A1x'(t)=g(t,xt,...,xim l))

mnde A. son como antes v

I N e L i :
o Relo) B fi,ui,...,ﬁr)'* g(t,p1,...,¢m)

es continde, T-periidica en t y aplica conjuntos acotades en conjun-

Mucstros ~ 2t 7 i
uesteres resultados en este capitula, constituyen una extensidn

del tipo (12) de los chtenidos en el capitulo II para ecua

{46

PodAr

crenciales erdinarias y una seneralizacidn de los obtenidos
T . . i (5 o

, Hale [37 ] v Mawhin [56] , va que ellos consideran no
nealidades cuasiacotadas o asintdticas a cers. También generalizamos

rezuliades de Fueik 28] , va gue &1 considerd el caso escalar y g

Aa la forma el

(t - hl}, h®0. En la segunda parte de este capltulo

4 BXAES

enela de soluciones periddicas de ecuaciones dife-

renciales Funcionalas heutrpas del tipo

EL

(D(t,xt)) =-£(t,xt) + q(t,xt) 13)

o~

dr

- P - n o - 1 = . .
Dz ReC™ R, (t,9) D(t,¥), continua, lineal en § , unifor-

memente no atimica en cero v uniformemente estable;l : RyC—+ Rn,

P e BT e s n .
(£,%] “Ead) es conrinua, y lineal en vy g ReC—* B, (v, glt.2)

28 contlinua y aplica conjuntos acorados en cenjuntos acurtados. Ademds

onemos naturalmente que 0, £ ¥ g =on T—#eriédiéas en t.

Estudiamos el caso resonante v el caso no resonante. Los resul-

Pal]

E

tenidss aguf son una extensidn a este tipo de ecuaciones de los

enidos anteriormenTe para ecuacicnes diferenciales funcionales con

retrasa ¥ ecusclones difersnciales ordinarias. Aden3s nuestros resulta-

dos getieralizan los obrenidos por Hale ¥y Mawhin [39] , y¥a que z=llos
consideraron el caso en que g &5 asintdtica a cerw, En este capl-
tulo damos también alpunos ejemplo para mostrar las generalizaciones
obrenidas.,

En el capitulo V estudiamos la existencia de sclucilones pe-
riédicas para ecuaciones diferenciales funcionales con retraso de

primer orden; concrétamante para ecuacioncs del tipo

w'(t) = g(t,x(t),xt) (1u)

Pars este tipo de ecudciones son por supuesto vilidos los
presultados obtenidos en el capitnlo IV, Sin embergc, el hecho de que
las ecuaciones consideradas sean de primer orden hace que podamos ob-
rener otros resultados &n una linea distinta. La diferencia con los
sapitulos anteriores estriba fundamentalmente en que Se impone o
una condicidn de tipo geomitrico, mediante el produeto por la deri-
vada de una cierta fuwcidn V, sarejante a las funciones de Liapunov
en teoria de estabilidad. Los resultados de este capituld extienden
los de Cozsez [52], el cual ha considerado el caso ordimaria, y gene-
ralizan logs de Mawhin vy Walter[59] a un tipo mé= amplio de no linea-
lidades. También suponen una generalizacidn del cldsico método de las
funciones guia intreducido por Krasnosels'kiil“3] . Las cotas a priori
las deducimas en este caso de inecuaciones diferencicles semzjantes
s aquellas que aparecen eén el mErode direcro de Liapunov sobre esta-
bilidad en ecuaciones no lineales.

Tn las notas Finales exponemos algunas posibles lineas de
continuacidn de Tainvestigacitn, ralationadas con 13 extensidm a otro
tipo de ccuaciones, tales como algunas ecuaciones en deprivadas par-
cizles de tipo eliptiso y scuaciones diferenciales en espacies de Hil-
bert, asi como otros tipos de problemas de contorne distintos del pro-

biemz perifdico considerado aqui.
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aisre manifestar mi mas sincerc apradecimiento al Dircctor f
7 mien 1 Capitulo I

~de esta memoria, Dr. D. Pedro Martinez Amoras. Sus constantes orienta

ciones y ensefianzas han hecho posible ezte trabajo y han contribuide TEORIA DEL GRADO DE COINCIDENCIA
considerablemente a mi formaecidn matemitica. Tambidn deseo sxpresar APLICACION 4 LA RESOLUCION DE ECUACIONES
mi gratitud al profesar J. Mawhin del Instituto de Matemitica Pura v DE OPERADORES

Aplicada de Louvain-Lz-Heuve, Bélgica, por varias sesiones de tra-

bajo mantenidas con &1 acerca del tema. Al Dirvector del Departamanto
1.1. aplicaciones lineales de Fredholm de indice cerso y resultados

de Fcuaciones Iuncionales de la Universidad de Granada, Dr. D. Mariano
Lisicos schre tesmria del grado de coincldencia para aplica-

Gasca Gonzflez, por las facilidades que Siempre he tenido de ©1 y a
ciones L-compactas.

los demds compaflarce del Departamento de Esvaciones Funcionales de

esta Universidad.
Sean ¥ v % espacios normados reales ¥y Lo dom L C¥X—>3Z,

ANTONTO CATADA VILLAR. una aplicacidn lineal.
Definfgisn I.1. Diremos que L es una aplicacidn (lineal) de
Fredhbolm de indice cero si se cumplen las dos siguientes condiciomes
i) Im L es cerrade en 4.
ii) dim ker L = eodim Im LX< + o9,
Entendemcs que ker L e Im L son el ndclec y la Imagen de L respec-
tivemente, ¥ que codim Im L = dim (Z/Im L).
De la anterior definicidn y de resultados bisicos de anilisis

funcional (ver[ 81 ), se sigue que existen proyecciones continuas

P ,Q 473

‘tales que Im P = ker L, Im L = ker Q. Ademis, X = ker L ®ker P,
%= Im LPIm Q, como sumas directas topolfeicas. Si LP es la restric-

cidn d2 L a dom LNker P, entonces Ly - dom LMker P Im L es

biyeeriva. Sea K, : Tm L =+ dom LMker P su inversa. Entonces

KP[[x)::-: - Px, ¥x € dom L, LKP(Z) =z, Y:€1m L.
Notaremss por KF,Q + Z *dom LMker P tal que KP,Q= KP(I - Q).
K es 1llamada la inversa generalizada de L.

p’Q

Sea Y un espacio métrico y N : ¥ Z una aplicacidn {no nece-
s J

gariamente lineal).

18
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Definicidn T.2. Diremos que ¥ a5 L-ccmpacta en Y si las
aplicaoiones Q¥ : Y~ g, KP,QN : Y ™X  son compacras, as decir, con-
tinuas y tales que para tods subconjunto acotado 4 de ¥ . QHCAY v
KP’QN(A) son ralativamente compactos.

Se puede ver en[31] que esta definicidn na depende,por supuss-
to, ni de P ni de 0.

En el caso en que 2 sea un abierte acotado de ¥ tal que

3

dom LN Q #¢ v ¥ 2~ 2 (0 es 1a elausurs de @ en X), entonces, N

e@s L-compacta en 9 si v solo si Qoo Z, ¥ 2 =+ X son con-

B
!
7.0

tinuas vy QN(E}, KP‘QN(ﬁ) son relativamente compactos.

Efemploa.
1.~ 81 Xy Z don ambos de 1z misma dimensidno finita y L = 0, enrances
0 : X 2 es una aplicacidn de Fredholm de indice cerc. Tomands P = T
{identidad en ¥) y 0 - T {identidad en 2}, entonces trivialmente P

¥ O s50n proyecoiones continuas tales que Im P = ker L, Tm L = kepr 9]

Yy KI [ 0. En este caso, N es O-campacta en @ si y solamente si N
b

e3 continua en 3 ,

2.- 81 X =7ZyLs=1TI:X"> ¥, entonces I &5 una aplicacién de Fredholm

&

de Indice cern. Tomando P = Q=0en X, Py @ son proyeccionez conti-

bl KD a = I. Ademfs,

nuas verificando que Im P = ker I, ImI = ker (

N oes I-compacta en o si y solamente =1 N es compasta en 2 .
Sean L y 9 como afntes. Vamos s notar por CL(Q) 2l conjunto

de aplicaciones F ¢ dom LOR =+ 2 13z cuales son de la forma

F=L-N, con ¥ & =% she=compacta en ﬁ-j las cuales sarisfacen li
condizidn 0 € Fldeml M2Q). [ 30 es 1a frontera de @ ). Bajo estas can
dizicnes se puede definir (ver[58] ) una aplicacidn

D0y @) s C () >z, F—>on(r,n)

L L(

(Zes el conjunto de los nimeros €nteros) no idénticamente caro v que

satisface los sipuiantes axiomas:

20

1) dxtorz de aditivddad, Si 2, ¥ 0, son dos subconjuntos sbler

tos vy disjuntos da O tales gue

0

H

Fldom L ﬂﬁ\(nl U n,)), entonces

)

e
—
v |
-
he)
g
il
[

<

LD
DL(F,ﬂL () o+ D0

cs de la Farma  Fix,A)Y = Lx - #(x,A), con N2 @ x=[0,1] >2 L-compsecta
de [0,1] en Z tal que 1 —* DLf F(»,2),0 ) e$ constante.

& G
lézico de F en §§ relativo a L.

Ira propieda

La sipuiente propesicifn, la cual se puede ver en [58]

az de irwarignza por homotopfo. SI F:(dom LN OIx([0,] ~ 2

rel 0 F F(({dom L M 3Q Ix{0,1]), entonces la aplicacidn
7 : _

aso, el almero enters D, (F,Q) se Ilama el grado topo

d importantisima del grado tepoldmico viene dida por

Propogtfcidn J.1. 81 FEc {a) y DL(F,Q) # 0, entonces la ecua-

zién
Lx = MNx (1.1}
risne al . una solusidn en dom L N Q.

Demostraciton., 81 0 & Fldom LO 0 ), entonces € & Fldem LN
puas F'ECIfQ], y asl, por el axioma 1), tomando 91 = e, #, tendre-
mnaa

D(F,8) = 2 D (F.9)
Ahora bidn, usando nuevamznte el axioma 1), con a, = 92,0, -

ENtonces DLYT,¢1 = 0, con lo cual DL(F,Q) = 0, lo cual es una con-

tradiccifn.
Hay diferentes formas de construir una teoria del grado satis

faciendo les axiomas 1) ¥ 2Z). Vamos a indiczar una de ellas que es Int

3 A roesita spué
resante porque ARAarecen CONCeptos gue vamos a necesitarn de ou

21
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Grado da BPOWQP
——— T e

Sea v g -
an Xy % de la misma dimensién #ini

fi a¥ an ellos. CO.HJ FiloE an @l & empl'_‘: 1y 0 (ﬂ) = - 1
- 0 e el co unto de 4

T AL continuas L
Qe P oes de clase oL 88 ¥ tales que 0 & F(ag ). si
¢ clase C°(n) ¥ que

T amos )
.8 ¥ TomEmos unas orlentaciones

plicacicnes F
SUpQnenos

—r . 'y
b s e FT'{x) es un lzcmorfisme d: X en Z
Y d ® Q tal ¢ = 5 L
- . que  Fx = 0, sa Sigue por el tacraema de la funcis
EE aQue O > 3 S S
14 $ ceros de T son 2lsladas Po 2
N P-1{0} oo ' s P tanto, por sepr [ {0}
om ©3 un subconjunto Finito de @ . Pcdemos
g, TOS pues definip

D (Fan) = 2 .

1 det P'(x
xer-ig: et Fr(x)

donde  eipn  der Fri=) es +1 si gar Frix)

de . . 25 positivo y -1 of
det F'(x) es negurive (dat F'(x) ag ¥ -1 =i

o

I det i
N % : 2l determinante da 14 matriz gua
plicacidn iineal F'(x) respecto de unas hases b4
1 WHSES Bn

entaciones rvomadas)
Utilizande el Iema de

¥ 2 compatibles con las apj
Sard (ver {211} y o1

S018 y s Teoram ;
Maoidn de hei?ﬂtrass (Verf?E] ) [BL-2uts a de aprox: -
]

podemos aproximar, de maners

ne en § ] I F & r fun lones F HES e A
a Q 3 CL.I:-'._q‘-.le fu cion 2 ';-J po 2
- ung [S] 4
del tll:zo danterlor, SE‘ Pusde wvey 2n I EJ qué existe o5 ( 240
117 D T o)
0 T

¥ ” ”
¥ que este limite ez inde . '

pendiente de 1g s iz
sucesifn t
podemos definip n toms

da. Por ranto,

Do(F,2) = 1in D,(F ,0)
n—> + @0 n

DD(F,Q) se llama Eeneralmente gradc d4-
¥ € nota tambiién pop dHfF 2,0)
» k] »

para teda funeidn ¢ ()

L(n).

Brouwer de F ap O vy 0
81 dim ¥ = 41 =

= dim 2 = 0, entonces definimos

dp (1, {0},0) = 1

2%
193

1

Grado de Largy-Saraudse.

Sea ghora ¥ = 2 un espacio normado real arbitrario ¥y L = I.
Entonces, tal como vimos en el esjemplo 2, CI(Q) es el conjunto d& a-
plizacicnes de la ferma T = I - N, con M :
v tales que 0 & (I - X)(am.

Tal como s& puesde ver en [76 ]. se puede encontrar una sucesidn

§ = ¥, coTpacta en  ©

ar

de aplicaciones continuas Hn {0 — ¥, n€0, tales que (Nn) tiende a W

uniformemente an @ y parz cada n €, la Imagen de N estd conteni-

da en un subespacio de X de dimensidn finita. Como 0 € (I - N)(33 ),

0 & (T - nn)(aa ) parz n suficientemsnte grande, y asf, utilizando el
s

grado de Brouwsr, podencs definir dB(Fn, an KW,O), donde X _ es un

ubespacio de dimensidn Finita de X cal que Im (Nn) an y Foes la

1]

restriccidn & Q0N Hn de T - ¥ . Se pugdz ver en[76 ] que existe el
lim dB(Fn, Qfon,O) y que este limite es Independiente de la suce-

L + oo
sidn (N ) tomada. Podemos pues definir psra cada TE CI(Q),
n

F = 11 Fo,0 Mo d
DI(r,Q) i{T . u?B( n,Q tn’ )

DI(F,EE se llama generalmente grado de Leray-Schauder de P enQy 0Oy
5& Nota por dLS{I - N, 2,0).

Se puede demostrar Ficilments que si ¥ ez de dimensién finita,
entonces cocn) = cI!Q) y para toda € cofo), DI(F,Q) = D (F, ).

frado de ecineidencia.

Vamos a considerar ahora el ciso en que E‘ECL(R), sienda L
una aplicacifn de Fredholm de Indice cerc.Con las notaciones expucstas
al comisnzo del eapltulo, tenemes el siguiente resultado ([31)).

Propasieidn T.8. %ea xSdem L M 3. Entonces, x &5 una solucidén

de la ecuacién (1.1) si y solamente si

x = Px + JQNHx + KP,QNK (1.23
donda J  es cualquier isomorfismo entre Im O y ker L.
23



Demostracién. Supongamos gque x  es una solucién de (1.1}, Enton
ces QNX = 0 vy a5 JQ¥x = 0. For tanto, Lx = (I - Qx v ac: L
1, I‘.x = K - AT, - - - ar. -

Ky P(I QNx. 0 sea % - pu = KP,QHX’ lo cual, juntamente con
JONx = 0, nos dar§ (1.2).

Reciprocamenta, i % es5 una solucitn de €1.2), entonces
Lx = LPx + I8 ; - { g

x + LIQN% + LKP(I Q¥x. © sea, Lx = (I - Q)¥x. Ahora bién,
aplicandc P a ambos miembros de (1.2), tendremos QNx = 0 v asl
Lx = Nx. .

La importancia de la anterior proposioidn se pone de manifies-
to en la sipuiente observacidn : E1 conjunto de ﬁuntos de colineidencia
de LyW¥ en @ , es decir, el cenjunto de puntos x€dom LA 4 tales
que Lx = Nx, es igual al conjunto de puntos fijos del operador
M:2 = X, definido per ¥= P + JQH + KP Q”' Ahora bign, como N es
L— - - N 13 o . 2 K} . .

compaC?f en y P tienz una imagen de dimensidn finita, M es com~
pacta en f y como ademds 0 € (L - ¥){dem L N 30 ), entonces
0 - M) As es !

€ (T - ¥)(aQ 3. Ast pugs, T - b‘ECI(Q) ¥ por lo tanto podemos defi-
nir d (T - 4,2 ,0).

Se pued 5 deilmente vt
puede demostrar ficllmente que dLS(I - M,9 ,0) no depends

de P nide 7. Ademds, si J' : Im §— ker L es cualquicr otro iso-

morfisme y M Q- X estd definida'por ¥ ' = P & JoN + ¥ I
. PvO.,

entonces

dpg(T - ¥'592 ,0) = sign det (J'J_l)dLS(I - ¥,0,0)

Por lo tante, si fijamos orientaciones en ker L e -Im 0 ¥ cogemos s6lo
aquellos isomorfismes J que oonserven las orientaciones tomadas,
d T o ] " - ) = .

LS(' ¥, 2,0) estd determinado de forma fnice cor L,N y R . Tenien-
do en cuenta este, Mawhin[53] define el grado de zoincidencis de L oy ¥

en & , que se nota por DL[ (L¥),2 1, de la siguiente Forma

DL[ (L,0),0 1= DL(F,m =d (T - ¥, 2,0

24

Trivialmente, 51 L = 0, erntonces DO [ (O,NIqn] = dB(N, q,07)

v si L = T, entcnces DI[ (T,4),q] ='dLS (I - N,0 ,0). Esto muestra

la compatibilidad existente entre las tres definiciones hechas de gra-
do topoldgico. Es ficil ver, a partir de las correspondientes propie-
dades del grado de Brouwar, que la aplicacidn DL( *,0) satisface los
axiomas 1) y 2) antes mencionades ( ver[31] ).

Vamos a exponer a continuacién alpunas de las propiedades bdsi

cas sobre DL(F,Q )y DO(F,Q ). Las demostraciones se puaden encontrar

en[31] y[58] .
Proposicidn 1.8, Sea T =L - NEECL(Q), con  N(R)CZ,, siende

Zlun subesmdeio vectorial de § de dimensidn finita tal gue
Z = Im LY%, , algebralcumente. Entonces, si N
i ker L

de N aker LN § , sc tiene que Meor LS C,l aNker L) y

es la restriceidn

I Iy | = K y I = | H QM ke [
DL(. s)) DO[ heer 1,0 2 N ker L) dB('rker [N ker L,0)

Si FEECL(Q) con © simétrizo respecto de

Taopara de Borsuk.
y F{-x) = -F(x) pa

cero (es decir, 51 x€ Q, entonces -x€0), KK Q

ra tedo x€dem L 32, entonces DL(F,Q) e¢s un niimera impar (y por

lo tante distinto de cero).

PR n 1
Taoremz de Krasnogals” kii, Sea ¥ ¢ R — R de clase C° tal que:
A . ) . n
i) Iim Vix) = +%= (il es una norma cualguisra en R).
| % |->+°°

ii) Existe r;> 7 tal que ¥'(x) = grad ¥(x) ¥ 0 para todo %

tal que |« |?r1.

Entonces, 51 v ;rl, se tiene que

DO(EPEd V,B(o)) £ 0

. n .
donde B(r) es la bolaabierta en R de centro zero vy radio r.

MOTA.- E1 teoremd anterior es trivialmente cierto si i) ae

sustituye por 1Im Vi) = - oo
yl 40
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. . . . n
Teorema de Polnezrdé-Bohl. Sea o un abierto scotade de R

F:n-— Rn, G : 0= r" das aplicact

-

¥

Es desir, D | (LX)l = D { (L3 (# 0, por il). Por lo tanto, per
: 5 dec sl ) a0 t : .
ones continuas tales que para todo ’ L

L

¥ VS0 .1 exliste al SNwE Uhwe 5010100 s} w = DA e dom L I
o if T.1 = 1 Fenos Tuei d T N T 0

4 Dbraf 1C3 N

‘) ne

F(x) y G(x), (es decir, el conjunto de

n f . - . - Iy . - - 1 = &1

pantes de X7 de 1a forma (1 -0)F(x) + FGl) A €10,20), no contiane al El sisuiente teorema es de un espesial interés, porgue en &1
. 1 siguient

origen. Entonces

i i 1 : anterior
xnbinando el teorema an
£ » Brouwer. Se obtiene co
aparece el grado de

a proposicidn I.3.
DO(F:Q) = DOCG,Q). con la prop

D ¢ Hibitie
ro= ¢ -compacta en £, y sup
Penremz I.&. Sea T = L - K, con N L-comr

Slen las sisui es condicionzas
L . ) . gamos que se cumplen las siguiente
La proposicién y los teoremas anteriores, junto con la propie- ;

i) Le #\ Wx para tedo (¢, M) € (dem LN30 3« Jo,1[ .
dad de invarianza por homatopla, pe

rmiten demsstrar que el prado de un P31} gix A O pera todo ¥ Eker L N 30
gran nimero de aplicaciones es distinto de cero, B 20

ii1) D (qn . @ Nker L) #

1 0 “ker L

i i 05 una solucidn en
I - : . L i 2 : cién (1.1) ziene al men
T.2. Tecremss de existencia del tipo de Leray-Schauder para ciertas Eroneas. 1a ecua

25

écuacionss no lineales EN espacios normados.

dem L N o .

= " o= M E‘l
Demestracion., Si existe algfin x€dem L MR tal que Lx = Nx,
Demostr . 2> Z
AR R

Yamos &

b, & = O el teorems Anterior.

i 3 3 1 si, tomemos ¥ = Q¥ en el

terminar este capirulo con dos teoremis de existencia tegrema es obwio. Si no es asi, ot 3 tonces, Qix = 0. For
; . o ot en @ y sl Ix =% ¥, entonces, Qilx = U.

del rtipo Leray-Schaudsn para ecuaciones de operadores en espasios Trivialments ¢ es L-Compacta enil ¥

= [ . - P a
3 x Eker . Uaga por ii) del teorema I. 5.. x E e
. I . . J w ATEDOE 8 pl.ll?d‘- n var en(58 ker 4

tanto Lx = 0 ¥y

a
. ~ tra parte, si L - ® = H,
Teorama I.4.%5ea Q un abierto acotado de X, I -9 = HEECL(Q) v y por tante, L -9 ELL(--). Por otr s
F=%L-N con ¥:0 — Z, L-compacta en 7 tat que

Nu - (1 <X)Tw,

- 5 . SA){Lx - QNx) = Lx - Ax - (1

1) A=+ (2 -Hx £ 0 para tode (w,3) € (dem L N30 )x Jo,1[ . APx + (1 -M)He = AMIx - Nx) + (1 ¢ ¢
i) ool {L,¢),n] # 0. i S = 0

L ast pues, si existe (1,1)€ (dom LN3Mx J0,1[ tal que AFx + (1 -Lix = 0,

Entonces, la ecuacidn (1.1) tiens al menos una solucidn en S Pugs,

dom L N0 tendremncs
Demostracidn. $i exizte algin x€dom L N30 ral quz  Lx = Hx, Low o= & s + (1 -})Qix

2l teorema @3 obvio. Si no es asi, definamos la aplicacidn

Jiax 10,1] 2z, (w2 -~ 2k 4 {1-319 x. Coma w ¥ #5001 Lecompactas

; Ippaldad, se tendrad
A aplicando Q a ambos miembros de la anterior igualdad, s
a . a : ‘= ora R '
en @, 7 es L-compacta en @ x [0,1]. Sea 1a aplicaaibn Anerd, ap
Fo2otdom LN e [0,1] ~ 2

A 3 adice 1) 1 teorema L.5.
g 7 ; Qux = 0. Luego Lx = ANx, lo cual contradice 1) del t
» (ko A) 7 L ~ @, A)5 entomaes, por la hi-

. anesiaidn T3
Por oTra parte, tenifends en cuenta la propesicidn I.4, con
5 al; o OT . tEe
potesls 1), 0F F ((dom L Na9x[0,1] ) y -

la propicdad de invarianza
2 Z, = Im Q, tendremos
por hematopia, tendremos que 1
. . an Lo
LD, 80 = b (80,0, o G, @ 1=l [0, all = dpgtan g, B0 ker L)
26
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por 1ii) del teorems I.S.
Azl pues, se cumplen todus las hipdtesis del teorema I.4. v

por tante se tiene la oonclusidn del teorvema I.5.

Los teoresmas I.4% y I.5 son muy cenerales, pero precisamente es-
ta generalidad les confiere algunas limitaclones para llevarlos a la prdc-
tica. Observemos, por ejemplo, la hipdtesis i) del teorema I.4%. Una for—
ma cldsica de resolver esta cuestidn es hallar una cotaapriori pars las

solucionces de la familia de eecuaciones
AFx o+ (1 -2 =0, A€ Jo,1]

Eg decir, si demostrames que oxiste ™y >0 tal que |x]‘:r1 para Toda so-
lucidn x de la ecudcidn anterior, entonces 0 = BX(Fl)’ cumple 1) de!
teorema I.%. Al aplicar estos teoremas eo los capltulos simuientes, la
obtencién de cotas a priori se hard utilizando diferentes métcdos adap-
tados a la teoria de las ccuaciones que se tratan. Ahora bién, la ob-
tencidn de cotas a priori no es una cuestifn fdecil. FEsto depende ds

ker I y de la clase de no linealidad debida a N.

La hipbtesis ii) se estudiard combinando la propiedzd de homotopia del
grado con las propisdadss aqui expuestas (teoremas de Poincaré-Bonl,

Borsuk y Krasnosels'kii).
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Capétulo If

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES CRDINARIAS NO
LINEALES VECTORIALES DE ORDEN SUPERIOR
EN RESONANCIA

IT1.%.. Resultados previos sobre gparadores difereneisles I, con coe-

ficientes conitantes vy L-compacidad de algunos aperadores no

lineales.

sean g : R(RD™ > Rr", (T,x .,xm) *‘g(r,xl,...,x )y

ERE "

seRr—R", t - ()

funcicnes continuas y Teperifdicas (T2 0) respecto de T, es decin,
gl + T,x

F(t + T)

n.m
,...,xm] = g(t,xl,...,xm) para tado (t,xl,...xm)e R (R7) v

f(t), para todo & R,

o=

Vamos a estudiar la existenciaz de soluciones T-pericdicas de

la ecuacidn diferencial ordinaria

(m?} A x(m—l) N

K(m—l)
m-1

...+A1x' = glt,m, ...yt )+ F(t), m=1, {2.1)

donde i., I = 1,...,m-1, son matpices realés constantes de orden nxn.
i
Notaremos por 2 el espacio de Banach de aplicaciones

SN . P .
z 1 R R, las cuales son continuas y T-periddicas con ia norma

Pzl 0 max | z{t) |l = paxl z(e)| , =2€2
=R t€lo,1]
donde x|l = mix [ .l para x = (xl,...,xn}EERn.
15 is n '

. ) . . .
Por X nmnotamos al espacio de Banach de aplicaciones x (R R,

las cuales son continuas y T-perifdicas junto con sus primeras m - 1

29



derivadas, c¢on la norms

. (1)
[ — - t e 1
bao o = mix { s 10

(i C . .
donde x es la i-6sima derivada de =€ ¥,

Considerenss el operador diferencial con coeficfentas constan-

tes Lo:odom LS X =2 definido per

(m) . (m-1)
A X +

1 donde

A et
...+d1u

dom L ={xE¥ : x c3 de clasea Cm} ;

Propogieidn IT. 1. Supongamos que se eumple la hipdtasis:

i) La ecaacidn

mn m-1
det (M1 +1 A ..+ ) A = 0 2
n m-1 1‘_‘-.) (.23
{Iﬁ 25 la matriz identidad de orden n), no tiene raices de la forma
2k o
VoT = , con kK un enterd no nulo.
T

Entonces, L e$ una aplicscidn de Fradholm de irdice cazro.

Demostpacion. AL ser L un operador lineal con coeficientes

chnstantes, ker L es no trivial si y 38lo si la ecuacidn (2.2) riene

kwi
T
En este caso, ker L estd formade por los alementos de

ralces de la forma A= , con  k un nimero esntero (Bu ] ).
dom L que se
obtignen tomande las partes real e ilmaginaria de las aplicaciones com-

slejas

N

i
1
-

[

Q

.

londe o es un wector formade por las primeras N componentes del

2k w3 .

e de la marriz
T

vector propio corraspondienta al valor propie

30

) 0 .... 0 I
noon

donde On es la matriz cuadrada nula de orden n

En nuestro casc, =dlo tensmos una raiz de este tips con

1.
~

y por tanto ker L ={ xSdom L : x es un= aplicacidn constanta }.

Si identificamos una aplieacidn constante

!
de R dado por su valor constante, cntonces ker L=
dim ker L = n.

Pard ver quién es

L derinido por

Koy s u(m) u[m_]}n

-1 : 1

Rn

¥

=0

n 1
®x : R= R, con el elemento

.
Tm L, necesitamos el operador adjuntoe L de

L]
donde wu : R— (R") es T-peritdica y tiena m derivadas continuas.

i - . : . 2 i
V((R™Y es el spacio vectorial de vectores fila reales de dimensdién n).

Coma
ternativa de Fradholm(ver[ 34} ).
T

imL=[z€2 : J:ﬂ(t)dtzO}
0

Im L es cerrada en Z. En efecto, si

iforma én [0,79. Como an Tm 1, tendremos que
T T

J 2 (t) dv = 0, para tedo n €M, y por tanto J z(t) d=
0

Luego zSIm L. Ahora bién, parz tcdo z€Z, sz tiene =z

31

i

+

Z

2
] * ny el
ker L = R, ker L = (R') vy entonees, por el teorenz de la

-2

al-

z€Im L, entonces existe una Suce-

€Im L, tal que z_—* z en Z; es decir, z (t)~ z(t) de
n n

donde



T T
Z, =z - J z{t) dv , =z, = % J z{t) dt .
a

T
Como J zlit) dt = 0, sz Im L v ZQE;RH. Ademis, Im LN R = [o y

por tanto % = Im L@®R" alpebraicamence. Asl pues, ccdim Im L = n, y
teniendo en cuenta la defindcidn I.1,, L es una aplicacién de Fradholm
de indice cers.

El hechc de qua ker L estd formado por las aplicaciones cons-
tantes, nos permite obtener proyecciones Py (0 azociadas a L muy
simples y adecuadas para los problemas gue trataremos a continuacidn,
En efecto, &1 definimoz los oparadores

T T
Po:d—r X, x™* Px = J w(t) dr , Q: 2= Z, 2= Qz = % J’ z(t) dr
1

0 o]

e

efntonces tendremes que ambas 5on proyecaiones continuas verificando
Im P =ker L, ImL = )ar Qv ¥ = ker L®ker P, Z = Im LB Q, como
sumas directas topsligicas.

Tal como vimes al comienzo del capitule T, la aplicacidn Lo
restriceidn de L a3 dom LOker P, és biyectiva scbre Im L. Ademis, su
inversa K, s continua (ver [34] ). La forma que tiene el operadeor L
y las normas consiﬂ&radas e X y 4 nos permiten demostrar la aiguian-
te proposicidn.

Frapagtetdn II. 2. K, es compacta.

Dempostracidn.Sea B un subconjunto cualquisra acorado de

Tm L. Existe puss Hl> 0 tal que Szl < M. para todo zEB. Entonces,

Hy
- L) 3 : ey o ~ I -l
camo KP es lineal y econtinua, existe M23>0, tal que vgngu mhi'ﬁ H2
pars tcdo zEB. Como Lig = I, (LK M2) = 2 para todo z2B. Bs decin,
(m} . . {(m-1)
(sz) + “mkl(ﬂpzl Pt ﬁi(sz)' = 7z para todo z€3
(o m-1
Esto implica queo (sz) "ﬂui N z;I‘\ I+ Hl , v oasi, el conjunto
i=1

32

{(sz)’ : 2E8 } es acotade en ¥. Por tanto, por el teorema de As-
coli-drzeld, KP(B) es relativamente compacto en X, y entonces, KP
es una aplicacién ccmpacta.

Consideremcs ahora la aplicacidn

N X2 g, () () = plta(t),.. 8" X ¢ #)

Proposiatdn II.3. SiGes un subconjunto cualqulera abierto y

acotade de X con dom LNQF ¢ , enronces W &5 L-compaeta en Q .

o

Demsstracidn.Basta derostrar que es éontinua ¥ que N(T) es
acotado. En efecto, si esto es cierto, al ser §Q : 2 > 2 lineal, conti-
nua y con imagen de dimensidn Finita, Q&S una aplicacidn compacta, ¥
por tanto, teniendo en cuenta la proposicidn anterior QN :q - 7,
¥ KP,QH : 0~ ¥ aevin compactas.

Ver que N es conrtinua es trivial a partir de la continuidad

de f v 7. Para ver que M) es acorado, sea x € Qcualquiera. Enton-

ces, como @ es zaorado en X, existird k13> tel quel %1 i = K-
0 sza, |,A(l)(t)l =k, 0%ism-i, t€ [0,] . Como f y g son conti-

4%
nuas y definidas entre éspacios de dimensidn finita, aplican conjuntos
acotados en conjuntos acotados, y asi, existe k2 >0 ral que

{m-

Lisool = 1 gleator,. . 8" ey + 8] € ky. 5s decn,

para todo x€Q .

437 pues, el prablema de ewistencia de solucicnes T-peribdicas de 1a
ecuacién (2.1) ez squivalente a resslver la ecuacldn de operadores

Lz = Nx, donde I y M estén definidas como antes. Al ser L una apli-
cacidn de Feedhaolm de Indice cerc y N L-compacta en subconjuntos a-
corades de X, podemos aplicar la teorla desarrollada en el caplitulo

anterior.
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I1.2, Algunos teoremas ¥y consecuencias sobre la existenciz de solu-

ciones periédiess,

Py s - :
Teoremz I7,4.Supomgancs que Se cumplen las siguientes ecndicionas:

i ker L = { xSden L : x es una aplicacidn constante }.

Sav o L =on .

ii) Ewisten a€R’, ai? 0, 1 =1,.,.,m y una aplicacidn con-
tinua f: R >R, t =g(t), tal que

jul
fg(t,xl,...,xm)faw.-(a,_;r_(t,xl,...,xmb + 'i‘-zlai Fxl+ i)

FERRRRL ) ERx(R™M™,
m

(<, > indica el producto escalar ordinaric en RM),

vara tcedo (t,x

iii) Existe una aplicacién continua &: ¥ -7, aplicande econjun-
tes geotados en conjuntos acotados, aE? 0, i=1,...,m, v
unda aplicacidn continua vy : R =R, t — y{t), tal que

m »
Pesa () 18 <a,e (e3> = a1 B
i=1”
para tedo x€X, tER.
iv) Existe »>0, tal que para todo x = (xi,...,xn) &dom L, con

min | xj(t)|? r, para algn §, 1% i n, se tiene
T

T T
< J 0(-ax)(t)dt,J Colt,=(1),... ,x(m_l)(t))+f(t))dt> 20,
0

donde ambas integrales no son simultdneamente nulas.

v) L -9%= H€5CL(BX(S)) ¥ DL[ (L,#),BX(S)J 0 , para tedo

] = - -
a--P.(BX(S) es la bola abisrta en ¥ de centro cers y radio 5).

Entonces, exzis i o= mix i=
ntonces, existe s, >0, tal que si a= max{ai, ai,l-l,,..,m} Sag,

le ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.

34

F = - XN

Lemostracidon. Vamos a aplicar el tecrema I.4%., com
y H=1L-¢ Basta demostrar la hipdtesis i) de dicho teorema, pues
v) del teorema II.4. es i1i) del teorema I.4. Para elle es suficiente

que las posibles soluciones de la familis de ecuaciones
AFx + (1 ~MHx = [k -ANx - (1 -0¢ x = 0, 2€ Jo,1[

estén acotadas a pricri. Esto es equivalente a demostrar que las posi-

bles soluciones T-peri&dicas de la familia de ecuaciones

(m}
X +Am—1

parari€ ]0,1{ , cstdn acotadas en X.
Sea x{t) una solucién T-periZdica de (2.3). Definimos
bR 7R, t T aglrualed,. oM R A ) e ()

Ob = 0, y por tanto, la ecuacidn

Como x{t) es T-periidica,

:'r(l'i".)"_‘:1 (m-1) (2.4)

-
Aoy toetA Y oE bt

tiene soluciones T-mericdicas. Ademds, zi  y{t) e¢s una solucidn T-pe-

riddica de (2.4), entonces Li{x - y} = 0, v por tanto x - y Eker Lj
oy

es decir, X(l)ft) = y(l)(t) para T &R, 1751

m.
La ecuacidn (2.4) es equivalente a
Y' o= AY + B(t) (2.5}
(m-1)
donde y = ¥i» v! = Toreees ¥ "
v ‘0 T 0 o 0
1 n n n n
Yol Ble)z
t = A=lo o0 .. 0T l o
T n n n [
Lb(t)
¥, 0 -4 -A
m o e m-1
35

x(m-1)+,__+31xr = (e e g B ¢ (- D0 (1), (2.

3)



ouzeidn (2.5} es linesl, cualquier solucidn T-perid-

¢.5) 25 de La forms

T
L)Y, + v J e'_i(s}B(s) ds
d'ﬁi‘_je I"l.t] 0

: ) e 1 - .

0 %tigg, 12 patriz zolucida principal en t = 0 de Y' = AY e

" 13 acyaeian }:‘{O =C, donde E =T - j(t) ¥

"

L -
= J HT)y “{s)B{s) ds
Eo 0
* Vlape
~ Doy
‘P‘lia.,,ié U eentado por una matriz nmxom vy por io tanto define una
eigy |
] nm nm

> ine .
j-l."_.gal’ _ ™Al y continua E : R+ R, Sea E" una aplicacidn

e,
Enty,., 3 1 1a derecha de E, o sea, EE' = T. Tomemas Yy E'c.
S, g
‘0 E0 ¢ por lo tanto

Wiy e, T

DT v

T TR + o) J i H(s)B(s1ds
Q

B8 iy

Sl T

lk'”l';:i I-perifdica de (2.5).

4 "'-"""l‘.'l ie » 4 .
Seistipe | bifn, tenlends en cuenta que ¥(t) ¥y E son econtinuas,

dlene,, ” 1T infeprndiente de  3{t) {y por lo ‘tanto, indepen-
" ouly ¥yde ) ) tal que
S ] . T T
e, ISk, | FoBls) ds =k [ bls)las
.h Nl i i )
: “lll":"\ tenia ’ . s s - A
i1g iy . Hendg en cueate la definicidn de bit), v las hipote-
’ li“a tendreros
'.'5):

il

1

1 E‘Jifq‘ T . T

p (ol +.\J Pets,uls), . ™) as +(1_>‘)J| =) (3
0

36

|
tE iy o Tl T -
.7 "HJ Dets,xts) s x M 0s0) + aE(s) + (-0 ) ()] ds

1=1

iy

[ T T (n-1) D (e
Qki }\J | £{s)l ds +J.J (Ca,m(s,m(s) .0 ,n mfl.fs')}>+za.l A
L o :

B T = (i-1)
+;\J als)ds + (l—J\)J {(<a,l@exi(3)> + Zui Ak 0

0 i=1
T {m-1)
‘—il-:] J Ca,h pls.x(s), ,n s + (2 - ex){s)> ds

N 1,
+2mo.T|xm_1 t ok, .

donds k2> C, es tal que

T T T
k> .\.J l£¢zlds +>.J gle)y ds  + (1 -2) J w(s) ds ag]0,1]
0 0 0 )

Ahora bidn, integrando ambos mismbros de (2.3) entre O y T, =22 tiens

i (m-13 - T
J apls,x(s),....x (=)) + (1L —l)(¢x)(s)?ds:—1j flg) 4
0 0
v par tanto,
T -
max | y(rid= K, < a,-A| Fle)ds™> + 2mx T =1 , 1K,
t€ [o,1] - g "
Tk, o+ k2 > jon: K 28 una stante Tal
3 k1 maT bx poi donde k3 una constante Tal
que

T
ky, >k, <a, -.\JO Fls)ds > + k ko0 € Jo,a]

51 % = mix (k. k12m’I‘} , entonces

3

min i 'l’(t)r"-; K + koo x i

fap [O,T] m-1

Como T(t) = col (‘,’1(t),...,ym(t]), tandramos que
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‘ {(1-1} . .
Pyfg =ty Hg’r’«k+kuixlm_1,1=1,. \m
Como x(l) = y(l), para 1% i< m, se tiene
i-13. - .
]x( Juo % k + kal x Im—i' i=2,...,m (2.6)

ilends, parz cada solucién T-peribdica x{t) = (xl(t),...,xn(t)) de
{2.2) existen nlmeros tj € [0,T} con! xj(tj)|<:r, j=1,...,n. En

¢facto, si no fuese asi, entonces para algln j, 1= j<n, se ten-

dﬁaqm|xftﬂ3rymmlmaOtEIMTL %rtmuc,mhlx%tﬂ}v.
Entonces, integrande (2.3) entre 0 y T, se tienc

T - B
1J ce0e) 4 pltaa(re. ™ et = - —kJJ @x)(t) dr
0 0

8 representamas esta ecuacidn por Av = - (1 -))w, entonces

1 -3 Lra ..
Ly >3 - W, W >0 Por la hipdtesis iv), < v,w>3=0;

[T

liepe Sw,W T 0y 351 w =v = 0, lo cual es una contradiccidn.

Asi pues, si x{t) = (xl(t),...,xn(t]l es una solucidn

T-periédica de (2.3), para cada j, 1< jS n, existe t],E [0,7] tal que
¢ (z.% <r. Como
11
T
x.{t) = x.(t.) + x'(s) ds , t€[0,7] , obtenemos
i i3 g d
]

ds (2.6}, con 1 = 2 que | xj(t)i=£ r +J-| sy ds
g J

Es decir,

| xj(t) I = r+ kT + kTal xi n para tedo t € [0,7],

-1

apa tode ] oon 1% i% n. Por lo tanto
¥ par L ’
b 04 r + kT + KTal =
e

(i-1) = y .
Pero por (2.8), 1x . | n T k o+ kalxi m-i* * 2,...,m. Luego si

38

= mix {%, r + K wxl Rk ta Ko =l
ky = mix {k, o + KF_}, LL I o to Ky
=

nfimers positivo cualguiera tal que u0‘<k0 yoal

Asi, siq g €5 un

a s tendramos

Es decir, las posibles solucicnes T-periddicas de (2.3) estdn acotadas

a priori en X por v

.
Temando @ = B,(r,), = mix { r,rl} , 58 ¢

umplirdn todas las

2
hipdtesis del resrema I.4. y la demostracién estd gcabada,

1.- La relacidn que existe entre la hipStesis 1i) y las condiciones

impuestas sobre las componentes de g gueda de manifiesTo en ¢sta nota.

La hipSresis ii) se satisface si existen 41E T,a ij> 0,

i = 1,...,0, 1 = 1,...,m y una funcifn continua 8:F " R tal que

m
| P .. | < a. e |
gj(t,xl,. %) a]gj(t"i, I +;€%a i

para todo (t,x ..,xm)EERx(Rn)m.

17"

x|
1

+ 8(t), 7 =1,...,n

En efecto, bastaria sumar en j, 1% {9 n, y tuner on cienta que

n .
tedas las mormas en R oson equivalentes.

Observemos que si a. = 1 ¥ g.(t,xl,...,xm} es no nerativa,

2
4

la anterior desigualdad no supone ninguna restricciln para g..

2.- Ia hipitezis iv) es mas peneral que la siguients : Existe r> 0,

tal que paraz tode =E€dem L, con min | %(t) | 2 r, se tiene

t
T T
<J {ox)(t) dt,J (alt,x{z),...
Q 0

2Dy 4 E)) dae >0

donde ambas integrales no son simultdneamente nulas.

Esto es trivial, pues si para algin §, 1% ]

entonces min |l xCt) |2,
+
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n, min | w. (=,
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T

3.- Se pedrian obtener resultados similares suponiendo que g sati Deamastracisn. Tomemas en el teorema IT.4., la aplicacidn

i
face las zondiciones de Caratheodory ([34] ) v temands 2 = LJ(IO,’H ,Rn).

’ | (n-1) :
{ (als,2(s), .. 0 () + £(s)) de
/0

A

¥ =7, donde (ixjit) =

e

Como iremes viends en la que sigue, el teoremz IT.4. unifilcs

P —

¥ generaliza muchos resultados debidas a diverass autores, Entonces, trivialmenta, y debido 3 la continuidad de g vy £,0 es con-

El siguiente teorema nos permits reducir el estudio de 1a tinua y aplica zonjuntos acotadoes en conjuntos acotados.idemds

T
J | #(s) lds

hipdtesis v) del tegrems IT.u. al estudio de otra hipdtesis donde apa-

p— S (m-13, ..
rece el grade de Brouwer, mds ficil de caleular en la prictica. Es- ® (s3ylds +

T
NEPIES) ':*15 J lgls,%x05),...,
B 0

I

te teorama se puede demostrar ueilizande el misme método de demostra-

¢ifn que el teorema anteriop pero aplicands el teorsma I.5. (ver[15] 1. :

AN

- ) T m .
% J Ca,nle,nls),. P> ge s lj 5 a, L1 gs »

o “raooi=1
Aqul vamos a cbtenerlso del tecrema anterior. ! Oq. T 1
Teorema IT,5.Supengamss qué Se cumplen las siguientes hipftesis: t + % { Blz) ds + %- J Lecal gs
- H ;0 0
al) ker L {x€don L : » es una aplicacidn eonstante }. l T m (i-1)
=T N . N | ’ (rm-1) e ,_ (1-1
b) Existen a€R ", @, ™0, i = 4,...,m, v una aplicacidn conti. 1 “'-*% J La,pls,xls), . ..,n (s)) v £ls)>ds + e o T
i g i=1
nua BrR R, ral que i : T
1 . ~
. "; [ (eis) + ety - <a,fie) 2 gz =
f ot |z ~, 2 | Yo
g, seaeg N e A w S TR e p (i
r . x_m) < a,q(t, i ,‘-m) +._§ai z:l_i +8 () | n Cie1)
= .- = <a, de) > s 2w TR+ v donde
| : —
pura tode (‘t"’:iw--,meER:<i.7-!n)m, | =1
~) Ezlste r>0, tal que, para tode x = [x,t,...,xq)e-:lnr.r- L, con I 7 i |« ~
. : ! | S s syl - <a,f(s ) ds
min | :-:].fr_)l 2r, para algin i, 159 Sn, se tiene | Tow JO (3s) + 1E0e) Fre) il
T
3
' (m-1} s{ pues, se werifica la ici iii) del teotems IT.4, com a. = al
f ":_!-';ft,“‘if.t),...,:-!(m Deeyy + () dt £ 0 Asi pues, sg wverifica la condicidn iii) de 5 B
a | Iesrlguesm ¥ W) =y .
B | HinStesis i1 = ema IT.4 es chora
a! El grado de Brouwen i€ & B, ()N ker ,.0) # Q vara La hipStesis iv) del teoren @
. B ker L' : vF
todo 5% p, donde @ estd definida por T L : T (-1 . ~, :
ker L \/j %J{.%{S,:fis),...,x(m_i)5))+ff55‘]ds dtshi’.’fS,X(S),---vN Tl B>
n n 1 % ° ¢ )
;l'f..f:"‘."‘ L P RTRL e 7 J (efs,2,9,...,0) + £(s)) ds
0
i T m=1 T , (m-1) Lt
Entonges, existe “Q> 0, tal que =i a= max (a., 5 = 1 . ags { <j [ﬁ[s,x(s),...,xm *}(s))q-f(s})dS,J (als,xis)....,x (=2))+E(s))ds & 70
1 i RN X
s e i . | Q Q0
la ecwacidn (2.1) tiena al menocs una soluzibn T-perisdica.
40 41
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HOTAS.

y como ambas integrales no deben ser simultineamente nulas, cs5Ta con-

dicidn es la hipdtesis ¢). | 1.- El teorema IT.5. generaliza, para ecuacioncs diferenciales ordina-

. . . " I . Mauhi s 1. P eilA Y de . .
Por otra parte, tal como se hizo con W al comienzo del ca- rias, el teoresa 6.1. de Mawhin [56], pues la condicién b) del teorema

pitulo, ¥ es L-compacta en subconjuntos acotados de X.Para ver que @s mis general que la ceadieldn (Q) impuesta por Mawhin. Se dice que

gariafan = PoTE Ex e et e R
L -9 ECL(BV{'S))’ para s sufioientemente prande, consideremss 1a g satisface la condicibn {Q) =1 para todo € > 0, existe v> 0, tal que
ecuacidn Ix =% x. Ls decir,
! ETIRNT | B I T NI
.q(ta 1 e E ( 1 - ) T

T M
m_ix(m_1)+...+.ﬁ.lx' = %I (5(:3,:-:(5),,..,x(m_l)(:‘—)HFﬁs)) ds (2.7

0 | para tode (t,:»:l.. . ,:-:m) € rx(RH™.

. -. 4 o | % i 3 =3 T = 1
Integrando entre 0 y T ambos miembros da osta izualdad, se tendria que En particular, si g es acorada o s1

T
J (glssx(s), ey ™) )48y de = 0 . Lalt,xg e x )]
0 lim =0
a b o#ooelwdre Tl w0+l |
1l m 1 m

con 1o cual xSker L y asl x es constante. Por lo tante, la ecua- : L. Lo
uniformemente en t, entonces ¢ verifica la condicddn (Q).

cion (2.7) queda reducida a i . .o .
La clase de aplicaciones que verifican la condicidn b) incluye

(pls,%,0,...,0) + £(5)) ds = 0
8]

w

T i aquellas que son de tipo exponencial (tomemss, por ejemplo, a = 1 en
2l cazo escalar), que evidentemente no son de tipo (QJ.

i 2,- Como dAijimes al comenzar este teorema, =5 mis ficil comprobar la
Por consipuiente, por la hipdtesis o), | w.[<r, para tede § tal que ; bl : .
-3 ) . | hipStasiz d) del recrema I1.5., que la hipdtesis v) del tecrema IT.u.
1€ 9% y asi | x!<r. Con esto tenemos que las posibles soluciones [ ’ .
) Em efecte, suponiends que se verifica c), vamos a ver a continuacidn
perifdicas de laz ecuacidn (2.7) esrin acotadas & pricri em ¥ por S, ;
L —0€C (B.(s)) = i 808 (s1IC % . dond alzunas condiciones bafo las cuales se cumple d).
or tanto -¥= I s ara s= r, PuesSto que whS A, onasc
e L X P ¥ ks ho 1’ 1) Existen r1>0 v una Funcidn V : P R, de clase Ci,con
i

Z. = {z€% : z es una aplicacién constante | y 2 = Tm L®Z,, apli- : , -

1 1 1im V(x) = + @y ¥(x) #0 para lxlZ2r  tal que

cando la proposieidn I.3. con @ = Ex(ﬁ} , tendriamcs que | x| = 4 oo *

- € ¢ (B,{=) Nk 51 =L -9

 for 1, CO‘BX( YOker L) y si H =L -9 v, & > > o
ker L7

Ip s (s =t p [(u,e,B(0 11 =1 p (e 0,05 Nker LY | = )

L X L X 0" ker LK { para tode x con lxl® r,. En efects, el segmento (1-0V )+, o ()
i€lo,12 , no contlene 1 origen para [xl2r_, r = mix {r,r, !
. FdB("},‘ L:ﬁ-,[ﬁ}ﬂker‘ Loy I £ 0, por d). ’ ) 24 2 R
cer b pues para A= 0, V'(x) £ 05 para A= 1, & L(.\:) # 0 por la hipStesis
c) vy si exizter € (0,10 tal que (1-M)V'(x) +} & (%) = 0 , entonces
L ker L ?

Hy
i)
O
@
-2

Por lo tanto, la condicidn v) del teorema II.4. se zatis

la demostracidn estd acabads.



s (x) = V'{x) vy por tanto

-1+
“ker L 3

Ny E YN = rt _ 1 -3 Ut (.. =
<W'x), o L(x)/' B s e AL 2

Esto es absurdo, pues YV'(x) # 0.

Asi pues, per el teovems de Poincaré-Bohl (ver cap. 17,

. fgh Mk = LANE*Y {3 kar L0
2t ran L(Z)’BX‘ P Nkepr 1L,,0) dE( (%l Bxkt)lﬁkLv L,0)

v por @l teorsma de ¥rasnosals'kii, éste 0lvime términe es distin~
to de cers si &% T,

2) La aplicacidn ¢ 2s impar. Este es trivial, aplicando

ker L
el tecrema de Borsuk (wer cap. TI).
3) Existe r1> 0, tal qua si £ = diar (¥1,...,51) ¢ inRn. en-

TONGCES

> #*

\

<Ew, ¥, 0

X
kar L

para todeo ® con fx‘:*rl. La demostracidn s= haria fgual rue eo la nota

13, teniendo en cuenta el teorema de Polnzard-Pohl v la proposicién

A f3) ).

11.17. de Mawhkin [58] . (ver tambidn Bates-W

A convinuacidn wvamos & abtener un corolario del teorema IL.5.
que es Gtil perque en &1 ablo aparecen tres nipdleslis, que se verifi-

can en hastantes Situaciones.

Corglarto If.6. Supongamos gué Se an las siguientes cou-

dicicnes :
1) Las hip®tesis 2) y b) del teoremz IL.5.

s - bl 1 .
2) Exizte una funcidn ¥ @ R ™ R, de clasc T con lim Vix) =+
—p )

v >0 tal que

o]

< R Ve B . (=13 . -
V' (k(t))de, | (elt,x(t), .o ,x% (rid+r(zd) dr < 0
A )
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[p——_— i

para tedo % = (xl,...,xn}E dom L, con min | xj{t)‘P r para algin j
t
T

al que 1 Sj=n.
Entonces, existe a0> 0, tal que si a= méx{ai, i=1,...,n} %= ays
la ccuacidn (2.1) tiene al menos una soluecifn T-perifdica.
Demgstracion. La hipStesis e) se sigue trivialmente de la
hipdtesis 2). Por otra parte, 31 x = (xl,...,xn) es una funcidn cons
e

tante con ! k. ! r para algfin 4, 1% j% n, entonces la hipitesis 2)

T T

<J v dn, [ (r(ted,...,00 + £(8) de > <0

0 4]

con lo cual, la hipSresis d) se sigue del apartado 1) de la nota 2.-
del teorema antecioe.

I7.3. El_caso escalar.

En el caso escalar (n = 1), los resultades obtenidos an el
aparrado anterior se puaden concretar mds, y por tanto, se puedan ob-
tenep unas condiciones sobre gy £ mAs ficiles de comprobar en 1a
prictica. Comenzameos con una proposicidn que nos permite pasar de un
cierto grado de coincidencia al prade de Brouwer.

Proposicidn I7. 7. Supongamos que so verifican las sigulentes
condicionas:

) ker L = { x€dom L : % es una aplicacidn constanta }

. 1
2) Existen ¥V : R~ R de clase C , a€R, @ ®0 y 8 >0 tal que
lvrgy | o) valx! + 8

para todo xCR.

- o - !
3) Existe o> 0 tal que para tode xSdem L, con min | x(t)d v, ze
. t
tiene
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T
J Vi{x{r)) dt # 0
0 .
Entonces, existe u&> G vy r1> Q9 tal que s5i & &=QU y s,

Lo [(1,6),8, ()] 1 = | d, (V"B (53N ker 1,07 |

donde G : X %, (Gx){z) = V' (x(t)) para tcda x

mn
B
w
+
M
o

Demestracidn. Consideremos la aplicacidn
Fo:odom Wx]0,1] » 7, {x,0) > Lx - AGx - (1 T

Debido a que V' es continua, G es continua y aplica coniuntos acctadss

en conjuntos asetados. Asi pues, la aplicacifn
g e f0,1] oz, (eyx) Aok o+ (1 =200

es [-compacta en subconjuntos acoradss de ¥x[0,1].

Por otra parte, 2i x€dem L es una solucidn de la familia de

ecuaciones
Lx = aGx + (1 -2)Q3x YE[D,1 (2.5)
entonces
(m (m-13. 1 T
x 8t)+Am51x Lt)+...+&lx'(r) = AV (i) + (1—1)TJ Yi(xle)) dr
’ Q

Integrando entre € y T ambos miembros de la escuacidn anterior, tandremos
T
J UHx{t)) dt = ¢
0

y asi, % cunple la ecuacién

46

tm (m-1)
®

)(t)+A x
m

¥ Et)+...+Alx‘ft) SIANCIC RN (2.9

Sea b : R = R definido por b(t) =2 V'{x{t)). Intonces, la ecuacidn
{2.9) ez equivalente, tal como hicimos en el tesrema IT.4, a una coua-

cidn del tipo
vho= AY + B(+)

Procediendo como en la demostracidn de dicho teorema, tendriames que

exista kl >0 {independiente de X y de x 1, tal que
T T
i -;ml-s:k,J | n(e) e = kl-\J v Gel o) Lar
+€ [0,71] Yo o
Ahora, taniendo en cuenta la hipheesis 2),

T

pge | ytu)le xJ (aV1Ce(e))eal =Ct) | o5 dr
t £ {0,1] * I
T
y come | V'x(t)) dt = 0, mdx Pried 22 (e T 1, 48 ™
i ¢l
0 ~€ [0,T
s T ] “w | %
k.o T 0xk a + k2 .kiq r iz mei + Kk,
donde .l:?‘> k.1g T, €l0,1 . Por lo tanto,
I3 €y o Il fkoy D= 1, amels (2.10)
’ o %1 “paa Tt AL

fhora bién, s xSdor L es una solucidn de (2.8), entonces, teniendo en
cuanta la hipdtesis 3}, se deduce, izual qua se hizc en ¢l taorama IT.U,

qué existe QJEIO,T] tal que | x(}ﬂ| < r. Como

T
w(t) = x(to] +J x'(s) ds
Yo
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T T paira todo x SR,
| x(t}i=s +I | x' () ds £ r +I (kla ’J‘l:-:fm_ + k?) dt |

a o 1 | iv) Existe ©>0 tal que, para tcdo x€dom L eon min | x{t)® p,
- - 3 t
2. . b < 1 2.1 v se tiene
‘ : T P “Fx! k,T. £z
S o+ ko T bx "ot + .<2T. 0 sea,hx g T +.<1aT e + kK, Esto, VT (xit)) 4t £ 0 ;
juntamente con (2.10) darfa la existencia de cotas a priori para x. )
T T
si =5 dicha , sex r, »mix{r,r,} y 2= B,(s), s&r, ; entonces . . _1
81 r, es dicha cota, s2x 7y (romg by 8= Bylsd, 2wy vkt dre (rlraeo), .k M )eE ) de 3 0
0 & F{{dom L Mag )= [0,1]) v ror la propledad de invarianza por homo- 0 0
i andrem - . . - . -
topla  Tendremos que Entonees, existe uo> 0 tal que si a= mix{ a', ai,1=1,...,m} ey,

DL[ (L,G),By(sll = DT_,( F(a,13,0) = D, (F(=,0),0) = DL(L - 03,92) [ la ecuscibn (2.1) tiene al penos una Solgcs‘on Frpegitdics.
’ Demostracifn, Tomemos ¢ : X~ I, (ox)(t) = V' (x(t)) en el

;e o a II.4. Dabi a la inul . ¥, @ es continua ans-
Pero C3C Zl =Ry 2 =ImLBR. Por lo tanro, por la proposicidn I.3., teorema II.N, Debide a la continuidad dc , ® &3 continua ¥y tran

forma ¢onjuntos acotados an conjuntog acotados. Ademds, 51 k€ X,

entonces, por iii),

IDL(L—QS,Q) e Tagl-cs, . (,0 M ker Loyl = ld ivr,a N oker Lol

como se queria demostrar Plad(ml =T vrialeld & av'(x(0)) +o' | =(2)l +8

Soalgx)(t) £ b :-;'1O + 2.

La anterior propozicién, juntoc con el tecrsma II.4. nos per-

miten demostrar el siguiente teorema, que se puede considerar ¢ofc un Luegs se verifica le hipdtesis i1ii) del tTeoremz II.Y4., tomande
paso intermedio para llegar a condiciones del tipo Landesman-Lazer. “1' =a’, a:_ =0,1i=2,...,m, v{t) = 8
Feoremz Il.8.Suponpamos que se verifican las sigulentes con- l La hiphrtesiz iv) del teorema II.8. e$ la misma que 1& hiplite-
i
diziones: | sis iv) del teorema TI.4. Por Gltimo, nor la proposicidn TT.7.
|

i) ker L ={ x€dom L : = es una aplicacidn constante }

r

1i) Existen a€R, ctiz”' o, £ =1,...,m, ¥ una funcidn continua ! I DII (L,#),B (=)}l =1 dB(‘.",BY(S)ﬁker Lol

3 : R ™R, tal que |
que &5 distinto de cero por el teorema de Kraznsszel 'skii.

m
|;{(t,x1,...,xm] = &.:(t,:-:l,...,:‘:m) +_Zui [ ‘.-:iI + £(t) Asi pues, se verifican todas las hipdtesis del teorema II.4.
=1 f ¥y por tantsd, se signé la conclusion del teorema IT.8,
para todo (t,xl,...,xm‘JERKRm.
iii1) Fxiste una funcidn ¥ : R ™ R de clase CjL tal que Lim V{x) =oo En el simulente corolario, damos una condicidn asintdtica muw

L
ficil de in la préctica.
a'>0, AFO0, tal qua c1l de comprobar a&n la prictica

g

Py bav o atlxl 4+ 2
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forolario IT.§. Suponzamas que :

1) Sc cumplen las condicicnes 1) y ii) del teorems II.8., con
a = 1.
b) Existe r >0 tal que

T

sign x(4) J (git.xlt), . k™)) + £(e)) aem 0

4]

para tode xE€dem L con min | x(t) | & r.

. e . - .
Entonces, existe a, >0 tal que si e = mix fa; + 1= 1,...,ni<a,,

la ecuyaciom (2.1} tiene al menos una solucidn T-periédica.

s aa N + el
Demostracidn, Sea €€ Ry tomemos V(x) = 5 en el teore-
ma anterior. Entonces ¥'ix) =&x y 57 o' > 2¢ , se tiene que

lex | < is, si '

ex | Sex + al x|+ 8. ademds, ci x€dom L y min lx(t) »r 0, en-
T

tonces trivialmente

T
J gx(r) dt £ 0
ol

pues  «  debe tener signn econztante, y la eondicidn iv) quedaria

T T
Jj c:<(t)dt-J (_T(t_x(t),.,.,:<(m_i)(t)) + £(t)) dt™ 0
| Q
que evidentemente es la misma que b).

Tomando 2 < ag en el teorema 17.3, tendremoz el corolaria

demostrada,

Ll corolario II.9. rmenerdliza para ecuaciones diferenciales
ordinarias el teorenz 8.1. en Mawhin l5g ) , el cual conziderd términos
no lineales de tipo (N). Por lo tanto, =1 corolario II.S. meneraliza
los resultados de Yillari [vgly Lazer [s0].

Vamos a demostrar a continuacidn ung consecusncia del corola-
rio T1.9, Para ello, sea F(t) = - hit), y suponpamos que existen cons-

tantes &+ vy § - tales que

50

slt,x

Consideremros las funcionas yu

, g(t,_xi.,...,xrr)-{_s - para xlaéo .

R~ R U{-o0 ,+d0}definidas por

Ve a¥ 3 FS T Ard XNt
1? ? m) =6 pa i

I+ O

WX )

im inf ;;(t,xl,... -

u +(t) =
p -(t) = lim sup g(t,xl,...,xm)

unifaormemsnte en Ty oo e s

Corolario I7.10. Supongamas que Se cumplen :
iIYker L = {xESdom [ : % es una aplicacidn constante }
11) Existen ui?a 0, i =1,...,m, B8 &0, tales que

in

|r;(t,xl,...,xm)|£g(t,x1,...,xm) + .Z,Iai [ xil + 8
i=i

para tedo (t s¥ g ,:-;m) Erxr".

ii)

=

T T T
J p-{t) dt <J h(t) dt <J pt{t) dt
0 0

o

Entonces, existe ao> 0, tal gque sig = méx[ui,i=ﬂ.,...,m }éuo,

la ecuacidn (2.1} tiene a2l menos una solueidn T-periddica.

Demostracisn.Veamos que la hipdresis i1i) implica la hipSte-
sis b) del corolario II.9. En afecto, si no fuese asi, para todo n€WN,

debe existir xnedom L, con min | xn(t)|?’ noy
t

B (m-1)
fg(r,xn(t)....,xn“‘ (t)) - hit)) dt < ©

sign xn(t) J .

Como  min |xn(t)| =1, X debe tecner signo constante, y por lo tanto,
. - ‘s ,

exista lina subsucesidn de (xn), a la que seguimos llamando (xn) can

signe o bidn positive o bidn negative. Supdnpamss que esTamos en el

primer casc. Entonces,
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J (ot (), ,m™ 00 - nie)) de < o
0 n '
y asi
T ! (m-1}
Wit) dr =] glv,x_(t),...,x ~(t)) dt
a a n n

Aplicando el lema de Fatou, tendremos que (ver[77] )

T T (m-1)
J h(t) dt 2 lim inf plr,m (), ,x (t)) dt
0 Nt /0 n R
T
Z| lim inf glt,x (t)....,x(mhl}(t)) dt
n e o n

T T

Z| lim inf q(t,x ,...,x ) dt = | p +(t) dt

. 1 m
a ).1 = o0 ]

lo cual contradice iii). SI el signo de (:-cn) fuese negativo, el razo-

namisnto seris idéntico, teniendo wn cuenta, por supuesto, la otra

desipualdad de iii).

NOTAS.

1.- El corolario I17.10., ha sido prebade por Ward [80] , de una forma
diferenta.

2.- Obzervemos que si s es no negativa, la hipdtesis ii) no es
restrictiva.

3.- Este corolaric es clerto si la hipdtesis ii) se sustituys por
! f 3 Iy |
s e, VS - plon, ..., + o .
rltam, s ,x ) sltsx, yeax ) 2: a bxl+o8
i=1
(Basta Tomar ¢ = - 1 en al teorema II.5.).

L.~ Las condieiones asintéticas del tipo iii) son condiciones del tipo

Landesman-Lazer, en honor al trzbajo pionere de estos autores, los

52

cuales tomanon condiciones de este tipo en el estudio de existencia
de solucicnes para problemas de contorno en ecuaciones en derivadas
parciales slipticas ( ver[48] ).

II.4, Ejemplos.

1.- Cocnsideremos la ecuacidn diferencial trdinaria escalar de

do orden
%'+ ex’ = we” + sen t (2.1:)
donde ¢ es un nimers real cualquiera. En este caso,

g ReR 7R, (t,n) — '
FtR>R, t 2 esent
Fntonces, X ={ % : R ™" R : x es de clase C1 y 2r -pepifdica }
dom I ={ x€¥ : x ez de clase C?}
72 ={ 2 :R>R: z es continua y 2nv -periddica }
Lo:odom LOY =~ Z, x> x'" + ox'

Y
Ko7, (e = w()e T b sent

=4

Fs trivial que Ker L estd formado por las aplicaciones constantes deo

X oy ogque N es L-compacta en subgconjuntos acotados de ¥, Ademd

x>0, entonses
2 ;
ated b= T <l ™ a1l v g

para cualguier ay # positivos, ¥ si x e3 negative, entonces, la funcidn
Fe . - : . % 4

xe” estd acotada; zea B una cota positiva de la Ffuneifn I xa™l —xe

cuando x es npesativo. Temando a cualguier ndmero positive menor que

a_, rendremos que

o

[l gix)y + o Ixl+ 8 peta todo x€F.

53



i . e e 1

Ademis, si xEdom L tal qua min (x(t)!>r>0, entonces x debe Te-
t
ner signo constante, y por lo tanto es Trivial que

. R )]
sion x{z) J CK(t)exct' + sen tldt 0

Por lo tanto, se cumplen todas las hipftesis del corolaric IT.%., y laz
zeuacidn (2,110 tiene al menos una solucién 25 -periddica.
Es evidente que la funcidn p(x} no satisgace la condizidn (Q),

pues 1i

- _ o=
w =+ o0 ?

5 = + & . Por lo tanto, la couacidn (2.11) no se
puede estudiar a partir de los resulrtados de Mawhin (ver[56] ),

? -~

<1
J sent dt = 0y u-(r) = lim sup glx) = Q.

¢] ® > - o
Luagd Tampoco se pusde apliear €l teoroma de Ward [80] para probar
1o existencia de soluniones 2n ~periddicas de (2.11).
El ejemplo (2.11) ha sido eztudiade también por Bebernes y
Mortelli [ % 1. §in embargs, el método empleado por nosotros es distinto.

“.- Sea la stuacidn diferencial ordinaria vectorial

(o) _ 71 ' -
# = e toem, 4 Li(t)
22
Ay o T "1 Tt 2 c
‘. T x,e sen’ t + szt)

donda m™®l, y Fl’f? : R ™R, continuas, 27 -periddicas y tales que

2 2
J f i) de = J Folrd dr = 0 .
1 g 2

I
v}
>
ol
N
—
R
p=)
-
Il
-
b
—
o
b
M
3
-
v
-
-
—
13
T
X
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es contdnua ¥ 2 -pariddica en t.

Ademiis, = {x:R~— R? : % es de clase ¢ v 2- -perifdica )
dom L = {XEX : x es de clase " }
2

= {z : R+ R : z es continua y 27 -periddica }

o
) , entonces

(m)
*
L : dom L™ 2, » {m)
*2
xl(t)
{ v ] F
[ “l(t)e ; +e na(t) + rlit)
N E, (Hx)(r) =|\ -x (8) - w5l
\x?(t)e “°  sen't + fg(t)

Es trivial que ker L estd formado por las aplicacliones constantes de

X vy que N es L-compacts en Subconjuntos acortados de X.
Vamos a3 ver que se verifican todas las condicionss del teorema IT1.5.

En efecto, =i ¢

Y g? son las componentes de ¢, Se tiene

A,
<
il
-
+
[l
»
A
»
]
M
+
M
i
+
pe)
m
=
K
+
X

| e oty -
gl(t’"l’xﬂ’hl’*Z‘ wl e

- ; Tt - - T
- ﬁlit,gl,_z,xl,xz) + 26 (1 AlJ +1 x2| )+ B,

x
donde f; es uma cota de la funcién —2x18 para x1<:0.Tanbién,
2 2

-y TS

2 2
! "’2“”‘1"‘2"‘%”‘i”’:E x| e sen‘t % Bsen’t

donde B?> 0 es unaz cota de la funcién | x2| @ .

Asi pues, teniendo en cuenta la nota 1. del teorema II.4., g verifica la
= 1 A c s

condicidn b) del teorena IL.5. con a =(1} s goas nix (a,,i=1, .. ,m} = 2 .

. o |

Para cemprobar la hipbtesis ¢), sea xSdom L, con min [ ()™= n2>o,

1%

para algin 1, i€ 2, Entonces, si i = 1, min | xﬂ(tyjk p 20, y por lo
. 1

tanto, %, debs tener signe constante. Luego

1
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2% %, (1) 2 (

r 1 i ()

J Jflft) * xl(t)e t Exé(t)] dr =J xltt)e ! dv £ 0,
0

y £e eumpliria ¢). Tgual se haria 21 § = 2.

Por dltimo, observemss que

7.2 [0 ; a 2 42
¢}r»‘m L: RO = R7, ‘» 1 2‘." “1 r2ﬂ "‘31-3
e L L [T el (F(F (ndra, e 7dt (F,it)+a e
ay| 7 1 1 )y e 2
J 0 '
N 2.2 . 2 2
1 o 2 -a ; -a’ -a
colf2 e Ti2TmaLe ) = col (ale 1,a2e !
) 2 .'l_‘ y 1 2 o a a \
¥ or RT TR, T 5(aﬂ+aﬁ) y entonaes, V'( A I =t ¥
\ 3yl 7 Lyl
a3 3 2 2
< ?.{ |]‘ 41!> o By 3 —a; =~ By
er L 1 S E A B =
4 I, ! ‘:? i 2 g

Asi pues
se cumpliria también d).

Tomando @ = 2 % @y, 8e cumplirian todas las sondiciones del
tecrema IT.5. y por lo tants, la ecuaeidn (2.12) tiene al menos una
solucidn 2r -periddieca.

caEy i . Cea "
La aplicacibn g no werifica la condicibn de tipo (Q), pues

gq(x)
iim ————— = 3 5 i i3
R e tee . Asi pues, para estudiar l& ecuacidn (2.i2),
i
no sze puede aplicar el teorema 6.1, de Mawhin{56]

» por el tesrema de Polncard-Bohl y el tesremd de Krasnosels'kii,

Capitulo 1
TEOREMAS DE EXISTENCIA PARA ALGUNAS

ECUACIONES DE OPERADORES NO LINEALES
EN ESPACIOS NORMADOS

III.1. Teormmas de existencia.

Sgan ¥ ¥y 7 espicios normados reales y L@ dom LC ¥ = & una
aplicacifn linezl de Fredbolm de indice cero. Sabdmos (ver cap. 1),
que existen proyecclones continuas P @ X 7 X, 0 : Z > Z tales que
Im P = ker L, ImL = ker 0 v que lz aplicacidn Lp:dom LV ker P> Im L
es biyeotiva. Hotemss por KP : Tm L = dom LMker P, su Inversa.

Sea N : X = Z una aplicaci®n (no necesariamente lineal),
L-¢cmpacta en subconjuntos acotados de X. Notemds por bel 1as
normas tants en X como en  Z. Referente a la existencia de solucio-

nes de la ecuzcidn
L = M (3.1)

Tenemos 2l siguiente teorema
Teprem: ITT. 1. Supongamos que s2 cumplen las siguientas con-
diciones:
1) Fxisten un funcional lineal v, : 2 Ry constantes k0,
u1330, B. ™0 tales que

e - Vel & x E )
[ K0T il Sy (0 oy [ xl B, (3.2
para todo x€X,

2) Existen una eplicacidn continus #: X = 7, L-compacta en

subsoniuntos acotados de ¥y un funciopal Ty Z* Ry cons
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tantes &0, 893’0 tales que

)

|KP(I - el € % v, (%) + a, [ x|+ 3, {(3.3)

para todo xEX.

2) Toda solucidn x de la familia de ecuaciones
AQNx + (1 -2)Q4x = 06, A € Jo,1[
satisface las relaciones

D a oy () + (1 -2) y,lex} = 0 (3.1)

DIl < pl (T =PIl + 1 (3.5)

para algin r>0 y yu 0 , Independientes de = y 1.
4y L - o €C (B(s)) y DL[ (L,¢),Bx(s)] # 0 para todo s® r.
Entonces, existe u0>'0 tal que si a= a; + a, = ay, la ecuacidn
{2.1) tiecne al menos una solucidn.
Demostracidn.¥amos a demostrar que se verifican tedas las con-
diciones del tecrema I.4., para un ciertoc subconjuntc § de X. Para
ellg, ¢i F=L-¥Ny H=L-2%, consideremos la familia de ecua-

cliones
AFx + (1 -AJEx = Lx - AFx - (1 -Adéx = 0,2&]0,1] {3.6)

v seaz ¥ una solucidn de ella. Aplicande Q a ambos miembros de

{3.8) y teniendo en cuenta que Im L = ker O, tendremos
AQMx + (1 -X)Qéx = 0 (3.7)

También, aplicando K_{I - Q) a ambos miembros de (3.6), y teniendo

D
en cuenta que KPL =TI - P, tendremos
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% - Px = KP(I - o) aMw o+ (1 -ada =) (3.8)

Reciprocamsnte 3l = satisface (3.7) v (3.8) para alglo AEﬂO,l[,

entonces ¥ - Px = K_(} ¥x + (i -x)ex) y aplicando L 2 ambos miem-
;

bros de esta ecuacidn y teniendo en cuenta que Im P = ker Ty que

LK, = T, se tiene  Lx =X Nx + (1 -adéx.
Asi pues, (3.6) es equivalents al sistema {3.7) y (3.8). (Las ecua-

ciones (3.7) y (3.8) se conccen con el nombre de ecuacidn de bifur-
cacidn y auxiliar respectivamente).

& partir de (3.8), se tiene

I x - P.-<I<k<p(1 SO Kk o+ (1 -n)axlsa | Ko(T - Qi P+

+ (1 -3 | KP(I - Oex |, Luege, por la hipdtesis 1) y 2),
lx - px ek Yl(Hx) £y x| + 815 + (1 -2k Yz(Ox) + o, b=l o+ 62) =
= k(A TJ(NK) + (1 =) 72(¢x)) + aolxl +8
donde =a, ta, ¥y B =8, t 52 . Pero, por la hipdrmesis 3), v

por cumplir = (3.7), X y (Nx} + (1 -x) -r?(¢x) = 0 . Luago
lw - px | s=alxl + B . ahora bién, |xl = Ipxl + I(I - P)xl

Luzgo, por la rezlacidn anterior y por la hipdtesis 3),

lxl mul(t - xl +r + I (T-Px! S(u+)al <l +8)+r

= {(p+ 1) a lxl + T dorde v, = (u +1)B@ + r.

1

Asi pues, si tcmamos como a4 cualquier nimero real positivo tal gue

ao‘< L , se tiene que si @ € ay, entonces el (1- a1+ D)= ro,
1 +m
es decir,
T
| xl< L
1 - all+u}
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r
- 1 . - .
—_ W0 {v.), s¢ cumpliridn rodas las hi-
1 -al1+y)

pétaesis del teorama I.4.

NOTA.

Dos condicicnes suficfentes para la L-compacidad de N y$  en subcon-
juntos acotados de X son las sicuientes
al KP @s continua vy N,¢ : X = I son compactas.
bl KP es compacta y H,2 : X 7 son continuas y aplicando
subconjuntos acctados de X en subsconjuntos acotados de 2,
En efecto, subongames que ¢stamos en ¢l caso a); entonces si g
e$ un subconjunto acotade de X, ¥ :q —+ Z es compacta y como
Q: 2 ~+%, vy KP(I - Q) : £~ ¥ son continuas, Q} :0 —~ 2 vy
KP(T - QW:Q * X son compactas. Tgual se haria parc ¢

Para ¢l caso b), 5i 0 es un subconjunto acotado de ¥, W:Q —+ 2,

]

es continua ¥y dcotada. Como Q @ 2+ 2 vy KP(I -0 ~ i son com-
pactas (0 tiene una imapen de dimensidn finira), QN 0 — Z ¥

KP(I - Q¥ @~ X serian compactas. Lo mismo para ¢ .

El siguiente teoorema #e pusde demostrar sSisuicndo el misme método de
demostracidn que el anterior y utilizando el tezorems T.4., pero noso-
tros wamos a obtensrlo como un caso particular del teorema anterior.

Teorcmz III. 2. Susongamos que se¢ cumplen las siguientes condi-

a) KP es continua y N, ? son L-compactas en subconjuntos aco-
tados de X,

b) Existen un funcional limeal y: Z = R con Im LT kery vy
constantes a3?=0, 833 0, tales que

P 1 v(nm) + o, Ixls By {3.9)

pari todo x €X.
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¢) Existen constantes qu:! 0Oy @d,=0 talez que
|-:;:f.’l - 'y( )+ a,“ o 1]

para todo X €X,

d) Toda solucién =z de la familis de ecuaciones

m

Lo+ (1 -33Qex = 0 » €)0,1[ cumple la e

lacidn

fpel <p l(1 - Pl + »

para alsidn >0 y u ™0, independientes de x oy dai .
e) L - ¢-E-Crl'B‘{(S)) ¥ T?lL[ (Lo9),B ()] # 0 para todo s

Entonces exists o D>D tal que 81 o, +a, ®=a la ecuacidn

3 4 0?
(3.1) tiene al mencs una sslueidn.
Demostraczitn., Tomemos Yy T ¥q T Y en el teorema anterior.
Entonces, si ke tal que | % (T - @dzl€k 1zl para todo 2 €%, ran-

dremos, tenlendo en cuenta bl v c) ,

'Y = TS T I P S T T k ES bog .
P (z - aimd < e Isk G+ ay lxlt g,

Andlogamente,

lKP(T el Trle xS v(ax) + koo @iy ok By -

4
Por otra parte, si x &3 una solucidn de la ecuaciin
A o+ (1 -330%% = O(ANx + (1 -1)dm) = 0 , entonces
A+ (1 -M)dx€ker § = Im LCkery 1 luego
X

yOU e o+ (1 =300m) = L ylNx) + (1 -1) y() = 0 v por ranto so oub-
ple la relaeidn (2.4).
Azl pues, si a, = K Gy 81 =k 5., n, < % @, 82 ERES B e
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sumplen todas laz hipitesis del teovema IIT.1 y por tanto se sigue la

conclusibdn del tecrama I1I.2, con el mismo ag-

MCTA.

3i v es continuo con norma menor que uno, entonces N y ¢ aplican con-

funtos acotados en conjuntos acotados. En efecto , esto es trivial, pues

zi Iyl ez 1a norma de y , entonces |uxi<lyiluxi + a, Il + 8, ¥ entonces

B3

{=l +

Nl € -
1 - Il 1 -ly

Fl sisuienta teorsma Se puede demastrar utilizando el mismo
pEtodn de demostracién que en el teorema IIT.1. vy utilizando el tcore-
ma 1.5. Sin embargo, vamos a deducirls a partir del teorema ITI.1.

Teorema III.3. Supocngames que se cumplen las sipuientes con-
digiones

i) KP es continua v N e5 L-compacta en subconjuntos aco-

tades de  X.

i1} Existe un funcional lineal y: 2 +* R con Im LCkery vy

canstantes @ =0, 353 0, tales que

5

xl &= y(N2) o+ oo Ix! B - (3.10)

5
pars tedo x €X.
i1i) 81 ®x es una solucidn de la ecuacidn QHx = 0, entonces

x satisface la relacidn
lexl<<y (1T - Pixl + r (3.11)
para algin > 0, u 0 independicntes de x.
2 o \ = 1 - -
iv) dE(Q.{ker‘ [.‘BX(°) MNker L,0) # 0 para todo s2r.

Entonces existe a0>'0 tal qe si 05ﬂ @y, la ecuacion (3.1)

ftiene 21 mencs una solucidn.
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Demostracibn. Tomemos =n el teorema ITI.i., Yy T v vy =90

= 0N, a, = B, = 0. Entonces,
IKP(I -l sk oylix) + X ag lul + &k 8-+ que ss (3.2),

Por otra parte, al ser Q compacta ¥y N verificando i), %= Q¥ e=

L-compacta en subeconjuntes acotados de ¥ y

[KP(I - Mol =1 K0T - Qieuxl = 0, que 25 (3.3) con T, T 0 ay= 0y
32 = 0, También, teniendo en cuenta que 02 = 3, la ecuacién )

AQux + (1 -2)0¢ % = 0 es ahora QNx =0, Luegs &1 QMx = 0, Nx€ker 0 -

Im Llkery . Asl y(Nx) = 0, que es ahora la relac=idn (3.4).

Queds pues sdlo por ver que se verifica la hipdtesis 4) del
teorema ITI.1. Para ver que L —¢~€CL(BK(5)), consideremos la acua-
cion

Lx =3 x (3.9}
Tal como hicimss en la demostracién del teorema ITT.1., la é&tuaciéfm

(3.9) es equivalente al sistema de ecuaciones

Qex = 0
% - Px o= KP(T - Q)rx

Teniendo en cuenta que &= ON, quedarfa Oix = 0, ® = Puj; es decirn,
@ = 0 y x€ker L. SI xCker L y QNx = 0, por iil), y tenliendo en
cuenta que (I - P)x = 0, tenemos que | wl<p, Luego, silx!™p,

Lz #% % y por tante, como ¢ es L-compasta en subeonjuntos acotados
de K,L‘A?ECL(BX(33). Ademis, como Im Q es de dimensiSn finita v

Z=1Im L®Im Q, teniendo en cuenta la praposicidn T.3., con Q= BX(SJ,

| : - - ; -
b, I (L,Q),Bx(q)” = Ayt pe Byle) ker 1,00 =
= Al 5B (s) Nker L,0) | # 0 por iv).

Asi pues, la demostracidn del teorema ITI.3. estd completa.

- 5
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HOTA.
El feorema I[IT.3. generaliza el teorema 4.1 en Mawhin[55] , va que €1
considerd términos no lineales N cuasiacotados. tha aplicacidn

o X7 Z se dice cuaslacotadsa si el ndmero

.. I 3x!
mr { Zup —i—x—’—}

0pren lxlz g

&5 finite. En este caso, dicho nimere se llama lu cuasinorma de W
¥y se representa por [Nb |

La relacidn que existe entre el concapto de cuasiacotacidn |
y 1a condicidén ii) del teorema TII.3, vieéne dada por la siguiente pro-
pozicidn

Proposicidn IXI. 4. Sea W : X = Z cuasiacotada y aplicanda

conjuntos acotados &n cenjuntos acodtades. Entonces W verifica la [

condicidm {i) del teoremz IIIZ.3 con vy = O. |
+

3

-

Demosrracifn. Sea |l 1z cuasinermz de M. Intonces si g &R

debe existir p tal que 0 < p =

st
BUp ‘._._.JE__. < l;‘f |+ € .
|x|:?'- P Ixr I|
|
Luemo (k) =0 Iul + 2y 1wl para todo x con |=l#® g, shora bién, ]

como W aplica conjuntes acotados en conjuntos acotadss axiste & >0, !

tal que l¥(x)l T8 para todo xEBx(p). Luego [NGOIS (wl o+ eXlxl + 8

)
para tcdo x&¥, qua es (3.10) con a. = M0l + &, =0, B. = &.

5 5

Es trivial que si exdisten consTantes o 0, 8 #0 tales gue
Bzl = alxl # 8 , para Tods % €¥, entonces N es cuasiacotada vy

%l *Ta ; tambifn, si ¥ es asintética a cera, es decir,

i)l

li'.m _J'|—— = 0, entonces N es cuasiacotada y ¥ I= 0.
bel = oo I
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Como weremos en 1as aplicaciones que s& harvdn de este capi-
tule, La condicidn (3.10) se satisface pam algunas no limaalidades
¥ pe cuasiacotadas.

£l siguiente corolario es el conocido tecrs=ma del punto fijo

Cawalards ITILS. Sea N : X = ¥ una aplicacién compacta, tal

que existen dos conatantes no negativas a <1 y R tales que
fowx 1<a lel + 3

nava rtode xGX. Entonces la ecuacidn x = Nx tiene al wenos una so-
lucifn.
Demostracidn. Tomemos en el teorema ITI.3, ¥ = Z, vy= O,

@, = a , B, =8, L=1TI. Como ImP==%ker I, P=0 y coms Im I =ker Q,

5

g = 0, Tamb

&=

.

n Ky = 1. Entonees, las hipfitesis 1) y ii) son triviales.

Por otra parte, (3.11) se satisface tomands w = 0 y r arbirrario y

poaitive. La hipdtesis iv) quadaria dB( T oy {0} ,0) = 1. Luege se

cumplen todas las hipftesis del tecrema TIT.3., tomands a S a <1,

0

I71.2. El caso de espacios de funciones.

P este apartado vamos a ver que £5 posible concratar las
fiphtesis d) del teopsms IIT.2. vy la hipdtesiz 1i1) del tesrema IIT.3.,
a2l caso en gque &) espacio X sea un espacio de funciones. Conere-
tamente, sea 3 un Subconjunto de R y tomemos como Xun subespdcio del

. . n
:zpacio de Banach de funciongs acotadas x 1+ 8= R, (n =1}, con una

novma satisfaciends | oxl , #Feup Ix(t)! , con igualdad para las Fun-
U 25
aiones constantas.
:odom LE X =2, donde 2 es un espacio nermado real, tal que
Xer I = {(xSdot L : % &3 una aplicacidn constantel, Im L es cerrade
an Z y de codimensidn n. En este caso, L es una aplicaciin de

Pradholm da indice cepo, ¥y por lo tanto existen proyecciones continuas
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P XX, Q: 5% verificando que ImP = ker L, Im L = ker Q.

s n .
En este casc, pucs, pPx 3 una funcidn canztante da § en R para
cada X E€X.

Ppopasteidn JII. 6. Con las notaciones del tearamd TSy

suponfaios que se cumplen  laz gipuientes condisiones
1) kep I = { ®»Eden L @+ x es una aplicacidn constanta}
2) Existe r>»0 tal que A Qx + (1 -1)Qax # 0 para todo
1€10,1[ v tode xEdom L , con min | xit}l> .

Tt
Entonces, ewisten u = 0, r1> 0 tal qua

]P:«:FX’G p 1T - P I.‘-{ t T

para toda xE€dom L que satisfaga la ecuacién

A Ol + {1 208k = 0 x € Jo,1

R&n:-astrac_i_EE.Se:{ wEdem L oy X E]O,l[ talas que

A0Hx + (1 -2)Q#x = 0. Entonces, por la hipitesis 21 debe existir
€5 ral que | =(t)] <v. Luego, como 'H"xi): = | (px3(t)] , tendremcs
IP-,:Ex = TP = Lima(e) + ((T - P)x)(t) - ({1 - B)) (el

Shwledl o+ 10T =Py (e | < p+ WT - P):dx

Asi pues, tomando T, =T y u = 1, la proposicidn esta demostrada.

1.- En el caso en que 9= QN, la hipdresis 2} quedaria asi : existe
r>0 tal ge OQWx # 0 para todo x€dom [ con min fwtoit® . Agt, a
partir de esta condicién y de 1) se deduciria J_athip-:'itesis iii) del
teorema 1II.3.

2.~ En el caso en que XCTZ y Tm Q = ker L, entonces 2) wiene im-
plisads por la condicidn de que <QMx,Q¢x > ™ 0, para tado % Edaml

. 2 oh
con mir [x(t)® r, siendo <, > el producto escalar ordinaric en

t
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Capitulo IV

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES NO
LINEALES CON RETRASO Y DE TiPO NEUTRO

I¥.1. Resultados previas v transformacidn de la ecuacidn diferencial

funcional con retraso en una ecuacidn abstracta.

. . . . - . y n N
5ca Z el espacio aermado de aplicaciones z ¢ R+ R, las

cuales son continuas y T-perifdicas (T>0), cen la norma

T
'zi,l :J leit)lde
0

- N
donde | ¢ Jes 1a norma en R° definida por Ixl =

% i
n . : ; lSisn Xl
%« ER ., Notemos por X el eéspacio de Banach de aplifacionzs x : R = R

m=1 R -
las cuales son de clase @ v T-periZdicas con la norma

iﬁlm—i = max | |x(]')10 r 0% dsmm-1}
donde ll:-:(l)lo = mix |:-c(l)(tﬂ = mdx |:-cu')(t)|
tER < 0,71l

Sea h®C y { el espacio de Banach de aplicaciones continuas

] !
3+ [-n,0] = RY, con la norma

1yl= max PTES]
eE[-J’W,O]
para tedo pEC.
Six€¥, rER, vy 051 %n-1, se define :{1(_1)5 C por

i)
ey = 1 1oy, Yoe[n,al.
sea g1 Rx(C)T R, (i, e.8 ) T a(td,,.08 ), continua, T-pe-

riddica respecto de t  y aplicamdo conjuntos acotados en conjuntos aco-

67



tades. Queremss estudiar 13 existencia de soluciones T-periddicas
de la ecuacidn diferencial funcicnzl com retraso

(m-1)

~1) . . -
X(m (t)‘i‘...ﬂ-\l:{'(t) = S(t’xt"“’:{t ), (4.1)

m .

x( )(t)+.‘w
m-1
donde Ai, i =1,...,m-1 son matrices constantes reales de orden nwo.

81 definimes los operadores L : dem LCX -7 por

dom L ={xEX : x es 4z clase C" }
(m)+,\ L(m-1)

Lx = v AR

X -1 + r‘]).
M. W s v ol (m-13 o ~. —
y o X Z, por (x)(t) = gkt,.-.t,...,.\.*_ 1, para todo =€X, tER,

el problema de esfudiar la exiztencia de scluciones T-pepiddicas ds
(4.1) es equivalente al problema de estudiar la existencia de solucio

nes de la etuacifn
Lx = N {(u,2)

Sabemos (ver cap. T, que si ker I, estd formado por las aplicaciones
¢constantes, entonces L &5 una aplicacifin de Fredholm de Indice ce-

ro y que existen proyecciones continuas

T
PN, :<"F‘x:1;Jox(‘cJ dt

#a

Q:Z'*Z,?:*Qz=;;—J =(t) dt
0

tales que Im P = ker L, Im L = ker Q. AdemSs, la aplicacidn

L, : dom L7 ker P = Im I, es biyectiva y tiene una inversa

Ké : Im L *dom LMNker P. En este caso, a pesar @e que la norma ¢ons i-
derada en Z es distinta a la considerada en el cap. TI, tenemaz la

siguiente proposiciln.

Proppgieidn IV, 1, ¥ s continua.

e
Depestracian. Sea £7Inm [, Entonces, como L¥_z = z, tenemos
b L bt b en T

(m-1)

\

{ (an) (t)+...+A1(KPz)'(t) = z(t)

(K.2) (t)ﬂ'xm__,![an)

ira toda +ER. Donzideremos la ccuacidn diferencial ordinaria

y(m)(tﬁriw_ly(m_l](t]+...+A1y'(t) = z(1) (4.3)
nEoNces , KP?' as lz finira solucidn T-periddica de (4.3) tal que
| Pz o= 0, v 81 y es cualquier selusifn T-perifdica de (4.3}, enronces

| k.2 = y - Py. Realizando ahora con li ecuacidn (4.3) el mismo proceso

que hicimos con la ecpacidn (2.4), tendriamos que existe una solucidn

| vy 2e (h.3) mal que

T
()l <k1le(t)Idt = ok, Yl , i =0,...,m1.
0

|‘ max Iy
| t &[0,T]

on k, independients de z€Im L. Como adem$s PyE€ker L, Py es5 una
1

iplicacidn constante v asi

m-1 ;
J 0

T T
irvl = ¥ndl :Ijj,ll wie) dtl‘i‘.}. I?(t]‘ qt"’“:l_,l’l] “
1a ol e T a m-1

| T T e, | P Ie = 9 il asi
2T cAu Tanto, i m=-1 S -1 * Fy m=-1 2r(l 1 7 Aasd

n, @i conTinua.

Propodiotdn IV, 2, Sea 2 un subeconjunto abisrta y acotade de

X con dom LOYQ #¢ . Entoncas N as L-compacta en € .

Demastrasiin. Tenemds que ver que las aplicaciones
W Rz oy K, U [

* ¥ Zon compactas. Para ello, sea (xn), n Sl
b Rt —
g sugesisn ral que L €y X = x en X, Entences el conjuntoe

U :n &N} es scotada en Xy por lo tanto el conjunto (M(x_): n Soil

0
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es acotado en Z. Como Q : Z — 2 es compacta, el conjunto {QH(xn): ne e o}
esti contenido en algln subconjunto compacto de Z. Luego admite una
subsucesidn (Qﬁ(xn )} convergente a un punto z S£Z.Ahora bién, coma

. k (i, " (D)
¥ es continua, y (xn)t xy

i tal que 0 % %m-l, tenemos que

en C para tedo t€R y todo

y 1)y o e,

g(t,(xn)t,...,(xn N .

para todo Tt E€R. Ademis, existe k=0 tal que
| (m-1),y -
g(t’(xn)t""’(xn)t IRk

para todo n€ N, t€R. As{, por el tecorema de la convergancia domi-

nada de Lebesgue,

)(m-l)

(m—l))
t

T ar

1 T
QN(xnk) =-—J 0q(t,(xn )t....,(x

1 T
ydt "—J plt,_,...,x%
T " X T 0 T

¥y por lo tante

T
21 . -1 -
z = -T—fo_r;fn,xt,-..,at } At = Q.

Por el mismo razcnamiento se demuestra que toda subsucesidn de (xn)
debe admitir a su vez una subsucesidn convergente a QWx, y asi, la
sucesidn (QN(xn)) debe converger a QWx. Esto demuestra qus

N 0~ Z es continua. Ahora bién, al ser 4 acorado en ¥, H{E) &5 auo
tado en Z, v por ser Q compacta, QN(H) es relativamente compaatc en
Z. En definitiva, QN es compiacta.

Para ver que K_ N :22 ™ ¥ es compacta, basta hacerlo e&n el

P,Q
caso m = 1, pues si m~1, mediante un conveniente cambio de variablse
1la ecuacidn considerada se puede reducir 3 otra de primer ocrden. En 2l

caso m = 1,
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T T
(KPSQNX)('EJ = (KF(T - Q) =J (gl{s,m_)- %Jog(u,:ﬂu)du)ds-'ﬁy.
* T
, n 1
donde y : R~ R°, t'J (pls,x_1- ?[ g(u,xu)du)ds .
0 ")

Como U es acotado, exite k, >0 tal que | gls,x )= k, pars tode
? 5 2

xEn , s&R. Luego, al ser Fx Teoperiddica, existind k3>*0 tal

ot
€ {0,T] entonces

que 1K Nx. Tk, para todo #€2. Ademis, zd Tt

B0 0T % 2
1 LT
! (¥, O;‘-‘:-:)(':,L)—(KP r\:4x)(t?)| = \J (r;(s,xs)— ;‘J g(u,:-:u)du)ds 1
.0 ; .7 ) - T
- Al _
L%, |t1 t2|

Asl pues, el conjunts { K_ QNx : x€4 }es equiacotado y equicontinuo
Ty -
en ¥; por lo tanto, por el teoremda de Ascoli-Arzeld, Ky QN(Q) @3
k]
relativamente compacto en ¥.

La demcstracidn de que KP o e continua se raalizaris en-
1~

orma idéntica & como se hizo con Q.

-

tonces da
Ahopra estames en condicionss de aplicarlc a la ecudcidn
(y.2) los resultados del capirtulo ITI.

V.2, Alpunos teoremas de existencia y consecuwencias. ElL caso escalar.

Teorsmz IV.J3. Suponpamss que se verificun las siguientes con-
diclones :
1) ker L =(xSdom L : x es unz aplicacién constantel .
2] Existen .:'ERn, ui?* 0, 1 =1,.,..,m ¥ una aplicacidn con-
tinua B: R ** R, tales que

’g(t,&l,...,ﬁm) |'§<a,ﬂft,$l,...,$m)f>+ > o By, b+ B(o)

m
i=1 -

para redo (tT,¥, ,...,;DW)ERK{C)m.
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i) Existen una aplicacién continus ¢: X %, L-compacta en
subzconjuntes azotados da ¥; una aplicacidn continua

g' : R R vy constantes a}?" J, 1 =1,...,m, talez que

m .
L) (0 LS e > 4 3w 1Y g
i=1 ~
vara todo tE€R, x€X.
4) Existe v >0, tal que pava todo xSdom L, x=(

min Ix].(t)f #r, para algn j, 1% {%n, se tiene
T

T T
. - ~-17 -
<] Wx)tdr, | e(t,x ,...,:\'(m 1')dt> =0
0 0 r t

dond# ambas inteqrales ne son simultdneamente rulas.,

5) I, -f.-:ecL(B,,(aJ) ¥ DJ(L&},BX(S)] 720 para toda & &,

™
Entonces, existe uo> 0, tal que s5i a = Z_T( a+ ai‘ S o,
1=1

la ecuacidn (L.1} tiene al menos una solucidn T-perifdica.

Demostracién. Vamos 4 aplicar el teorsema TTI.Z2., para lo cual

vamos a ver que se cumplen todas las condiciones a¥li impuestas. En
efecto, ccmo Kp &3 continua, v ¥ y % son L-compactas, se cumnle la
hipétesis a) del teorema TTI.?2.

Definamos ahera el funcianal 1limneal v : 2 —* R nor

T T
v (=) :J Ca,z(t)> dr = <a,J z(t) dr>
9] o]
T
Como Im L = ker Q, =i 2z&Tm L, entonces J z{r} dtr = 0 vy por tanto
o]

¥ (z) = 0. Es decir, Im LCkar v . Por otra partz, teniendo en cuenta
la hipdtesis 2}, si x€¥X, sc tiene
(m-11

T T
ﬂNx'i =JO|(:{K)(t)| dt =J0|g(t,xt,...,xt Mde
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Aygnca¥ ), con

T (m-1)
- =
-=J <a,f:(t,:-:t,...,:-c )>dt+J .

a t

O~

o Ll
;;iai !z<l Dy + BiT)) dr

T ; . T
% < a,J lr,x ...z(mﬁl)) it > + T iui !x(l_l)lo +J F(tlde
iz

0 t? t 0
T .
= < a,J (Hx)¥{t)dt > +Ta ::-ci'r“_l g =
0 ! .
- '-[‘
v (NxY o+ T oaixl + Bg'' , donde B'' =J B(t) dt
m-1 o

AsT pues, sc sumple la hipdtesis b) del vecrema TII.2., con a, = Ta ,
B, = 8",
Andlaogamente, a partir de la hipédtesis 3), se deduciria

que 3¢-x!1 Syldx) + T a Exln + B''', donde B'Y! =J g'(t) dt,

-1

[

gque o2 la hipdtesis e) del teorema III.2., con a, = Ta, Bu = grr,
Como la hipStesis 5) es lo mismo que la hipdtesis e) del teo-

rema III.2., 36lo queda por demostrar la hipftesis d) de dicho teo-
rema. Para ello, si x = (xi,...,xn)ex satisface la ecuacidn

A + (1 -0)0dx = 0, 16]0,1[ s Ba tiene

T (m-1) T
AJ .t M + (1 -A)J ($x1(+) dt = ©

’ T t

0 0
Y por o tanto, para cada j, 1%4%n, debe existir > €lo,Tltal qu=
Ix.¢t. )l <. En efecto, si no fuese asi, existinia 21 menos un i,
155 ":-ﬁ, para el cual mwin ‘x_i(':}':'-" r, ¥ teniendo en cuenta la hipdte-

t i
A
1 -4

zis 4)

< O, > = - < @Ix,0H: > F 0, Es decir, ONx = 0,

con lo cual Q¥x = 0. Esto contradice 4). Asi puss, para cada j, 1%3%n,

existe rje [0,7] con l:—tﬁ.(tj.]' <p. Eutonees, acohd Px es canstante,
B

v jrn—j = [leu = mi; . '(’P:\c)].(tj}I



= max |{Px)(tiﬁ E ORI S TS BN S | B WG G NP B € i
‘iﬁj-{-n ] J ] 1 ] ]

< WL o~ Pl 1T NS L
r o+ (L - Plu 0 oy - P)x ST

con lo cual se demuestra ia hipdtesis 4) con = 1 vy la demsstra-

¢idén esti complata.

NOTAS.

1.- B1 teorema IV.3. extiande a ecuaciones diferenciales funcicnales
con retraso &l teorema II.H, que era vilido para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. En efecto, basta tomar h = 0; en este caso, C
i) se identifica con

; n
0, camz 2 = R, al ser

se identifiea con R” y si wEX Gprel x

[{ B At

x‘;)(t), para 1 = 0,...,m-1, Tambi&n, si h
o mx(R7)" = »" continua, g transforma conjuntes acotados en conjun-
ros acotados, con lo cual esta Gltima condicidn seria superflua.

2.- La hipbtesis de que g : rx(e)™ = r" aplique eonjuntos acotadss
en comiuntos acotados es superflua si lal< 1, va que en este case,

reniende en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schawartz, tendriamas

m
otr,o ooy s lal Tgley w0l o Z“i b 1+ BCn)
B i=1 -
71 Il
Y por tanto |r(t,$],...,¢m)[ =L - la )y ¢ ey ]¢i‘ + B(t)).

.4 misma obzervacibn vale para % .Obsecvemos también que en éste ciso
I+ <1.C Iyl es la norma del funcional lineal continue t ).

3.- El teorema I[V.3. se puede demostrar sirniendo el mizmo método de

demostracisdn que el teorema II.4. (ver[171). Sin embarzo, ta demos-

tracidn dada aqui es mucho mis simple.

4,- La condicidn 2) se satisface si existen a, &R, aij> 0,
]
i=1,...,m; 3 =1,.0.4n vy una funcidn corntinua f: R R tal quz
| m
a (t b, ... Mo a.g.l R I T @ byl + 2
SICR AN LG R R gl g3 Wb+ 2o
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. N ™
i = 1lye..an ¥ (t,?l,...,}mjngx(C} .
5,. Tamhién, la condicifin 8) e= mis general que le& sipuiente :

Existe r©r-"0 tal gue para todo x&dom L, con min ix{t)| & v, se tiene
t

<JT(¢x)(t)dt,J etk e ™ e > > 0
0 0 t t

donde amhaz intefrales no son simultineamente nulas.

5.- Como iremas viendo en lo que sigue, el tecrema IV.3, unifica y
zeneraliza algunos resulrados de Fucik?3 ], Hawhin[58] , [57],
Lazer[5Q] , Tannell {27} , Reissis [71], ¥illari[78] y ward[80] , bién
porque 2llos eonsideran el caso de ecuaciones diferanciaies ordinarias,
bidn porque las no linezlidades que ellos consideran estdn incluidas

en la econdieidr 2), o bife porqus nuestra condicidn asintftica 4)
reneraliza 2 las suyas. Esto se verd con detalle en lo que sigue.

7.- El tecrema I¥.3, se podela demestrar tambign suponiendo s6lo

sondiciones de Caratheodory para g.

Igual que se hizo en el caso de ecusciones diferanciales ordi-
narias, es conveniente disponer de un teorema donde la hipbresis 5)
del tecrema TV.3, se sustituya por otra donde aparezea el grado da
Brouwer. Esto viene dado por el siguiente teorema, qua se pusde demos-
trar, tal como hicimos en el caso ordipario, a partir del reorems an-
terior. Sin embargo, en este caso ¥ con chjere de ilustrar las aplica-
ciones de los teoremas sbstractos demostrados en el capltulo IIT, wva-
mos a demostrarlo utilizando el tearema III.3.

Taovema IV.4. Supongamos que sé verifican las sigulentes con-
pe ki S ol

1 ker L = { x€dom L : x @s uni aplicasifin constante } .

n
1,...,m ¥y una funcién conti-

[
u

. . T -~
ii) Exdisten a €2, a. F0,

i
nua £ @ R ™ R, tales que

by gl

m
[g(t,a‘;l....,lﬁm)‘ = Ca,ait,yy ,---,’#m)> Z“i I
] o

75



=]
el

para todo (t,jl,...,¢j]tERx(C)m.

ii1) Existe >0 tal que para todo xSdem L, x= (;—:j,...,xn)

con  min |xj(tﬂ-? ropara aledn j, 15 9% n, se tiene
t

T
J g(t,xt’.."xim"l)) dt # 0
il

iv) dB(a-*k L,Bx{s)ﬂker‘ L,0) # 0 para todo s#Fr, donde

er

$ :Rn—ar,c—»%JTrgl’t,c,O,...,D) d+
0
(En este casc, al ser ¢ constante, ¢, se identificz con
¢ pare todo tER, c€2"), "
Entonces, existe ao>0 tal que si a = Z T aiﬁ a,, la
ecuacidn (4,1) tiene al menos una solucig% T-periddica,

Pemostracifn. Veamos que se cumplen todas las hip3tesis del

teorema ITI.3. La hipStesis i) se ha visto anteriormente y i1} es igual

que en el teorema anterior con

T

v 2R, y(z) =J <a,zlt) > dt

0

Por otra parte, si x = (31,...,xn) es una solucidn de la ecuacidn

QNx = 0, es dacir,

J At ) = o

+
o »

entonces debe existir parz cada j, 159%n un t. €[0,Tl tal que

(AR

|:<].(tj)| <p, Entonces, procediendo irual que en e

tandria que

Ipycd = T - Pkl
P mi ro+ (T Pix 1
)
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toaoréama antericor se

del teorema ITI.3., con W = 1. Por (ltino, la

hiphtesis 1il) da eate teorema &5 la misma que iv) del teorema JIL.?,

ATOT A
HOTAS

1.- El teorema IV.4, extiende a ecuaciones diferenciales

uncions

=

=F:3

diferen-

,:Tu

con retraso el teorema IT.5. que era vilido para

cizles erdinarias. Asi mismo, el teorema IV.4, geners

6.1. de Mawhin[56] tal v ecomo se explica en la nota 1
IT.5. Sin embargo, &n este caszo nay alpunas particularidades que con-
viene resaltar,

Se dice que g sarisface la condicidn (0) si para todo ¢ =

existe v & 0 tal que

'~ o |
""‘*n]l‘ E{Iu1h Foun

[ 4]

. moo. . N
para todo (t’jl""’ﬁnieRH(C) . En parcieulac,

Lim =q
vt T2 By b oLl g d
o+t s + ¢1 i

“'IJ‘_I_

y g rtransforma conjuntes acotades en conjuntes dcotados, g werifica
la condicién (Q). Por lo tanto, el tecrema IV.3. geaneraliza los pra-
sultados de Fennell {27 ],

2.~ Algupas condiciones bajo las cuales se verifica iii) del teowrom
IV.4, wvienen especificadas en la nota 2 del teorema IT.5.

Tal ¥ como hicimos en el capitule II, a partir del Tagrema

=

IV¥.3. se pueden obtener otros teoremis de existencia
periddicas para la ecuacitn (4.1) diztintos de los ressfados en esi

capitule (ver {18]).
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—r 2t e s B

Joh}
1
=
3

Bl caso

b

5C

Vamos a estudiar 1z existencia de soluciocnes T-perifdicas de
wanianas diferenciales funcionalses escalares de 1a forma

:in(1ﬁ+gmjx(m-1’(t)+.u+a s erm{t,xlt - n)) - £(t), m=1, (4.4)

tonde a., 4 7 1,...,m~1 son constantes rezles, h ®0 es comstante y

o RxR > R, {t,y) = glt,y)
F:R2R, t *F(t)
on continuas y T-perifdicas respecto de t.
Sea 2 el espacio normade de apliecasiomes = : R >R que

200 eontinuas y T-peribSdicas, maon la nmrma"'li v X es el espacio

. . .- . -
e Banach de aplicaciones x : R+ K, que son de clase ¢ X ¥
*iddicas, con la norma 1+ | mey® Hotemos por dom L el comjunto
o) 5 g m -
il por todas 1as aplicscicnes de ¥ que son de clase © .51 da
o L
indm
. {m (m-1]
dom L*Z  Lx= x )+a oM *)+...+a,x'
m-1 1

X=d, (i) = plr,x(z - k)Y - ()

i, 31 ker L estd formado por las gplicaciones consrantes de
25 ung aplizacién lineal de Fredholm de indice cero v N es
L-oompacta &n Subconjuntos scotades de X,

Supongamos que existen constantes § + ¥ & - tales que
2fT,p) F 4+ pava yF 0 oy glt,y) & &- para v S0. Definamos las
Fupneiones bt : R R W { _eo ¢ o} por
it

Lim inf  glr,y) , w-(r) = lim sup rit
¥ 7 deo v P oo
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Corolarin IV.5., Supongamos que Se werifican :

a) ker L = {x€dom L : x &z unz aplicacidn constante }.

b) Existen constuntes o =0 vy una funcidn continuad R — R,
tales que

,

I c(e,y)] = glo,y) +al vl + glt)

para todo (t,y) ERxR.
c}

T T T
J p-(t}) dt < J f{t) dt < J pt(t) dt
0 0 0

E

Entonczs, existe ao:>0 tal que si « e la ecuzcidn (L,4)

tienes al menos una solucifn T-periddica.
(Las integrales que aparecen en c) pueden no ser finites).
Demostracsidn,Vamos & ver que se verifican todas las condiciones
del teorema IV.4. Las condiciones i) y ii) son inmediatas con a = 1.
Suponsamos ahora que 1la condicién 11i) de dicho teorema no s¢ cumple.
Entonces, existe una sucesifn (x ), x€ dom Ly min | xn(t)f =

talas que t

T T
J q(t,xn(t - hl) = J f(r) dr
0 0

Coma min an(t)|;’ n, 25 evidente gue debe existir una subsucesidn de
(xq), afla que seguimos llamando por sencillez (xn), con signo counstan
te. Supongamos, por ejemplo, que este sicno es positivo. Entonces

min xn(t) 2 n y aplicando ¢l lema de Fatou, se tendrd

Tt

T T T
J f(r) dt = lim 'an glt,x_(t - h)ide Ei[ 1im inf g(t,xn(t ~ hl)) de
0 n~* 4+ /O n o" @
T T
-~ L _ .
= J D}lﬂ ing glt,y) —J \ ur(t) dr
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. . ; . . | gt \ . .
1o cual contradice ¢). I el signo de % @3 negative, llegariamos lim AL AL 0y =ziende u-{t) vy ut(t) wverdaderos limites, es
{ ol

. s . e . . vl - [l
también a una contradiccidn teniendo en cuenta la otra desipualdad | teo b4
. | 2 = i i - = T { b} .
de ¢). Por lo tanto, sc cumnle iii) del teovema IV.4. | decir, wt(t) Lim glt,yl, w-(e) lim FLT, Y
—+ + o0 ¥ - oo
Por otra parte, la aplicacidn & kor L - Wien [ €% ahora El corolario TV.5. ez también una extensifin del teorema 1 de Ward [80],
( T a ecuaclones diferenciales funcionalss con retrasc.
i
; : R R Ep= o - |
Sear L - L(c) T J 0{J(t,c) f(t)) dr
[ 17, 3. Efemplos.
Entcnces, exlste cl> 0, tal que &, L(c)> 0 para cf>c1. En efecto,
si no fuase asi, existiria una sucesidn (cn} de nimeros reales tales 1.~ Conziderem=: la ccuacidn escalar
que lim c_ = foo oy 4 (c_) =0 para tocdo n€& Y. Entonces
W O ker Lon (m), (m-11} x(t - h} - -
< {E) +a L (T 4a x' (L) = e - F(t) (4.5)
T T m-1 1
J s(r,e )dt ’J £() dt
0 8]

donde h#{ =g constante y £ : R~ R es continua y T-periddica (T>0),

uevanmente, pT cando el lema de Fatou, tendriames una contpadiceidn varificando que J‘T (v} dr >0

con la hipitesis c¢). Andlogamente debe existir un c2<(0 tal que 0
A _ Entonces, si la s
-( 1<0 para c'cc 3¢, =max { o,, lel } ., entonces . 3, Si la ecuacidn

mer 3 1 2
3 >0 vy B < 0 3¢ >c,. Esta impli cor @
¥ ep L(c) ¥ b [( -c) para ¢ > ¢,. Esto implica, por el Ry o (5 5)
recrema de Polncap®-Bohl, la condiclén iv) del teorema IV.L. Is de- C -1 reetd As )

mostracién del corelario estd pues acabada.

- 2k i
no tiene soluciones de la forma T » con X un entero no nule, la
(OTAS ecuacién (1.5) tiene 4l mencs una solucidn T-periddica.
i . Lea En ef VAMOS & i slario IV.S5. & r as
1.- El corelario se puede también demostrar tomando qucrECtO’ vamos @ aplicar el corslario IV.5. En este caso
| glt.y) = e v como glt,y) ™0, la condicidn b) es trivial. La condi-
pi{t) = lim inf  s(t,y) , p-(t) = lim sup git,y) | ciim a) es equivalente a la condicibn impuesta en la ecuacidn (4.6).
WP e oo ¥ b oe |
- ’ . | Gltim sodemos toms = - = 1 a5
y existiendo, por supuesto, constantes d+ v &- tales que Por Gltime, p 103 “?mdr o+ 1, 8 1y entonges,
| [ ) ¥ = s .
S L i " = =g ptle) = lim Inf e’ =+ v p-(r) = Llim Gup e’ = 0, con lo
glroy) = & 51y S0, glr,y) S &- siyS I v p oo y co

También, la condicidn b) se puede sustituir por la condieidn s .
* Py : . cual se warifica también <), Como a = 0, trivialments a T a_ y

| | ol (4.5) tiene uni s0lucidn T-periddica. Ccmo & no verifica la condicidn
t,y) I gl + o« + B(1) i ] . . .

2ty * oelty) 4 ‘ de tipe (Q), los resultades citados de Mawhin no se pueden aplicar a la

eouacidin (b.5),

3.- El corolaric IV.5. generaliza un resultadc de Fucik [28], el cual

5 el o 2.- Sea ahora la ecuzcidn erscalar

conslderd el case en que
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K(m)(t) = wit - h)cx(t - R + zent (4.7)

2%

En este caso, tomando g(t,y) = y ¢’ y F(t) = - sent ,J sent dt = 0

0

y u=(t} = lim sup e(t,y) = ¢ . Por lo tante, no se cumple la
¥y

hipdtesiz ¢) del cerolario IV.5. y asi, los resultados de Ward

ne se pueden aplicar, Tamposo se pueden aplicar los resultadcs
citades de Mawhin ni de Pucik, puas g no verifica la condicién de
Tips (Q). Vamos a ver, en cambio, que es posible comprober que se
verifican todas las hipdtesis del teorema IV.4. Para ello, considere-
mas la funcién

#(-n)

2 RxC >R, (t,u) —yi{-hle + sent

Entonces, la ecuacidn (4.7) se puede poner en la forma
x[m)(t) = g(t,xt)

eon g continua, 2v -periddica y aplicande coujuntos acotados en con
juntos acotados. Ademis, por la forma que tiene la parte limeal de 1a
ecuacidn (4.7), la hipdtesis i} del teoremas IV.4. es ahora trivial.

Sea 3 € ¢, sia(cm>o, Ipe,n) | o= 1 y-ne ™ 4 sent

-h)

= $(—h)e$( [ sentl

51 p(-h) <0, la funcidn w(-h)eﬁt_h) estd acotada. Sea B una cota de

dicha funcidn; =ntonces, para todo (t,d) €RxC
lg(e, ol =< gle,¢) + max { B, 2 senzl 1

que es la condicidén ii) zen a = 1, vy a, = 0, i= 1,...,m.

i
Por otra parte, si x€dem L y min |=x{z}|® r>0, se tiene que

n 2T *
J a*,(t,xt) dt =J x(t - h) e"('C - h dt £ 0
0 0

g2

por teneér x signc constante. Por {ltimo, si temamos V : R —+ R,

o>

5~ » entonces

1 i c 2 c
¥i(c)d (c) = ¢ =— {ce” + sent) dt = ce >0 si c# 0,
ker L an 9
con lo cual, iv) se sigue del teorema de Poincar&-Bohl y del taorema
de Krasnosels'kii.
3.- Consideremss la ecuacién difcrencizl funcional szcalar

x'(t) = -bx(t) + e_X(t - )

+ £(t), b>0, h®o0, (4.8)
donde ¥ : R~ R es continua, T-periédica (T >0} y no id&nticamente
cero. Esta ecuacidn estd relacionada con la ecuacién elakorada como
modelo por Lasota-Wazewska [ Z8]para la asupervivencia de cdlulas rojas
de la sanrre. En sa case, £ = O (ver también [75]).

Vamos a aplicar el teorema IV.4%. para demostrar la existencia
de al menos una solucidn T-periddica de (4.8) para b suficiente-
mente pequefo.

La condicidn 1) cs trivial con Lx = x'. Pop otra parte, to-
mande 5 ¢ RxC ™R, (t,¢) = -Hw(0) + e_ﬁ(_h) + F(t) , tenemos que

-y(~h)

lgtr,gy 1o {90l + e + T(t) = -b3{0) + by(0) + b lu(odl +

o -n)

+ + (Y % gle,e) + 2pli a0,

Luezo ii) se verifica con a =1, a, = 2b, o, = 0, 1=2,...,m v B= 0.

1
Para verificar 1ii), si x€dom L talque min Ixit)% »n>0,
T
entonces x debe tener signo constante ¥y

. 1
J (bxdt) + e %4T 70D L greyy 20
)]
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En cfecto, =i r e¢s suficientemente grande vy =x(t}> 0, entonces

min x(t)>r, e_X(t - )

+
min (-x(t))=r . bs decir, x(2)< -r . Luego
b

0, -brl{t) = - oo si x(1t)= 0, entonces
B—x(t - h) ooy

-bx(t) *é+ eo, Pop Gltimo, para verificsr iv), tomemos ¥V : R — R,
c

o —- - - Entonces.
1 B -
Vied ¢ L ple) = e TJ’ (-be + ¢ % + £(£)) de =
' 0
2 -c 1 T it
=bz" -~ ce " - ¢ T f(t) dt 0 para lel suficien-
0

temente grande. Luego iv) se sigue del teorema de Poinecarf-Bohl vy el

i
teorama de Krasnosels'kii.

IV.4. Introduccidn a las ecusciones diferenciales funcionales de tipo

nertro v transformacifn de la ecuacidn en una esuaciln abstracta.

Sean { :Rx{ —>Rn, (t,p) = 2(t,))

L iRxo —» D, (t,p) = L(t,)
T

aplicaciones continuas.
tER,.

~periddicas en t ¥y lineales en g para cada

- n
= RxC - R, (t,i.'J) ““j’,(t,"‘l)

continua, T-perifdica en t vy aplicando conjuntos acotados en con-

juntos acotados. Consideremos la eécuacidn diferencial funcional

d
at

(D(t,xt)) = .C(t,xt) +oalt,x ) (5.9)
donde  D(t,p) = p(8) - Q(t,y) pare todo (r,y) ERxC.

Por el teorema des representacidn de Riesz [73], podemzs reppe-

sentar los funcionales Dit,*) vy Llt,) como integrzles de Stislties

24

0
Dlt,y) = u(0) —J [da u(t,e)];u(e) .

JD [de n (t,e)] w (g) .,
2

2 .
para (t,t) €RxC, donde y ,qn : R™ = R"  son matrices dz orden nxn

[}
—~
t
-
o
pui?)
un

vy de variacidén acotada en@ para cada t. Supondremcs que u  es uni-
formemante no atémico en cero. Esto quiere decir que existe una fun-

cidn continua m : [0,+ =) > R, no decreciente, tal que m{0) =10 ¥

verificando que

Q
J [ao u(t,@)]q‘;(e) S mis) oyl

=
-5

para todo €4 y 5€ [-h,0] . En este saso la ecuacidn {4.9) se
dice qua es una ecudcidn diferencial furcional de tipo neutro.
Definisifi. El oparador D se dice que es uniformemente

estable si la solucidn cers de la ccuacidn funcional D(t,yt) =0
es uniforme asintbticamente estable ; es decir, existen constantas
b, ¢=0 tales que si v(y) es 1la solucidn de la ecuacidn D(t,yt) = 0,

con ¥, T iy, entonces

i yt(ﬂ)' 5 ae_Dtl ¢1 , tI20,0 € C.

m
Ejemplo. Sea D(y) = 3(0) - kzﬂ Ay w(-h), donde b €[-n,00,
XxK=1,...,m ¥ Ak son matrices constent2s nxn. Entonces, se puesde wver

m
e si - iformemente es-
en [22lque s 5—1 |Ak| < 1, el operader D es uniformemente e

table. En particular, D(9} = #(0), es decir, el operador que da lugar
2 las ecuaciones diferenciales funcionales con retraso es uniformemen-
te estable.

En 1o que sipue, supondremes que el operador D es uniformemen-

te estable.
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4 continuacidn vamos a transformar el problema de existencis de so~

lucicnes T-perifdicas de (4.9) en un problema ahstracto. Para ello,
. . . n .

sea ¥ el espacio de Banach de funciones = : R~ R, continuas v

T--periddicas con la norma

bk o o= mix Fxit)! = max ()
tER t €[0,T}

- \ . . n
vy Z el espacio de Banach de funciones continuas z : R -+ R, de la

forma =z(t) = dt + x(t), con dERn, ®xE% y x(0) = 0, con la norma

i n [
Iuz lal  + Ix a

§i definimos los operudores

T
L: X—=+2Z, (Lu)(t) = Dlt,x_) - D(O,x_) - ‘( Lis,x ) ds
t a 0 s

L
X =2, (Nt} = J gls,x ) ds
o s

nuestro problema es equivaleste a encontrar una solucidn de la ecua-

cidr de operadores
Lx = Nx (4.10)

NOTA. Para ver que L estd bién dcfinidor obserwvemiz que

D(t,xt) - D(O.xo)ez con 4 = 0. También

TP

i

t T T N T
Lis,x ) ds = Liz,x ) ds - Lis,x ) ds + = Lis,x ) ds =
0 s 0 s 3 0 s

a T

t T
xl(t) + dt, donde xl(t) =J’O £(sgxb] ds - % J , f(s,xs) ds v
1 (7t
d = T J f(s,xc) ds . fhora bién, xq(t) es una funcidn continuz de R
0 ¥ B
on Rn v

g6

"___ il

)t

t+T T T
xl(t + T) = J Lls,x _lds - J’ Liz,x )ds - J Lls,x ) ds =
o 5 s 8 b s

i T t+T T T
- J Lis,x ) ds + J .C(s,'.{s) ds - %J .C(s,xq) ds —J Lis,= ) bz =
0 > T 0 - i b
t T
= J' Lis,x ) ds - T J Liz,x ) ds = x ().
T 0 5 1

Por lo tanto xle}f y asf Ix€Z. Andlogamente se haris para ver que

¥ estd bién definida.

I¥. 5. fCaso no resonante. Teorema de enistencia.

Supongames que la ecuacidn m%?—(n(t,xr)) = f(t.xt) 56lo

riene camo solucidn T-periddica la solueidn trivial. Entonces

ker L ={0}, v ademis, por el tzorems de la alterpativa para este Tipa
de ecuaciones ( [38]), Im [, = Z. Lusgo =n este ca=o Py Q son las
-1

L

proyacciones nulas en X y Z respectivamente. Ademis Kp = Ky = L

Praposicidn IV.6. 17! es centinua.

Demostracifn.Basta ver que L es esntinui. En efecto, si L
es continua, [, serd cerrada y por lo tanto L'i es cerrada. Ahora
bién, como ¥ v Z son espacics de Bzanach, por el Tecrema de la grifi-
65 continua.

-1
ca cerrada, L

Para ver que L es continua, observemos que

Erxck L = max { Ip{t,=) - D(O,x0)|}
R = (I T :
T ; (T t 1 (T |
+ mdx J { Liz,2 ) - = J Lis,x dds)dr|+ | :J' Lig. % )d=|
€ 0,7l]J 0 s T ) s it A
] Ry |xJ0 , va que D(t,¥) y L, ) son operadores lineales ¥

continuos en

Froposioidn V. 7. W es compacta.
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s I ! S0z 1 - .
Demostracidn. Veamss en primer lugar que N transforma sub . = 0.. En efscto, teniends en cuenta que

sonjuntos acotados de ¥ en subconjuntos relativamente compactos de Z.

o . ; . t r T T
n efeata, si BCX es acotado, entonces existe b1>-0 tal que IR lfEY = { & s,xq)ds - ( E(51x5)d5 - % J als,x )ds +%:{ g(s,xs)ds

v’ . Fab, para tedo x€8, o sea '|xt|§ bl para tcdo tER vy ‘ 0 ) J0 0 - 0
czomo g transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados, ewis- | v la definicifn de 1a novka en &, s& tiene
tirf by> 0 tal que lglt,x )< b, para todo x€B y por ranto exis I ;

; ; & . h ‘ ' J t T
tird b3>~ﬂ tal que Wxl g™ by. For otrs parte, si tl,t2€5[0,T], el = % J E(s,xSJdS E+ mix j (gls,=_)- % [ ﬁ(s,xs)ds)ds
|Hx(t1) - Hx(t?)l b, fti - tzi , con lo cual, el conjunto {Nx: x&B} | = a3 t €0, T}/ 0 - S0
es equizcotade v equicontinuo en Z. Por el teorema de Ascoli-Arzeld, 1 T t 1 T

: i ; R . s . Yoz | lgte,x tlds + max (ala,= i+ = lgls,x Y ds) ds
vodaz sucesidn de dicho conjuato admite una subsucesidn uniformemente ‘ : " g r €0 T% 0 3 T 0 5
dq o k]
sopvetgente y por lo tanto cenvergente en  Z. Asl, el conjunto H(B) i T (T
AT i 1 :
as relativamsnte compacto. l = J' (o bx | +glds + J Ca B b +g+ T J al=_l + g)ds)ds
. G = ] = g -
Faps ver dque N es continua se procede de idéntica forma a }

soma =& hizo en la proposicién IV.2., utilizando el hacho anterior y |

] . . i Talxl, sp+Tall, +TR+Tq | + Tg =
=2 teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. | 0 U

Teniends en cuenta la nata correspondiente al teorema III.1. .
—_— ’ o = al1 ¢ 2m) Bl o+ 801+ 2T) .
v la proposieifn anterdor, N es L-compacta en subconjuntos acotados | 0

v

le ¥y pedemos aplicarle a la esuacidn (4.10) los teoremas de exis- |

; . pues, se verifica (3.10) cona. = all + 27) = gl1 + 2T) .
wencia abstractos dados en el capitulo III. Asi, tenemos el sifuien-~ i ) ’ 3 ¥ B85 =6

Te tecremd. | Come @y en edte CaZ0 €3 menor estrictaments fnue 1, si
g ey 1 . u
Teopema IV.8. Supongamos que existen constantes «,f 7 0 ! ell + 2T} Say <1, 0 sed,a < » la demostracitn estd
tales gue ] iaahada
i
laCrpil= avy + :
" S B ‘s d N
pard todo (t,y) EfxC vy que la ecuacidn a:f-(D(t,xt}) = £(t,KtJ HOTTAL
: HOTho
s&4ls tiane como solucidm T-periddica la solusidn trivial., Entonees, i ~ Bl teorema se pueds demostrar tarmbiZn transformands la ecuacidn
" - . -1 A
s <t , la ecuacidn (4.9) tiene &l menos una solucidn i = Hx en la ecuacidn equivalente x = L "Nx y urilizando el coro-
1+ 27 |

. A Lario IIT.5. (teorana del punta fife de Cranas). (ver rambién [37 ]).
T-parifdica. ¥
- . . . 2.- El tecrama IV, A. generaliza el teorama 5.1. de Hale y ¥awhin [35 ],
Demostrazidn., Vamos a ver que se& verifican todas las condi- -

. , — e s L. . . va que ellos consideparsn el ¢aso en que g &3 continua, transforma
cioneg del rweorema III.3. La hipdresis i) estd ya demnostrada con las
5ok . P . .. conjuntos acotados en conjuntos acetadas y es tal gque
des proposiciones anterdiores,y las hipftesis {ii) y iv) son triviales

. l g Z."I e | eCr gt
cot u* O, va que P = 0, Q = 0. Yeamos pues que se cumple ii) con | lim sup BT = inf { sup ~—3—£i£l——'}: 0
LET] R ] I gl ola< g by 1 3p in |
88 !
\ 89
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wniformenente en t €R.

Fl teorema IV.8. peneraliza también el teorema 1 de Fenmell {271,

ya que &l considerd el caso en que K= 0 y ¢ verificando la condi-

cién anterior.

IV. 6. Casc resonante. Teoremas de existencia.

Varos a considerar ahora el caso en que la scuacidn
d
dt

(D(t,xt)) = L{t,x_) tiene soluciones T-periddicas distintas

de la trisial. En este caso, la condicidén del teorema IV.8.,
latr,w)|= alyl+e  no es suficiente para la existencia de soluzicnes
T-periédicas de la ecuacidn (4.9} (por ejemplo, =n el case en que
(4.9) es una ecuacidn diferencial ordinaria Iineal no homopfnea, &l
término g(t) debe ser ortogonal, con un cierto producto escalar, a
las soluciones T-perifdicas de la ecuacifn adjunta ). Es necesario,
puss, afladir otras hipbtesis sobee #. Generalmente estas hipitesis
san de naturaleza asintética, tal comt vimos en el capitulo IT ¥ en
1a primera parte da este capitulo.

Nuestro objetivo es aplicar los tecremas demustrados en 2]

capitulo III. Observindolos detenidsments se va que €5 muy convenlanrts
{4 veces casi necesario), el conocimiente de las provacoionss P oy 0.
Esto no es fdcil en genecral. (Incluso en ecuacicnes diferanclales or-
dinarias lineales, P ¥ Q‘ vienzn dados en funcidn de una matriz
fundamental de la scuscifn homogfnea y sabemos que la matriz fundamen-
tal ne se puede calcular &n general ). {var [34] ). Por todas estas

razones, vamos a considerar aqui el caso L= 0, es deeir, la efuaciin

d
_Tﬂ?"(D(t’xt)) = ﬂ(t,xt) (4,11}

. . . . n .
Bijo las anterlores consideraciones, para tedo ¢ER', existe una

Grica solueisdn T-pariédica de 12 ecuacidn th,x?) = o. Existe puus

90

. ce g n -
una aplicagién lineal M : R =X, ¢ =¥z tal que D(t,iMe) ) = ¢

T
para todo tER. Ademds, ¥ es continua { vemA[Sg]) . Ahora bién,
wEker L & D(t,t-:t) = D(O,:<ﬂ) para todo TER & » = M(D(O,:{O)).
Por lo tanto ker L = { x€X exisre o €R" con ¥ = ¥e by comz M
¢s lineal e inyecrtiva, dim ker L = n.
Por el tesrema de la alternativa para ecuaciones dal tipo
D(t,xt) = zlt) ¢ wver [36]), dim ker T = codim Tm L. Sea

1
Q% =5, (Gzit) = = z(T)t, tEFk. Entonces, si z&Im L , wxiste

x €Y tal que D(t,xr) - D(O,xo) = z(t), tER. Luego z(T) = D(T,xT) -

- D(O,xO) = ¢, yva que D es T-perildica en . &si, Qz = 0 v

Im LCker Q. Comd n = codim ker Q = codim Im L, ker Q = Im L. Ade-

. . 2
wds © es continuwa ¥y Q7 = Q. En efecta

el o= lamIE T v Lz,
2 N 1 1 N
v Q7 (2)(t) = HOxi(r) = T (Qz(T))t = = z{TIT t = {Gzi{t)

T

Tambifén Im L = ker ) o5 cerrado en 7. Por otra parts, podemss de-
finip P : X > ¥, Px = H(D(O,xoj}. Enrtonces

PPx = P(Px) = P(H(D(O.xo)]] = Py, donde M(D(D,xo)) = y. Entonces ,
D(t,yt) = D(O,xo) ¥ Dor tanto D(O,yo) = D(O,xg). Como P?x = Py =
= H(D(O,yo)) = M(D(O,xu)) = Px, P2 = P. Ademis, ¢omo M es lineal y
continua, P es lineal vy continua y evidentemente Im P = ker L. Sea
LP la restriccidn de L a ker P. Entonces LP: ker P 7 Im L es
lineal, eentinua y biyectiva y ker P e Tm L son sub&spacios cerrados
de ¥ v % vespectivamente. Luepo, por ¢l teorema de la grifics ce-
rrada, la inversda KP : fm L > ker P es continuz. Hemzs dembstnado
as1 la sipuiente proovosicidn.

Propoetoidn (V. 4, L @5 una aplicacidn lineal de Predholm de

2z continua. Ademis, N es L-comgacta en subconjuntos

Indica cero y ©

.
-

acortados de X,
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cotesis del teorema IIT.2. La hipétesis a) es trivial,

Teorema IV, I10. Supongancs que se verifiesn

1) Existen constantes o, 0, 61?-* a, a€r" tales que

1

ljz(t,-,b)|=§< agele,y) ® + g, g b+ g

1 1

para todo {t,3) ERxC.
2) Existe una funcidm f : RxC — Rn, (t,p) = £(x,4) , continua,
T-periddica en t© y aplicando conjuntos zcotados en con-

juntos acetades, y constantes a0, 8?? 0, tales que

|f(t,-;n)|’=’=<a,f(t,¢) >+ a, Vot 3?

para todo (t,3) €RxC.

3) Sea ¥: X+ 7, (wx)(r) =

t
flz,x_lds
o) s
constantes v >0, v > 0 tales que toeda solucidn x€X de la

Entonces, existen

familia de ecuaciones
NHx + (1 -0)Qex = 0, 2 € Jo,11 (4.12)

1Pyt g 5ot (D - Pixl

u)y L ~-3E-Z‘L(Bx(s)) para todo 5 r ¥ DL[ (L,O),Bx(s)] F0

verifica

Entonces, existe a0> 0 tal que si @t oa, e egs la ecuacidn
(#.11) tiena al merios una solucidn T-periddica.
Demostraciin. Vamos a comprobar que se verifican tedas las hi-

pussto que sabe-

mos que KP es ¢ontinua ¥ que N y¢ son compacrtas.

Si

Tomemos ahora el funcional v: 2 > R, yi{z) = (1 + 2T)‘<a,% z(T)> .

;
zE€Im L, 2€kar 0 v como  (Qz){t) = % z{TJ)t, entonces z(T) = 0

luego v(z) = 0 y 221 Im LCkery . Ademis, si =€¥, entonces

ll'i =
Hx 7

TR

&

T t 1 T
J n(s,xs)ds + max J(;ﬁs,xq)—f/[ #ls,x_)ds)ds
0 t E[o,T| /o - v} =

92

1 T T 1 T
';ﬁ:J lgls,x )l ds + J(f( MRS T T J {als,»_ddasl Jds =
0 s 0 = 0 s

Utilizando la hipitesis 1), se tiene

T
1 .
({ =+ 2) J lais,= ol ds
T 3 5

Ca,c(e,x )} > +oa, “x_a o+ R ) ds
7 s 1

O ]

1
L % T+ 2T )J Ca,ple,x 1> ds + o (2T + 1) Ix a +s](2T + 1) =

(=]

i ’r
- o E ale .
= (1 + 2T) <a, T J JLU,AS):>dS +a

Jxlo + B, donde
0

3

e = a1(2T + 1), 8. = Bl(QT + 1}

3

T -
Camo (Mx)(t) = J qls,x ) ds, y(Mx) = (1 + 2T) <;:1,-% Nx(T) > =

a
1 T
= (1 + 27y <, T J pls,x_) ds > . Luego
o s
fag,, L i) |
R T y(Nx) + Gy x|0 + 83

£33, se cumple la hipbtesis b). La cemprobacién de que se verifica c),
a partir de 2), es andlopga a lo hezho anteriormente. Tambidn, d) vy e)

son 1o mismo que 3} v 4)., Luepfo la demostracidn estd acabada.

En el cago en que ker L esté formado por las funciones cons-
tantes {por ejemplo, si D(t.xt) no depende de t), se puede concretar
la hipdtesis 3) anilogaments 4 como se ha hecho en los teoremas de
los ecapirulos anteriores. Asi tenemas la =ipulente proposicidn.

Propogfaddn IV. 11, Supongamos que ker L estd formado por las

aplicaciones constantes de X y que axiste r>0 verificando que para
tcdo x€X, w = (xl,-..,xn), con  min |xj.(r,)| # r para algln j, 1 %5 =n,

s& tiena
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T
<] elr,x g T
JOE oR e, flt,x Jdt > > 0 (4.13)
0

no siends g i

° Sinulténeanente pulas ambas integrales,

E R PRt . N

Atonces se verifica la nipdtesis 3) del teorema IY.10., con

Jorsy L ea . - .
—'—T'—DEEEH- Aniloga a la verificacidn de la hipdtesisz 4)

necha en e} teorama 4, 3.

@i@ﬂﬂ_{'{,ﬂ Supongamas :

Combi
| Mbirande el tesrema IV.10. y la propssicidn IV.il., se tiene

1) L, .
“er I ={x€dom L : x e3 una aplicacién constants }.

2) bBein
) Existen constantes a,@ 0, 817'-— 0, a<SRrR", talas que

| o Wy |
sleple<asle,d>r o oo+ ogy
Para todo (t,) ERxC,
3) EXJ_.SL'D F .- £ - o n - o
2 una funcidén f : RxC = R, continua, T-periddica en
t v aplicando conjuntos acotados en conjuntos acotados, v

Coenstantes a2> a4, 8,2 0, tales que

Pe(n, gy ls<a, 200 ,00> + a, tg |+ g,

Para todo (t,u) ERxC.
y ,
) Existe r>0 tal que para todo xEX, x = (%, ,...,%_}, con
i n

Min ]xj(t)] #r para algin i, 1 %% n, se tiens
T

T T
<| ale,x )dr, flt,x_Jdt > =0
9 t 3 t

Mo siendo nulas simultdneamente ambas interpales.

5 - . - T
| ) si $: >z, (dx)(t) = f(s,xs)ds, enTonces
0
| L SVEC (B (s)) y D [{L,9),By(s) ] £ 0 para tedo s .
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Entonces, =xiste o ,J>(l tal que si a; toa, = s la ecuacidn

(4.11) tiene al manss una solucidn T-periddica.

NOTAS .

1.~ La relacidén que existe entre 2) v las condicienes impuestss sobre
las componentes de g viene dada per la nota Y4, del teoréma Iv.3.
Z.- La hipBtesis de que ¢ aplique conjuntos acotados en conjuntos
acorados es superflua =i lal<1,

3.- E1 eorglario IV.12. as la exrtensidn a ecuaciones diferencilales
furcionales de tipo neutro del tesrema IV.3., que era vilido para
gonaciones diferenciales funcionales con retrasc.

.~ £l casc en que ker L no esti formado nop las aplicacienes cons-
rantes es mds difleil. Hale y Mawhin [39]han introducide el concepto
de propiedad "y " para éstos casos. S dice que la aplicaciZn M
tiene 1a propiedad "u " sl existe u >0 ral que [¢uedienla ylel
para todo cERn, t ER. Por ejemplo, si D(t,¢) es independiente de

t, entonces ker L estd formado por las apliciaciones constantes,
=1 v ou =i,

Em este caso, el coralario IV.12. saauiria siendo wilide si la
hipitesis 1)} se sustituye por la hipStesis de que M tenpa l2 propie-
dad "y ", En afesto, tenemos la siguiente proposicifn.

Prepogtetin V. 13, Sugcngamas que el operador ¥ asoclado a
la souacidn (4,11) tiene la propiedad "uw " y que existe p20 verifi-

cando que para tede =€X, con min lx{t) r, ze tiene
t

T T
< elt,x )dt, flt,x ddt >0 (4.1u)
o : 0 t

no siende simultdneamente nulas ambas integrales,
Supongames ademfs que se verifican las hipftesis 1),2) ¥
4} del tesrema IV.10. Eatonees la comclusidn de dicho teorema es clerta.

Demostracifn. Sea xEX vy J.E]O,iL tales que
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X% + (1 -3)Q4¢x = 0 ., Eptonces x%(Nx](T)t + (1—;\)%(:»:)@)1: = 0. n n . (7
H: R -*R,c-*T-J p(t,c)dt
- 0
Es decir, AQR(T) + {1 -2} (T} = 0. O sea, Intonces, existe 0.0> 0, tal que 1 & S aqy, la ecuacion (4.11)

T T tiene al mencs una solucidn T-periédica.
- 1 -
I A Jor;(t,xt)at + (1 -3) Jof(t”‘t)dt =0 Lemastracién. Es trivial a partir del teorema ITT.3., tomando
: y igual que en el teorema IV.10. y sipulendo las mismas lIneas que

i Por (4.14), debe existir t& [0,T], tal que Ix(t)!<r . Por tanto, en este Gltimo teorema.

51 Px = Mc, tenemos

NOTAS.

= -
wlal S 1) < e ()] s ix(o)l + It - Py (el 1.- El1 tecrems IV.14%, generaliza, en el caso en que ker I, estd

< r+ N1 - P)x'io . formado por las aplicaciones constantes, =1 teorema 5.2. de Hale y
Mawhin [ 39] pues cllos consideraron términes ¢ ne lineales asinté-
Asi_, Il 9 < lullel < 1wl [u-lr + u_l Eo(r - P):n:'.0 1 que es ticos a cero. En el caso de ker L arbitrario, el teorsma IV.14.
] sigue siendo vdlido £i a) se sustituye por la hipdtesis de qua ¥
| Texl o F B+ uliz - pix! g on Ry = TR yoou= LM Lt satisfaga la propisedad "u ™.
' ) 2.- La=s formas de que se verifique d) son muchas, tal coms se indica
Ahora, utilizando el teorema ITT.3., tendriamos en el capitule I,
Teoremz IV.14, Supongamos que se verifican las siguientes con- I 3.- E1 teorema IV.1h, es la extensidén & ecuaciones diferenciales fun-
: diciones : . | cionales de tico neutro del tecrema IV.4., que era vdilido para ecua-
-t a) ker L = {x€dom L : x es una aplicacidn constante} . ‘ ciones diferenciales funcionales con retraso.
b) Existen constantes al.}" 0, 81?‘” c, a €K', tal que
I I¥.7. E1 caso escalar rosonante. Ejemplos.
lgle, o l< <a,p(t,0) > +a ] N ogls 8, |
Esta provosicifn se puede considarsr como la extensidn a
para todo (t,#) ERxC. aouaciones difersnciales funcionales de tipd neutro de la proposicldn
&) Existe r>0 tal que para tedo x€X, x = (:{1,,_,,7;[]) can IT.7. ¥ servird para establecer condiciones asintdticas relacionadas
min lx.(e)l ® r para algln §, 15§50, se viens con el simno de x(t), cuande min Ix(t)| es suficientemente grande.
t t
T ‘ Proparigidn V.16, Supongamos que se verifican las sigulentes
JO ﬁ(t,xt)dt £ 0 condiciones :
. i) ker L = { x€den L : % es una aplicacién constante 1.
d) dEfJ{‘,BX(S)ﬁker L,0) # 0 para tcdo 5:’31‘, donde 2) Ewizten una funcién V : R ™ R, VECI(R), a€R, U_l;z a,

| Bi?" J, tales que
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Pvrlxdl = aviix) + oy el 4+ 3, . para tode x €R.
3) Existe 20 tal que para tode % SX, con minlx(t)| » r, se
; t
tiene T
J Y(x(T))dt £ 0
Q

Entonces, existen a, >0y v1> 0 tal que si ulﬁ gy S@ Ttiene

[ D, 1 (L,¢),ths)]f = IdB(v',Ex(s)fWker L,o) |

t
para tedo s®r, donde ¢ @ X v E, (4x)(T) = Viix(s)) ds.
- a N 0 .
Demostracidn. Evidentemente ¢ es L-compacta én CONJUntos A00-

tados de X. Cansideremes ahora la aplicacién
P [0,1] -z, Ge,Ay > Ix - adx - (1 -2)Qdx

Come  Ad x + (1 -3)Q% x  es L-compacta en subconjuntos acotades de X,
si existe Q , abierto y acotade de ¥, con 2 #¢ rtal que
F(x,A} £ 0 para todo (x,2) €(30 Ix[0,1] , entonces, por la propie-

dad de invarianza por homotopia,

lnL L(r(e,1), oy ]l= I, 145,00, 1= o, (F-0n,@)l =

= Lol (n,00,2 1l
y como (z)czl =ImQ tal que Z = Im L@Zl, entonces

IDL [{L,8},a 1 I= |dB(Q¢ Lo o N kar 1,00

r L?

Ahora bifn, si xSker L, X es comstante, y por tanto

t
(ex)(t) = j V'ix)ds = t¥'{x)
0

Luego, ]dB(Q¢ kep 17 & N ker 1,0) | = IdB(v', 9Nker L,0)

como queriamos demostrar. Lo dnico que queda pues es encontrar Q .
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Para ello, consideremos la familiz de ecuacicnes

L = dd + (1 -2)Q3 . , AE[0,1] , =&, (5.19)
que €3 equivalernte al sistema de ecuaciones

Q8 % = 0, x - Px =) KP(I - Q)¢ x (4.16}

$i v : Z >R, ylz) = (1+ 2T) %Z(T), entonces ker CC kery v

. T T 1 T '
Yol = | = J Vi(x(s))ds| + mix J (V'(x(s))—TJ V' (x(u))du )ds
z r a T E[OsT] d ¢
T T 1 rT
<i J lvrixisiylas + J([‘."(:}.(s))“ TJ fvrfefuldu s =
T Jo 0 0

T T
S en lwr(x{s)) lds 3£ (av' (x{s))+a, inls)l+ 8 ds
o T o 1 1

T
<(1+ 2D J aVtix(s)) ds + o (1 +21) Ix! +8 =

a
1 Q
0

|-

= y{x) + cxl(l + 2T lixEO + B8, y como 0Q4x = 0, #xEker 0 T kery

luego y(¥x) = 0 vy asi
Toxl - 4,17
boxl, < al(l + 2T) I__IO + B ¢ )

Aplicanda Q & ambos miembros de (4.15) se tiene Qéx = O . Luege

i
J v'{x(t))dt = ¢ vy asi, por la hipdtesis 2), debe existir t €[0,T})
n

ral que {x(t)l <r. Luego, como Im P = ker L, se tiene

Iexk = Hpo(ols (ol + 102 - Pad ()] < pox 00X - Phedy (4.18)
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Por dltimo, teniendo en cusnta (4.16), (4,17) vy (4.18), se tienc

el o= dx - BxY |+ kpx’ <k owxl o+ 0+ WI - P)xd

0 0 J Z 0

Z Z
=+ 2k B+ 2k e, 1+ 2T) xl

Sk Maed o+ vv k Joml _ = v+ 2k b2 wi . € r 12k [u1(1+2T) 4xho+ﬂ] =

a°
si 1 - 2k al(l + 2T) > 0, entonces

W, S - 2x a1 20 e+ 2ks )
come queriamos demostrar.

Teniendo en cuenta esta proposicidn, deducimos el siruiente
corolario.

Corolaric IV.16. Supongamos que se verifican :

i) ker L ={ ®x€dom L : x es una aplicaci®n constante }.

ii) Existen constantes a,® 0, Bia 0, tales que

lgtt, ] < glt,o + a, 1y i+ B,

para todo (t,4) €ERxC.

iii) Existe 00 tal que pare todo x€X, con min |x(t)I® r, se

tiene T

T
sign x(t) J alt,x _Jdt =0
; t
Q
Entonces, existe a0:>0 , tal que si al'§ 6y, la 2cuacidn
(4.11) tiene al menos una solucidn T-periddica.
Demostracidn. Tomemas cn el corolaric IV.12.
f @ RxC >R, (t,p) =¥ (4(0)), donda ¥ : R >R talepe V(x) = E;
+ . . A
¥y e€R'; es decir, f{t,3) = ep(0) . Evidentemente, £ es continua,

T-perifdica en t v aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados.
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aemds, #(e,edl = Teplodis ¢ 90y + 2lyg s = F{e,pi+2e fyp §
Asi, se verifican las condiciones 13,23 v 33} del coralario TV.12.., con
a = 1. La hip3tasiz 4) seria ahora

T

T
g(t,xt)dt J’ ex(tldt & 0
4] 0

y como min {x(t)!=r >0, x debe tener signo eonstante y por lo tauto
N ;
la hipftesis 4) del corsclaric TV.12, es ahora la hipdresis 1ii).

Por otra parte

r T t
¢ X7, (1(0) :j fls,x_dds = J £ x(s)ds =J V' (x{s))ds
0 ° 0 0

y ¥ estd en las condicionss de la proposicifin TV.15. Luero existe

Ty >0 tal que
| DL[(L,¢),Bfo)] = |dB(V',BxCS)kaef L,00l £ 0 pare tecdo sf}r:.

Por leo tanto, sz werifican todas las condicicnes del ceorclario IV,12.

y la demostracidn estd completa.

HOTAS.
1.- El corolario IV.16. sicue siendo cierto 8i°la condicidn i1} se
sustituye por

T, < —ple,u) + all T B, -
El interés de este tipo de condiciones e que no suponan restriceidn
para § cuando g tiene signo constante,
2.- Andlogamenta a ¢omo Se hizo en el capitulo IT, a partir d= este
corolario se puaden obtzner condiciones asintéticas de tipo Landesman-
Lazer en el caso en que gl(t,y) = G(t,4(-hl}. Esta supondria la ex-
tensidn a ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro del
corelario IT.10., que era vilido para ecuaciocnas diferenciales ordi-

narias y delcorslario IV.5., que era vilide para scuaciones difevern-
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ciales funcionales con retraso.
3.- También, el corolario TV.16. se pcdria haber demostrado susti-
tuyendo la condicidn i) por la condioidn de que ¥ satisfaga la

propiedad " yu'.

Ejemplos.

i.- Consideremas la ecuacidn de tipo neutrs

n

—%E (x{t) - ;:ﬁakx(t - hk)) = e

K=1

x(t = h) ey (4.19)

dondem -, € [-h,08] ¥ CI k =1,...,m, son constantes reales tales

"
que zz:lak|<fl . Suponpamos también que f : R >R es continua, T-pe-
Y=
k T
riddica (T>0) v que J‘ f{z)d5<0 . Entonces, la ecuacidn (4.19) tiene
o]

a2l menos una solucidn T-perifdica. En efecto, s
m
D : ReC R, (t,3) = $(0) - > a 4(-h)

n 21 apartado TV.4.

r

cntonces D verifica las condiciones impuestas
fver [22]) y en particular, D es uniformemente estable. Come I no
depende de %+, ker L estd formado por las aplicaciones constantes.

bor otra parte, si

(2]

v e

entonces, § es ocontinua, T-periddica en T y aplica ¢onjuntos acota-

g1 RC 7R, (t,y) ~e

dos en conjuntos acotades. Ademis, si (t,¥) €Rx(, tenemeos que

le(t, ) = ale, 1) + 8., donde @, >0. Por otra perte, si lx(z)[> r>0,

czra todo t€R, y r es suficientemente prande,

T
j (=) ar
\3

162

tians el mismo signo que x(t). Por tanto, se cumplen todas las con-
diciones del corclerlo TV.16., con @, = 5.
2.- Sea ahora la easuacidn

wit - W)
2

2 (xlt) - ax(t - 1)) = %t - ) )

dt
donde h™=0, v !al <1, Sea f : R R continua, T-periddica tal que

T
J f(ridt = 0 . Entonces, aplicando nuevaments el coralario IV.16.,

esta ecuacién tiene al menos une solucidn T-peridédica {ver la dis-

cusidn del eiemplo 2. en IV.3.}

103



Capltulo V

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES
FUNCIONALES NO LINEALES CON
RETRASO DE PRIMER ORDEN

Considerenns la ecuacidn diferancial funcional coen ratraso
() = g(t,x(t),xt) (5.1)

n n . 2R
donde g ¢ RxRxC R, (t,x,p) > g(t,x,)) =3 continua, T-periddica
en t (T>0) y aplica coniuntos acotades en conjuntos acotados. La

ecuacidn (5.1) es un caso partizular de ecuacionss del tips
m'(t) = Flr,x) (5.2)

n - -
donde f : RxC =~ R, (t,p} = flr,s) . En efecto, si tomamas

f(t,xt) = g(t,ﬂ(xt)J, donde £ : ¢ - R'x2, o ™ (p(0),¢) , entances

f(t,:-ct} = g(t,x(t),:rzt). Sin embargo, nosotrs&s vamos a adoptar la
forma (5.1) porque es més convenients para el tipo de hipdtesis que
ze hacen sobre o,

Cueremos estudiar la existencla de soluciones T-perifdicas
de 1a ecuacidn (5.1). Para ello, en primer lupsr, planteamos este
problema de Forma abstracta.

Sea ¥ el espacioc de Banach de aplicaciones x : R * Rh, can-

tinuas y Teperiddicas con la norma Myl = miu [(t)] , dende
r €[0,T]

. . n .
{ 1 es una norws cualquiera en R . Consideremcs los operadorzs
L : dem LEX X definido por

1
dem I = {x€X : x es de claze C° } , Lx = x

HoroxX X, i) o= g(t,x(t),xt)
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lznte a estudiar la existencia

Entonces, nuestro problema &2 equl

de soluciones parz ls ecuacidn de operadores

Ly = Hx i (5.3)

Es trivial que ker L = { x€dom L:x es una aplicacidnconstante}

¥ por lo tanto, por el teorema de la alternativa de Fredholm,

Q
definida en ¥, Im L es cerrado en X y n = dim ker L = codim Im L. For

T
ImL={vy€X :J’ y(t)dt = 0 } . Ademds, teniendo en cuenta la norma

lo tanto L es una aplicacidn de Fredholm de indice cero y existen
proyeccicnes continuas P : X > X, Q : ¥ + X , tales que

Im' P = ker L, Im L = ker Q. En este caso podemos tomar Px = x{0),

T
om = J x(t)dr, para todo x€X. La aplicacidn L es

. P 7 U ker p

biyectiva sobre ITm L ¥ su inversa, K Im L * dom LNker P, viene

= T

P H
dada en este caso por

*
(pr)(t) =J y(s)ds
0

para todo yE€Im L

Como DKPyIO =T Iyl es continua y si B es cualquier subconjun-~

0’ KF

to acotado de Im L, entonces KPB es acotado en ¥, Ademds, para

todo ¥y B, LK ¥ =y, es decin, (pr)‘(t) = y{t). Luego =l conjunto
[(K_Py)' : yE€B } es acotado en X vy por el teorema de Ascoli-Arzeld,

KP(B) es relativamente compictc en X. Por tanto, X, es compacta.

P

La demsstracisdn de que N es L-compacta en subconjuntos
acotados de ¥ seria la misma que en la proﬁosicién Iv.2.

Estamos, pues, cn condicicnes de aplicarle a 1a ecuacidn (5.3)
los teoremas de existencia del capitulo T.

Teorema V.1. Supongamos que existen funciones

Uy o R RS de clase O (R0 =R U {0})
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J : 4 M, continua y aplicando conjuntos acctados en conjun-
tos acotados

+ .
a, b : R—-R, continuas

Yoo R; - R+, continua
y nimeros reales o , ul? 0, a,?0, tales cue
1) Lim  F(U{x)) dond R - R : Tds
im 7 =+, donde I == R, 1+ —
Ixl =4 oo 0 o T
< 1t c x> T (- .
2} U'{x),alt,x, < (), elt,x, 00> + o TCUC))+ale)

p(Ulx}) y(U(x))

n . . n
para todo {(t,x,3) €ERxR'xC. { < > es el producto escalar ordinario enR ).

<)), T (02| ¢ <V (0>
Y(ULx()) HUGR(T) )

3) TUlz{t)3)+b(t)

2

para todo x&X, t &R,

L) Existe »>0 tal que para todo %€YX con min ! (> r, se tiene

t
T T
<vrHe(n) ale,xin),x )@ Ty (x{e)), (T3>
- dr . dt = 0
0 FiV{x(t1)) a y(V(x{t)))

no sizndo nulas simultineamente ambas integrales.

5) L -J€ CL(B‘E(S)) ¥ DL[ (L,J),BX(S)] #0 para todo s2r,

Entonces, existe u&> 0 tal que si a+ a7=<ﬂ la scuacién

O'l

{5.1) tiene al menos una solucidpn T-periddica.
Demostracidn. Vamos a aplicar el teorema I.4%., con & = J. Para
FRna TERC IO

demozzrar que se cumplen to<das las hipdteszis de 2ste teapema, basta

probar que las soluciones de la familia de ecuacionzs
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MIx - )+ (1 -2)(Ix - Jx) = 0, 3 €]o,1] (5.4)

@st&n acotsdas a priori. Sabames gque (5.4) es equivalente a
w1 = agln,x(ed,x ) + (1 -0y 2 € Jof (5.5)

Suponzamos que 1as soluciones T-periédicas de (5.5) no estén acotadas
- - . n
a priori, Entonees, para tedo nE [, existen :\HE}GJ[ ¥ x , solu-

cidn T-peritdica de (5.5) con A =i ne Tal aue "1, = n .

4]
Consideremoz para cuda NS ¥, laz aplicacidn

Peliex” & R *R, T *‘FfU(xn(t))).FvUnxn es una aplicacién dec clase
C]' y T-periddica, pues =" 1o es ¥y 'y U szon aplicasicnes de clase

. 1 2
C7. Por tanto, para cada n<€ @, existen tz yt oen [0,T] donde

n_. P . . -
relex tienmt &u miximo ¥ minime absolutos respectivamente, Entonoues,

1

n 1 n 2 tn n

(TelUex )(t ) - (Telex }(t ) = (relex )'(t} dt =

n n 2

T

n

1
tl"l n n
R LUk (e, 00 ) (> qr =

2 MUICEREIND!

J T

T
n
- U (T)), a0, £ (1 < 3 T >
n hs n dr -
)2 YUt (e
t1 n
R N N I C R I I I
= An = = dv o+
) MUCHEIPD
*

los

1

{ 0 a

‘F < " TN >
J , U
.2
n

+ {1 -2
n

Teniendo en cuenta las nipdtesis 2) y 3], se tendrd
T

< U'(xn(t)),ﬂ(t,xn(t),xsj >
: dr

(Polox™)(tl) = (PeUex™it ) <,
il n T

AUlx™) )

o}
T
n Ny -
- Ix > _
41 -3 <U'(x (t));( woit) > ar z
n AU (E1))
0
T i
< U'(xn(t)),g(T,xn(t),x ) > "
i | la E— 4o, TUG(E)))ealtd) drow
n U=t
Al
T
poom, .
pn - )| 6 S DL M 2 () ) b)) de
" YUix"t) 1) '
J
T

< U'{xn(‘c)),1ng(t,xn(t),xrtl)+ (1-.1“)(.;:(“)(»:) >
. _

T(U(xnft)))

rt
.

ol

Y

a

T

(Cagta ) Uz {t))) + alt) + bit)) dr =

a

T
- - n n, 1., . .
kS o (IeUox )' (%) dxr + T(ulmz) T(U{x \tjﬂl + 1 =

n. 2 . .
= Tf&]+u?) r{iU(x ktii)] + 8, pues al primer sumandd ek coroc, ¥
2 n
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o= | (a0 % b(e)) dr,

n 2 1
Cretex™itl) < (Pellen™(t7) € ( & +a2)T(1‘-U°an(t ) o+ B
n n n

1

. 2
(1 - (o e )T)OUes™)(e)) % (TeUex™(E2) + 5 .
i n n
- 3,_— Ny _ | n 3 I =
S¢a, para cada m, £ E 0,71, tal que 1x 10 = lx (tn) =3
Zatonces

K}
(TeUex™ (D) > (reUox™}(£)
n n

v ocomo lim |xn(t3) | = e, se tiene, por la hipéteFis 1) que
n 4+ oo o
. n,, 1 . . < 1
Lim (relUex 2(t7) = + 0@, Si 1:>(u,+u7)T, es decir, al+uq-~a0< 7
JR, n 172 2
1im (T°Uﬂxn)(t§) = + e, y por tanto, existe n,& N ral que
S

min 1x"(t)] = r para todo n?ino. ¥Multiplicande escalarmente ambos
r
n
. n Vi(x (£)) P
miembros de (5.5) con A= An’ X =R, PAD e e ipte-

vy

srande entra 0 y T, Ze tiene

<y ) ),ale,x (), 1) >
0 =1 t dt +
" v

-3

<y i), (M) >
IO EI))

dt

+ {1 -3i)
n
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lo cual contradice la hipdtesis 4). Asi pues, la demostracidn estd

complata,

NOTAS.

1.- EL teorema ¥.1. extiende y generaliza los pasultades de Cossez [22],

¥y Mawhin-¥Walter [59], va que ellos consideraron ecuaciones diferenciales

ordinarias y e] caso en que o, = @, = 0, a= £ 1,

2.- 31 = 1 (resp. -3 ) vy

<U'{w),alt,x,0) >
y(U(x))

= 0 (resp. = 0)

1z hipStesis 2) no supone ningln tipo de restriccidn para el término
no lineal g.

3.- La aplizcacidn J puede verir dada por ura aplicacidn

i RxR5C Rn, (t,x,) > J(t,=x,y), continua, T-perifdica en T y

aplicande conjuntos acotados en conjuntos acotados tal que cumpla

<UD, 50T, %) >j§a <UT (), 50t ,x, 00>
y(U(x)) J y{(U(x))

i
i)i + ﬂZT(U(X)) + hit)

para todo ft,x,é)ERanxC.

ii) Existe r>>0 tal que para todo x€X¥ con min |x(t)] »r, se tiane

t
T T
< V'(x(t)),z(t,x(t),xt) > <V'(x(t)),j(t,x(t),xt) >
_— dt e dr ™0
vV (x{t})) y(¥ix(t))N)
0 Q

ne siendo nulos simultdneamente ambos factores.

Para ello, Basta tomae J @ X > X, (F)(1) = j(t,x(t],xt)
4.- Puede ser de utilidad disponer de criterios para saber cudndo
L —\IECL(BX(S))- Ea el caso, en que 7§ : RxR'xC — R, sea contimua,

T-periddica en t y aplicando conjuntos acotados en conjuntos acorzdos
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¥ cumpla las condiciones

1) <—~—.__U'[::<jv-i(t7x3i:h]> = C:< Ut (:{)ai(texs@)>

= + r(Ulx)) + b(t)
7(Hix)) v{U(x)) 2
11} Existe »>q g1 que para todo x €X con min Ix{(t) @r, se tiene
T
T
<V'C:<(t)),j(t,:-<ft),:-:t)>
- dv # 0

0 (¥ ({1
con 0o ~ .
¥V ocemo en el Teorems V.1., entonces exizte r1> 0 tal que
L-J&gr { _ < s
CLBy{s1) para todo s3> Py, donde § X >, (B0)(2) = §lr,x(n),x ).
En efecte, basta temar en (5.5) A =20y roalizap o] mismo
FPacest de demostracisn que en el teorema V.1.

5.- EL . .
teorema V.1, ze podia haber demostrado sugoniends 38lo condi-

tlones de Caratheodary para ¢
ef a)

y entendiendc el concepto de solucidn

1¢¢nr1do de Caratheodory. En este caso, habria que tomar
E=1L7 [o,7].

C"',' " » . N
—iEZ_a:'.P_”_C' V.2, Supsngamos que existen funciones

Sk +
VLR "Ro , VECl(Rn) . 1im Vix) = + oo
<l =+ '+ oo
+m
v R =gt continua con ds . o
) 5 ¥(5) * !

+ .
R =R, continua |

i‘<||, . -
PRV ele,x,e> =L 40 y(¥(x)) para tedo (t,u,7) €RkE xC.

que para todo xSdom L con min lxit) =
tiens T

¢4

s 5

—J

< V'(x(t)),q(t,x(t),xt) >
dr =0

y(V(x(t))}
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Sy no_
i11) ¥'(x) # 0 pars todo x€R tal que Ixlmr

Entonags, la ecuacidn (5.1) tiene al menss una solucidn

~peribddica.

n., Tomemos an el teorema V.1., U =¥, g = -1,
o, = oa, =0, ble) =alth y I, (It = -V'ixl(t)). Entences
V()
Tim T V(x)}) = lim 4 . + oo
lwl =+ o Ixl = + oo Yf.:)
8]
piss  Lim Yix) = + oo, Ademis, la nipStesis 2} del teorema V.1.,
Ll = ¢ oo

aon  a= =1, gueda adcrd

Si”f:;},;ﬁf'l:,x,;';}} - L) e, x> . a0t

y(¥W(x)} plW(x))

e ez equivalente a la hipdtesis 1).

[ hipStesis 3) del teorema V.5, es inmediata, pues

<Wtimin)y, - V(x(t)) >
iV (xit)))

0
La hipStesis 4) del teorema Y.5. es equivalente a ii) y ¥'(x) # 0. Ade-
miz, por ol lema VI.1. en Mawhin [ 58], L ﬂLTECL{EK(S]) pATE s mayor

e un cierto r, >0 vy

! DL[ \’L,J),Bx(:s:l] I= 1 4 (‘:",EX(S)ﬁker L,y #0

B
por gl teorema de krasnosels'kii.

@ warifican todas las condicionas del teorema V.l. y la de-

Bzl pues

mostracidn esti completa.

1.- El corolaris V.2. constituye unid generalizacidén de un resultade de

Mawhin y Walter [59]va que ellos consideraron la hipdtesis
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T
li i <V () mltyn, ) > < 0
Bt |ylap yleix)3
] yEC
qQue ax

BEIC3 general que ls hipftesis 1),
2.~ F1 enrelapie

7.1, comstituye tambidn una meneralizacidn del mé-
todo de 14

( ® Ninciones guia para esuaciones diFferenciales Funcionales
vep i ~
Mawt iy (521}, efocto, una funcidén gufa para la ecuacidn

+i n 1,,n
i n ¥+ B +R, ‘r‘ECltRn) ¥y tal gque existe p >0
verificandy qua < U7 {x}

(5.1] Bq una fl.l'}"_'

s £l1%,82><0 paca todo xER" con Ixl: .
= Tomandg, @

d O e el masn n = 1, V(x) = k0, v(2) = 20 /5 & 1}, obten-
riamsg “ondiciones de

tips Lendesnan-Lazer para la ecuacidn (5.1)
(ver [59].

Uil
Cillzanda el tearens I.5., obtenemos el s=igpuiente teorems
Teo .
ot VS Suponganos que existen funciones
gl + 1

U: g "’R'] de clase C

2 + .
A R2R conrinua

+ oo

LT :
Ve R *R coneimua tal gue j ! ds = -
N v(s7
talas que : 0

D <y
. : gl ) > an) TlUlx]) para tcdo (t,x,0) Easr e,
U} Beigrs

ticr_g T

P20 tal gue para todo x € dom L, con min Ix(t)[* o, se

Ha
T
slepfeh,x | dr # ¢

f '
111] g (

al ?-.-?nxl.sln}.?r‘ L #0 para todo s 3r, donde
T
s]ﬂ _:(t,c,'\CJt)dt

gt gl

lc-’

—

Entonces, la ecuacidn (5.1) tiene al mencs una solucidn
T-periddica,

Demostracidn. Consideremos la familia de ecuacicnes
A1ty = gle,x(e),x ), eloa[ (5.6)

Ertonces, multiplicando escalarmente ambos miembros de {5.6) ror

')

se tiene
RUIEIS D)
LUy (e S UNx()) yale,ale) P> o
U=t wUCx(t) )
Entoncezs, (TeUex)'(£)5 a(t). Frocediendo anflogamente a como se

hizo en el tecresna V.1., se deduce que si las soluciones de (5.6)
no es5tin acotadas a prisri, entoncss existe alguna =olucidn x  tal

gque min lxit)l? v, lo cual contradice ii}. Ademds, si xSkep L, %
T
es constante ysilxlPp,

W =

TR

T
J clt,¢,x ddt # 0 por ii).
t
0

Por otra parte, las hipdresis 1i1) del teonema I.5. vy del teorema
¥.3. zon eguivalentes. Por tanto, se verifican todas las hipStesis

del teorema I.5, v la demostracidn estdé completa.
Los resuliados de este capirtulo forman parte del Trabdje de

investigacidn (18] ,premiadc por la Academia de Ciencias Matemiticas,

Fisigo-Quimicas y MNaturdles de Cranada.
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NOTAS FINALES

En estas notas Tinales vamos a exponer algunas posibles lineas
de continuacién de 1la investizacifn iniciada en los capitulos ante-
rigres. Todas ellas estdn muy relacionadas entre 51 y si las sapara-
mos por apartados es con el objerive de clarificarlas separadamente.
1.~ Obsérvemos que en los tecremas demostrades generalnente aparecen
dos tipos= de condiciones : una condicién de "crecimiznto” v otra con-
dieifn de tipo "zsintdtice”. Por ejenplo, en el teorems IT.5., la
condicidn

a) Existen aEfRn, “f; d, 1 = 1,...,m ¥y una aplicacidn continua

RB: R~ R tal qué

m

xm)>+ 2:

ig(t,xl,...,xm)|€<ia,g(t,x :1ai lxil +5(1)

132

para tcdo (t,x],...,xm)EERxLRn)m

de tipo "erecimiento” v la condicidn

13
(5]

b} Exisre >0 tal que para todo x = (x .,xp) Sdom L , con

g

min |:<j.l't.” Pr, para algin j, 1%]%n, se tiaene

T (m-1)
J (rlt,=(t), .. ox ™ " ey + £(2)) de £ 0
0

es de tipsasintdtice".

La condicidn a) incluye términos no lingzles ¢ de tipo ex-
ponencizl ¥ de tipo (Q}, asi como Funcisnes g con componentes de sip-
no ¢constante. Serla muy interesante Tratar de generalizar la condicidn
de tipo &) para temer un tipo de términos no linsales mds amplio. Eviden
temente, e3ta rarea no es fécil, ya que el problema de caleular las
cotas a priori se complicaria enormemente. Paro esta dificultad hace

el problema interesante por dos motivos : el primero, porque podriamos
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considerar un espectro nds amplio de términos no lineales y el sepun-
do, porgue nos veriangs seguraméente obligados a buscar nuevos mStodos
de cilculo de cotas a priori. Fsto tendrla aplicaciones a otros tipss
de ecuaciones, no solamente a las clases de ecuacicnes diferenciales

consideradas &n esta memoria.

Referenta & la condieidn b), dicha condicidn la hemos expre-
zado en el caso escalar mediante las condiciones de tipo Landesman-
fazer, generaltente mis ficiles de comprobkar en la prdctica. iCSmo
se generalizan las condiciones de Landesman-Lazer 4 dimenzicmes supe-
riores?. £Qué otro tipo de condiciones asintdticas sun interasantes
u considerar?, Dvidentemente, estas preguntas por si scolas definen
ung linea de investigacidn bastante amplisz, Los trabajos de Bates-
Ward [ 3], Chans [23), Fucik y Lovicar [30], Gupta [23], Palmer |&7]
y Relssip I??J , junto con los teoremas dezarrollados en esta memoria,
pucden considerarse un buen punto de partida.

2.- En los tecremzs que hemos demastrado se observa tambign que im-
ponemos la hipdtesis de qus  apligue conjuntoz acotrados en conjun-
ros acotados y ademds, 7 no pueds depender d= le derivada de mayor
orden en la ecudcifn considerada. Istas restricciones se imponen para
que 1la aplicacidn no lineal W sea L-compacta, condicidn necesaria
para poder aplicar la teoris del grads de coincidencia, Mediante teo-
rias del grado mis generales, tiles como la tesria del grado para las
aplicaciones A-propias (vep [63]), y tara las k-contraccicnes
{ver {43], [41]), =e pueden & veces eliminar estas restriccisnes, Sin
embarpgo, las ne linealidades consideradas por nosotros no han side
consideradas aln en este contexto. Podriamas, pues, intentar axten-
der nuestros resultados a no linsalidades del tipo mencionado utili-
zando estas teorfas del grado mis penerales que la que agqui hemos con-
siderado.

3.- Los teoremas demostrados en el capitulo TII tienen un abanico mds
amplio de posibilidades de aplicaciones que las que aqui hemos consi-

derado. Interesariz ver cdm> se puedesn aplicar estos teoremas a obtroks
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tipos de problemas de contarno ¥ no s3la al problema de contorno
periddico; por ejemplo, problemas de contorno del tipo Neumann

(ver [ 54]) ¢ incluso problemas de contormo con condicionss de contor-
no oo lineales {ver [26], [31), {79] ). Probablesents serd necesario
mudificar algunas hipStesis para que sean aplicables a estos tipas de
problemas, o incluso intentar obtener nuevos teoremas abstractos que
generelizen los ya demostrados. Asi, podrfsmos aplicarlos a otra tipo
de ecuaciones, tales como las ecuaciones ‘en derivadas parciales de
tipo eliptico (ver [ 5%]) y ecuaciones diferenciales en espacios de
Hilbert (ver [ 60]). En este ltimo caso, el nicleoc del operador L
suele ser de dimensifn infinita ¥ =erd necesario eombinar herramien-
tas de anflisis funcional no lineal y operadores mondtones (ver [ 4 ],
para llegar a teoremas de existensia. En este sentido se puedel con-
syltar los trabajos de Mawhin vy Willem [ 61], [ 52], {63y de

Mirenberg v Brezis [10].

4.- En otro contexta diferente, las soluclones periddicas puaden
aparecer cuinde se presenta una bifurcacidn de Hopf (ver [42], [31]).
BEsto se da en etuaciones diferenclales dependientes de un pardmetzo;

por @#jemple, en ecuaciones diferenciales del tipo

x' = plt,n,u)

. I3 1
dende g ¢ RxRURRT - RI, (T, x,u) = gl{t,1,u),

1

Zucede a veces qub sstat ecuaciones presentan un estado de
1
i < P .
equilibrio para cada valor de wER™ v que el equilibric plerde la

stabilidad cuando b cruza un cierto walor eritico u.. Esta pérdida

0
de eztabilidad puede deberse a la aparicidn de soluciones periddicas
estables distintas de la solucién de equilibric v cercanas s ellas.
Este hecho es lo que s8¢ conoce con el nembre de Bifurcacidn de Hopf,
ta cual estd relacionada con el fendmenc de la turbulencia {ver{74] ).
La aplicacifn de la teorlia del prado topolfimics al estudio de la bifur

cseidn de Hopf 4z sido hecha por Lalouw [4s], [46), [47], [48], y son

119



tanbidn a conzidepsm los trabajos de Ashkenazi [1 ]
Chowe [ 2],

» ¥ Ashkenazi-
2ra ecyacicones diferencisles funcionales, Podriamos
Fratar de continuar los trabajos citados para obtemer orpos teoremas
de bifureseisn de Hopf miz generales que los conocidos. Esto se po-=
dria despues aplicar & ecuaciones diferenciales funcienales con re-
trase infigies ¥ de tipo neutro (ver [33], [858]).
5.~ Las soluciones pe!‘i&dicas pueden a veces d-’.‘sc.‘npe;iar un PBPEl im—
Pertante en 1 determinacidn de las superficies de bifurcacién que
S8baran las regiones de estabilidad e inestubilidad en ecuaciones dife-

renciales que dependen de elertos pardmetros (ver [13], [1u]).
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