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¢, Conoces la respuesta a estas preguntas?

¢ Crees que los numeros racionales (cocientes de dos enteros)
son suficientes para medir cualquier segmento? Dado el
desarrollo decimal de un numero racional, ¢sabes calcular la
fraccidn correspondiente? ¢ Si, en una recta dada, pintamos el
namero cero, el uno, y todos los niumeros racionales, la recta se
“llena por completo”?

¢ Sabes lo que quiere decirquelasuma S=1+2+4+8+ ...
es infinita? ;Crees que en este caso 2S5 —-S=S7?

¢ Crees que un subconjunto A de un conjunto dado B puede
tener “el mismo numero de elementos” que el conjunto total B?

( )
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¢, Conoces la respuesta a estas preguntas?

¢ Crees que hay “Matematica Pura” y “Matematica Aplicada”? Si
es asi, ¢serias capaz de definirlas y establecer claramente las
diferencias entre una y otra?

¢, Cudl crees que sera la principal caracteristica de la Matematica
del siglo XXI? ¢ Sera diferente de la de siglos anteriores?

Si conoces la respuesta a las preguntas anteriores, no es necesario que
asistas a la conferencia.

Si no las conoces, obtendras la respuesta en esta conferencia, y lo mas
importante:

te encontrarés, quizas por primera vez de manera formal, con el concepto del
infinito.
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Los numeros reales

@ NuUmeros naturales:
1,2,3,...

@ Numeros enteros :

.., —3,-2,-1,0,1,2,3,...

@ Numeros racionales:
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Los puntos suspensivos

@ En la pagina anterior, han aparecido por primera vez en esta charla,
iLos puntos suspensivos! y nadie le ha dado importancia, puesto que
estamos familiarizados con ellos

@ La R.A.E. define los puntos suspensivos asi: Signo de puntuacion
formado por tres puntos consecutivos . . ., llamado asi porque entre sus
usos principales esta el de dejar en suspenso el discurso.

Entre sus usos se destaca el siguiente: Al final de enumeraciones
abiertas o incompletas, con el mismo valor que la palabra etcétera o su
abreviatura: Puedes hacer lo que quieras: leer, ver la televisién, oir
musica . ..
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Los numeros reales

@ Dada una recta cualquiera, si elegimos el 0 y el 1, todos los nimeros
racionales se pueden representar como puntos de una recta.

@ Pregunta clave: ¢ Todos los puntos de una recta se corresponden con
ndmeros racionales? ¢ Hay puntos en la recta que no son racionales?

@ Por supuesto, y esto se estudia en Bachillerato:

La diagonal de un cuadrado de lado 1 : /2,
El area de un circulo de radio 1 : 7,
La longitud de una circunferencia de radio1 : 27,

@ Los numeros irracionales se corresponden con aquellos puntos de la
recta que no son racionales

@ Por tanto: Los nimeros racionales y los nimeros irracionales “llenan la
recta real” y no hay mas nimeros reales (poner transparencia).
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El desarrollo decimal de los nUmeros reales

@ Si conocemos el desarrollo decimal de un nimero, ;podemos saber si tal
ndmero es racional o irracional? El desarrollo decimal de un nimero
racional sélo tiene estas tres posibilidades:

@ Finito. Por ejemplo: 7 = 0,25 13081 — 537,24
@ Periédico puro. Por ejemplo: % =0,333333... % =7,424242 . ..
@ Periédico mixto. Por ejemplo:
3183 -0,32 15 15 15 ...
—
@ Por tanto, el numero:

43,12112111211112. ..

es jOtra vez los puntos suspensivos! irracional
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Las progresiones geométricas

@ Una pregunta muy facil: ;Cual es el nimero natural anterior al 27
Evidentemente la respuesta es: el nimero 1.

@ Otra pregunta un poco mas complicada: Cual es el nimero racional
anterior al 2? jEs el 1,9? 4Es el 1,99? Creemos que ya tenemos la
respuesta: Es el

9 9 9
1’99999"'_1+(m+1oo+moo+“'>

@ Reflexionemos un momento. La suma anterior es: 1 mas la suma de lo
que hay dentro del paréntesis, que es una progresion geométrica infinita
de razén 11—0 En Bachillerato se estudia que tales progresiones
geomeétricas infinitas se pueden sumar y su suma es:

9 9 9 2
<+++ >: 10 —

0|20
I
—

10 100 1000 "7/ 41—

=
o

@ La conclusion es que: 1,99999... =2
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Algunas sumas infinitas

Primero aclaremos lo que entenderemos por una suma con infinitos
sumandos. Por ejemplo,

R S Rl Ry N
2 3 4 5 6 7 8

Calculamos los nimeros

+ =4 =
T wl= Nl

=+ wi=

FNN

'
1+

N\_k_i_ —_

Si las cantidades anteriores, a medida que vamos tomando mas sumandos,
se acercan “tanto como se quiera” a algun namero real S, diremos que

B R S RY AP o
2 383 4 5 6 7 8 7

Ahora bien, nos encontramos con la sorpresa siguiente:
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La suma de nimeros que son cada vez mas pequenos puede ser
arbitrariamente grande.
Volvamos al ejemplo anterior

S O RS REEE PO
1+3+@F+H+GE+E+r7+E)+... >
R St RN I

1T+3+3+3+... =+
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iCuidado con algunas sumas infinitas!

S=1+24+4+8+...=14+2(1+2+4+..)=1+2S
Por tanto S = 1 + 2S, de donde se obtiene S = —1.
o

R=1-1+1-1+1-1+... =1
R=1-1+41-1+1-1+...=(1

Conclusién: Como R = R, entonces 0 = 1

@ jAlgunas sumas infinitas son realmente sorprendentes! En cursos
avanzados de la licenciatura en Matematicas se prueba que sean quien
sea x € (0,7) la suma

sen x n sen 3x . sen 5x
1 3 5

H s
vale siempre 7.

4
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iCuidado con algunas sumas infinitas!

Hemos dicho con anterioridad que a lo largo de la charla saldrian nimeros
reales a los que no sabiamos qué color ponerle en la recta real (azul para los
racionales y rojo para los irracionales).

Un ejemplo de esto es la llamada constante v de Euler, que se puede definir
como la diferencia de dos infinitos especiales. Recordemos que la suma

IS LI

In ndiverge a + .

Pues bien, la constante de Euler es el limite de la sucesion
1T+1-mn2, 1+3+1-n38 1+1+1+1-In4, ..
Se tiene
~v = 0.577215664901532860606512090082402431 . ..

pero aun no se sabe si es racional o irracional.
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Una ultima advertencia (por ahora)

Finalizamos esta parte con una advertencia importante: las propiedades
asociativa, conmutativa, etc., no parecen vélidas para sumas infinitas, al
menos no son validas para sumas infinitas cualesquiera.

Si son vélidas tales propiedades para sumas delaformaa; +a +az +...
donde todos los términos son positivos. En este caso, para obtener la suma
podemos ordenarlos como nos convenga y solo existen dos posibilidades:

@ O bien la sucesion a;, ar + a», a; + a» + as, ... no esta acotada
superiormente, en cuyo caso

a+a-+ag+...=-+o0

@ olasucesién ai, a; + ao, a; + a» + as, ... estd acotada superiormente,
en cuyo caso
ai +a2+a3+...:Se]R+

Para darle mas misterio, los matematicos llamamos a esto el axioma del
supremo.
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Una serie que se puede sumar

Un ejemplo de lo que acabamos de decir

1 1 1 1 1 —
2t et teates T =

1 1 1 1 —
2tet2T20 "5~
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El gran matematico Leonhard Euler

Antonio Cafiada (Universidad de Granada) El infinito 25/03/2011



El gran matematico Leonhard Euler

@ Leonhard Euler (Basilea, Suiza, 1707-San Petersburgo, Rusia, 1783)
escribid casi 900 articulos, de los que 355 corresponden a los afos
1773-1782, los ultimos diez afos de su vida, en los que estaba ciego.
Realiz6 importantes descubrimientos en Matematicas y Fisica,
incluyendo geometria analitica, trigonometria, geometria, calculo y teoria
de numeros. Fue uno de los primeros matematicos en observar que las
herramientas del analisis matematico podian aplicarse a la teoria de
numeros. Entre otras cosas, demostré:

e’ +1=0

Caras + Vértices = Aristas + 2, para los poliedros convexos.
Do 5 = U A0 54 5k G =5 4 E o E oo = F6S

Si p es un nimero primo de la forma 4n + 1, entonces p puede

escribirse, de manera Unica, como la suma de dos cuadrados. Por
ejemplo 5 = 12 + 22,13 = 22 + 32 etc.
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Planteamiento del problema de Basilea

Calcular el valor de la suma

1 1 1 1
1+—+§+E+§

22
Intentos previos sin éxito: Jacob Bernouilli, Johan Bernouilli, Daniel Bernouilli,
Leibniz, Stirling, de Moivre, etc.

Fooo

11,11
TEtETRE T

Euler, 1735 (28 afios) Z l2 _

jQuién se podia imaginar que aqui saldria (también) el nimero !
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Otras sumas que calcul6 Euler

o 1 1 1 1 1 *
=t mtmtat =gy
1 1 1 1 7®
© = b b=
D R IRV
e 1 1 1 1 1 _ 2247697792778
Zn=1%_ +ﬁ+@+m+...— 571
=1 1 1 1 ok
n=1
donde B(k) es un numero racional. Por tanto la anterior suma es irracional,
vV k eN.
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Algunas series que siguen siendo misteriosas

¢ Qué sabemos de series como las siguientes?

o 1 1 1 1 1
Zn:1ﬁ:1+2_3+3_3+4?+5_3+"‘

1 1 1 1

Z,,_1n5 T+ s+t gt
1 1 1 1
Y AT A At At A
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Algunas series que siguen siendo misteriosas

(jalgo sabemos, pero poco!)
@ 1978, R. Apéry: La suma de la serie

C>C'| 1 1 1 1

es un numero irracional.
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Algunas series que siguen siendo misteriosas

(jalgo sabemos, pero poco!)
@ 1978, R. Apéry: La suma de la serie
1 11 1 1

I

]38

Fooa

n=1

es un ndmero irracional.
@ 2011, 25 de Noviembre (11h. 30m.), La suma de la serie
1 1 1 1 1

s=ltmtxtrten

NE

Fooa

n=1

no sabemos auln si es un nimero racional o irracional.
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Algunas series que siguen siendo misteriosas

(jalgo sabemos, pero poco!)
@ 1978, R. Apéry: La suma de la serie
1 11 1 1

Bt E Tt T

]38

Fooa

n=1

es un ndmero irracional.
@ 2011, 25 de Noviembre (11h. 30m.), La suma de la serie

| T 1 1A
Z—:1+ tEtETE o

s 35 53

no sabemos aun si es un numero racional o irracional.
@ 2004, S. Fischler: el conjunto de los valores de k para los que la suma

>y 2k+1 es un numero irracional es un conjunto infinito.
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El gran matematico Bernhard Riemann

Bernhard Riemann (1826-1866)
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La funcion Zeta de Riemann (Georg Friedrich
Bernhard Riemann, 1826, Breselenz, Hanover, ahora
Alemania-1866,Selasca, Italia)

¢ Sabes algo de la funcion zeta de Riemann, de su relacién con
la distribucion de numeros primos, de la conjetura de Riemann

(sin resolver desde 1859), y lo mas importante: del dinero que

obtendrias si la resolvieras?

Si conoces la respuesta a la pregunta anterior, estas muy avanzado para tu
edad y puedes llegar muy lejos. Animo con la conjetura de Riemann, pues
podrias jubilarte muy joven.
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Una miniexcursién a la actualidad (y la funcion zeta de
Riemann)

La funcién Zeta de Riemann ((s), esta intimamente conectada
con la distribucién de numeros primos

De hecho se tiene, Vs € C: Re s > 1, (Euler: Introductio in Analysin
Infinitorum, 1748)

1 1 1 1
C(S)I1+§+§+E+§...:

1 1 1
(1 +§+ﬁ+ﬁ+...)(1+§+@+ﬁ
Euler: “Descubrir algun orden en la progresion de los nimeros primos es un
misterio que el espiritu humano no penetrara nunca’.
Conjetura (Bernhard Riemann, 1859) : “Todos los ceros no triviales de la
funcion ¢((s) estan en la recta Re s = 1/2” Aquél que la demuestre obtendra
un millén de dolares.

1 1 1
+...)...=
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Los numeros primos y la Criptografia

La palabra “Criptografia” viene del griego: “Kryptos” (oculto) y
“Graphos” (escritura). “Criptografia” significa pues “escritura
oculta (escritura escondida)”.

Asi, se trata de escribir algo de tal forma que otra persona que
quiera leerlo no pueda, a no se que conozca como se ha
ocultado

Las propiedades y distribucion de los nUmeros primos
proporcionan métodos para ello
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¢, Hay Matematicas Puras y Matematicas Aplicadas, o

simplemente Matematicas?

Fijate en la cadena siguiente:

Euler calcul6 explicitamente diferentes valores de la funcién de Riemann ((s),
usando métodos de analisis matematico.

Esta funcion fue introducida por Riemann, quien establecié relaciones
fundamentales entre ella y la distribuciéon y propiedades de nimeros primos.
Estas propiedades de los nimeros primos son fundamentales para la
Criptografia, que se usa en miles y miles de transmisiones de datos y
operaciones economicas hoy en dia, donde la seguridad en la transmision es
clave.

¢ Te atreverias a decir, después de esto que hay Matematicas puras y
Matematicas aplicadas? Yo desde luego diria que no.
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Algunas reflexiones bonitas para acabar

Marcus du Sautoy (profesor de Matematicas de la Universidad de Oxford)

Marcus du Satoy (1965-77?77)

Desde que los humanos evolucionamos en este planeta, hemos estado
tratando de comprender el mundo que nos rodea. Hemos intentado explicar
la razén de que el mundo se vea y se comporte de la manera en que lo hace,
para predecir qué nos espera en el futuro. Y, al buscar las respuestas, hemos
descubierto un cddigo que le da sentido a la enorme complejidad que nos
confronta: las Matematicas.
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Algunas reflexiones bonitas para acabar

Miguel de Guzméan Ozamiz (profesor de Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid)

Miguel de Guzman (1936-2004)

Las Matematicas no tratan de verdades insondables ni infalibles. La
Matematica es una actividad del hombre, vieja como la musica y la poesia, y
que, como ellas, persigue una cierta armonia y belleza, ésas que puede
proporcionar la estructura mental agil, limpia y elegante de las construcciones
matematicas. La causa profunda de esta incompleccion de la matematica es
la presencia en ella de procesos infinitos.
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Algunas reflexiones bonitas para acabar

Albert Einstein

E=MC”

Hay dos cosas infinitas:
el Universo y la estupidez humana.
Y del Universo no estoy seguro.

Albert Einstein (1879-1955)

En la medida en que se refieren a la realidad, las leyes de la Matematica no
son ciertas; y en la medida en que son ciertas, no se refieren a la realidad.
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Algunas reflexiones bonitas para acabar

Una ultima reflexion, que creo que es mia, Antonio Canada Villar (1957-777?7)

Antonio Canada
Antonio Canada (1957-7777)

Si volviera a nacer, pero con la experiencia que ya tengo, tendria mas
capacidad de discernir sobre qué estudios universitarios podria cursar (esto
lo hice alla por 1974, y no es broma).

No obstante, estoy seguro de que volveria a elegir Matematicas,

¢ Por qué? Por situaciones como la presente. ]IMUCHAS GRACIAS A
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Principales ideas de la demostracion de Euler

@ ;Puede reconstruirse un polinomio p(x) a partir de sus raices?
Tomaremos siempre p(0) = 1.
@ Por ejemplo el polinomio
Xy
6 6
tiene como raices x =2y x = 3y se descompone de la forma

r B - (1-5(-5

@ El polinomio
-x*  (2-m)x
2n 2m
tiene como raices x = 7y x = —2 y se descompone de la forma

+1
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Principales ideas de la demostracion de Euler

En general, si tenemos un polinomio p(x) tal que
@ p(x) tiene grado m
@ p(0)=1.
@ Las raices de p(x) son xq, Xz, .. ., Xm, €ntonces
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Principales ideas de la demostracion de Euler

Euler: “He encontrado ahora y contra todo prondstico una expresion elegante
para la suma de la serie

— 1 1 1 1
2—2: ?‘FE‘F?

que depende de la cuadratura del circulo”
@ Brook Taylor, 1715:

x3 x5 X

sen x = x — 3 < Bl 71 + ..., V¥ x € R Poner transparencia
sen x x> x* xS
" —1*§+§*ﬁ+,\V/XER\{O}

@ Las raices de este “polinomio infinito” son conocidas:

.. — 3m, 27, —m, w21, 3, ...

vy
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Principales ideas de la demostracion de Euler

@ Euler afirmé ahora que “La descomposicién en factores, valida para

polinomios finitos, es también valida para polinomios infinitos” Por tanto
o

(- D) 2N 2
E BN

1 l+L+L+ X2—|—
2 472 om2 T
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Principales ideas de la demostracion de Euler

Asi obtenemos

x2  x*  x® 1+ 1 +L
472 92

+...)x2+...

@ Igualando los coeficientes de x? deducimos

31 \#w2 472 9x2 ) T g2 \1 4 9 7

@ Finalmente

32 42 B2 6

=9 1 1 1 G
Z—Z: S
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