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Introduccion

En este Trabajo de fin de grado, con titulo Andalisis Real-Andlisis Complejo, tan
parecidos y tan diferentes, se han tratado, de acuerdo con la propuesta original, los
objetivos siguientes:

» Estudiar, de forma comparativa, el origen de los nimeros reales y los niimeros
complejos.

= Estudiar y comparar diversos conceptos y resultados importantes del Analisis
Real y Anélisis Complejo.

= Mds utilidades del Analisis Complejo: ecuaciones diferenciales lineales comple-
jas de variable compleja y el nticleo de la ecuacion del calor.

Con este propodsito, se han realizado tres capitulos, uno para cada objetivo:

Estudio comparativo del origen de los nimeros reales y niimeros complejos.

Estudio comparativo de diversos conceptos y resultados importantes del Anali-
sis Real y Analisis Complejo.

Ecuaciones diferenciales lineales complejas de variable compleja y el nicleo de
la ecuaciéon del calor.

Vamos a dar a continuacién una breve descripcién de lo que se trata en cada capitulo.

Capitulo 1. Estudio comparativo del origen de los nimeros reales y nimeros
complejos.

En este capitulo comenzamos dando un paseo por el estudio pionero de las ecuacio-
nes cubicas, con las contribuciones de Girolamo Cardano en este ambito. Quizas lo
mas conocido sea su férmula para resolver la ecuacién cubica (reducida), aunque
como veremos, basta para resolver cualquier ecuacion ctibica. Pasar por este campo
no es, para nada, algo sin importancia, y es que es en el problema de resolver las
ecuaciones cubicas donde surgen los nimeros complejos. Bombelli se percaté de que,
incluso en los casos en los que Cardano pensaba que su formula carecia de sentido,
esta seguia teniéndolo. Fue el primero en dar una forma de manipular estos “nuevos
nimeros” y dio métodos para realizar las operaciones bésicas con ellos, situdndose
aqui como ya hemos dicho el origen de los niimeros complejos.

Posteriormente, pasamos a los nimeros reales. Estos nimeros se estuvieron usando
mucho tiempo sin tener una idea rigurosa de qué eran realmente. La necesidad de
rigor en la matematica hizo que grandes matematicos intentasen dar una definicion
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Introduccion

rigurosa de qué eran los niimeros reales. Weierstrass, con su afan por las series, los
defini6é como “sumas infinitas” de otros nimeros (los racionales), y fue el primero en
preocuparse por el tema de la “convergencia” . A continuacion vemos la construccion
de Dedekind y sus conocidos “cortes”, asi como su representacion en la recta real.
Quizés esta version sea de las mas conocidas en la actualidad. Por 1iltimo, vemos las
aportaciones de Heine y Cantor. Cantor introdujo los niimeros reales a partir de un
tipo de sucesiones (sucesiones de Cauchy en la actualidad) de nimeros racionales,
dandoles estructura de cuerpo.

Para este primer capitulo ha sido fundamental la bibliografia indicada, [1] y [2].

Nos gustaria hacer un énfasis especial en aquellos aspectos donde el Anélisis Real y
el Analisis Complejo caminan juntos, tratando de aportar soluciones a los problemas
planteados, y también en aquellos otros donde los “caminos son diferentes” (aunque,
al final, muchas veces se descubra que, en realidad, son complementarios). Esto es
lo que tratamos de ver con los siguientes capitulos.

Capitulo 2. Estudio comparativo de diversos conceptos y resultados
importantes del Andlisis Real y Analisis Complejo.

Continuamos comparando diversos conceptos y resultados del analisis real y el anali-
sis complejo. Comenzamos desde las definiciones y conceptos més basicos donde
aparecen las primeras diferencias entre ambos, como la no existencia de un or-
den adecuado en C que lo haga ser un cuerpo totalmente ordenado, como lo es R.
Posteriormente pasamos a ver que, topolégicamente, R? y C son idénticos, y las
consecuencias analiticas que esto conlleva. Para terminar esta primera parte del
capitulo, estudiamos algunas funciones cléasicas del andlisis desde ambos campos, el
real y el complejo.

El nicleo del capitulo se basa en la que es quizas la diferencia mas significativa,
aunque pueda parecer de partida lo contrario: la diferenciabilidad. Veremos cémo
en el analisis complejo, ser diferenciable es equivalente a ser analitica y a ser infinita-
mente diferenciable, equivalencias que no se dan en los reales. Por ltimo, veremos
otros resultados importantes del andlisis complejo que no tienen una version similar
en los reales, como por ejemplo el Teorema Fundamental del Algebra o el Principio
de Identidad, entre otros.

Para el desarrollo de todo este capitulo han sido importantes los apuntes proporcio-
nados por mi tutor Antonio Canada, [5], asi como [8] y [9].

Capitulo 3. Ecuaciones diferenciales lineales complejas de variable compleja y
el nacleo de la ecuacién del calor.

En el tercer y ultimo capitulo de este trabajo pretendemos ver algunas de las apli-
caciones que tiene la variable compleja a ecuaciones diferenciales. Comenzamos el
capitulo con otra gran diferencia entre el analisis real y el complejo, en el ambito de
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Introduccion

las ecuaciones diferenciales lineales. Esta es, que la dimensién del espacio vectorial
de soluciones de una ecuaciéon diferencial lineal real de variable real y homogénea,
es igual al orden de la ecuacién solo con que los coeficientes sean continuos, pero en
el caso de tratarse de ecuaciones complejas de variable compleja, se necesita mas,
que sean analiticos.

Para acabar, deduciremos el nticleo de la ecuacién del calor, en dimension 1, gracias
a la demostracion de una férmula que relaciona una integral compleja con una real.
Para ello utilizaremos un resultado esencial en analisis complejo, el Teorema de
Cauchy. Cabe mencionar que, el estudio del nicleo de la ecuacion del calor es una
muy buena forma de introducir la transformada de Fourier de una funciéon, aunque
no nos meteremos mucho en este tema.

En este capitulo se han utilizado, principalmente, las referencias [14] y [15].

Con la realizacion de estos tres capitulos creo que se han conseguido los objetivos pro-

puestos de forma satisfactoria, siempre con la ayuda y la bibliografia proporcionada
por mi tutor, Antonio Canada.
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Summary

In this final degree project, entitled Real Analysis-Complex Analysis, so similar
and yet so different, we have considered the following objectives:

= A comparative study about the origin of real numbers and complex numbers.

= To study and to compare several important concepts and results of Real Analy-
sis and Complex Analysis.

= Additional utilities of Complex Analysis: complex linear differential equations
of complex variable and the kernel of the heat equation.

To achieve these objectives it has been made three chapters, one per objective. We
are now going to give a brief description of each chapter.

Chapter 1. A comparative study about the origin of real numbers and
complex numbers.

We start this chapter walking through the early study of cubic equations, with Gi-
rolamo Cardano’s contributions to this topic. Perhaps, what is most known is his
formula to solve the depressed cubic equation, althoug as we will see, it is enough
to solve any cubic equation. It is here, solving the cubic equation, where we find
the first appearance of complex numbers. Bombelli noted that, even when Cardano
thought his formula were meaningless, it goes perfectly working. He was a pioneer
in manipulating these “new numbers”, and he gave techniques for doing the basic
operations. As we have said, it is considered the beginning of complex numbers as
we know them today.

After that, we continue with real numbers. These numbers were being used many
time without having a solid idea about what they really are. The duty of rigor in
mathematics got many mathematicians’ attention to this topic, and they gave some
rigorous definition about what real numbers could be. On the one hand, Weierstrass,
and his interest for series, defined real numbers as infinite sums of other known
numbers (rational in this case), and he was the first one who was concerned about
convergence problem of such series. After, We go on Dedekind’s construction and
his cuts. His version is probably the most known one, especially the real numbers
line representation. On the other hand, we are goin to have a look of Heine and
Cantor’s version. Cantor introduced real numbers as a particular kind of rational
sequences (Cauchy sequences), and built them an appropiate field structure.

In this chapter we mainly use the references [1] and [2].

XI



Summary

We would like to emphasise those aspects in which Real Analysis and Complex
Analysis walk in the same direction, providing solutions together to many problems,
and also those ones where they aparently walk in different directions, although we
find out later that both complement each other. In second and third chapter we
apreciate that.

Chapter 2. A comparative study on some important concepts and results of
real and complex analysis.

We begin this chapter giving basic definitions and concepts about the complex
numbers. It is here where we find the first differences among the real and the complex
analysis. For instance, the non-existence of an appropriate order that makes C be a
ordered field, contrary to what happens in R. However, we find out that R? and C
are topologically identical, and we comment the analytic consequences of this fact.
We finish this first part of the chapter studying classic functions of analysis from
both points of view, real a complex.

The main part of the chapter is based on what we think is the most significative
difference, although in a first look it could seem they are identical: the differentiability.
We will see in this chapter that, if we talk about complex functions of complex
variable, the property of being differenciable, being infinitely differenciable and
being analytic are equivalent, but this is not true in real analysis. Eventually, we
will see some important complex results for which there are not a similar version in
real world, such as Fundamental theorem of Algebra or the Identity Principle for
analytic functions.

In this chapter we have used [5], as well as [8] and [9].

Chapter 3. Complex linear differential equation of complex variable and the
kernel of the heat equation.

In the last chapter of this project we describe some applications of complex analysis
to differential equations. We begin with another remarkable difference between Real
and Complex Analysis, now in the differential equations field. This is, the following:
the vector space of the solutions’ dimension of a homogeneous real linear differential
equation of real variable is equal to the equation’s order only with the hypothesis
that the coefficients are continuous. In complex field, we need more restrictive con-
ditions. In fact, we need the coefficients be analytics.

Finally, we will deduce the one-dimensional kernel of the heat equation, using a
interesting formula which relates a complex integral with a real one. To achieve this,
we will use a fundamental theorem in Complex Analysis, the Cauchy’s Theorem.
We also have to say that the study of the kernel of the heat equation is one of the
best ways to introduce Fourier transform. We mainly use [14] and [15] as references
in this chapter.
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Summary

In my opinion the proposed objectives have been successfully reached with the
elaboration of each chapter, always bearing in mind the help and bibliography
provided by my tutor Antonio Canada.
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Capitulo 1

Estudio comparativo del origen de los
numeros reales y nuimeros complejos

En este capitulo vamos a ver como aparecieron los niimeros complejos en la historia
de la matematica, asi como varias versiones de las primeras definiciones rigurosas
de los nimeros reales. Se empleardn [1], [2], [3] ¥ [4].

1.1. Origen y nacimiento de los nimeros complejos

Ciertamente la primera aparicion escrita de lo que hoy considerariamos un nimero
complejo data de aproximadamente la mitad del siglo I, en la obra Stereometria
de Herén de Alejandria. En ella aparece la operacion /81 — 144 aunque se toma
como /144 — 81, no se sabe si por error de Herén o de la transcripcién. A lo largo
de los siguientes siglos siguen apareciendo problemas en los que surgen raices de
cantidades negativas, pero la tnica explicacion logica que se da es que una cantidad
negativa no es un cuadrado luego no puede existir su raiz.

Girolamo Cardano

Girolamo Cardano (1501-1576) plante6 en su obra Ars Magna expresar el nimero
10 como la suma de dos nuimeros cuyo producto fuese 40. En la notacién actual
esto serfa (10 — x) = 40 , que tiene las soluciones 5 4+ v/—15 y 5 — v/—15. Pero no
solo esto, se atrevié a probar que su producto era ciertamente 40, literalmente dijo
(adaptado a nuestra notacion):

“5++/—15 por 5 — \/—15, despreciando los productos cruzados, da 25 — (—15), qué
es 15, luego el producto es 40.”

Es decir Cardano fue el primero en utilizar y hacer calculos con raices cuadradas
de nuimeros negativos. Hay que notar que esto no fue lo que motivo la aparicion
de los nimeros complejos, pues las ecuaciones cuadraticas ya llevaban tiempo bien
asentadas. Pero antes de esto vamos a hablar de las importantes contribuciones de
Cardano a este ambito.

Contribuciones de Cardano a la ecuacion cubica

Antes de continuar, fijaremos alguna notacion.

15



Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.

Definicién.
» Llamaremos ecuacion ciibica reducida a la ecuacion

4+ pr=gq, p,q €R. (1.1)

» Llamaremos ecuacién ciibica general a

2* +bx* +cx+d=0, bc,d €R. (1.2)

El problema de encontrar una solucion general para estas ecuaciones ya estaba
presente en el siglo XI, cuando el matematico Omar Jayam (1048-1131) identificé
19 tipos de ecuaciones cubicas segin sus coeficientes. Consiguio resolver de forma
numérica algunas de ellas, considerando intersecciones de hipérbolas y circunferen-
cias, pero no llegé a obtener una formula general para dichas soluciones.
Aproximadamente 400 anos después, Scipione del Ferro (1465-1526), hall6 un méto-
do para resolver un tipo de ecuaciones cubicas reducidas. Mantuvo en secreto que
conocia dicha solucién hasta que, antes de morir, se la dijo a su discipulo Antonio
Maria del Fiore. La ambicién de Fiore hizo que desafiara al mateméatico Niccolo
Fontana Tartaglia (1499-1557). Este desafio constaba de presentar 30 problemas al
rival. Fiore le presenté 30 ecuaciones cubicas reducidas de las que sabia resolver,
ya que pensaba que él era el inico que sabia resolverlas. Sin embargo, Tartaglia,
poco antes del desafio, se enteré de que Fiore conocia como resolver algunas ctibicas
reducidas, asi que se puso a tratar de encontrar una soluciéon y consiguié resolver la
ecuacion cubica reducida de cualquier tipo. Esto le hizo ganar el desafio y mantener
su reputacion.

Girolamo Cardano se enter6 de que Tartaglia conocia la forma de resolver las ecuacio-
nes cubicas reducidas, y tras mucho insistir consiguié que este le contase su secreto
con la condicién de que siguiese siendo un secreto. Tartaglia le ensené una formula,
pero no le dié demostracién alguna, asi que Cardano la demostré por su cuenta.
Vamos a enunciar y demostrar esta bonita férmula en términos y notacion actuales,
pues los empleados por el propio Cardano son bastantes tediosos.

Proposicién 1.1.1 (Férmula de Tartaglia-Cardano-Del Ferro). Dada la ecuacion
cubica reducida x® + px = q con p,q reales positivos, entonces

S ERCROR S RGO}

es una solucion. De hecho, es la unica solucion real de esta ecuacion.

Demostracion.
Ver que solo tiene una solucién real es sencillo, pues si se considera la funcion definida
en todo R, f(z) = 23 + px — ¢ tiene derivada estrictamente positiva. De esta forma
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Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.

es estrictamente creciente, y por Bolzano como tiene un cambio de signo tiene una

unica raiz en R.
Vamos a buscar una solucién del tipo x = y — z, de forma que

= (y— 2P =922 =3P+ 3yt =9 — 22+ 3yz(z — ).
Comparando las dos expresiones obtenidas para z3 tenemos
P=-prt+q (y—2)P°=9"—2"+3yz(z —y).

Teniendo en cuenta que x = y — z, entonces debe darse que

p=3yz, q=y* — 2"

Noétese que y, z # 0 pues p > 0. Como z = z% sustituimos y obtenemos

3 ’ 6 s P 2 p*
q=1y —33—y3:>y —qy —§:O =t —qt—gzo.
t=y3
Resolviendo esta ecuacion llegamos a
3
S_qi q2+43i3_g:|:‘/q_2_|_p_3
Yy = 2 - 2 22 337
y de forma totalmente andloga, y = 5> y sustituyendo:
3 3 3
p 3 6 3_P 2 P
q 33,3 27 =2 +qz 33 S% +qz 33
s 4 ¢ P
=2 =—c*\ 55+
S R UG PR ®

(1.3)

Para salvar la ambigiiedad del signo, resultante de resolver la ecuacion de segundo
grado en cada caso, nos fijamos en 1.3, ¢ = y> — 22, y para que se cumpla esto deben
cogerse ambas del mismo signo, o positivas o negativas. Notese que da igual cual
se escoja, pues el resultado al hacer x = y — 2z es el mismo. Asi tomamos el signo

positivo en ambas y llegamos a que

ORI OR

Ademas como p,q > 0 entonces z € R.

Observacion. Lo que Cardano realmente probd fue que si existian y, z verificando
1.3 entonces y — z = x. Hay que notar que en nuestro caso son implicacciones

reversibles.
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Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.

Al contrario que sus antecesores, Cardano resolvié la ecuacién ctibica general a3 +
bx? + cx + d = 0, subdividi6 el problema en distintos subcasos y para cada uno dio
una demostracion geométrica. Nosotros recogemos todo esto en un mismo resultado,
pero antes probaremos un lema que nos sera de utilidad.

Lema 1.1.2. Dada la ecuacion cibica reducida 1.1, 23 +px = q, con p < 0, entonces:

3
2

tiene 3 raices reales < lg| <2 (—%)

Demostracion.
Definimos la funcién f en todo R por f(z) = 23 + pz — ¢. Si calculamos sus
puntos criticos llegamos a:

(2 :3x2+p=o:x:i,/—§.

Luego en x = —,/—% tiene un méximo (relativo) y en x = |/—% un minimo (relati-

vo). Llamemos M = f (~/=8) =2(-8)% —qym=7 (/) =-2(-8)* ¢

Si la ecuacion tiene 3 raices, puede darse que M o m fuesen 0, en ese caso se verifica

3
que |q| =2 (—g) 2. Supongamos M, m # 0, entonces para que tenga 3 raices debe
darse que M > 0y m < 0, pues en otro caso f solo tendria un cambio de signo y
por tanto solo una raiz real. Entonces:

3
Sugongamos ahora que |g| < 2 (—%’) 2. Siguiendo la notacién de antes, si ¢ =
2 (—%)? entonces M =0y m < 0. Como f (—,/—%) =M =0y por construccién
1! (—« /—g) =0, f” (—w/—%”) # 0 se tiene que f tiene un cero doble en z = —,/—%.

Ahora como tiene un maximo (relativo) en dicho punto y m < 0, Bolzano nos asegura
que tiene otro cero mayor que donde se localiza el minimo. De forma andaloga si

g=—2 (—’g)%. Ahora como

Bolzano nos asegura que tiene una rafz mds pequena que —,/—%, otra comprendida

entre —/—% y /=%, y otra mds grande que /—%. Por tanto, tiene 3 raices reales,
como queriamos. |

Proposicién 1.1.3. Dada la ecuacion 1.1 se tiene que:

i) Siq <0 yp>0 laproposicion 1.1.1 sigue siendo vdlida.

18



Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.
ii) Sip <0 yq#0 la solucion dada en la proposicion 1.1.1 sigue siendo solucion
real, pero ya no se puede garantizar unicidad de solucion real.
iii) Toda cibica general 1.2 se puede expresar como una cibica reducida 1.1.
Demostracion.

i) Si nos fijamos en la demostraciéon de 1.1.1 no se necesita que g sea positivo,
basta con que sea no nulo.

ii) De nuevo podriamos seguir la demostracion de la férmula de Cardano con
p < 0 para llegar a que

S ERCROR S RGO}

es una solucién de la ecuacion. Ahora bien, tenemos dos preguntas. En primer

lugar si esta solucién es real y esto pasa por estudiar el término (%)2 + (%)3.

3
Si (%)2 + (%)3 > 0, que ocurre si y solo si |g| > 2 (—g) 2 entonces no hay duda

de que es real. Ahora si (%)2 + (%’)3 < 0 podria pensarse que la solucion seria

3
compleja, pero (%)2 + (g)3 <0« g <2(—5)% y por el lema 1.1.2 todas las
raices son reales.

En segundo lugar, la unicidad. En este caso de nuevo por el lema 1.1.2 si

3
lq| <2 (—g) 2 tenemos que hay tres soluciones reales y perdemos la unicidad.

3
Solo tendrfamos una tnica rafz real si [q| > 2 (—5)>.

iii) Partimos de la ecuacién 2® + bx? + cx +d = 0 y hacemos el cambio de variable
rT=y— g La idea de este cambio viene de que como la suma de las raices
de una ecuacion ctubica es el opuesto del coeficiente que acompana al término
cuadratico, (hecho ya conocido por Cardano), entonces y debe de satisfacer
una ecuacion con coeficente del término cuadratico nulo. En efecto:

) (=) +e(o-3)
- — b — = — = d=0
(y 3 + Y 3 +cl\y 3 + =

b v b v b?

3 2 2 —
Yy’ — 3y §+3y3—2—§+by +§—2y§+cy—cb+d—
B 3+<30—b2) Jr2b3—9bc+27al_O

- 5 )Y 27 -

—2b34+9bc—27d

o7 se tiene que y> + py = ¢ es una

Entonces tomando p = % yq=
ecuacion del tipo buscado.
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Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.

Observacion.

1. Las proposiciones 1.1.1 y 1.1.3 proporcionan una solucién real de cualquier
ecuacion cubica. Una vez conocida una raiz, digamos «, entonces podemos
expresar la ecuacién como (z —a)(x*+ Sz +7) y resolver la ecuacién cuadritica
resultante. Todo esto era conocido por Cardano, aunque él no era consciente
de todas las distinciones de soluciones (reales o no) que hemos hecho aqui.

2. En el caso de que ‘21—2 + g—; < 0 en la féormula de Cardano aparecerian raices
cuadradas de niimeros negativos. Lo sorprendete de esto es que estas soluciones,
como hemos probado, siguen siendo reales, pero esto para Cardano y Tartaglia
era desconocido, y para ellos en estos casos no tenia sentido considerar su
formula. Bombelli se dio cuenta de esto, y es aqui donde tienen origen lo que

hoy conocemos como niimeros complejos.

Bombelli: el nacimiento de los nimeros complejos

Rafael Bombelli (1526-1572) consiguié probar que la férmula de Cardano se podia
utilizar en cualquier caso, incluso en el caso en el que el propio Cardano decia que
no tenia sentido. Como ejemplo considerd la ecuacién ciibica 23 — 15z = 4, y dio la
solucién que proporcionaba la férmula de Cardano qué es

=24 VE—125 - V2 4 VE_125 = {/2 4 V_121 + V2 — vV_121. (1.4)

Aqui aparece v/—121, que podemos expresar como v/ —121 = /(11)2(—1) = 11y/—1,
y dado que (v/—1)? = —1,(v/—1)3 = —\/—1, tenemos

(24 v=1)" =84 12V=T+ 6(V=1)* + (V=1)* = 2 4 11/,

(2- V1) =8 - 12V + 6(V=1) - (V=1)’ =2 - 11V~

De esta forma, r =24+ +/—1+ 2 — v/—1 =4 es la solucion proporcionada. Vamos
a ver el proceso que sigui6 Bombelli para llegar a esto, pues con ello introdujo por
primera vez en la historia como manipular los nimeros imaginarios.

Primeros pasos en la manipulacion de nimeros complejos

Bombelli se percaté de que cuando el argumento de la raiz cuadrada de la solucion
de Cardano era negativo, es decir cuando en una ecuaciéon reducida 1.1 se tiene
(q/2)* + (p/3)® < 0, entonces este “nimero” no podia considerarse ni positivo ni
negativo, pero se podia tratar como un nimero més con ciertas precauciones. El
introdujo lo que él llamo piu radice di meno 1 y men radice di meno 1, es decir mds
raiz de menos 1 'y menos raiz de menos 1.

Asi, Bombelli acepto e introdujo los niimeros imaginarios, notando p.di.m.a a +ai y
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m.di.m.a a —ai. En lo que sigue en su libro desarrollé la aritmética de los niimeros
complejos, comenzando con la forma de sumarlos y restarlos, y con las reglas mas
basicas de multiplicacién de nimeros reales y complejos. En estas reglas explicaba
como tratar a piu radice di meno 1, donde lo peculiar era que se podia tratar como
un ntimero real més solo que cumplia ademéds que (v/—1)2 = —1.

Posteriormente, introdujo lo que hoy conocemos como conjugado de un ntmero
complejo. Le dié el nombre de residuo, y era cambiar p.di.m por m.di.m en su
notacion. También explico a base de ejemplos como multiplicar niimeros complejos,
siempre con raices cibicas de por medio, quizas por provenir dichos ntmeros de
soluciones de la ecuacién cibica. Como ejemplo dio la multiplicacién paso a paso
de /34++v=5y v/6+ /=5 que no es més que la forma en lo que lo harfamos en
la actualidad.

La siguiente operacién que consideré fue la extraccién de raices cibicas (impulsado
seguramente por su necesidad) de un nimero compuesto que tiene un factor del
tipo pit di meno. El dio un método o regla general para esto, pero sin explicacion
de por qué era asi. A dia de hoy si sabemos el motivo, por lo que lo enunciamos en
el siguiente resultado.

Proposicién. Dada una expresion de la forma a++/—b, cona € R,b € RT, entonces

\B/Q—i—\/—_b:x—i-\/—_y

implica que x,y cumplan
P +y=va:+b 2°—3zy=a.

Demostracion.
Buscamos z,y que cumplan v a + v/—b = = + \/—y. Tomando modulo complejo en
ambas expresiones tenemos que |a + v/—b| = a®> + b = [V a+ /b = Va2 +b lo

que nos da la primera condicién.
Elevando al cubo ambas expresiones

a+V=b=2a"+32%V/=y - 3zy + (vV=y)",
y tomando partes reales, llegamos a la segunda condicion. |

La idea del método era encontrar por prueba y error x e y cumpliendo esto. Como
primer ejemplo calculé el resultado que obtuvo al resolver la cibica que comentamos

al principio, 1.4,v/2 + v/—121. Entonces busca
P Hy=v22+121=5,  2*—3xy=2,

y razona de la siguiente forma. Buscamos un ntimero cuyo cuadrado es menor
que 5 (z) y cuyo cubo es mayor que 2. Una buena eleccién es x = 2, y entonces
necesariamente y = 1, cumplen las condiciones. Entonces el resultado buscado es
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2 4+ +/—1. De forma similar se puede razonar que el otro sumando,— v/ —2 + /—121,

es justo el residuo (conjugado) de este, 2 —+/—1, y sumando se llega a 4 , la solucién
anunciada.

Bombelli también explicé como tratar con las divisiones con nimeros complejos, de
nuevo con ejemplos. Realmente estos ejemplos eran con raices ciibicas de por medio,
como en la multiplicacién, pero siempre elevaba numerador y denominador al cubo,
y después multiplicaba por el conjugado del denominador, como se sigue haciendo
a dia de hoy.

Sin duda, el mayor logro de Bombelli fue la resolucién de la ecuacién cibica y la
introduccion de reglas basicas de aritmética compleja, aunque ni tan siquiera supiera
con exactitud qué era eso de los niimeros imaginarios.

1.2. Los numeros reales: construccion y
formalizacion.

Los ntumeros reales se vienen usando desde la antigiiedad, aunque no se les diese
originalmente ese nombre. Ya a partir de la época de Pitagoras y su conocido
teorema, aparecieron nimeros “que no se podian expresar como fracciones”. No fue
hasta Descartes (1596-1650) que surgié el término “numero real” que él acuné entre
las dos clases de raices que podian surgir al resolver una ecuaciéon polinémica.

La mayor parte del andlisis del comienzo del siglo XIX se basaba en una idea
intuitiva de cantidad que abarcaba todos aquellos objetos medibles para los que
los naturales no eran adecuados, sobre todo para distancias. El analisis real era el
estudio de cantidades variables y, al menos de forma informal, era compatible con
“las cantidades infinitas e infinitesimales”. Cauchy ya habia definido esto en términos
de limites, pero seguia habiendo incertidumbre sobre qué eran las cantidades reales.
Hubo varios matemaéticos que intentaron zanjar dicha incertidumbre dando una
buena definicién de lo que podian ser los niimeros reales, unos con mas éxito que
otros. Nos centraremos en el intento de Weierstrass que no fue muy aceptado, la
posterior construccién de Dedekind de forma mas explicita, y por ultimo las ideas
de Heine y Cantor.

Ideas de Weierstrass

Un concepto que dejo de tener relevancia en el analisis bajo la influencia de Weiers-
trass (1815-1897) fue el de infinitesimal, que fue olvidado con su creacién, en 1860,
del concepto de nimero real. Ademas esto influyé en la identificacién de magni-
tudes ordinarias con ntmeros reales, es decir que el concepto de magnitud podia
ser reemplazado por el de ntimero real, y el de una variable de magnitud por una
variable real. Al final, esta forma de hacerlo no se adoptd, pero Weierstrass consiguio
percatarse de las principales caracteristicas del problema y de su solucion.

Weierstrass tenia claro que debia crearse un “sistema numérico” que atrapase las
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propiedades intuitivas de las magnitudes finitas, y que dicho sistema debia crear-
se fuera de los nimeros racionales. Asi, de esta forma, para él la totalidad de los
nimeros enteros positivos eran “colecciones” de objetos aparentemente idénticos
y los racionales eran colecciones finitas de partes del tipo 1/n, con n entero. Los
irracionales los construy6 como sumas infinitas de estos nimeros racionales.

Mas que el desarrollo explicito de esta construccién, es interesante resaltar que
Weierstrass sabia que lo que acaba de construir debia cumplir una propiedad fun-
damental, (y que posteriormente lo probd), lo que hoy conocemos como Teorema
de Bolzano-Weierstrass. Este teorema dice que todo sucesién de niimeros reales
acotada admite una sucesion parcial convergente. Este resultado destaca la diferen-
cia fundamental entre las ideas de Cauchy y las de Weierstrass, y es que este fue el
primero en evitar asumir que los limites siempre existen, para definir los niimeros
reales.

El sistema de Weierstrass era un sistema numérico preciso que podia introducirse
en demostraciones y que aportaba rigor. Las matemaéticas ya no estuvieron ligadas
a la intuicion a un nivel de “magnitudes continuas”, sino a un nivel mas basico de
numeros racionales o incluso de enteros. Estas ideas provocaron alguna controversia
en Berlin. Kronecker consideré el principio de Bolzano-Weierstrass como algo obvio,
y dijo ser capaz de encontrar funciones tan aparentemente extranas que cumpliesen
todas las hipotesis de Weierstrass pero que no tuviesen cotas superiores. Schwarz
y Cantor defendieron a Weierstrass, y aunque Kronecker intenté encontrar estas
funciones, fracasoé.

Ideas de Dedekind

La construccién (para algunos dudosa) de Weierstrass, fue sustituida por otras
versiones, una de ellas de Dedekind (1831-1916). El terminé la suya en 1858 pero
no la publicé hasta 1872 al ver que perdia relevancia tras las versiones de Cantor y
Heine.

La construccion de Dedekind se basa en su idea de lo que hoy conocemos como
cortes de Dedekind. Se dio cuenta de que, dada una unidad de longitud arbitraria,
cada racional podia asociarse con un tinico punto en una recta , pero el reciproco era
falso. Es decir, hay longitudes que no se pueden expresar como miiltiplos racionales
de la unidad de longitud (claro, aqui entran en juego los nimeros irracionales).

Definicién (Cortes de Dedekind). Un corte o corte de Dedekind es una divisién
de los numeros racionales en dos subconjuntos disjuntos y no vacios, a los que
denotaremos L y R, tales que verifican que todo elemento de L. es menor que cualquier
elemento de R.

Dedekind definié y prob6é como tratar sus cortes como nimeros, v les dio una
estructura de cuerpo ordenado para ciertas operaciones. El distinguié dos tipos de
cortes, aquellos para los que existia un racional g en L tal que [ < g <7r, VI € Ly
Vr € R (o de forma andloga si ¢ perteneciese a R), y aquellos para los que no existia

23



Capitulo 1 El origen de los niimeros reales y los niimeros complejos.

ese racional. Como se intuye, identificé a los niimeros racionales con los cortes del
primer tipo, mientras que los del segundo los identificé con los irracionales.

Segun comentd, el hecho de que hubiese cortes de este segundo tipo era la razén para
la incompletitud o discontinuidad de los niimeros racionales. Veremos a continuacion
un ejemplo de estos cortes.

Ejemplo.
Si consideramos el irracional v/3, estd definido por el corte

L:{qu: q<00q2<3}, R:{qe@: q>0yq2>3}.

Este corte es un corte del segundo tipo, pues no existe ningiin racional ¢ en L o en
Rtalquel<g<r(ol<qg<r),Vie LyVreR.

Cada corte define un nimero real, y de hecho Dedekind probé que si se intentaban
definir cortes de forma analoga en el conjunto de los niimeros reales, todos serian del
primer tipo, por lo que no se podrian obtener nuevos nimeros reiterando el proceso.
De esta forma, con su construccién, Dedekind explicé, de una forma mas clara a la
de Weierstrass, la relaciéon que habia entre los nimeros reales y las magnitudes a lo
largo de una recta.

Por ultimo cabe mencionar que Dedekind se dio cuenta de que los nimeros reales
y las magnitudes de una recta eran biyectivos, entonces forzosamente cualquiera
que fuese la forma en la que una recta se dividiese en dos segmentos, debia haber
exactamente un tnico punto que delimitase la separacion.

Heine

Heine (1797-1856) aprecié que, muchos de los resultados aun no publicados de
Weierstrass, permanecerian un poco ambiguos hasta que se aclarara qué eran los
numeros reales. Por ello Heine dio su version, y definié los ntimeros reales como
clases de equivalencia de ciertas sucesiones de racionales y prob6 que reiterando esta
construccion no daba pie a més tipos de nimeros. Gracias a su definiciéon consiguié
probar que una funcién continua en un conjunto cerrado y acotado es uniformemente
continua.

Cantor

Cantor (1845-1918) tuvo interés, entre otros temas, por las series de Fourier. Llegé
al punto de preguntarse por el conjunto global sobre el que trabajaba y dio su propia
definicion de los nimeros reales. Consider6 lo que hoy conocemos como sucesiones de
Cauchy de niimeros racionales, es decir sucesiones en las que dos términos cualesquie-
ra distan cantidades infinitamente pequenas a partir de un término suficientemente
avanzado.

Cantor dijo que este tipo de sucesiones tenian un determinado limite, y posterior-
mente se dispuso a dar una aritmética a estos limites. Primero partié de que dos
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sucesiones tendrian el mismo limite si el limite de la sucesién diferencia era 0. Pues
bien estos limites eran los nimeros reales. Los dotd de un orden y establecié que
dados dos limites cualesquiera podia darse una de las siguientes posibilidades:

= Los dos limites son iguales.
= El primero es mas grande que el segundo.
= El primero es mas pequeno que el segundo.

Después definié las operaciones basicas, suma, resta, multiplicacién y divisién de
estos limites en términos de las sucesiones originales. Para terminar considerd el
conjunto de todos estos limites, y construyé un nuevo conjunto de forma analoga a
este solo que ahora las sucesiones eran de estos limites en lugar de nimeros racionales.
Tras probar que ambos conjuntos eran biyectivos (aunque teéricamente distintos)
concluyd que ambos eran equivalentes, y definié el conjunto de los niimeros reales
como el conjunto de todos estos limites.

1.3. Conclusion

A lo largo de la historia de las Matematicas hay algo que se repite: se usan y se
hacen cotidianos objetos matematicos antes de saber qué son realmente. Como
hemos visto, esto ocurre tanto con los ntimeros reales como con los complejos. Los
complejos aparecieron de la necesidad de explicar las raices de una ecuacion ctibica, y
se usaron y manipularon desde el comienzo sin saber qué eran. Los niimeros reales de
igual forma, se estuvieron usando muchos siglos antes de que se hiciesen la pregunta
¢ Qué son los nimeros reales?, e incluso haciéndosela se dieron muchas versiones y
definiciones distintas, aparentemente, pero simplemente eran distintas formas de ver
una misma cosa.
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Capitulo 2

Estudio comparativo de diversos conceptos y
resultados importantes del Analisis Real y
Analisis Complejo

En este capitulo vamos a exponer algunas diferencias y parecidos entre los nimeros
reales y los nimeros complejos, pero ahora ya no desde el punto de vista historico sino
desde un punto de vista analitico. Esta parte del trabajo esta basada principalmente
en [5], y también usaremos [6] y [8].

2.1. Introduccién basica a los nimeros complejos.
Primeras diferencias y similitudes

Antes de meternos a fondo con conceptos que pueden poner de manifiesto sutiles
diferencias entre el mundo real y el mundo complejo, es conveniente fijar algunas
nociones basicas. Lo referente al mundo real, salvo que se precise mas precaucion,
lo asumiremos conocido, aunque se especificard todo lo que se use en su debido
momento.

Construccion formal de los nimeros complejos

Definicién 2.1.1. Definimos el conjunto de los niimeros complejos y lo denota-
remos por C al conjunto

C={(a,b): a,beR}.

Ya observamos el primer parecido, y es que vemos que, como conjuntos, los nime-
ros complejos y R? son totalmente idénticos. Nos disponemos ahora a darle una
estructura algebraica a C.

Definicién 2.1.2. En C se definen dos operaciones binarias internas, + y -, por

+ CxC — C
((a,b),(c,d)) —  (a+cb+d)
CxC — C

((a,b),(c,d)) = (ac—bd,ad+ bc)

Observacion 2.1.3. El conjunto C con la operacién + aqui definida hace que (C, +)
v (R?, +) sean indistinguibles a este nivel. La gran diferencia y lo que hace que el
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mundo real y el mundo complejo sean diferentes es la definiciéon de un producto, -.
Es facil comprobar que C con estas operaciones, es decir (C, +, -), es un cuerpo.

Observacion 2.1.4.

1 En lo que sigue denotaremos ¢ = (0,1) y también haremos la identificacién
a = (a,0),Va € R. Con esto i* =i-i = (—1,0) = —1 y llegamos a una relacién
que ya anuncidbamos en el capitulo anterior.

2 Dado que para b € R, tenemos bi = (b,0)(0,1) = (0,b), podemos entonces
identificar cualquier complejo z = (a,b) € C por z = (a,b) = (a,0) + (0,b) =
a + bi. Esto se conoce como forma bindmica de un complejo.

Nociones basicas sobre complejos

Definicién 2.1.5. Dado z = a + bi € C definimos:

La parte real de z, Re(z) = a, y la parte imaginaria de z, Im(z) = b.

Su conjugado, y se denota como Z, por zZ = a — bi.
Su médulo, |z| = va? + b2

Si z # 0, el argumento principal, y se denota por arg(z), como el tnico
0 € |—m, | tal que

cos(f) = %, sin(g) = &.

& |2l

Definicién 2.1.6. Dado cualquier § € R definimos e € C por la igualdad

e = cos(6) + isin(f).
Esta definicion es un caso particular de exponencial compleja que trataremos mas
adelante pero que mencionamos ya porque nos seré de utilidad.

Observacion 2.1.7. Gracias a 2.1.5 y 2.1.6 tenemos que para cualquier z = a+bi €
C — {0}, podemos expresarlo, si § = arg(z), como z = |z|(cos(8) + isin(0)) = |z|e®.
Esto se conoce como forma polar de un complejo. Como el seno y coseno son
funciones 27 —periédicas entonces z = |z|e?? = |z|e!?T2+7) Yk € Z, v esto jugard
un papel importante en la definicién de algunas funciones clasicas del analisis. Asi
diremos que # € R es un argumento de z € C — {0} si z = |z|e, y se puede
comprobar que el conjunto de todos los argumentos de un complejo no nulo z es
Arg(z) = {arg(z) + 2kn : k € Z}.
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Orden, la primera gran diferencia

Para entender mejor esta diferencia es necesario precisar qué es un orden.
Definicién 2.1.8.

= Dado un subconjunto no vacio X, una relaciéon R es cualquier subconjunto de
X x X. Si (z,y) € R lo notaremos por zRy.

= Una relacién R se dice que es reflexiva si xRz, Vo € X. De igual forma se dice
antisimétrica si xRy e yRx implican que x = y. Por ultimo se dira transitiva
si Ry e yRz entonces xRz para cualesquiera x,y,z € X.

= Una relacién R es un orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. En este
caso se suele denotar por <. Si dice que el orden es total si Vx,y € X se
tiene que o bien z < y o bien y < z. Ademaés diremos que r < ysix Ky y

Definicién 2.1.9. Un cuerpo K es totalmente ordenado (o simplemente ordenado)
si hay definida un relacién de orden total < que es compatible con la suma y el
producto, es decir:

» Siz <y entonces z + z < y + 2z para cualquier z € K.
= Siz < y entonces zz < yz para cualquier z € K tal que 0 X z.

Es bien sabido que el cuerpo de los ntimeros reales con el orden usual es un cuerpo
totalmente ordenado, en cambio veremos en la siguiente proposicién que los niimeros
complejos no admiten un orden que los haga ser un cuerpo ordenado.

Proposicion 2.1.10. FEl cuerpo de los nimeros complejos C no es un cuerpo orde-
nado.

Demostracion.

Supongamos por reduccién al absurdo que C admite un orden total < que lo hace
ser un cuerpo ordenado. Si x € C y 0 < z entonces de la segunda propiedad de
la, definicién 0 < 2. Por otro lado si también z,y € C, con 0 < z, 0 < y, como
< es un orden total podemos suponer que x < y, y de la primera propiedad de la
definicion 0 < y = x < x + y. La transitividad del orden nos da como conclusién
que 0 < z + y. Es decir, hemos probado que para ser C un cuerpo ordenado, debe
verificar que 0 < 22 para cualquier x € C,y que 0 < 2,0 <y = 0 < x + v.

Asf tenemos 0 < 12 = —1y 0 < 12 = 1 por lo primero, y de lo segundo 0 < —1+1 = 0,
con lo que llegariamos a que 0 # 0, un absurdo. Por tanto C no puede ser un cuerpo
ordenado. |
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Topologia

Definicién 2.1.11. Se define la distancia euclidea usual de R? como d,(z,y) =
|z — y| para x,y € R? donde | - | denota ahora la norma euclidea determinada por

|(I‘1,LE2)’ = \/.T% +.§C%,V(SE1,Q?2) € Rz.

Al principio de la seccién notamos que R? y C como conjuntos son iguales, asi que
podemos extender esta idea a C.

Definicién 2.1.12. En C se define la distancia d(z1, 20) = |21 — 20| para cualesquiera
21,29 € C, con | - | el médulo complejo.

Cabe destacar que estas distancias aqui definidas son completamente iguales, basta
ver a C como pares ordenados. Asi, como (R? d,) es un espacio métrico, y por tanto
topoldgico con la topologia inducida por la distancia, (C, d) también lo es, y entonces
R? y C son topolégicamente idénticos.

Que sean topoldgicamente indistinguibles tiene consecuencias importantes, porque
podemos traspasar cualquier resultado conocido del andlisis real, que dependa tinica-
mente de la topologia, al anélisis complejo. Recogemos algunos de ellos en el siguiente
corolario que no demostraremos, se pueden ver estos y otros muchos resultados en

[7].
Corolario 2.1.13.
1) C es Hausdorff, y por tanto el limite de sucesiones, de existir, es unico. Los
conjuntos abiertos, cerrados, adherencias, puntos de acumulacion etc son los

de R?. Como consecuencia, los conjuntos compactos de C son los cerrados vy
acotados.

2) Sea f: A C C — C una funcién, y sean u,v: A C C — R tales que
flz+1iy) = u(z,y) +iv(z,y), (z,y) € A. Entonces:
e fes continua en z € A < u,v son continuas en z.

o fes continua en z € A < V{z,} C A sucesion de complejos tal que
{zn} = z se tiene que {f(z,)} — f(2).

o Sic=(c1,co) € A donde A" es la acumulacion de A, entonces, en caso
de existir,

limf(z)= lim w(z,y)+i < lim  o(x, y)) :

z—rc (x’y)ﬁ(clch) (xvy)*}(clch)

Funciones clasicas del analisis

En esta seccién vamos a tratar las funciones clésicas del andlisis desde el punto de
vista real y complejo destacando asi sus parecidos y sus diferencias.
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Exponencial y logaritmo

Comenzaremos dando una definicién rapida de las funciones exponencial y logaritmo
reales, asumiendo conocidas ciertas propiedades, para pasar al ambito complejo y
resaltar las diferencias entre ambas.

Definicién 2.1.14. Se define la funcién logaritmo (o logaritmo natural) como
In: R* — R dada por

71
In(z) :/ gdt, r e RY.
1

Gracias al Teorema Fundamental del Célculo y algin manejo de andlisis real se
puede ver que esta funcién es una funcion estrictamente creciente en su dominio, y
por tanto inyectiva. De igual forma se puede ver sin mucha dificultad que también
es sobreyectiva. El nimero e se define como el inico real positivo tal que su imagen
por la funcién In es 1, es decir e es el tnico tal que In(e) = 1. Esto da pie a la
definicién siguiente.

Definicién 2.1.15. Se define la exponencial real como la funcién inversa de In, y
se denota por e” a la imagen de cada valor x € R, de forma que In(e*) = z, Vx € R
y W) =y vy e RT.

Vayamos ahora al mundo complejo.

Definicién 2.1.16. Dado z = = 4 1y € C se define la exponencial compleja como
e* = e*(cos(y) + isin(y)).

Observacion 2.1.17. Algo importante que remarcar es que, si z € R C C entonces
la definiciéon de la exponencial compleja resulta ser la exponencial real, es decir,
extiende a la exponencial real.

Proposicién 2.1.18 (Diferencias y similitudes de la exponencial).

i) Tanto la real como la compleja verifican que e**e* = e*'**2 para cualesquiera
21, 29 reales o complejos segun corresponda.

ii) Ambas son funciones no nulas, es decir, e* #0, Ve € R y e* #£0, Vz € C.
iii) La exponencial real es inyectiva, pero la compleja no lo es.
Demostracion.

i) Que la exponencial real verifica esta propiedad es bien conocido, podria haber
duda en el caso complejo. Sean entonces z; = aq + iby, 20 = ag + by € C, ast:

e*e® = e™ (cos(by) + isin(by)) e (cos(by) + isin(bhy)) =
e+ (cos(by) cos(ba) — sin(by) sin(ba) + i (sin(by) cos(ba) + cos(br) sin(b2))) , (1)
y usando las propiedades del seno y coseno real sobre la adicion:

(1) = €a1+a2 (COS(bl + bg) + isin(bl + bg)) = €Z1+22.
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z

ii) Por definicién, e* # 0, Vx € R. Sea ahora z = = + iy € C, entonces e* =
e” (cos(y) +isin(y)) = 0, implica, al ser el primer factor no nulo, que cos(y) =
sin(y) = 0, pero esto no es posible pues el coseno y seno reales no se pueden
anular simultaneamente. Por tanto e* # 0, Vz € C.

iii) La exponencial real es, de hecho, una biyeccién de R en Ry por tanto inyectiva.
En cambio, la exponencial compleja no lo es. Para esto vamos a probar que

el = e? & 2y — 2y = 2kmi, k€ 7. (2.1)

Con esto se aseguraria la no inyectividad de la misma, ya que estamos probando
que hay infinitos valores con la misma imagen. Gracias al apartado i), e*' =
e & 22 = e*'7* = 1. Llamamos z = z; — 2o = x + iy, entonces e* = 1 &
e”cos(y) = 1, e*sin(y) = 0. De la segunda sacamos que para que se anule
el seno y debe ser un multiplo entero de 7, es decir y = mm, m € Z. Con
esto, cos(y) = %1, pero como e* > 0 se tiene que cos(y) = 1 y por tanto
y = 2kmw, k € Z. Ahora para que e* = 1 necesariamente x = 0, y entonces

tenemos que z = z; — 29 = 2kmi como queriamos.

El logaritmo complejo requiere un poco mas de precaucion. Sea z € C un nimero
complejo, z # 0, y buscamos w € C tal que e = z. Surgen dos preguntas: ;existe
este w?,jes unico? Supongamos que w = u + v, entonces

ew =y = eu—‘riv :eueiv =z
9
donde hemos usado 2.1.6, y si ahora utilizamos lo explicado en 2.1.7,
6u€iv _ ’Z‘ei(arg(z)—i—Qmﬂ')7 m e Z,
y asi obtenemos
e’ = |z, v =arg(z) + 2km, k € Z.

Por tanto, gracias al logaritmo real llegamos a que v = In |z| y v = arg(z)+2km, k € Z.
A cualquiera de estos w es a los que se le llama un logaritmo de z, luego si existe
este niimero, pero no es unico. Normalmente se trabaja con uno de ellos, al que se
le llama rama principal del logaritmo.

Definicién 2.1.19. Sea z € C — {0}. Entonces se define el logaritmo o logaritmo
principal de z como
log(z) = In|z| +iarg(z).

Observacion 2.1.20. Al igual que ocurria con la exponencial, el logaritmo principal
extiende al logaritmo natural real, pues si z es real positivo, la definicién anterior
nos da la igualdad.
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Proposicién 2.1.21 (Diferencias entre los logaritmos).

i) Las propiedades In(ab) = In(a) + In(b) y In(a®) = bln(a) para a,b € RT no son

ciertas para el logaritmo complejo aplicado a complejos no nulos arbitrarios.

it) El logaritmo real es continuo en todo su dominio, pero el logaritmo complejo

no.

Demostracion.

i)

i)

Las propiedades del logaritmo real las damos por conocidas. Para ver que no
son ciertas en el caso complejo veamos el siguiente ejemplo. Sean z; = —1 = 2o,
entonces como | —1| = 1y arg(—1) = m, se tiene que log(—1) = In(1) +im = i7
y log((—=1)(—1)) = log(1) = 0, con lo que 0 = log((—1)(—1)) # log(—1) +
log(—1) = 2iw. Este ejemplo también nos sirve para el segundo caso tomando
7nn=—1yz =2

Que el logaritmo real es continuo es consecuencia de la definicién y del Teorema
Fundamental del Calculo. Para el caso complejo es importante recordar que,
a efectos topolégicos, R? y C son idénticos, por lo que estudiar la continuidad
del logaritmo equivale a estudiar la continuidad de la parte real e imaginaria
de esta funcién. Y en efecto, arg(z) presenta una discontinuidad en el eje real
negativo, esto se ve muy claro de la siguiente forma. Sea ¢ € R™ y estudiamos
los limites
lim log(z) =1In|c| + im,
RS g(z) = Inc|
lim log(z) =In|c| — im,
R g(z) = Infc|

por lo que la funcién no es continua para ningin ¢ € R™.

Observacion 2.1.22. En 2.1.18 probamos que la exponencial compleja no era
inyectiva en todo C, pero en cambio probamos que e*' = e*? & 2y — 2y = 2kmi
para algin k € Z. Esto nos asegura inyectividad de la misma en bandas cuya parte
imaginaria tenga una amplitud menor que 27. Pues bien, se puede probar que la
exponencial compleja establece una biyeccion entre bandas de este tipo y
sectores angulares de amplitud exactamente la misma que la de la banda, cuya
inversa es un logaritmo, no necesariamente el principal, dependiendo de la banda.
Con esto quiero resaltar que al igual que ocurre en el caso real, la exponencial
y el logaritmo son una inversa de la otra, pero en el caso complejo ya no es de forma
global. Se puede ver con detalle todo sobre los logaritmos complejos en [8].

33



Capitulo 2 Analisis Real-Analisis Complejo

Raiz n-ésima

Comenzamos con el caso real. Dado a € R, que supondremos a # 0 para evitar
trivialidades, y n € N buscamos b € R tal que 0" = a. Aqui debemos hacer algunas
distinciones:

= Sin es par, entonces b"” > 0 cualquiera sea b, por lo que para poder encontrar
solucién real, a debe ser positivo o 0. Ademas, en este caso b™ = (—b)" por lo
que tendriamos dos candidatos, cada uno de ellos seria una raiz n-ésima de
a. Una de ellas es negativa, y la otra positiva. Pues bien, a la positiva se llama
raiz principal de a, y se denota por /a.

= Sin es impar, entonces existe una tnica solucion b € R tal que " = a. Esto es
sencillo viéndolo de la siguiente forma. Sea f(z) = 2™ —a un funcién definida en
todo R, continua, mondétona y con un unico cambio de signo. Bolzano concluye
con lo que anuncidbamos. Igual que antes, a este b se le llama raiz n-ésima
principal de a, y se denota por /a.

Para ver el caso complejo nos sera de ayuda el siguiente lema.

Lema 2.1.23 (Férmula de Moivre). Para cualquier x € R y cualquier n € Z se
verifica
(cos(z) 4+ isin(x))" = cos(nz) + isin(nz).

Demostracion.

Gracias a la férmula de Euler 2.1.6, probar esto es probar que ()" = €™ para
cualquier n € Z. De 2.1.18 sabemos que e*'e* = e*17%2 para cualesquiera sean
21,20 € C, luego si n € N,

y de forma similar si n € Z—N. En cualquier caso, hemos probado lo que buscabamos.
[ |

Con esto, veamos el caso complejo de forma andloga al real. Sea z € C — {0}
y n € N, buscamos entonces w € C tal que w" = z. Supongamos que w =
|w| (cos(#) + isin(f)), luego gracias a la férmula de Moivre,

w” = |w|" (cos(nd) + isin(nd)) .
Sea p = arg(z), si w" = z entonces
|w|™ (cos(nf) + isin(nh)) = |z| (cos(p) +isin(p)) <

@+ 2kT

lw|® =z|, nl—p=2kmkeZ < |wl=1/|z|, 6 ke Z.

A cualquiera de estos w se les llama una raiz n-esima de z. Probaremos que hay
exactamente n distintas.
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Proposicién 2.1.24. Si z € C— {0} yn € N, entonces existen n raices n-ésimas
complejas distintas.

Demostracion.
Sabemos que si w es una raiz n-ésima de z y ¢ = arg(z), entonces

2k 2k
w = {/|z]| (cos (%) + isin <u)) , k€ Z.

n

El moédulo es siempre el mismo, lo tinico que cambia es el argumento, por lo que para

que dos numeros de igual modulo fuesen iguales deberia darse que sus argumentos

difieran 2mm, m € Z. Si estudiamos estos argumentos en funcion del valor de k, 6,
_pt2r o+ 2(n— D)7

90:£, 01 y T 79n—1 9
n n n

podemos ver que 6, _1y,, — 0,,_1 = 2w, para cualquier m € N. Por tanto, solo hay
argumentos distintos de 0 a n — 1, y por tanto hay exactamente n raices n-ésimas
distintas. [

De todas las raices n-ésimas de un complejo, también se escoge una como principal.

Definicién 2.1.25. Sea z € C — {0} y ¢ = arg(z). Se define la raiz n-ésima

principal de z como
Yz = |z|n <cos (f) + isin <£>> :
n n

Hemos visto que en el caso de los reales podiamos como mucho conseguir dos
raices n-ésimas, mientras que en los complejos siempre hay exactamente n.
Aun asi, considerando las raices principales, la raiz compleja extiende a la raiz real
en el sentido de que la raiz compleja de un real coincide con la real. Ahora si, como
ya anunciabamos tenemos todo el derecho a decir, si hablamos de raiz principal, que
v/—1 =i, pues la rafz cuadrada principal de —1 serfa v/—1 = | — 1|%ei% = 1.

Funciones trigonométricas

Aunque son bien conocidas las funciones seno y coseno en el ambito real, conviene
dar una definicién que nos ayudard a la hora de diferenciar ciertas propiedades.

Definicién 2.1.26. Consideramos una circunferencia en R? centrada en (0,0) y de
radio 1. Un dngulo @ se situarén en la circunferencia cumpliendo lo siguiente:

= El vértice sera el centro de la circunferencia, y un lado serd el semieje positivo
de abscisas.

= El otro lado se colocara donde corresponda, abriendo el dangulo en sentido
contrario a las agujas del reloj, dando un punto en la circunferencia.
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sin(6)

Asi 0 determinard un tnico punto (x,y)
en la circunferencia unidad. Entones se

Ol cos(d)

definen:
= sin(f) = y.
» cos(f) = x.

Ahora pasamos a definir estas funciones en C

Definicién 2.1.27. Sea z € C entonces definimos:

elZ _e—iz

= sin(z) = &

812 +e—lZ

= cos(z) = &5
Observacion 2.1.28. Como ocurre con otras funciones, la versiéon compleja extiende

a la real pues Vz € R se tiene:
cos(x) + isin(z) — cos(x) + i sin(z) _ sin(x),

eia; . e—iz
2% 1 2i
2.1.6
e 4 e cos(r) + isin(x) ;COS(:C) —isin(z) _ cos(z).

2 7
2.1.6
Proposicién 2.1.29 (Parecidos). Las siguientes propiedades son comunes:

i) sin®(z) + cos?(z) = 1, ¥z € C.
it) cos(—z) = cos(z) y sin(—z) = —sin(z), Vz € C.
sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) y cos(z + w) = cos(z) cos(w) —

iii) sin(z + w)
sin(z) sin(w), Vz,w € C.
T +km kelZ.

-2

i) sin(z) =0< z=kr ycos(z) =0 2

Demostracion.
Estas propiedades las damos por conocidas en R, veamos en el d&mbito complejo.
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1 , . 1, .. A
sin?(z) + cos?(z) = 1 (e +e* —2) + 1 (e +e* +2) =1, Vz€C.

cos(—z) = % = cos(z), Vz € C.

sin(—z) = T v sin(z), Vz € C.
Por un lado tenemos sin(z+w) = w

las propiedades de la exponencial:

. Por otro tenemos que, usando

sin(z)cos(w)+cos(z)sin(w):e _22-6 e +26 += +26 : ;ie

2€i(z+w) _ 2€—i(z+w) ei(z—‘rw) _ e—i(z+w)

— I = 5 = sin(z + w).

3 i(zw) 4 p—i(z+w)
De igual forma cos(z + w) = &—t——

. . eiz + e—iz eiw + e—iw eiz _ e—iz eiw _ e—iw
cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) = 5 5 — 5 5

2€i(z+w) T 2€—i(z+w) ei(z+w) 4 e—i(z—i—w)

= 1 = 5 = cos(z + w).

Por un lado,

sin(z) =0 & e =e ™" iz (—iz) =2kmi, k€ Z < z=km, k€.

Para el otro, cos(z) = 0 < €% = —e™* & €7 (73) = —1. Vamos a estudiar
cuando eV = —1, razonando igual que en 2.1.18, ¢V = —l,w = = + 1y &
ecos(y) = —l,e"sin(y) = 0 & y = 7w+ 2kn, k € Z,x = 0. Entonces

e "®) = 1 & iz — (—iz) =i(n + 2kn), k€ Z < 2=+ km, k € Z como
queriamos probar.

Vamos ahora con la gran diferencia entre estas funciones, algo que podria parecer
sorprendente, pero para hacerlo mas claro enunciaremos y demostraremos un lema
previo.

Lema 2.1.30. Dado cualquier M € R, existen z1, 2z € C tal que sin(z) = M y
cos(z) = M.
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Demostracion.
Sea M € R y buscamos primero z; tal que sin(z;) = M. Para que esto ocurra debe

darse que

eizl _ 6*1'21
21
Por comodidad, vamos a buscar z; € C tal que Re(z;) €] — 7, 7[, luego veremos por

qué aqui. Llamamos e”*! = w y entonces

sin(z1) = =M & ™ —e " = 2M.

, . 1
e —eT = %M & w— — =2iM o w? —2iMw—1=0,
w

y resolviendo esta ecuacién (con coeficientes complejos)

; _ 2
w:zZMi”24M e VITE

Ahora bien, si 2y = x + iy = iz = —y + iz = Im(iz;) = Re(z), y ahora viene el
por qué buscar z; en esta zona concreta, ya que asi tenemos que Im(iz;) €] — 7, 7l.
Nos encontramos en la banda del argumento principal, donde tenemos garantizada
que la exponencial compleja y el logaritmo principal son inversas. Entonces:

e = w & iz = log(w) & 2 = —ilog(w).

Cualquier raiz de la ecuacion nos sirve, tomamos por ejemplo w = iM + /1 — M?,
y llegamos a z; = —ilog(iM + /1 — M?) que nos da lo buscado. Razonando igual
para 2, ahora tenemos la ecuacién

w—2Mw+1=0cw=

OM + AM? — 4
. = M+VM?2—1,

con €2 = w, llegando a zy = —ilog(M + v/ M? — 1). [

Corolario 2.1.31 (Diferencia). Las funciones seno y coseno reales estan acotadas,

pero no lo estan en el campo complejo. Concretamente, |sin(x)| < 1,]cos(z)| <
1, Vo € R, pero BM € R* : |sin(z)| < M ni |cos(z)| < M, Vz € C.

Demostracion.
De la definicién 2.1.26 es obvio que |sin(z)| < 1y | cos(z)| < 1 para cualquier = € R.
El caso complejo lo da el lema 2.1.30. |

2.2. Diferenciabilidad, tan parecidos y tan diferentes

Definiciones y primeras diferencias

Comencemos recordando algunas nociones de diferenciabilidad real que utilizaremos
en la seccion y que nos serviran para compararlas con las complejas.
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Definicién 2.2.1. Sea A CR ,a € AN A (con A" la acumulacién topoldgica de
A) ysea f: A — R una funcién. Se dice que f es derivable en el punto a si existe

o 1) = fla)

T—ra Tr— a

En tal caso, denotamos f’(a) al valor de dicho limite y se denomina derivada de la
funcion f en el punto a.

Definicién 2.2.2. Sean A C R? y (a,b) € A (con A el interior topoldgico de A).

= Sea h: A — R una funcién. Se dice que f es derivable o diferenciable en el
punto (a,b) si existe una aplicacién lineal T': R? — R verificando

i (@ y) = e, b) = T((x,y) — (a,0))]
(2.9)—+(ab) | z—(a,) |

=0,

donde || - || denota cualquier norma en R?, y a T, que si existe, es tnica, se
le denota por h'(a,b). En tal caso, también existen Oh(a.b) y Oh(a.b) que ademas

) ox oy
verifican

Oh(a,b) Oh(a,b)
ox m dy

T(m,n) = n = (Vh(a,b),(m,n)), ¥(m,n) € R%.

» Sea h: A — R? una funcién. Se dice que h es derivable o diferenciable en el
punto (a,b) si existe una aplicacién lineal T': R? — R? verificando

| h(z,y) = hla, b) = T((x,y) = (a,0)) |

lim =0
(r.9)(ab) |z~ (a,0) || ’
donde || - || denota cualquier norma en R?, y a T, que si existe, es tnica, se

le denota por h'(a,b). En tal caso, si hy, hy denotan las componentes de h, es
Ohi(a,b) Ohi(a,b) Oha(ab) = Oha(a,b)

decir h = (hq, hs), también existen , que ademas

ox > Oy ' Oz oy
verifican
Ohi(a,b)  Ohi(a,b)
'z m Vh a,b m
T(m,n) = ( ohad)  ohiles) ) ( n ) = ( Vh;Ea b; ) ( n )N(man) e R%.
oz Oy ’

Observacion 2.2.3. Algo importante a tener en cuenta es que, si
h = (hl,hg)l ACR2 —>R2

es derivable en un punto (a, b) entonces h;: A — Ry hy: A — R son derivables
en (a,b). De hecho el reciproco también es cierto.
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Cabe mencionar que, como vamos a ver, lo que se hace en variable compleja es
“extender la definicion de derivada real de una variable real a los complejos.” Claro,
esto es posible gracias a la estructura de cuerpo de C, pero no es posible en funciones
de R? en R2.

Definicién 2.2.4. Sean D C C,c€ DND’ ysea f: D — C una funcién. Diremos
que f es derivable (o diferenciable) en ¢, si existe

16— o)

z—cC Z — C
En tal caso, dicho valor se denota por f’(c).

Observacion 2.2.5. Como anunciabamos, las definiciones 2.2.1 y 2.2.4 son idénticas
en cuanto al limite a calcular. Esto hace que las reglas basicas de derivacion sean
las mismas en ambos casos, como la derivacién de la suma, producto, cociente
o composicion de funciones, asi como la derivada de las funciones elementales.

Pero llegados a este punto, ;qué tiene de especial la derivabilidad compleja?, ;es
idéntica a la real como parece? La respuesta es no, y es que aunque parezcan tan
parecidas, realmente son muy diferentes. Esto viene dado por el siguiente teorema,
extraido de [5].

Teorema 2.2.6 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Sea Q@ C C un abierto, ¢ € Q
y f: Q@ — C una funciéon. Notaremos ¢ = a + bi y u,v: Q@ C R*> — R con
u(z,y) = Ref(xz+iy), v(z,y) = Imf(z+iy),Y(x,y) € Q. Entonces las afirmaciones
siquientes son equivalentes:

i) 3f'(c) (en sentido complejo).

ii) Las funciones u y v son derivables (en sentido real) en (a,b) y se verifican las

rqualdades
du(a,b)  Ov(a,b)
or dy
Ou(a,b)  Ov(a,b)
oy  dx

Ademas en ese caso se tiene que

_ Ou(a,b) N Z,(91)((1, b)

1) ox ox

Demostracion.
Por definicién, tenemos que i) es equivalente a que

) — i 1O =@ 1) = £O) = P = o)

z—c z —C zZ—c |Z — C‘

—0.  (2:2)
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Supongamos que f’(c) = A + iu, entonces tenemos que
fle)(z=c) = (A+ip)(z+iy—a—ib) = Mz —a) —pu(y—b)+i [u(z — a) + A(y — )]
Usando la definicion de médulo complejo podemos ver 2.2 como

(L) @) (b o@h) e —ply-ba—a) G-I | _
(ac,yl)gl}a,b) < Il (z,y)—(ab)ll ) =0.

Ahora, como
(0 —0) =ty — Do —a) 2 -0y = [( 2 ) (2]
T y—>b
si nos fijamos en la segunda parte de la definiciéon 2.2.2, tomando como funcién
h = (u,v) y como aplicacién lineal 7' la determinado por la matriz < 2 s >

A
tenemos que la relacién anterior se cumple si y solo si h es derivable en (a,b), y su

derivada cumple
(vm@@)_(%ﬁ-%?)
Vho(a,b) ) =\ 2ien oldn )
Por la unicidad de la aplicacion lineal que aparece, tenemos que tiene que ser igual

a la matriz ( —)\,u >, lo que implica:
du(a,b) \ = Ov(a,b)
or oy
du(a,b) —~  Ov(a,b)
gy T e

que son las ecuaciones de ii). Ademds por la observacion 2.2.5 tenemos la derivabili-
dad de u y v. Por tltimo como f'(¢) = A + iu tenemos

o) = 8ug;, b) N Z,(?v(ao;, b)7

como queriamos probar. [ |

Observacion 2.2.7. La mayoria de las funciones tipicas del andlisis presentadas
en la seccién anterior siguen siendo derivables en sentido complejo, como lo eran
en el real. De hecho, cabe mencionar algo comun entre la diferenciabilidad
real y compleja: ser diferenciable implica continuidad de la funcién. Esto
hace, por ejemplo, que el logaritmo complejo principal no sea derivable en el eje real
negativo.

Definicion 2.2.8. Sea ) un abierto de C y sea f: {2 — ' una funcién. Diremos
que f es holomorfa en 2 si es derivable en todo punto de €2, y denotaremos por
H(2) al conjunto de las funciones holomorfas en (2.
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iExiste un Teorema del Valor Medio complejo?

Si recordamos la version real, que podemos consultar en [7], tendremos una idea de
qué estariamos buscando.

Teorema 2.2.9 (Teorema del Valor Medio Real). Sea 2 un abierto de R™ y sea
g: 2 — R una funcion derivable en ). Sean x,y € € tales que

[z,yl ={ A+ (1—-Ny:Ae|0,1]} C .
Entonces 3¢ €]z, y[={ \x + (1 — Ny : X €]0,1[} tal que
9(y) — g(x) = (Vg(§),y — ),
donde (-,-) denota el producto escalar usual de R™.

Antes de seguir con el propésito relacionado con el titulo de esta parte, gracias a
este teorema 2.2.9 y a al teorema 2.2.6, tenemos una propiedad interesante que
es comuin tanto en el analisis real como en el complejo.

Corolario 2.2.10.

i) Sea Q C R™ un conjunto abierto y convexo y sea g:  — R wuna funcion
derivable en Q) tal que Vg(x) = 0 para todo x € Q). Entonces g es constante.
En particular, sin =1y ¢'(x) =0, Ya € Q implica que g es constante.

ii) Sea @ C C un conjunto abierto y convezxo y sea g: Q@ — C una funcion
holomorfa en § tal que ¢'(z) = 0 para todo z € ). Entonces g es constante.

Demostracion

i) Como (2 es convexo, para cualesquiera z,y € ) se tiene que [z,y] € Q, por lo
que podemos utilizar el teorema 2.2.9 para llegar a que

oy €l yl 9(y) — 9(x) = (Vg(&ey),y — 2) = 0= g(y) = g(z), Y2,y € Q.
Por tanto, g es constante como queriamos probar.

ii) Sean uw,v: Q@ — R tales que g(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y),¥(z,y) € Q.
Entonces, por el teorema 2.2.6, se tiene

ou(z,y) N Z.av(x,y)

"(2) =g (z +iy) = = 0,VY(z,y) € Q.
9'(2) = ¢'(x +iy) 5 e - (z,y)
Hipdtesis
Por tanto 8“52’” = a”g;’y) = 0,V(z,y) € Q, y de nuevo por las ecuaciones
de Cauchy-Riemann 2.2.6 se tiene 0 = —8”((99;’3’) = Buéx’y),V(x,y) € Q. Es
Y

decir tenemos Vu(z,y) = 0,V(z,y) € Q, y por el teorema 2.2.9 tenemos

que u seria contante. De igual forma 8”((;;’1/) = 8“5;;’@/) = 0,Y(z,y) € Q, luego

Vo(z,y) = 0,V(z,y) € Q porlo que v también es constante. Asi g serfa constan-
te. [
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Ahora si, nos planteamos responder la pregunta con la que empezamos, jexiste una
version similar a 2.2.9 del Teorema del Valor Medio en C? Es decir, nos pregunta-
mos si el siguiente enunciado es cierto:

“ Sea () un abierto y convexo de C y sea f: 2 — C una funcién holomorfa.
Entonces Vzy, zo € Q, 3 €]21, 29[ tal que f(21) — f(22) = f(§)(z1 — 22).”
Vamos a ver que NO es cierto, con el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.2.11. Sea f: C — C definida por f(z) = 2% y tomamos los puntos z; = i

y 22 = 1. Supongamos que existe £ €]z, 2o tal que f(z1) — f(z2) = f(§)(z1 — 22),
entonces

<2 P—1=—i— ) ‘
f(( 1))(zl i(zQ% = 352(¢1— 1) : } = —i—1=3>-1),
Lo que ocurre, si y solo si,
el (i)l 20
CTR-D T 3G-n(-1-) 6 3

Si calculamos las ralces cuadradas de 3 segin se explico en la seccion anterior,

tenemos que como g %6 2 entonces las ralces SOn
1 .= 2 2 1 =
o Laro (V2 V2L e L (V22
V3 V3 \ 2 2 V3 \/§ 2 o

Ademids & € {&,&}. Ahora bien, £ €]z, 23] por lo que I\ €]0,1] tal que £ =
Az +(1=XN)zg = (1=X)+iA. Si € = & entonces (1—\)+i\ = % (‘[ + %= ) lo que

implicaria que A\ = %, (1-X) = Q\Lf que es imposible pues en ese caso se daria que

IL=X(1-X) = f . De igual forma, si £ = &, entonces (1—\)+i\ = \/Lg <—Q — zﬂ>

2 2
lo que 1mphcar1a que \ = —%, (I—=X) = \i} que es imposible de nuevo pues

ahora darfa que 1 = A+ (1 —\) = ? Por tanto no existe tal £, lo que desmiente
lo pretendido.

Asi concluimos que en los complejos no hay una version similar a la version real del
Teorema del Valor Medio.

Holomorfia y Analiticidad

Nuestro objetivo en esta seccién es probar la equivalencia para funciones complejas
de variable compleja, entre holomorfia, analiticidad y el hecho de ser infinitamente
derivable, cosa que como sabemos ni de lejos ocurre en R. Para ello fijaremos nociones
que nos ayudaran a probarlo poco a poco. La mayor parte de los resultados estan
extraidos de [5] y [8].
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Series de potencias

Definicién 2.2.12. Sea {c;, }nenufoy una sucesién de nimeros complejos y a € C. Se
consideran las funciones fy(z) = ¢y y fu(2) = ¢u(z — @)™ para cada n € N definidas
en C. Entonces la serie definida por esta sucesion de funciones, que se representa

por
o0
Z cn(z —a)",
n=0

se llama serie de potencias compleja centrada en a con coeficientes ¢,,.
Definiciéon 2.2.13 (Convergencia). Dada una serie de potencias centrada en a,

oo
> en(z —a)", se define para cada M € N la suma parcial

M
E Z—(I

Asi, diremos que:

» La serie de potencias es convergente en z cuando la sucesién {Sy}ryen es
convergente.

= La serie de potencias es absolutamente convergente en z cuando la serie
o

> len(z — a)™| es convergente, donde | - | es el médulo complejo.
n=0

Vamos a ver como se comportan las series de potencias respecto de la convergencia.

Lema 2.2.14. Si la serie de potencias Y c,(z—a)"™ es convergente para z—a = d # 0
n=0
entonces converge absolutamente para cualquier w € C tal que |w — a| < |d|.

Demostracion.
oo

Si Y en(z—a)"™ es convergente para z —a = d, entonces la sucesion {c,d"} converge

a 0 (condicién necesaria de convergencia en series). Por tanto, 3k € RJ tal que
|c,d™| < k,Vn € N. Sea ahora w € C tal que |w — a| < d, entonces para cada n € N

se tiene
lw — al” jw —al\"
=l d"|——— < k|——
|d|™ |d|

|w—al \™ . J
< 1. Asi la serie Z v es una serie geométrica

(w —a)"

dn

cp,d”

|en(w — a)"| =

Como |w —a| < |d| =

Id\

de razén menor que 1, y por tanto convergente Usando el criterio de comparacién

(real) tenemos que Z |cn(w — a)™| es convergente, y por tanto la serie de potencias
n=0
> en(w —a)™ es absolutamente convergente, como queriamos probar. |
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e}

Corolario 2.2.15. Dada la serie de potencias Y c,(z —a)", si p € RT es tal
n=0

que la sucesion {c,p" nen €s acotada, entonces la serie anterior es absolutamente

convergente si |z — a| < p.

oo

Teorema 2.2.16. Dada una serie de potencias Y c,(z —a)™ se tiene una (y solo
n=0

una) de las siguientes situaciones:

o0
i) Y. cn(z —a)" converge Vz € C.
n=0
oo
it) > cn(z —a)" converge solo en z=a.
n=0

i) IR > 0 tal que Y c,(z —a)" converge (absolutamente) Vz € C: |z —a| < Ry
n=0
no converge para |z — a| > R.
Demostracion.
Definimos A = {p € R} : {c,p" tnen es acotada}. Es claro que 0 € A luego A # &.
Tomamos
R = sup(A) € Rj U {+oc}.

Ahora tenemos las siguientes posibilidades:

i) Si R = 400 entonces para cada z € C podemos encontrar p € A tal que p >
|z —al. Asi, por el corolario 2.2.15 tenemos que la serie converge absolutamente
(y por tanto converge).

ii) Si R = 0 entonces forzosamente A = {0}. Por tanto, para z # a la sucesion
{cn(z — @)"}nen no esté acotada, por lo que no puede converger a 0. Por la
condicién necesaria de convergencia de series, la serie de potencias no conver-
geria.

iii) Si R €0, +oo[, para z € C tal que |z —a| < R existe p € A : |z —a| < p.
De nuevo el corolario 2.2.15 nos da que la serie es absolutamente convergente.
En cambio para z € C tal que |z —a| > R, si Y c,(z — a)™ es convergente

n=0
entonces {c,(z — a)" },en converge a 0, en particular es acotada, pero esto no

es posible ya que en ese caso |z — a| perteneceria a A y asi sup(A4) > R. Por

o0
tanto Y c,(z — a)™ no converge para |z — a| > R.
n=0

Esto prueba cada caso del teorema, respectivamente. [ |

Definicion 2.2.17. Al R que proporciona el teorema 2.2.16 se le llama radio de
o

convergencia de la serie Y ¢,(z — a)™ , aceptando los valores R = 400 si la serie

n=0
converge en todo C o R = 0 si solo converge para z = a.
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Definicién 2.2.18 (Analitica). Sea Q un abierto de C y sea f: 2 — C una funcién.
Diremos que f es analitica en © cuando Vb € Q2 exista p, € RT tal que el disco

D(b,pp) ={2€C:|z—=b < pp} CQ

y una serie de potencias c,(qb)(z —b)" con radio de convergencia R, tal que D(b, p)
n=0
esté contenido en D(b, R) y

Zcb z—0)", Yz € D(b, pp).

n=0

Aunque esta definicién pueda parecer extrana, no dice mas que lo siguiente: una
funcién analitica es aquella que localmente es una serie de potencias convergente.
Nos acercamos a probar uno de los resultados anunciados, pero antes necesitamos
algunas nociones mas.

Lema 2.2.19. Si z,w € C son tales que |w| < |z| entonces se verifica:

1
< ﬁ,‘v’n € N.

=
El

Demostracidn.
Como [ < 1, la serie geométrica con este término general serd convergente, y por
tanto, ﬁ]ado n € N, la suma finita sera menor que la suma infinita, es decir:

ST SR S
E F P R e
Ademds, como ||w||: lwl" 2 ||Z‘m ,Vm < n — 1 pues Hw“ < 1, tenemos
w1 |w] jw|"! 2]
‘ <l4+—4+---+ — .
2] ] 2] = |wl

o oo

Proposicién 2.2.20. Las series Y. c,(z —a)" y >_ne,(z —a)"! tienen el mismo
n=0 n=1

radio de convergencia, es decir, si derivamos término a término la primera el radio

de convergencia es el mismo.

Demostracion.
No es restrictivo suponer que a = 0, en otro caso podriamos trasladar el problema
a esta situacion.
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Supongamos que R; es el radio de convergencia de > ¢,z" y Ry el de chnz”_l,

n=0 n=1
y supongamos primero que ambos pertenecen a Ry . Ahora, si |z] < Ry, tenemos

lenz™| = |2l|enz™ Y| < nl2||enz" | < Ralncn,2™ Y, Vn € N,

o0
y como la serie > nc,z""! es absolutamente convergente Vz € C : |z| < Ry (teore-

n=1
o
ma 2.2.16) tendriamos que la serie ) ¢,2™ también lo seria, por lo que Ry < Ry
n=0

(recordemos que el radio de convergencia es el mayor radio del disco centrado en a
donde converge la serie). Si tuviésemos que Ry < R, entonces elegimos z,w € C
tales que Ry < |w| < |2| < Ry, y usando 2.2.19 obtenemos

n—1 ‘|

< #,Vn €N = nlc,uw" ! <
2| = wl

|cn2"|

,Vn € N.

‘w
n —_—
z 2] = wl

o0 o0

Como |z| < Ry, la serie Y ¢,z" es convergente, luego > nc,w™ ! también seria
n=0 n=1

convergente, pero |w| > Ry lo que contradice que Ry sea el radio de convergencia,

por tanto Ry = R;.
Veamos ahora que ocurre si alguno de ellos es 0, supongamos por ejemplo que Ry = 0,

[e.e]
en ese caso y nc,z" ! solo converge para z = 0. Por tanto, 2 nc,z""! también

n=1 n=1
oo
converge solo para z = 0, y asi ) ¢,z" convergeria solo para z = 0y R; = 0.
n=0

Anéalogamente si se supusiese Ry = 0.
Supongamos ahora que alguno de los radios es infinito, por ejemplo Ry = +00. En
ese caso, dado z € C fijo pero arbitrario, de

lcn2™| = |2||cnz™ | < nl2]lenz™ Y, ¥n € N,
oo oo
tendrfamos que la convergencia de Y |nc,z""!| implicarfa la de Y. |c,2"|, y por
n=1 n=0

o0

tanto la de ) ¢,2", y esto lo tendriamos para cualquier z € C, luego Ry = +o0. Si
n=0

partiésemos de R; = 400, fijado de nuevo z € C, como

|ncnz"_1| < |cnz"_1| = |z]|ncnz"_1| < |enz",

o o

de la convergencia de Y. |c¢,2"| tendriamos la de > |nc,2""!| y asi Ry = +oo0. Con
n=0 n=1

esto acaba la demostracion, pues en cualquier caso ambas tienen siempre el mismo

radio de convergencia. [ |

Enunciaremos un criterio que nos sera de utilidad, cuya demostraciéon podemos ver
en [8].
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Lema 2.2.21 (Criterio de Weierstrass).
oo

Sea > fn una serie de funciones complejas definidas en un conjunto A C C. Supon-
n=0

gamos que eziste una sucesion {a,} de nimeros reales positivos tal que:

i) |fn(2)| < oy para todo z € A, Vn € N.

oo
ii) La serie Y a, es convergente.
n=0

o
Entonces la serie Y f, converge absolutamente y uniformemente en A.
n=0

Teorema 2.2.22 (Analitica= Infinitamente derivable).

(o, ¢]
Sea Y cn(z —a)™ una serie de potencias con radio de convergencia R > 0 y consi-
n=0

deramos la funcion f: D(a, R) — C definida por
f(z) = icn(z —a)".
n=0
Entonces 3f'(z), Yz € D(a,R) y
f'(z) = incn(z —a)" !
n=1

En consecuencia, f es infinitamente derivable en D(a, R) y para cada k € N su
derivada k-ésima se obtiene derivando k veces la serie término a término, esto es:

f(k)(z) = Zn(n_ 1)"'(Tl— k4 1)Cn(2 —a)””“.

Y en particular se verifica que
f¥(a)
k'

C —

Demostracion.

[ee]
De nuevo, no es restrictivo suponer a = 0, de forma que f(z) = > ¢,2". Sea
n=0

be D(0,R), y para z # b,z € D(0, R) consideramos la funcién

o0

ple) = TTO s T S e,

z

n=1

con p,(z) = anZ:Z . Ahora bien, como para zb # 0 se tiene

n

"o " A
n—jb]—lz Z_(_) — z
;Z Z b \z ) 1-24 z—b"’

J= serie geométrica
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y si alguno fuese 0 se cumple de igual forma. Entonces p,(z) = ¢,>_ 2" 70!y

j=1
nuestra idea ahora es probar que existe linll) ©(z). Para ello, como b € D(0, R), y es
z—
un abierto de C entonces
36 >0:D(b,0)={2€C:|z—bl <&} C DO,R). (2.3)

Por otro lado, como Vz € D(b,d), se tiene que |z| — |b] < |z — b|] < §, entonces

< |b| + 6
2 < b + -
b] < [b] +9
, y obtenemos
Pol(2)] < leal 312"~ < mleal (] + 0", (2.5)
j=1 2.4

o0
Ahora, como > ¢,z" es convergente si |z| < R, por la proposicién 2.2.20 tenemos
n=0

o0
que > nc,z""! converge si |z| < R, y por el teorema 2.2.16 lo hace absolutamente,
n=1

oo

por lo que > nlc,|[2" 7| es convergente si |z| < R. Vamos a buscar z € C tal que
n=1

|z| = |b|+ 0y |2] < R.Sib=0tomamos z =0y |z| =0 < R, en otro caso tomamos

z2=0b+ (5|—Z| de forma que como |z — b| =4, por 2.3, |z| < R y ademds

|2)2 = 2z = <b+ 5%> (5+ 5%) = [b]* + 20[b| + 6% = (|b] +9)*,

oo
por lo que |z| < R. Por tanto como Y n|c,||2" 1| es convergente si |z| < R, tenemos

n=1
o0
que Y. nlc,|(]b] + )"t es convergente. Aplicando el criterio 2.2.21 para f, = p, y
n=1

[0.9]
an = nley|(|b] + 6)" ! tenemos que > p,(z) converge absoluta y uniformemente en

n=1
Db, 5).
Sabemos, del andlisis real (y como este ambito es estrictamente topolégico también
es cierto en anélisis complejo), que la convergencia uniforme en sucesiones (y por
tanto en series) de funciones continuas es continua, luego ¢ es continua en D(b,d),

definiendo, para z = b,
_ o f(E) - f0)
p(b) = lim ===
Por tanto, tenemos que 3f'(b) = p(b) = lirré S pn(2) = > ne,b" !, probando asi la
z2—=b p—1

= n=1
primera parte. Para probar que f es infinitamente derivable y que cumple la férmula
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anunciada basta aplicar lo ya probado a f’ y asi sucesivamente las veces que se desee.
Por 1ltimo si

f® (2 Znn—l (n—k+1)ep(z —a)" ",
n=k
entonces f*)(a) = klcg, lo que concluye la demostracion. |

Con esto acabamos de probar algo importante que anunciabamos al principio: toda
funcién analitica es infinitamente derivable. Este hecho se cumple también en
el andlisis real, y de hecho, como veremos, es el inico hecho (no trivial) de los que
dijimos.

Integrales

El camino para probar las importantes propiedades que dijimos al comienzo pasa
por las integrales sobre curvas en C y los resultados de Cauchy. Vamos a ello dando
primero unas pinceladas basicas de integrales.

Definicién 2.2.23. Diremos que una funcién ¢: [a,b] C R — C es integrable si
lo son Rey y Imgp como funciones reales de variable real. En tal caso, definimos la
integral de ¢ en [a, b] como

/ab p(t)dt = /ab Re(t)dt + i /ab Imep(t)dt.

Definicién 2.2.24 (Nociones sobre curvas).

» Una curva en C es una aplicacién ¢: [a,b] — C continua. La curva se dice
cerrada si p(a) = p(b), y se dice simple si ¢ es inyectiva en |[a, b|.

» Una curva ¢ se dird regular a trozos y se notara como ¢ € C} [a,b] si existe
un particién a =ty < t; < --- < t,, = b de [a,D] tal que p es C' en [ty, tp1],
para todo k € {0,...,n — 1}. Si una curva es regular a trozos, la llamaremos
camino.

» Gracias al Teorema de Jordan, tenemos que una curva cerrada y simple ¢ divide
al plano complejo en dos componentes conexas abiertas. A la componente
acotada la denotaremos por I(y), y a la no acotada, E(p).

= Se llama traza de una curva ¢ y se representa por ¢* al conjunto
" = {p(t) - t € [a,b]}.

» Se define la longitud de un camino ¢: [a,b] — C como
b
- [ Wl
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Definicién 2.2.25.

» Dada una curva ¢: [a,b] — C definimos —¢: [a,b] — C,—¢(t) = @(b+a—t)
su curva opuesta. Con esto lo que hacemos realmente es “recorrer” la curva en
sentido contrario.

» Dadas dos curvas ¢: [a,b] — C y o: [c,d] — C tales que ¢(b) = o(c), se
define la yuxtaposiciéon como ¢ + o: [a,b+ d — ¢] — C dada por

e @ <t <
W*")(t)—{f(c—mt) b <t < btd—c

Definiciéon 2.2.26 (Integral curvilinea). Sea ¢: [a,b] — C un camino, y sea
f: " — C una funcién continua. Definimos la integral de f a lo largo de ¢ como

[Df(Z)dz = /abf(sz?(t))gp’(t)dt_

Proposicién 2.2.27 (Propiedades, en [8]).

1) Dados dos caminos ¢ y o, y la funcion continua f: ¢* U o* — C, entonces

se cumple
P /wg f(z)dz:/@f(z)dz+/gf(z)dz.

2) Dado un camino ¢ y una funcidn f continua en ©* se cumple

/w F(2)dz = —Lf(z)dz.

3) Si: [a,b] — C es un camino y f: ¢* — C es continua se tiene la acotacion

/¢ F(2)d

Enunciamos a continuacion un resultado esencial para probar lo que se propone,
cuya demostracion se puede consultar donde se indica.

<max{|f(2)] : z € ¢"}L ().

Teorema 2.2.28 (Teorema de Cauchy([9],pag.107)).
Sea : [a,b] — C un camino cerrado y simple, y sea f: Q) — C una funcién
holomorfa en Q, con Q un abierto verificando que I(p) U @* C Q. Entonces

/@f(z)dz = 0.

Trataremos algunos lemas previos que nos seran de utilidad en nuestro objetivo.
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Lema 2.2.29 (Lema de Deformacion). Sean
Y1, 2 dos caminos cerrados ,simples y con la mis-
ma orientacion tales que o5 C I(p1) y f: @ — C
una funcion holomorfa, con Q un abierto verifican-
do 1 U@s U [E(p2) NI(p1)] C Q. Entonces

/pl f(z)dz = /m f(z)dz

Demostracion.
Planteamos la siguiente divisién de los caminos ¢1, 2 y unos nuevos segmentos para
construir nuevos caminos cerrados. Esto se ve més claro en el siguiente esquema:

Definimos los nuevos caminos v, cuya traza es el segmento AB, 7, la parte inferior
de @, 73 el segmento C'D, 4 la parte inferior de o1, 75 la parte superior de ¢y y
por tultimo 74 la parte superior de ¢;, todas con la orientaciéon indicada. Definimos
asi otros caminos como yuxtaposicion de estos, o1 = v + Yo + Y3+ Y1 ¥ 02 =
—3 + 75 + (—71) + 6. Por hipdtesis, estamos en condiciones de aplicar el Teorema
de Cauchy 2.2.28 a 01 y a 0y para obtener,

/Ul F(2)dz = / f(2)dz = 0.

De esta forma por las propiedades anunciadas en 2.2.27 tenemos, sumando ambas
integrales

/71 f(Z)dz—i—/wf(Z)dZ—l—/%f(z)dz—i—/Mf(z)dz/_%f(z)dz+/%f(z)dz
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+/Vlf(z)dz+/%f(z)dz:
:>/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(2)dz =
:>/f dz+/f dz—/ f(z dz+/ fz

Ahora como v2 + 795 = @2 ¥ (—74) + (—76) = ¢1 llegamos a

f(2)dz= [ [f(z)dz

Y1 P2

como queriamos probar. |

Lema 2.2.30. Sea a € C, R >0 y sea C(a,R) = {z € C: |z —a| = R}, entonces

1
/ dz = 2mi.
C(a,R) # — @

Demostracion.

Como primera observacion cabe destacar que la funcion z —— Z%@ es continua
en C(a, R) luego la integral existe. Parametrizamos este conjunto con la curva
¢: [0,27] — C definida por ¢(t) = Re" + a de forma que ¢* = C(a, R) y ¢'(t) =
Rie™, Vt € [0, 27]. Entonces:

1 T Rie'
dz = —dt = 2i.
/C(%R) zZ—a - /0 Re m

Teorema 2.2.31 (Férmula integral de Cauchy). Sea ¢: [a,b] — C un camino
cerrado, simple y orientado positivamente, y f: 2 — C una funcion holomorfa en
Q, con Q un abierto cumpliendo ¢* U I(p) C Q. Entonces

f(2)

i pZ—a

fla) = dz, Ya € I(p).

Demostracion.

Fijamos a € I(p) arbitrario, entonces la funcién z — % estd bien definida y
es continua para todo z € ¢*, por lo que su integral estd asegurada que exista.
Definimos la funcién h: I(¢) — {a} — C por
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que esta bien definida y es continua en su dominio (de hecho al ser f holomorfa h
también lo seria). De la definicién obtenemos la relacién

f(z) = fla) + f'(a)(z — a) + h(2)(z — a), Vz € I(p) — {a}. (2.6)

Ademds, como lim h(z) = f’(a) — f'(a) = 0, entonces tenemos que
zZ—a

Ve >0, 3. > 0:|h(2)| <e, Yz € D(a,0.) —{a} C I(p) —{a}. (2.7)

Con esta idea tomamos € > 0, fijo pero arbitrario, y encontramos d. > 0 de forma que
se cumplen 2.6 y 2.7. Fijamos 0 < R < §, de forma que D(a, R) C D(a,8) C I(p) y
se siguen cumpliendo 2.6 y 2.7, luego si denotamos por Fr(A) a la frontera topolégica
del conjunto A, tenemos:

(@) dz = / /() dz =
prTa g Fr(D(a,R) # — @

L.Deformacién2.2.29

:/ ﬂ@@+/ f@@+/ h(z)dz
T JFr(D(a,r) # — @ Fr(D(a,R)) Fr(D(a,R))

2.6
= 2mif(a) + f’(a)/ 1dz +/ h(z)dz.
T Fr(D(a,R)) Fr(D(a,R))

Lema2.2.30

Ahora como la funcién constante 1 es holomorfa cualquiera sea el dominio, el Teorema
de Cauchy 2.2.28 nos asegura que su integral es 0. Asi,
ﬂd,z =2mif(a) + / h(z)dz,

LPZ—CL

Fr(D(a,R))
y de aqui, obtenemos

),

(pZ—CL

z —2mif(a)

/ h(z)dz
Fr(D(a,R))

Como esto lo tenemos para todo € > 0 podemos hacer tender ¢ — 0 de forma que

llegamos a
Mdz—27rz'f(a) =0= f(a)= L ﬂd?«ﬂ

pZ—a 271 pZ—a

4

2.7

< max{|h(z)|: z € Y} L(7) < 27 Re.
N

Vamos ya si con uno de los resultados que buscabamos.

Teorema 2.2.32. Sea ¢: [a,b] — C un camino cerrado y simple, y f: Q@ — C
una funcion holomorfa en un abierto Q con ¢* U I(p) C Q. Entonces para todo

a € I(p) se tiene
f'(a) = : / (Zfﬁzi)zdz'

T om
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Demostracion.
Dado a € I(y), como es I(y) es abierto y Fr(I(y)) = ¢* podemos encontrar 6 > 0
tal que

|z —a| > 26, Vz € p*. (2.8)

Ahora, para h € C tal que 0 < |h| < 0 se tiene que a + h € I(p) pues |[a+ h —a| =
|h] < § < 2§. Ademads se verifica que

|lz—a—h|>|z—a|—1|h| >20 —6 >0, Vz € ¢". (2.9)
Como f es holomorfa, es continua y en particular podemos tomar
M =max{|f(2)|: z € "}

Gracias a la férmula de Cauchy 2.2.28 (estamos en las hip6tesis adecuadas) se tiene

que
fla+h)—fla) 1 1 1
h :2wih[pf(z)(z—a—h_z—a>dzz
1 hi) 1 e
B 2Wih[p(2—a—h)(z—a)d B 2wi[o(z—a—h)(2—a)d '
Por tanto:

LEEDESORETY S CIAE

h 2mi J, (z —a)?

L[ o))

(z
f(2) ( 11 )dz %[O(Z_aifig)z()z—aydz'

i z—a\z—a—h z-—a
c ML),

©
] < 42

2227

L

28y29 2142 - §

De donde, como z = a+ h, z — a < h — 0, entonces haciendo tender h — 0 se
tiene que

- flath)—fla) 1 [ [f(z) 1 fz2)
lim /( dz=0% f'(a) = /( dz,

h—0 h 2mi J, (2 —a)? 2mi z—a)?

como queriamos probar. [

El siguiente resultado es un proceso inductivo de este que acabamos de probar, la
demostracién es similar. Se puede consultar en [5] o en [§].
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Teorema 2.2.33. Sea ¢: [a,b] — C un camino cerrado y simple, y f: Q@ — C
una funcién holomorfa con p* U I(p) C Q2. Entonces para todo a € I(p), 3™ (a)
para todo n € N, y se tiene

@ =g [ A

270 z—a)vtt

Con los teoremas 2.2.32 y 2.2.33 parece que hemos dado con una forma de calcular
el valor de la derivada de una funciéon holomorfa en un punto, pero hemos hecho
mucho mas. En efecto, si f: 2 — C es holomorfa, dado cualquier a € €2, con €2
abierto, podemos encontrar R > 0 tal que D(a, R) C € y tomar ¢ un camino simple
tal que ¢* = Fr(D(a, R)). De esta forma el teorema 2.2.33 nos dice que existen
las derivadas de cualquier orden en dicho punto, es decir, si la funcién es
holomorfa en un abierto, entonces es infinitamente derivable. Esto es algo

que no ocurre en R y las funciones derivables, veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.34. Definimos la funcién f: R — R por

z?cos (2) si x#0

f(:]c):{ 0 si x=0

que es claramente continua en R —{0}. Ademéds como 0 es un punto de acumulacion,
serd continua en 0 si, y solo si, lin% f(x) = f(0). Como
r—r

x—0

1
2% cos (—)‘ < |2% 5o,
T

entonces lir% f(z) = 0= f(0),porlo que f es continua en R. Ademds f es claramente
z—>

derivable en el abierto R — {0} por ser composicién de funciones derivables. Ahora,
como

1
x Cos <—)‘ < |lz| =80,
T

se tiene que liH(l) W = lim z cos (%) =0, luego 3f'(0) = 0. De hecho,
z—

z—0

, 2x cos % —l—sin% st x#0
f(x):{ <>0 () st x=0

Ahora bien, esta funcién no es continua en 0 pues el limite

lim f'(z) = lim 2x cos <l> + sin <1> = lim sin (1>

z—0 z—0 €T €T x—0 €T

ni siquiera existe, por tanto f’'(z) no puede ser derivable en 0.
Aqui tenemos un ejemplo de funcion real que es derivable una vez, pero no
2 y mucho menos infinitamente derivable.
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Nos disponemos ahora a probar la dltima de las implicaciones anunciadas.

Lema 2.2.35. Sean z,c € C con z # c. Entonces se verifica que, Vn € N,

1 - h* htt
z—h—c:Z(z—c)’l€+1 * (z—h—c)(z — )"tV

k=0

VheC:h#z—c.

Demostracion.

n k
Sea h € C con h # z — ¢, entonces la suma > -1 <L> es una serie geométrica
kZOZ—C zZ—C
(finita) de razén - = 1 por hipétesis. Entonces,
zZ—cC

S 1 (h V' E gt E ()
kz_oz —c (z — c) - — % - % -
_ (z=ott—prtt 1 I
TGzl (z—c—h) z—c—h (z—c)" (z—c—h)
de donde despejando obtenemos lo buscado. [

Teorema 2.2.36 (Taylor). Sea Q@ C C un abierto y f: Q@ — C una funcion
holomorfa en §2. Entonces, para todo ¢ € Q) existe r. > 0 tal que

[e.e] n)
f(z) = Z f(n!(c) (z—0¢)", Vz € D(c,re).
n=0

Demostracion.

Dado ¢ € €, por ser un conjunto abierto encontramos r., R € R con 0 < r. < R
tales que D(c,r.) C D(c, R) C Q. Tomamos un camino cerrado y simple ¢ tal que
©* = Fr(D(c, R)), de forma que D(c,7.) C I(p) = D(c, R) y ¢* U I(p) C Q. Asi,
estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la Férmula integral de Cauchy
2.2.31 para cualquier ¢ + h € D(¢,r.), obteniendo:

_ ! (2)

Ahora, como Vz € ¢* se tiene que |Z|f|c| < 1 podemos utilizar el lema 2.2.35, por lo
que, Vn € N,
Ly f(2) (2)
h) = — hk d hn+1/ d
f(c+ ) 27TZ [kzzo /;(Z_C>k+1 Z+ (p(z_c)n+1(2_c_h) z
B n f(k)(c) X B prtl f(Z)
T _2 2.33 k=0 k! v P”’ o P" N 2mi ® (Z - C>n+1(2 —C— h) dz.
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Nuestro objetivo ahora es probar que P, == 0. En primer lugar, ¢* es un conjunto

cerrado y acotado, luego compacto, por lo que (f es continua):
IM >0:|f(z)]| < M, Vz € . (2.10)

Ademés, como ¢+ h € D(c,r) se tiene que |h| < 7y entonces:
Vzep'lz—c—h|>|z—c —|h|>R—r. (2.11)

Por tanto podemos acotar P, por

/@ F(2)dz

Como |h| < r < R entonces |—1};| < 1y por tanto

ML(p) (|h|>mrl n—soo
< =)
[Fal < 2r(R—7r) \ R —

‘h‘n-ﬁ-l

Propiedad2.2.27

P, <
Bl < S =

0,

como queriamos ver. Asi entonces tenemos que tomando limites en n en la expresion
obtenida para f(c+ h), pues es valida para todo n € N, llegamos a

> (k)
flesmy =3 L
k=0 ’

y como ¢+ h era arbitrario en D(c,r.), probamos el resultado. [ |

Observacion 2.2.37. El radio r. que se obtiene en el teorema anterior no es mas
que el radio del mayor disco centrado en el punto ¢ contenido en el dominio
de holomorfia de la funcion.

Con este teorema acabamos de probar que toda funcién holomorfa es analitica,
y de hecho hemos dado una férmula para calcular los coeficientes de la serie de
potencias. Esto no ocurre en R, pues una condiciéon necesaria para ser analitica es
ser infinitamente derivable, y en los reales ser derivable una vez no implica, como
ya hemos visto, serlo infinitamente. Podemos recoger lo probado en esta seccién en
el siguiente corolario.

Corolario 2.2.38 (Equivalencias en C, pero no en R).
Sea f: Q —> C una funcion, con 2 un abierto de C. Entonces equivalen:

i) [ es holomorfa en §).
i1) f es analitica en Q.

iii) f es infinitamente derivable en €.
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2.3. Otros resultados importantes

En esta seccién estudiaremos varios resultados del andlisis complejo, que como
veremos, no tienen una version similar en variable real. La demostracion de los
mismos la podemos ver en [5] o en [8], aqui nos centraremos mas en compararlos
con el analisis real.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Liouville).
Cualquier funcion holomorfa en todo C y acotada es constante.

Con este teorema podriamos probar algo que ya probamos en su momento, que las
funciones sin(-) y cos(-) complejas no estan acotadas, pues son holomorfas en todo
C y obviamente no son constantes. En los reales un afirmacion similar seria
falsa, es decir, una funcién derivable en sentido real en todo R y acotada
no tiene por qué ser constante. De hecho las mismas funciones trigonométricas
nos sirven de ejemplo, tanto el sin(-) como el cos(-) son funciones derivables en todo
R y acotadas, pero no son constantes.

De hecho, hay otro teorema mas genérico que este, que da una cualidad que puede pa-
recer asombrosa de las funciones complejas de variable compleja que son holomorfas
en todo C, este es el siguiente.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Picard).
Si f € H(C) y f no es constante entonces existe aw € C tal que f(C) D C — {a}.

Esto le ocurre por ejemplo a la funcion exp: C — C que es holomorfa en todo
C y se tiene exp(C) = C — {0}. En cambio en variable real no es cierto. Esto, por
ejemplo, se puede ver con la misma funcién en version real, pues la exponencial real
es derivable (en sentido real) en todo R, no es constante, pero exp(R) = R*.

Teorema 2.3.3 (Teorema Fundamental del Algebra).
C es un cuerpo algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio con coeficientes
en C de grado n € N tiene exactamente n raices (contando la multiplicidad) en C.

Quizés este teorema es de los mas conocidos, incluso desde cursos muy tempranos
de matematicas, y es de gran importancia. Nos dice que toda ecuacién polinomica
tiene el mismo nuimero de raices que el grado del polinomio. Este hecho es bien
sabido que no se cumple en R, por ejemplo con ecuaciones de segundo grado, como
22 +1 = 0, nos encontramos que no tiene soluciones reales.

Aunque este teorema no es cierto en R, si nos puede ayudar con el estudio
de las raices de una ecuacién polinémica real. Esto es, si a,2" 4+ ap 12"t + -+ - +
ap = 0, a; € R,Vi € {0,...,n}, el hecho de que z € C sea raiz de esta ecuacién
implica que Z también lo es, pues a,z" + a,_1Z + -+ ag = 2" + --- +ay =
2" 4 ap_ 12" 4 - -+ + a9 = 0. Asi, podemos aplicar el teorema anterior para saber
que tiene tantas raices como grado el polinomio (en C) y después usar esto que hemos
comentado. Por ejemplo, en ecuaciones de grado 3, tendriamos garantizado
que siempre tiene al menos una raiz real, hecho que ya probamos en el primer
capitulo.
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Teorema 2.3.4 (Teorema de extension de Riemann).
Sean Q) C C un abierto, a € Q y f una funcion holomorfa en Q — {a}. Equivalen:

i) f tiene una extension holomorfa en Q, es decir, g € H(Q) : g(z) = f(2), Vz €
Q—{a}.

ii) f tiene una extension continua en ), es decir, 3g € C(Q) : h(z) = g(z) Vz €
Q—{a}.

iii) f estd acotada en algin entorno de a en Q) — {a}.

iv) lim (z —a)f(z) = 0.
Z—x
El teorema nos caracteriza la existencia de extensiones holomorfas de una funcién
dada, y aunque puedan parecer condiciones muy restrictivas, no lo son tanto.
El resultado analogo no seria cierto en R, basta por ejemplo considerar la
funcién | - [: R — {0} — R dada por |z| = —z siz < 0y |z| = z si z > 0.Esta
funcion es derivable en su dominio, y tiene una extension continua obvia, definiendo
|0] = 0, pero no es derivable en 0, pues Alim E'T_(?.
x—0
Teorema 2.3.5 (Teorema de Convergencia de Weierstrass).
Sea Q0 C C un abierto, y {fn} una sucesion de funciones complejas holomorfas en
Q. Supongamos que {f,} converge uniformemente en subconjuntos compactos de €2,
Y sea

f(z) = lim f,(2), z € Q,

n—oo

la funcion limite puntal. Entonces:

i) f es holomorfa en §Q.

ii) Para cada natural k la sucesion de derivadas k-ésimas {f,S’“)} converge uni-
formemente sobre compactos de Q a la derivada k-ésima f® de la funcion
limate.

De nuevo, esto no es cierto en el andlisis real. El Teorema de Stone-Weierstrass
afirma que todo funcién continua sobre un intervalo compacto de R es limite uniforme
de funciones polinémicas. Por tanto, para dar un contraejemplo bastaria tomar la
funcién valor absoluto, en [—1, 1], que serfa el limite uniforme de una sucesién de
polinomios, y por tanto derivables, pero que no seria derivable en 0.

A pesar de todo esto, si hay una versién “similar” de este teorema en analisis real.
Lo que se exige en este caso para garantizar que el limite uniforme es derivable no es
la convergencia uniforme de la sucesién de funciones, sino el de las correspondientes
derivadas. Se puede ver esto con mas detalle en [10].
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Teorema 2.3.6 (Principio de identidad para funciones holomorfas).

Sea Q0 C C un subconjunto abierto y conexo, y f: Q — C una funcion holomorfa
en Q. Si T ={z¢€Q: f(z) =0} es el conjunto de los ceros de f, yT'NQ # &,
entonces f =0 en Q (T denota la acumulacion topolégica de T ).

Como consecuencia, los ceros de una funcién holomorfa en un dominio (abierto
y conexo) no idénticamente nula son aislados. Todo esto esta muy lejos de
ocurrir con las funciones derivables en R. Por ejemplo, si definimos la funcién

f:R— R por
2

¢ st x>0
f@)_{ 0 si <0
22-0 —
z—0
0y f'(0) = 0. En este caso los ceros de fson T'={z € R: f(z) =0} =R, cuya
acumulacién es el mismo y obviamente interseca a R, pero f no es idénticamente
nula.

, que es claramente derivable en R — {0}, y hH(l) 0 por lo que también lo es en
T—

Teorema 2.3.7 (Principio del médulo méximo para funciones holomorfas).
Sea f: QQ — C, Q C C abierto y conezo, y f € H(C). Entonces se tiene:

i) Si la funcion | f| tiene un mdzimo relativo en zy € ), entonces f es constante
en algun entorno de zy.

i1) Si Q) es abierto, conezxo y acotado, y f es ademds de holomorfa en 2, continua

en Q, entonces f es constante en ) o el mdrimo absoluto de |f| se alcanza en
Fr(Q) (y no en ).

La historia se vuelve a repetir, esto no ocurre con las funciones derivables
en sentido real. Por ejemplo, si definimos la funcién f: [0,2] — R, f(z) =
—2? + 2x, se tiene que el valor absoluto de f coincide con ella, y ademds f tiene
un maximo en ro = 1, es derivable en ]0,2[ que es abierto, conexo y acotado,
pero f obviamente no es constante en ningin entorno de xy. De hecho esta misma
funcién nos sirve también de contraejemplo para el segundo punto, pues ademas, f
es continua en |0, 2[ = [0, 2], es no constante y el maximo se alcanza en el interior
(en 2o = 1) y no en la frontera.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales lineales complejas
de variable compleja. Nucleo de la ecuacion
del calor

3.1. Ecuaciones diferenciales lineales complejas de
variable compleja

En esta seccion presentaremos otra gran diferencia entre el andlisis real y el andlisis
complejo, ahora en el ambito de las ecuaciones diferenciales. Se usaran principalmente
las referencias [11] y [12].

Introduccion y algunos resultados en ecuaciones lineales reales
de variable real

Definicién 3.1.1.

= Una ecuacion diferencial lineal de orden k£ € N es una ecuacion del tipo
2™ a1 2®Y 4 +agr = b (3.1)

con a;,b:  — K funciones continuas Vj € {0,...,k — 1} en un dominio
(subconjunto abierto y conexo) 2 C K, donde K = R o C y la incégnita es una
funcién x: 0y C Q — K. La ecuacion se dird homogénea si b = 0.

= Una funcién x: €2y — K se dira que es solucion de la ecuacion diferencial 3.1
si ) C Q es un dominio, x € C*(Q,) y verifica la ecuacién, es decir, Vt € O,
se tiene

2™ () + ap 1 (O)zFI () + -+ an(8)2' () + ao(t)z(t) = b().
Denotaremos por S& al conjunto de todas las soluciones de 3.1 en .

Observacion 3.1.2. Si la ecuacién se esta tratando en variable real, que {2 sea un
dominio no es mas que {2 = [ con I un intervalo real abierto. En el caso de tratarse
de una ecuacién compleja de variable compleja, por las equivalencias estudiadas en
el capitulo anterior, si x: ; — C es una solucién, entonces z € H(£2), o si se
prefiere, x es analitica en (2.
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El espacio vectorial de las funciones

Dado un dominio Q C K, consideramos F = {f: Q — K} el conjunto de todas
las funciones de €2 sobre K. En él se definen las operaciones suma, (f + ¢)(t) =
f(t)+g(t),Vt € Q, y el producto por escalares, (Af)(t) = Af(t),Vt € Q, para cuales-
quiera f,g € F y A € K. Es inmediato comprobar que estas operaciones dotan a F
de estructura de K-espacio vectorial, y como espacio vectorial que es, podemos usar
las definiciones de independencia lineal, bases, dimension y los resultados conocidos
de algebra lineal.

En el caso de que K = R y = I entonces C*(I) ¢ F, C(I) C F son subespacios
vectoriales de F. Con esto nos disponemos a probar que en R la continuidad
de aj,j € {0,....,k — 1} en 3.1 asegura que el espacio de soluciones de la
ecuacion lineal homogénea tiene dimension exactamente igual al orden,
hecho que como veremos no ocurre necesariamente en C. Para ello usare-
mos el Teorema de Existencia y Unicidad de ecuaciones diferenciales reales, cuya
demostracién omitiremos, pero se pueden ver algunos detalles en [12].

Teorema 3.1.3 (Existencia y unicidad de soluciones en el caso real).

Dados k € N, un intervalo I abierto de R, ty € I, niumeros «q,...,ap_1 € R y
las funciones continuas ag,...,ar,b: I — R, entonces existe una unica funcion
z € C*(I) tal que

{ e® +ap izt 4 b +agr = b
(ty) = ag, ., #" D(tg) = ax

Este teorema nos aporta, ademas de la existencia y unicidad, la globalidad de la
solucion, es decir, la solucién estara definida en el mismo intervalo en el que estén
definidas las funciones a;, b para j € {0, ...,k — 1}.

Teorema 3.1.4 (Dimensién del espacio de soluciones reales de variable real).
El espacio de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea (real de varia-
ble real) es un espacio vectorial de dimension exactamente el orden de la ecuacion.

Demostracion.
Partimos de una ecuacion del tipo

I(k) + a/kilx(kfl) + .+ alx/ —+ Aot = 0’

con a; continuas en I un intervalo abierto, Vj € {0,...,k—1} y k € N dado. Definimos
el operador

L : CHI) — C(I)
v — 2® pap_2®) g +ar

que estd bien definido pues dicha combinacién es continua al serlo los a; y ser
de clase k. Ademads se tiene que L(x +y) = L(z) + L(y),Vz,y € C*(I) y L(\x) =
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AL(x),YA € R, Yz € C*(I). Por tanto L es una aplicacién R-lineal del espacio
vectorial C*(I) en el espacio vectorial C'(I). Ademaés,

Ker(L) = {z € C*(I) : L(x) = 0} = S},

donde la ultima igualdad es consecuencia del teorema 3.1.3 (nos da la globalidad de
las soluciones). Como S¥ es el niicleo de una aplicacién lineal, tenemos que es un
subespacio vectorial de C*(I). Vamos a ver que su dimensién es justamente k. Para
ello fijamos ¢y € I y definimos

vy, Ker(L) — RF
z(to)

T — (o)
xk_l(to)

Como primera observacion, v, es una aplicacién R-lineal, es decir ¢y, (z + y) =
Uiy (2) + U (y) ¥ UV, (Ax) = My, (), YV € Ker(L),¥YA € R debido a la linealidad
de la derivada. Veremos que v, es un isomorfismo. Sean x,y € Ker(L) tales que
Yy (x) = Yy, (y). Como ambas pertenecen a Ker(L) ambas son soluciones de la
ecuacion homogénea, y como 1y, (z) = 1y, (y) entonces ambas tienen igual condicién
inicial para ty, por lo que el teorema 3.1.3 asegura que z = y y por tanto v, es
inyectiva. Por otro lado, dado un vector (ag, a, ..., ay_1) € R¥, de nuevo el teorema
3.1.3 nos asegura que existe una solucién (de hecho tinica) en Ker(L) = S¥ tal que
z(to) = ag, ..., s* Y (tg) = ay_,. Por tanto ¥y, (7) = (ag, a1, ..., 1), y concluimos
que 1y, es sobreyectiva.

Por tanto tenemos que v, es un isomorfismo R-lineal de Ker(L) en R*, luego
dim(S¥) = dim(Ker(L)) = dim(R*) = k, como querfamos probar. |

Otra gran diferencia entre el analisis real y el analisis complejo

Contrariamente a lo que sucede en variable real, en el plano complejo, que las
funciones a;, j € {0, ..., k—1} en 3.1 sean continuas no es suficiente para garantizar
que el espacio de soluciones de la ecuacion lineal homogénea tenga dimension igual
al orden de la ecuacién. La clave estd en que en los complejos, el teorema 3.1.3 no es
cierto con hipétesis tan débiles. Tenemos un resultado analogo pero mas restrictivo,
que enunciamos a continuacién y cuya demostracién se puede ver en [13].

Teorema 3.1.5 (Existencia y unicidad en C).

Dado k € N, un dominio simplemente conexo () C C, zy € €2, numeros
Qg a1 € C y las funciones analiticas ag,...,a;_1: 8 —> C, entonces existe
una unica funcion x analitica en ) tal que

{ a® 4o z®D o g +agr =0
.Z’(ZO) = @, -y I(k_l) (ZO) = Qp—1
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Al igual que ocurria en los reales, este teorema no solo nos proporciona la existencia
y unicidad de solucion, sino que también afirma que la solucién estd definida dénde
los coeficientes sean analiticos (nos proporciona globalidad).

Corolario 3.1.6 (Dimension del espacio de soluciones complejas de variable com-
pleja).

El espacio de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea 3.1 (compleja
de variable compleja), con coeficientes a; analiticos en un dominio simplemente
conexo, es un espacto vectorial de dimension exactamente el orden de la ecuacion.

Demostracion.

La demostracion se sigue de la propia demostracion de 3.1.4 cambiando R por C,
por Q, y el operador L ahora definido de H(2) en H(2), y haciendo uso del teorema
3.1.5. |

Nuestro objetivo es probar que realmente el reciproco es también cierto. Es decir,
si el espacio de soluciones tiene dimension igual al orden de la ecuacién, entonces
los coeficientes son analiticos. Para ello enunciaremos y demostraremos algunos
lemas previos. En lo que sigue en esta seccion, consideraremos la ecuacién lineal
homogénea 3.1 expresada de la siguiente forma equivalente:

™ = qp_12®Y 4o ad + aor, (3.2)
a;: @ — C continuas con 2 C C un dominio.

Definicién 3.1.7. Diremos que una funcién f € H(2), con 2 C C un abierto, tiene
un cero de orden k € N en a € Q si existe g € H(Q2) tal que g(a) #0 y

f(z) = (z = a)fg(2), ¥z € Q.
Lema 3.1.8. Si x es una solucion de 3.2 y tiene un cero de orden k, entonces x = 0.

Demostracion.

Supongamos que x: {2} — C es una solucién y que zy € €21 es un cero de orden k
de x. Entonces sabemos que 2™ (z) = 0, ¥n € {0,...,k — 1} y de 3.2 tendrfamos
entonces que ) (z;) = 0 y por tanto serfa realmente un cero de orden al menos
k+1. Supongamos por reduccién al absurdo que x no es idénticamente nula, entonces
dp € Z tal que z tiene un cero de orden k + p en zy. Encontramos por tanto r > 0
tal que

x(2) = (2 — 20)"Pf(2), Vz € D(2,7),

y donde f es una funcién holomorfa en D(zg,r) tal que f(zy) # 0. Si consideramos
la derivada, tenemos que

((z = 20)""7f(2)) = (k+p)(2 = 20)" 7 f(2) + (2 = 20)" " ha(2), Vz € D(z0,7),
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donde hy(z) = (z — 20)* ' f’(2). Siguiendo este proceso, para cada j € {0,...,k}
podemos encontrar hy continua tal que , Vz € D(z, ),

2D = (k+p)k4+p—1) - (k+p—G—1))(z—20)"P7f(2)+ (2 — 20)" " hy(2).
Sustituyendo en 3.2 y reagrupando tenemos
(k+p)(k+p—1)-(p+1)(z = 20)"f(2) = (2 = 20)""h(2), Vz € D(2,7),

donde h es una funcién continua (serd combinacién de las funciones h; y coeficientes
de la ecuacién). De aqui se sigue que

(k+p)(k+p—1)---(p+1)f(2) = (z = 20)h(2), Vz € D(z0,7) — {20},

con zg un punto de acumulacion en dicho disco. Haciendo tender z — 2y llegamos a
que (como h es continua)

(k+p)(k+p—1)---(p+1)f(20) =0,

lo que implicaria f(zy) = 0, pero sabemos que esto no es cierto, y llegamos a un
absurdo al suponer que x no era idénticamente nula. [ |

Lema 3.1.9. El espacio de soluciones S& de 3.2 es un espacio vectorial con dimen-
sidn menor o igual que el orden, es decir, dim(Sg§) < k.

Demostracion.

Sk i torial ido. S duccion al absurd
Que S es un espacio vectorial es ya conocido. Supongamos por reducciéon al absurdo
que dim(SE) > k, entonces existen xy, ..., 7441 funciones linealmente independientes
de S&. Sea 25 € Q y consideramos el sistema

Mt (z0) + -+ )\kﬂml(gl(zo) =0, n=0,...k—1,

con k + 1 incégnitas (Aq, ..., \ky1) v k ecuaciones. Por tanto, como tenemos més
incognitas que ecuaciones, podemos garantizar la existencia de una solucién no
trivial (Aq, ..., \k41) = (c1, .., Ciy1). Entonces la funcién ¢yzy + -+ + 1211 €
SE tiene un cero de orden k en z;. Usando el lema anterior 3.1.8 se tiene que
121+ - -+ ckr12k1 = 0 en 2, pero esto contradice que x1, ..., T 41 sean linealmente
independientes, llegando a un absurdo. [ |

Teorema 3.1.10. Para un dominio simplemente conexo €2 C C, donde todas las
funciones coeficiente a; en 3.2 son continuas, se tiene que dim(S§) = k si, y solo
st, a; son analiticas en ) para todo j =0,....k — 1.

Demostracion.
Haremos induccién sobre el orden de la ecuacion k& de 3.2. Consideramos la
ecuacién de primer orden homogénea
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con a una funcién continua en Q. Por hipdtesis, tenemos que dim(S}) = 1, por lo
que existe f € S§ una solucién no trivial. Como f # 0, consideremos z, € Q tal
que f(zo) # 0, y tendremos que f(z) # 0 en algin entorno de 2. En dicho entorno
tenemos que

f'(z)

a(z) = 72

por lo que al ser f solucion, es analitica y por tanto también lo seria a en z,. Asi,
para todo z € Q tal que f(z) # 0 tendriamos lo buscado. Como los ceros de una
funcién analitica son aislados, en dichos casos la continuidad de a y el Teorema de
extension de Riemann 2.3.4 aseguran que a también es analitica, lo que acaba el
caso k = 1 de la induccién. Para completar la prueba por induccién deberiamos,
supuesto cierto para k, probarlo para k + 1. Esto requiere de una gran cantidad
de operaciones y manipulaciones algebraicas que se escapan de nuestro propésito.
Podemos ver esto con cierto detalle en [11].

Esta implicacion nos la da directamente el corolario 3.1.6. n

Este teorema pone de manifiesto lo que ya anunciabamos, otra gran diferencia entre
el andlisis real y el andlisis complejo. En los reales, que los coeficientes sean continuas
es suficiente para que el espacio de soluciones mencionado tenga igual dimension
que el orden de la ecuacién, pero en cambio en los complejos se requiere no solo
continuidad sino también analiticidad. Veremos algunos ejemplos de la utilidad del
mismo.

Ejemplo 3.1.11.

1. Si consideramos la ecuacion diferencial en el plano complejo
o'(2) = |2]a(2), z € C,

tenemos que x = 0 es una solucién, y de hecho veremos que es la tnica. La
funcion f(z) = |z| = V2?2 +y?%,2 = x + iy € C es continua en todo C, en
cambio tenemos que para z = x + iy € C — {0},

ORef(x,y) _ x y olmf(x,y) o,

Ox Va2 + 2 Ay

luego por las ecuaciones de Cauchy-Riemann 2.2.6 f no es derivable en C —
{0}, y por tanto no es analitica aqui. En consecuencia, por el teorema 3.1.10
la dimensién del espacio de soluciones no puede ser igual al orden, y como
sabemos por el lema 3.1.9 entonces dim(S{) = 0. Como cualquier solucién no
idénticamente nula serfa linealmente independiente con ella y dim(S¢) = 0,
concluimos que la tnica solucién posible es z = 0.

Quizas en este caso pueda no verse el potencial de estos resultados ya que es
una ecuacion de primer orden. Veamos otro caso.
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2. Comnsideremos ahora la ecuacion
2"(2) = |z|z2"(2) — |2|2'(2), z € C.

2 . .z
Tenemos que x =1y z(z) = % son soluciones. Que x =1 es solucién es claro

pues sus derivadas son nulas. En el caso de z(z) = %, como 2'(2) = z,2"(2) =

1,2"(z) = 0 se sigue, sustituyendo, que también es solucién. Ademas,

22
)\~1+,UE:O,VZ€(C

implica necesariamente que A = p = 0 y por tanto son soluciones linealmente
independientes de la ecuacién. De nuevo como antes, |z| no es analitica en C, y
razonando 1gual llegarfamos a que dim(S2) < 3, por lo que las funciones = = 1
v x(z) = % son base del espacio de soluciones y dim(S2) = 2.

3.2. Nucleo de la ecuacion del calor

En esta seccién pretendemos deducir, con ayuda de algunos resultados de variable
compleja ya estudiados, lo que se denomina nicleo de la conocida ecuacién del calor
que presentaremos a continuacién. Esta seccién esta basada sobre todo en [14], y
también se pueden consultar algunos resultados si se necesita con mas detalle en
[15], [16] o [17].

Definiciones y conocimientos previos

Definicién 3.2.1 (Problema de Cauchy para la ecuacién del calor). Es un problema
de la forma

t
aug? ) = Ayu(x,t) ;o € R" ¢t > 0 (ecuacién del calor) (3.3)
w(,0) =p(z)  ,zeR",

n

donde ¢ € C(R") y Ayu(z,t) = Z P 35 . Una solucién de dicho problema es una

]

funcion u € C2(Q2) N C(Q) que satlsfaga la ecuacién puntualmente, con
Q= {(x,t) e R" . ¢t >0}
Enunciaremos el siguiente teorema que nos serd de utilidad, extraido de [14] y [16].

Teorema 3.2.2 (Principio del maximo-minimo).
Sea O un abierto de R" y T > 0. Notemos Q = {(z,t) e R"" : 2 € 0,0 <t < T}.
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Entonces si u es de clase 2 respecto la variable x en 2, de clase 1 respecto a t en €2

y ademads u € C(2) verifica

ou(z,t)

— A = Q
T Lu(z,t) =0, V(z,t) € Q,

se tiene que

max u = max %, min ¥ = min u,
Q XY Q 8:Q

donde 0,82 es la denominada frontera parabolica de ) que se define como
0 ={(z,t) eR"™ .2 € Fr(0),0<t <T}U{(z,t) e R"™ : 2 € O,t =0}.

El estudio del nicleo de la ecuacion del calor es una de las mejores motivaciones
para la introduccion de la transformada de Fourier. Como vamos a necesitar algunos
conceptos e ideas sobre esta teoria para conseguir nuestro objetivo, vamos a dar
unas pinceladas a continuacion. En lo que sigue en esta seccion, consideraremos el
problema que estamos tratando para n = 1 y asi trabajar con funciones integrables
en R, en el sentido de Lebesgue.

Transformada de Fourier

Definicién 3.2.3 (Transformada de Fourier). Sea f € L'(R) (funciones Lebesgue
integrables). Se define la transformada de Fourier de f, y se denota por f, como

~

+o00
fly) = \/% /OO f(z)e ™dx, y € R,

Observacion 3.2.4. Cabe mencionar que al ser f una funcién Lebesgue integra-
ble, la anterior definicién esta bien hecha. El factor \/Lz? es simplemente un factor
normalizador, y la transformada puede definirse de formas equivalentes con otros
factores.

Definicién 3.2.5 (Transformada inversa de Fourier). Sea f € L'(R). Se define la
transformada inversa de Fourier de f, y se denota por f, como

f()—L/mf()”yd R
y—\/ﬂioo x)e™dx, y :

La idea es ver que realmente la transformada y la transformada inversa son ope-
radores inversos uno del otro, pero para esto hay que restringirse a una clase de
funciones mds pequena que L'(R). Recogemos esto en el siguiente teorema, bien
conocido en la teoria del andlisis de Fourier. Su demostracién se puede consultar en
16] y [17.

Teorema 3.2.6 (Teorema de inversién). Si f € LY(R) y f € L'(R) entonces se

verifica que f = f = f
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Deduccion del nucleo de la ecuacion del calor

Lo que llamamos ntcleo de la ecuacion del calor surge de manera natural al intentar
encontrar la tnica soluciéon acotada del problema 3.3. Por ello es interesante saber
que, en el caso de buscar soluciones acotadas del problema, de existir esta, es tnica.
Veremos esto en el siguiente lema, y recordemos que estamos tratando el caso n =1
aunque todo esto es cierto en general para cualquier dimension.

Lema 3.2.7. El problema 3.3, tiene, a lo sumo, una solucion acotada.

Demostracion.
Probaremos primero que la tnica soluciéon acotada en el caso de que ¢ = 0 es la
funcion u = 0, es decir es la Unica solucién acotada del problema
ou(z,t)  *u(x,t)
o a2
u(z,0) =0 , x € R
Sea u una solucién acotada de dicho problema. Entonces existe alguna constante
positiva M € R* tal que |u(z,t)] < M, Vx € R, t > 0. Sea R € R arbitrario y

, t€R, t>0

consideramos el dominio A(R) =] — R, R[x]0,T[ para T' > 0. Definimos la funcién
2M ([ 2?
v(x,t) = 7 (% —I—t) , (z,t) € R x [0, +00.
Como a”gi’t) =2 = 3252,1;) tenemos que se cumple la ecuacién del calor. Ademads

en la frontera parabdlica de A(R), 0,A(R) = {—R, R} x [0,T]) U (] — R, R[x{0})
se tiene que:

» Siz €] — R, R] entonces t = 0 y por tanto
2M (2?
v(x,0) = = (3) >0 = |u(zx,0)].

» Siz € {—R, R} entonces t > 0y asi

2M (z? 2M (2?

En cualquier caso, |u(z,t)| < v(z,t), Y(z,t) € 0,A(R), VR € RT. Utilizando el
principio del maximo-minimo 3.2.2 se tendria que |u(x,t)| < v(z,t), Vo € A(R).
Como esto se da para cualquier R € R*, podemos hacer tender R — 400 obteniendo
lu(z,t)] <0, V(z,t) € R x [0,T[ para cualquier T > 0, por tanto u = 0 es la tinica
solucion acotada si ¢ = 0.

Ahora supuesto que hubiese dos soluciones acotadas del problema para una cierta
funcién ¢, supongamos u,v. Entonces por la linealidad de las derivadas u — v
cumpliria la ecuacién del calor, y ademés u(z,0) = v(x,0) = ¢(z), = € R*. Por
tanto u — v seria una solucion acotada del problema para una condicién de frontera
1 = 0. Por el caso anterior deducimos entonces que u — v = 0 y por tanto esto
concluye la demostracion. [ |
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Obtencidon de soluciones acotadas de la ecuacidon del calor

Vamos a buscar entonces una solucién u acotada, siguiendo el método de separacion
de variables, y en dicho proceso obtendremos el nicleo de la ecuacion del calor.
Supongamos que u(z,t) = X (x)T(t) es dicha solucién acotada, entonces

aug;,t) = X(x)T'(t)
et = X(2)T'(t) = X" (2)T'(2).
Puled)  — X7 ()T (t)

Buscando soluciones no triviales podemos suponer X # 0,7 # 0 y llegamos a

X'@) T i
Yoy = T V@0 € Bx0,+ool.

Por tanto, forzosamente debe existir A € R tal que

X'@) T e Rl s
X T =\, V(z,t) € Rx]0, +o0],

de donde se obtienen las ecuaciones diferenciales

X"z) = AX(z) = 0 , xR,
/ (3.4)
T(t)—\T'(t) = 0 ,t>0.

Resolviendo la primera ecuacién diferencial, con polinomio caracteristico m? — X = 0,
obtenemos my = +v/\. Si A > 0 entonces una base del espacio de soluciones es
{eﬁ“’, e‘ﬁx} que proporciona soluciones de la forma X (z) = ae¥V L pe=VAT g p e
R. Como estamos buscando soluciones acotadas de u, esta posibilidad la descartamos,
por lo que podemos suponer A < 0 y considerar las ecuaciones 3.4 equivalentes a

X"(z)+NX(z) = 0 , r€eR,
l 2 (35)
T(t)+NT({t) = 0 ,t>0,

con ahora A € R. Si resolvemos, de la primera tenemos el polinomio caracteristico
m? 4+ \? = 0 dando soluciones my = v/ —\? = %i), obteniendo asf las soluciones
(complejas) X (z) = a(\)e®, con a(\) € R una constante que dependera de .
De igual forma resolviendo la ecuacién para T obtenemos T'(t) = b(A\)e " para
b(A) € R una constante que también dependera de A. Uniendo todo esto, tenemos
que u(z,t) = A(X)e ¥+ gerfa una solucién acotada, con A(\) € R.

La idea ahora es calcular la (dnica) solucién acotada a partir de las soluciones
acotadas anteriores (dependientes de \). Con la idea de hacer uso de algun tipo de
“principio de superposicion” y “sumar” todas las anteriores, se considera la funcién

+oo
u(x, t) = / AN)e Mg 2 e R E> 0. (3.6)

o0
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Ahora viene la importancia de haber introducido la transformada de Fourier. La
funcion A se debera escoger de forma que

u(z,0) = p(x) = /_+OO A(N)eP dN.

o0

Exigiendo como condiciones adicionales que ¢, A € L'(R) entonces
+oo . ~
o(x) = / AN e dN = V2r A(N),
y usando el Teorema de Inversiéon de la transformada de Fourier 3.2.6

AN = A0 = —=ot) = 5 [ el My

Sustituyendo en la expresion 3.6 llegamos a

! i —i\ —A2t+idz
u(:z,t):/ / w(y)e " Mdy | e dA.

—0o0 27 —00

Ahora debemos tener en cuenta que todas las funciones que aparecen bajo los
signos integrales son, al menos, Lebesgue integrables (L'(R)). Por tanto, usando el
Teorema de Fubini podemos integrar en el orden que nos interese, asi que llegamos
a la expresion

1 400 +o00o )
u(z,t) = %/ </ e_’\Qt“’\(x_y)d)\) o(y)dy, © € Rt > 0. (3.7)

Llegados a este punto, pareceria que no podemos continuar ni simplificar mas esta
expresion. Ahora entra en juego la variable compleja y su gran versatilidad. Vamos
a demostrar una interesante férmula que relaciona una integral compleja con una
real bien conocida.

Lema 3.2.8. Sea o € R. Entonces se verifica que

+o0 ) +o0 5
/ e~ (i) gy — / e “ du.
— 0 —00
Demostracion.

Que ambas funciones son integrables, y por tanto las integrales estan bien definidas,
es claro. Antes de continuar, cabe destacar que se cumple la igualdad

+m . 2 +m . 2
/ e (=) qy —/ e qy, Yo € R,

—00 o0
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ya que por la paridad de la funcién, e~ “=i* = ¢~(-utie)* 'y o hacemos el cambio
de variable t = —u tenemos, para cualquier a € R:

+w . 2 +w . 2 _m . 2 +m . 2
/ e~ (=) qy :/ e~ (TuHia) gy, = —/ e~ (i) gy — / et gy,
—00 —00 +0o0 —00

Por tanto, basta probar la igualdad para o« < 0 (para a = 0 no hay nada que probar).
Sea R € RT arbitrario y a < 0, y consideramos la situacién ilustrada a continuacién:

ZTN

/ BE]
<

—ia

Y

~

it R

donde 71, 72,73 ¥ 74 son los caminos definidos por
Y1 [_Ra R] — Ca 71(t> = ta
Y2: [0,1] — C, %(t) = (1 —t)R+t(R — ia) = R — iat,
v3: [-R,R] — C, ~3(t) = —t —iq,
v1:[0,1] — C, (t) = (1 —t)(—R —ia) + t(—R) = iat — R — i

Consideramos ahora la funcién f(z) = e, z € C que es holomorfa en todo C, y el

camino yuxtaposicion de los anteriores v = v, + ¥2 + 3 + 74. Tenemos entonces un
camino cerrado y simple en las condiciones de aplicar el Teorema de Cauchy 2.2.28
obteniendo

/f(z)dz = 0. (3.8)

Ahora si calculamos explicitamente dicha integral,

/Wf(z)dZ:/71 f(Z)dZ—i-/wf(z)dz+L3f(z)dz—i—/mf(z)dz:
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R 1 . R . 1 . s
:/ e Udt — ia/ e~ (B=iad)” gy —/ e (=) dt—i—z’a/ e~ let=R=ia)% gt (3.9)
—R 0 -R 0

Nuestro objetivo es pasar al limite cudndo R — 400, y para ello vamos a estudiar
que les ocurre a la segunda y cuarta integral en este caso. Para cualquier a < 0 se

tiene:
! : 2 ! 2, 242 2 ! 2
’iOf/ 6_(R—zoct) dt‘ < —Oé/ ’G—R +a“t dt < —ae® / ‘e—R
0 0 + 0
mazx t=1

= —ae”e 250, (3.10)

61(2Rat)

dt

1 1
ia/ e(ia(lt)R)th' < —a/ ‘67R2+a2(17t)2 ei(fQRa(lft)) dt
0 0
2 1 2 2 2 R
< —ae” / ‘e_R dt < —ae® e T2ET . (3.11)
math:O 0
Por otro lado, haciendo el cambio de variable u = —t en la tercera integral de 3.9:

R o -k . \2 R io)2
/ 6—(—t—za) dt = — / 6—(u—wz) du = / 6—(’&—104) du.
—R R -R

Con esto, y por 3.8 tenemos, VR € R™:

R ) 1 o R . 1 ' L
0= / e U dt — iOé/ e—(szat) dt — / ef(tfza) dt + ’iOz/ ef(zatfsza) dt.
—R 0 _R 0

Haciendo tender R — 400, teniendo en cuenta que el limite de la suma es la suma de
los limites porque existe el limite de cada sumando y usando 3.10 y 3.11 obtenemos

“+oo ) “+oo o “+oo i “+o0o )
0= / e Vdt —/ e gt = / e (0 gy = / e "dt, Va € R,

oo [e.o] —00

como se queria probar. [ |

Nos disponemos ahora a simplificar la expresion 3.7, y para ello pretendemos estudiar

+oo )
la integral [ e~ N**+AE-v)g)\. Como

—0o0

2 2
(T —y 9 . (z —y)
—/\t—< )):—At Me—)+ =Y 450, AryeR,
(\/_ i Vi +iXz —y) + pm >0, \,z,y €

entonces

/ i gy / Vi) e g =

o0 —00
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Capitulo 3 Ec. Diferenciales lineales complejas-Ecuacion del calor

— oS / v g, (3.12)

o0

Como <§—\}Z) € R es fijo (integramos respecto \), y haciendo el cambio de variable

u = M/t obtenemos:
2 +0o0o M a—y))\2
(3.12) = %e—‘%’)/_ e (=iGH) g (3.13)

Haciendo uso del lema 3.2.8 llegamos a

1 @2 /+oo 2 e 4
3.13) = —e™ & e du= .
(3.13) 7 N 7 VT

Entonces podemos escribir la férmula 3.7 como:

_ (zzm"’ oo _a=w)?

1 T0 o= g e~ 4
’t —_ — d e
u(z,t) = 5 /_ Ny Vo(y)dy ey

Al término que aparece multiplicando a la funcién ¢ dentro del integrando es a lo
que se llama nicleo de la ecuacion del calor, es decir, a la funcién

o(y)dy, v € Rt > 0.

_(@—y)?
e at

\Art

y asi podemos expresar nuestra solucion de la forma

K(z,y,t) =

x,y € Rt >0,

“+o0o
u(z,t) = K(z,y, t)p(y)dy, v € Rt >0.
Se puede probar que esta es realmente la tinica solucién acotada de la ecuacion del
calor uno dimensional (que es tinica ya lo sabemos, habria que probar que es solucién).
En [14] y [16] podemos ver esto y la féormula para el caso genérico n-dimensional, en
la que el ntcleo es

_lle—yll?

e It
= x,y € R"t >0,

que se obtiene de un proceso anélogo al seguido aqui.

K(z,y,t) =
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