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TRABAJO VOLUNTARIO II. 1

Fecha ĺımite de entrega: 21 de Mayo 2020

En la segunda prueba para la evaluación continua, que os propuse el 14/04/2020
(principio del máximo-mı́nimo para la ecuación del calor) inclúı, además de un
resumen teórico, 6 ejercicios. He terminado de corregir la prueba y me
han llamado la atención las diferentes respuestas al Ejercicio PMM2,
que dećıa aśı

Ejercicio PMM2: Si f ∶ [a, b] → IR es C2
[a, b] y alcanza el máximo en un

punto x0 ∈ (a, b), entonces f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≤ 0.

En realidad, este ejercicio debe formar parte de los conocimientos básicos
de Análisis Matemático, o incluso de los conocimientos básicos de los estudios
de Matemáticas. Teóricamente, todos los alumnos debeŕıan haber realizado el
ejercicio correctamente, pero no es aśı, debido a que los razonamientos que
habéis usado muchos de vosotros para obtener la conclusión, no son
correctos. Está muy bien que conozcáis los teoremas fundamentales de análisis
de fourier, análisis funcional, edps,...etc., pero la formación básica es imprescin-
dible para llegar a ser un auténtico matemático.

Antes de comenzar, debemos dejar claro cuáles son las hipótesis del ejercicio
y cuál es la conclusión a la que debemos llegar.

HIPÓTESIS: f ∶ [a, b] → IR es C2
[a, b] y alcanza el máximo en un punto

x0 ∈ (a, b).

TESIS O CONCLUSIÓN: f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≤ 0.

Posteriormente os proporcioné las soluciones de los ejercicios. Concretamente
en éste, yo proced́ıa de la forma siguiente: f ′(x0) = 0 se ha demostrado en el
ejercicio anterior. Además, si f ′′(x0) > 0, entonces...

Lo que quiero concentrarme ahora es en dos razonamientos no correctos que
me he encontrado frecuentemente al corregir:
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RAZONAMIENTO 1 (ERRÓNEO): Se deduce ¿claramente? de las hipótesis
que al ser x0 un máximo absoluto de f en [a, b], entonces f es creciente en (a, x0)
y decreciente en (x0, b). Por tanto f ′(x) ≥ 0, ∀ x ∈ (a, x0) y f ′(x) ≤ 0, ∀ x ∈

(x0, b). En consecuencia (aqúı cada uno razona de la forma que estima más
conveniente)...f ′′(x0) ≤ 0.

CONTRAEJEMPLO PARA EL RAZONAMIENTO ERRÓNEO 1:

f ∶ [−π,2π]→ IR, x→ sen(x), x0 = π/2.

Podéis pensar: el profesor es muy astuto, porque ha tomado “in-
tervalos muy grandes” e incluso podéis pensar también: al menos
localmente, “cerca de x0,” es verdad lo que se afirma en el “razona-
miento erróneo 1”. Pues no. Veamos el

RAZONAMIENTO 2 (ERRÓNEO) : De las hipótesis se ¿deduce claramente?
que ∃ δ > 0 tal que f es creciente en (x0−δ, x0) y decreciente en (x0, x0+δ). Por
tanto f ′(x) ≥ 0, ∀ x ∈ (x0−δ, x0) y f ′(x) ≤ 0, ∀ x ∈ (x0, x0+δ). En consecuencia
(aqúı cada uno razona de la forma que estima más conveniente)...f ′′(x0) ≥ 0.

En este caso, no es tan fácil encontrar un contraejemplo, pero gráficamente
es ¿fácil? ver que el razonamiento anterior es incorrecto. Uno puede pensar en
alguna función que tenga una gráfica como

Usuario
Sello
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Pero sabéis que los “razonamientos gráficos no son rigurosos” (es
conocido que ni el punto, la recta, el plano,..., etc. existen en la reali-
dad) y que los matemáticos necesitamos tener contraejemplos para
probar que algunas afirmaciones no son correctas.

Precisamente, este es el objeto del ejercicio.

EJERCICIO VOLUNTARIO II: Considérese la función f ∶ (−1,1) → IR,
definida como

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

−x6sen2
(
1
x), x ≠ 0

0, x = 0

Pruébese

1. f ∈ C2
[−1,1].

2. x0 = 0 es máximo (absoluto) de f en [−1,1].

3. Existen dos sucesiones de números reales convergentes a cero por la derecha
{xn}, {yn}, tales que f ′(xn) < 0 < f ′(yn), ∀ n ∈ IINI.

De un modo similar, puede probarse que también existen dos sucesiones de
números reales convergentes a cero por la izquierda {rn}, {sn}, tales que f ′(rn) <
0 < f ′(sn), ∀ n ∈ IINI.

Solución del ejercicio voluntario II.

En primer lugar, vamos a demostrar que f ∈ C2
(IR, IR).

1. f ∈ C(IR, IR).

En efecto, f es trivialmente continua en cualquier x0 ∈ IR ∖ {0}. Además,
ĺım
x→0

x6 = 0 y la función sen2
(1/x) está acotada. Por tanto

ĺım
x→0

f(x) = ĺım
x→0

−x6sen2
(1/x) = 0 = f(0).

La conclusión es que f es también continua en x0 = 0.
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2. f ∈ C1
(IR, IR).

En efecto,

f ′(x) = −6x5sen2
(1/x) − x62sen(1/x) cos(1/x)(−1/x2) =

−6x5sen2
(1/x) + x4sen(2/x),∀ x ≠ 0

Evidentemente, f ′ es continua en cualquier x0 ≠ 0.

Además,

f ′(0) = ĺım
h→0

f(h) − f(0)

h
= ĺım

h→0
(−h5)sen2

(1/h) = 0.

Aśı pues

f ′ ∶ IR→ IR viene dada por

f ′(x) = {
−6x5sen2

(1/x) + x4sen(2/x), x ≠ 0
0, x = 0

(1)

Como

ĺım
x→0

f ′(x) = ĺım
x→0

−6x5sen2
(1/x) + x4sen(2/x) = 0 = f ′(0)

la conclusión es que f ′ es también continua en x0 = 0.

3. f ∈ C2
(IR, IR).

En efecto,

f ′′(x) = −30x4sen2
(1/x) + (−6x5)2sen(1/x) cos(1/x)(−1/x2)+

4x3sen(2/x) + x4 cos(2/x)(−2/x2) =
−30x4sen2

(1/x) + 6x3sen(2/x) + 4x3sen(2/x) − 2x2 cos(2/x) ∀ x ≠ 0

Evidentemente, f ′′ es continua en cualquier x0 ≠ 0.

Además,

f ′′(0) = ĺım
h→0

f ′(h) − f ′(0)

h
= ĺım

h→0

−6h5sen2
(1/h) + h4sen(2/h)

h
= 0

Aśı pues

f ′′ ∶ IR→ IR viene dada por

f ′′(x) = {
−30x4sen2

(1/x) + 10x3sen(2/x) − 2x2 cos(2/x) ∀ x ≠ 0
0, x = 0

Como

ĺım
x→0

f ′′(x) = ĺım
x→0

−30x4sen2
(1/x) + 10x3sen(2/x) − 2x2 cos(2/x) = 0 = f ′′(0)

la conclusión es que f ′′ es también continua en x0 = 0.
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El segundo apartado del ejercicio es ¿trivial? No me digáis que no, puesto
que

0 = f(0) ≥ −x6sen2
(1/x), ∀ x ≠ 0

La tercera (y última) parte del ejercicio es también interesante. La idea clave
es darse cuenta de que en (1) tenemos

f ′(x) = −6x5sen2
(1/x) + x4sen(2/x) = x4[−6xsen2

(1/x) + sen(2/x)], ∀ x ≠ 0

luego el signo de f ′(x) lo decide el término

−6xsen2
(1/x) + sen(2/x)

donde (¡qué casualidad!) el primer término tiende a cero cuando x tiende a cero
¿y el segundo término?. Este segundo término “oscila” entre −1 y 1 cuando
x→ 0+, puesto que cuando x→ 0+, 2/x→ +∞.

¡Confirmemos lo que hemos dicho!

Sea xn = 4/(4nπ + 3π). Entonces xn → 0+ y 2/xn = 2nπ + (3π/2). Como
sen(2/xn) = −1, ∀ n ∈ IINI obtenemos que f ′(xn) < 0, para n suficientemente
grande.

Análogamente, Si yn = 4/(4nπ + π) → 0+, entonces 2/yn = 2nπ + (π/2) y
sen(2/yn) = +1, ∀ n ∈ IINI con lo que f ′(yn) > 0, para n suficientemente grande.

Creo que si leéis despacio, quizás más de una vez, este archivo, podéis en-
tender las idea fundamental de este ejercicio

La funciones del tipo xp, p ∈ IINI, “versus” las funciones del tipo
senq

(1/x), q ∈ IINI. Con ellas podéis hacer lo que queráis en esta clase
de problemas.

Claramente, el ejercicio anterior demuestra que ni el razonamiento
1 ni el razonamiento 2 son correctos, puesto que para cualquier 1 >

δ > 0, ni f es creciente en (−δ,0) ni decreciente en (0, δ).

Si queréis, repetimos lo que hemos dicho en clase en varias ocasiones:
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LAS MATEMÁTICAS NO SON COMO QUEREMOS QUE SEAN,
LAS MATEMÁTICAS SON “COMO SON”

Nota final: lo he pasado muy bien, pensando, redactando y resolviendo este
ejercicio. Espero que los que me lo habéis entregado también. Además, estoy
seguro de que habéis aprendido algunas cosas.


