ANALISIS FUNCIONAL, GRADO EN MATEMATICAS
Tercer curso, 23/01/2017

1. (a) (1 punto) Entnciese el Lema (Teorema) de Baire (versién sucesién de cerra-
dos).

(b) (1 punto) Sea (X, -||) un espacio normado. Pruébese que cualquier sube-
spacio M de X de dimensién finita es cerrado.

(¢) (1 punto) Sea (X,| -||) un espacio normado. Pruébese que cualquier sube-
spacio propio M de X tiene interior vacio.

(d) (1 punto) Usando los apartados anteriores, pruébese rigurosamente que si X
es un espacio normado completo, de dimension infinita, entonces cualquier base
(algebraica) de X es no numerable.

2. Si(E,|-||)y (F,] -]|) son espacios normados y L : E — F' es una aplicacién lineal,
decidase razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) (1 punto) Si la dimensién de E es finita, entonces L es continua.

(b) (1 punto) Si la dimensién de F es finita, entonces L es continua.

3. Considérese el espacio H = (¢go, <, >), donde

<Az}, {yn} >= i TpYn, ¥V {xn},{yn} € H.

n=1
Demuéstrese que el operador lineal L : H — R, definido como L({z,}) = >02, ™
(a) (1 punto) Esté bien definido (es decir, L({x,}) € R,V{x,} € cu)-
(b) (1 punto) Es continuo.
(¢) (1 punto)No existe z € H tal que
L({x,}) =< z,{xn} >, V{z,} € H (%)

En relacion con el Teorema de Riesz-Frechet, ;qué conclusién se obtiene?

(d) (1 punto) Si se sustituye H = (coo, <, >), por el espacio de Hilbert [y, con
el producto escalar usual, demuéstrese que L : [ — R esta bien definido y es
lineal y continuo. ;Se cumple ahora (*)7 Si es asi, jpuedes decir quién es el
elemento z € ly que cumple (*)7?



