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DESARROLLO DEL CAPITULO I

Si ay b son dos niimeros reales dados, con a < b, denotaremos
por [a,b] al intervalo cerrado de extremos a y b. Al intervalo
abierto de extremos a y b lo notamos por (a,b). Si f: [a,b] — R
es una funcién medible, diremos que f es de cuadrado integrable
si la integral

b
[ 1@ da

existe en el sentido de Lebesgue y es finita (|.| significa el valor
absoluto).

L*(a,b) representa al conjunto de todas las funciones reales,
definidas en [a,b], medibles y de cuadrado integrable.

En el conjunto L?(a,b) se puede definir la siguiente relacién de
equivalencia: Dados f,g dos elementos de L?(a,b), diremos que
f~gsiysolosi f(z) = g(z) c.p.d. (es decir, f(z) = g(z) salvo
en un subconjunto de [a,b] de medida nula). j Pruebe el lector
que, efectivamente, dicha relacién es una relacién de equivalencia,
con el objeto de familiarizarse con la realizacién de ejercicios, ya
que si sigue leyendo este libro eso es lo que le espera !.

Al conjunto cociente de L?(a,b), con la relacién de equivalencia
anterior, se le nota por L?(a,b).

Dada una funcién f : [a,b] — R, escribiremos a veces
f € L*(a,b). Esta afirmacién debe entenderse en el sentido de
que la clase de equivalencia definida por f (es decir, el conjunto
formado por todas aquellas funciones reales, definidas en [a,b] y
que coinciden con f salvo en un subconjunto de medida nula de
[a,b]) pertenece al conjunto L?*(a,b).

También escribiremos a veces f = g en L%(a,b), debiéndose
entender que f(z) = g(z) c.p.d. en [a,b].
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- Si f :[a,b] - R es continua, entonces f € L*(a,b).

- Si f :[a,b] — R es continua salvo en un nimero finito de pun-
tosty <tz <--- <ty de(a,b),y estal que, para cada i (1<i<n)
existen los limites laterales f(#;—) y f(#:+), entonces f € L¥(a,b).

-5i f : [a,b) — R es continua y existe f(b—), entonces
f € L*(a,b) (anilogamente si f : (a,b] — R es continua y existe
f(a+), entonces f € L?(a,b)).

- Puede ocurrir que f : [a,b] — R sea discontinua en un nimero
infinito de puntos de [a,b] y que f € L*(a,b).

Por ejemplo, la funcién f : [a,b] — R definida como

! stz € [a,b] NQ
f(z) = 0 siz€fa,b] NR-Q)

estd en L%(a,b). De hecho f = 0 en L*(a,b) (recuérdese que Q es
numerable y que cualquier subconjunto numerable de [a,b] tiene
medida cero).

Para ilustrar grdficamente las anteriores ideas, y tomando

[a,b] = [—m, 7] por concretar, las siguientes funciones pertenecen
a L*(—m,m):

&5 o f{x)=senx en [-7,x]

M‘—Jo 63'1&
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f(x)=cosx en [-7,x]

-senx , x € [-x,0]
f=1xx , xe©x]

|mﬂg » Hm Mlu.ﬂ -lw
fix)=<cosx , xe(-5.0]
x-rx , xe(0,x]
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- Si f : (a,b) — R es continua, no ha de cumplirse necesaria-
mente que f € L2(a,b) (ver ejercicio n® 1)

- Un criterio muy iitil para demostrar que una funcién dada
f:[a,b] — R pertenece a L%(a,b) es el siguiente: “Si f es medible

y |f()? < uﬁnv, c.p.d. en [a,b], donde g : [a,b] —> R es medi-

ble y existe \ 9(z) dz, entonces f € L%(a,b)” (a estas alturas es

. a
posible que muchos lectores hayan sentido la necesidad imperiosa

de repasar sus conocimientos sobre integracién de Lebesgue. Una
buena referencia puede ser [2]).

El criterio anterior suele utilizarse mucho en la practica para el
€aso en que g es una funcién constante (una cota, si existe, de If)?
en [a,b]) obteniéndose lo siguiente: “Si f : [a,b] — R es medible y
[ es acotada en [a, b], entonces f € L%(a,b)”.

EJERCICIO 1:

Sea a > 0. Considérese la funcién f : [0,1] — R definida como

@)= = siz £0, £(0)=0.

T
Demuéstrese que f € L2(0,1) si y sélo si & < =

Solucién:

[ es claramente medible para cualquier o > 0. Ahora, distin-
guiremos dos casos:

(a) @ = 1. Entonces

1/77113\2 I 11 - 11
D tee [ Lven [Liem iy [Laae
\QAHQV B oz2a 4* oea_a mhlsvﬂw ma&al

= m.m,ﬁ [lnl — Ine] = 400

(Gme e

dvv&b—:o
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(b) @ >0, a# ;. Entonces

1 1 2 117 11
\ A;lv dz = .\ — dz = lim — dz =
o\z% oz e—0t ) ¢ 22

H m.imol-m

=

= Iz - =
L b =Dre 1

H
et AR o B m?NQ+.—
—2a + wﬁ miuvﬂoﬂ. _

Este limite es finito s6lo si —2a+1 > 0; es decir, a < w

NOTAS:

- El hecho de que f(0) = 0 no influye para nada en el resul-
tado, de tal manera que el mismo resultado se obtendria para f(0)
cualquier otro numero real.

i 1
- La funcién f : (0,1) — R definida como f(z) = 7
Vz € (0,1) es continua y no pertenece a L(0,1).
- La funcién f : (0,1) — R definida como f(z) = 7

Yz € (0,1) no es acotada y sin embargo pertenece a L?(0,1).

Antes de continuar seria conveniente que el lector calibrase su
capacidad para relacionar las diferentes clases de funciones que
han aparecido hasta ahora. Para ello, el siguiente ejercicio puede
ser recomendable.

EJERCICIO 2.

Razénese la veracidad o falsedad de las afirmaciones siguientes:
(a) Si f: [a,b) — R es continua, f € L%(a,b).

(b) Si f: [a,b) — R es continua, f € L%(a,b).
(c) Si f € L*a,b), f es continua en [a,b].
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(d) Si f € L%a,b), f es acotada en [a,b].
(e) Sif: [a,] — R es medible y acotada, f € L%(a,b).

(f) Si f: [a,b] — R es continua salvo en un ndmero
finito de puntos, f € L?(a,b).

(g) Si f: [a,b] — R es continua salvo en un niimero
finito de puntos y f es acotada en [a,b], f € L*(a,b).

(h) Si f € L*(a,b), el conjunto de puntos de [a,b] donde
f no es continua es numerable.

Aquellos que hayan estudiado la teoria de integracién de Le-
besgue saben que L'(a,b) representa al conjunto de funciones

b
[t [a,b] — R medibles para las que ‘\, [f(z)] dz es finita (en-

tendemos, igual que anteriormente, que dos funciones son iguales
si lo son c.p.d.). La relacién existente entre L'(a,b) y L%(a,b) se
puede ver en el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 3.
Demuéstrese que L*(a,b) C L'(a,b) de manera estricta.
Solucién:

Sea f € L*(a,b). Entonces, para cualquier & € [a,b] se tiene
que ([f(z)| = 1)* > 0, de donde deducimos que

@) < S0+ 17@)P), Ve € a,b

Ahora bien, |f| es una funcién medible en [a,b] y la funcién ||

estd acotada por una funcién integrable (la funcién WQ +1£(z)]*).

Esto prueba que |f| es integrable en [a,b] y por tanto f € LY (a,b).

Para ver que la inclusién de L?(a,b) en L'(a,b) es estricta,
utilizaremos el ejercicio 1. Para ello, tomemos por simplicidad

Ao o (Gede
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(a,b) =(0,1) y sea f: [0,1] — R definida como

) = % siz # 0, f(0) = 0. Sabemos que f ¢ L*0,1); sin
T

embargo

1 11 . 11
‘\.D_HAHU_ dz = ow de = mmluw%_. mﬁ dz =
= lim (2-2E) = 2

e—0t

lo que prueba que f € L1(0,1).

El lector no tendra (o no debera tener) ninguna dificultad en
considerar el caso de un intervalo general (a,b).

NOTA: Observemos que en el ejercicio precedente hemos de-

mostrado que si f es medible y existe, en el sentido de Lebes-
b

gue, \ (f(z))? dz, también existe (en el sentido de Lebesgue)

b b
.\ f(z) dz (estrictamente hemos demostrado que existe \ |z} d=,

a
pero, en integracién de Lebesgue, esto es equivalente a la existencia

b

de 4\ f(z) dz). ;Seria el lector capaz de dar un ejemplo de funcién
¢ b b

f medible para la que exista ,\ f3(z) dz y no exista \ f(z) dz,

tomadas ambas en el sentido de Riemann?.

Hasta ahora hemos intentado familiarizarnos con el conjunto
L?(a,b) describiendo fundamentalmente sus elementos. Ahora
bien, gran parte de la utilidad del conjunto L%(a,b) viene dada
por su estructura algebraica y topolégica. La primera se describe
en el ejercicio siguiente:

EJERCICIO 4.

Demuéstrese que L%(a,b) es un espacio vectorial real de di-
mensién infinita, con las operaciones usuales de suma de funciones
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y producto de un nimero real por una funcién.

Solucién: Las operaciones indicadas son:
(f+9)z) = f(2)+9(z),Vz € [a,b], Vf,g € L*(a,b)

(af)(x) = o(f(z)),Vz € [a,b], Ya € R, Vf € hwmaqs

La tinica propiedad de espacio vectorial que no es obvia es preci-
samente la ley de composicién interna para la suma. Probémosla.
Para ello, sean f,g € L%(a,b); entonces, como

(1)1 = lg(=))? 2 0, Vo € [a,3]
se tiene que
H@)9(@)] < U@ +la(@)P), Vo € [a,8]
lo que prueba que |fg| € L'(a,b). También,
@)+ 9@ < 1@ +lg(z)P + 21 (=)o@, Vo € [a,b]
de donde se obtiene que f + g € L?(a, b).

Que la dimensién de L?(a,b) es infinita se obtiene de manera
inmediata usando el hecho de que las funciones polinomiales son
elementos de L%(a,b).

El ejercicio anterior permite afirmar que si fy g son dos ele-

mentos de L?(a,b) entonces se puede definir el “producto escalar”
de fyg,<fg>,como

<ho>= [ () de (1.1)

El nombre de “producto escalar” se justifica por las propiedades
que se indican a continuacién.

v L.

Aio
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EJERCICIO 5.

Pruébese que < -,- >: L%(a,b)xL%(a,b) = R, (f,9) =< f,g >
satisface las siguientes propiedades:

1. < f,g>=<g,f>, Vf,g € L*(a,b).

2. <f+g,h>=<f,h>+<g,h>, Vf,g,h € L?(a,b).
3. <af,g>=a< f,g>, VaeR, Vf,g € L*(a,b).

4. < f,f>>0,VfeL¥a,b)y < f,f>=0« f=0.

En el ejercicio siguiente se obtiene una propiedad muy itil del
producto escalar < -, - > (y en general, de cualquier producto es-
calar) conocida con el nombre de desigualdad de Cauchy-Schwarz.

EJERCICI
Pruébese que .

| & fuigls P EF e g s (1.2)

Vf,g € L*(a,b)
(Sugerencia: < f+ ag,f+ag >>0, Va €R, Vf,g € L*(a,b)).

Solucién: Sean f,g € L*(a,b). Consideremos la funcién po-
linémica
p: R — R definida por p(a) =< f + ag, f + ag >. Entonces
pla)=e’<g,g>+2< fig> + < f,f>

Ahora bien, p es una funcién polinémica de segundo grado y
p(a) > 0, Va € R. Esto obliga a que

2< f,9>) -4<g,9><f,f><0

De donde obtenemos (1.2).
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Las propiedades del ejercicio 5, junto con la desigualdad (1.2)
nos permiten definir una norma en el espacio L2(a,b).

EJERCICIO 7.

Pruébese que la aplicacién || -|| : L*(a,b) — R definida como
b 1/2
_:_TAZVSH\EHZG a.e

verifica las propiedades usuales de norma, es decir,

@) /120, ¥/ € L*(a,b) y Ifl =06 f=0.

() If +gll < IF + llgll, V£, € L?(a,b).
(Desigualdad Triangular)

(©) llefll = lalllfll , Vo € R, Vf € L¥(a,b).

El lector conoce otros ejemplos de espacios normados
cuya norma viene definida a partir de un producto escalar:

- El espacio R™ con la norma || - || definida por

lell = (a3 + - + a2)"/%

Vz = (21, --,2,) ER®
y el producto escalar < -, > definido por

<T,y>= HHHSAT....TH:.@:

Vz = AHHu....Hﬁvu Y= :Du......@_z.um R™.

- El espacio I formado por las sucesiones {Zs]}

(o] w
de niimeros reales tales que 3 |za|* < 400, con la norma
n=1

oo 1/2
lzll = (3 leal®) | Vo = {z,} € 12
n=1
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y el producto escalar < -,- > definido por

<L, Y>= D Toln, VT = {2}, y = {gn} €

n=1

Sabemos también que gran parte de las “buenas propiedades” que
cumplen estos espacios son debidas al hecho de que son espacios
normados completos. Esta es la propiedad que a continuacién pro-
bamos para L?(a,b).

EJERCICIO 8. (Teorema de Riesz-Fischer)

Pruébese que L*(a,b) es un espacio de Hilbert real
Sugerencia: Si {f,} es una sucesién de Cauchy en L?(a,b),

(a) Probar que existe una subsucesién de {f,}, {fx,}, tal
que
__.\.:.wﬁ - \m‘:ﬂ__ < Ml.q,..u Vk € N.

(b) Expresando

Fue(2) = Joi (2) + (fay (2) = fra (2)) + - + (i (2) —
s (2)),

demostrar que { f,, } es convergente c.p.d. auna funcién
¥,
(c) Probar que {f,} — f en L?(a,b).

i6n: Sea {f,} una sucesién de Cauchy en L*(a,b). En-

Ve € RY no(c) €N : myn > no(e) = [Ifa — fmll <& (14)

En particular, para cada k& € N es posible elegir un natural ny
tal que si m,n > ny, entonces | fa = fll < 27%. Es claro que la
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sucesién {ny , k € N} puede elegirse tal que ngp; > ng, V& € N.
Tenemos asi una subsucesién de {f,}, {fn,}, cumpliendo que

I fanes — frell < 27%, VEEN. (1.5)

Nuestro préximo objetivo va a ser probar que fn, es conver-
gente c.p.d. auna funcién f € L?(a,b)y que {f,} — fen L%(a,b).
Para probar que {f,, } es convergente c.p.d., expresaremos 3 )
como una serie cuyas sumas parciales van a ser precisamente Fons
probar la convergencia de {f,,} serd equivalente a probar la con-
vergencia de la citada serie y para esto dltimo utilizaremos (1.5).
Asi pues, sea

.\Eﬂ ﬁev = .\.3 maulﬁu.ﬂqﬁmﬂvl.\:u AHV+...+HE“AHVI.?*}HAHVU Vk € N.

Para probar la convergencia de f,, (z), consideraremos la sucesién

baxﬁav = _‘ﬁ:AHV_+_%SA&VI._“EAH:+. ..+_M:»mavi.\§luﬁﬁv_g Yk € N.

QmL es una sucesioén de funciones que es:

(a) mondtona creciente (pues gn, lo es)

(b) gn, € L'(a,b) , Vk €N (pues g, € L(a,b), Vk € N)
b
mnvhwmznmmwmammmbﬁmmam_om \ nmmk ﬁav&amm@ooﬁwmw%zmm

gl < (1 fnall + 1z = faall + <+ + 1 fog = Fra )2

1 1. T*
< Wl #5404 5] < Wl + 12

Por el teorema de la convergencia monétona (aplicado a la sucesién
{g2,, k € N}), la sucesién {g2,, k € N} converge c.p.d. y como
gny €S 10 negativa, la sucesién {g,,, k € N} converge c.p.d., a una
funcién g , de donde deducimos que {f,,, k € N} también con-
verge c.p.d. a una funcién que llamaremos f. (téngase en cuenta
que al ser la sucesién {g,,, k& € N} convergente c.p.d., la serie

(&

/3«4?@ —0
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W | fri(2) = frp_ (@) es convergente c.p.d., con lo que la serie
k=2

m (far(x) = fax_, (z)) es también convergente c.p.d. Es claro que
k=2
IfI < 9)-

Sea ahora e € Rt y m > no(¢) fijo. Entonces, para cada k € N
tal que ngx > no(€) se tiene que

U =l = [ V(@) = S @ o <2

Consideremos la sucesién de funciones {(fm — fny )%, k € N}.
Tal sucesién lo es de funciones de L'(a,b) y ademdas sabemos que

(fm(z) — fni (2))? converge c.p.d. a (fm(z) - f(z))%. También,
| fin(@) = Fa (@) < (| (@) + 19 (@)) < (| fen(2)] + lg(2)])?

Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (apli-
cado a la sucesion {(fm — fn,)*, k € N}), tenemos que

@

%F\M:%TE%&H\D:HE-%V_:H

de donde obtenemos que f,, — f € L%*(a,b) y que ||fm — w.h__ < e

Como f = fm — (fm — .D.‘, rE HNTPS b4 A.\Hw — fen L¥a, S
NOTAS

1.- Las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm de segunda
especie, i.e., ecuaciones integrales del tipo

5(w)+ [ K(,9)80) dy = 1(2) (16)

con las funciones ®, f y K continuas en [a,b], [a,b] ¥ [a, Su.\.?“z
respectivamente fueron estudiadas con detalle por D. Hilbert
(1862 — 1943) a comienzos de este siglo.
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F. Riesz (1880 — 1956) considerd también ecuaciones del tipo
C.mv para el caso en que ®, f o K no son necesariamente con-
.szm.m. El metodo que aplicé para el estudio de (1.6) le llevé a
introducir en 1907 el conjunto de funciones de cuadrado integrable
en el sentido de Lebesgue, L*(a,b), y estudié (1.6) en el caso en
que @, f e L%a,b), K € L*((a,b)x(a,b)).

En mHaHEmEo afno, E. Fischer (1875 — 1959) introdujo el con-
nmwﬁ de “convergencia en media”: Una sucesion de funciones {f,}
definidas en [a,b] se dice que converge en media si

a
sw_ﬁs\a:%v#a@sﬁo c.:
(observemos que esto es lo que nosotros entendemos como sucesién
m.m O.E.Hnr% en L?(a,b)). Ademds Fischer probé el resultado del
ejercicio anterior: Si {f,} es una sucesién de L*(a,b) que “con-
verge en media”, entonces existe una funcién [ € L*(a,b) tal que
{fu} = fen L*(a,b). (véase [8] para mas detalles)

2.- Consideremos el espacio vectorial real Cla,b] formado por
todas las funciones continuas y reales, definidas en [a,b]. Si en
Cla, b] se considera la norma (1.3), es decir,

5 1/2
1A= ([ 7)), vseclay
es facil demostrar que (Cla,b], || - ]|) es un espacio normado no

completo. Precisamente su ¢ i3 2 o
o 22'8) ompletacién es L%(a, b). (ver Ejerci-

3.- En el ejercicio anterior hemos probado la siguiente propie-

dad:
“Si {fn} es una sucesién de L*a,b) y f e L*(a,b) es tal que

{fa} = fen L*(a,b), entonces existe una subsucesién de { f,,} ) oy
nts g S

nmav:mﬁ_o que .:EL = fepd;ie, {fu(z)} - f(z) c.p.d.
enfa,b]”. Esto sugiere algunas cuestiones tales como:

=

— 0

Ao
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(a) i Si {fu} — f en L*(a,b), se podra afirmar que

{fn}— fepd
(b) i Si {fu} — [ cpd., se tiene que {fp} — f en
L?(a,b) 2.

La respuesta a estas preguntas, asi como la relacién entre la
convergencia en L%(a,b) y otros tipos de convergencia que el lec-
tor estd mds acostumbrado a manejar (convergencia puntual, con-
vergencia uniforme, etc.) la encontraremos en los ejercicios que
siguen. Pero antes de continuar, debemos resaltar el resultado
fundamental que hemos obtenido hasta ahora

[12(a,b) ES UN ESPACIO DE HILBERT REAL |

Llegados a este punto creo que estamos muy contentos con
el hecho de haber conseguido una “buena estructura algebraico-
topolégica” para nuestro espacio L%(a,b) pero si nos detenemos
aqui lo hecho seria solo “apariencia”. Hemos de seguir investi-
gando qué tipo de propiedades adicionales satisface nuestro espa-
cio para poder utilizarlas después.

Comenzamos con un ejercicio para familiarizarnos con la con-

vergencia en L%(a,b).
Consideramos la sucesién de funciones {f,} definida por
fa: [-1,1] — R tal que
-1, -1<z<-1/n
fulz) = g, —~lfn<rsl/n

1, l/n<z <1

Demuéstrese que {f,} — f en L?(—1,1) donde f : [-1,1] = R
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viene definida por

|Hu |HMHAO
)= 1/2, z=0
“_.u DAHAH

: Es claro que f,, es continua en [-1,1], ¥

n —L,1, Vr e Ny por
tanto f, € L3(~1,1), ¥n € N. Por otra parte f es continua salvo
en el punto x=0 y acotada y por lo tanto f € L*(-1, i

4

fa(x)

(-1,0) (-10)

=0 (10

0.4) fix)

# |

(1,0)

Fig.3
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También,

0

W= 1= [ 1@ - P o= [ 1e) = S do

1/n 0 1/n
+.\ 1fa(2) — f(2)[2 dz = \ na 17 %+\ Inz — 1% dz =
o] —1/n 0

0 1/n
I\ ﬁﬁmaw+wza+:&a+.\ (n®2? — 2nz + 1) dz =
0

Qm B -1/n
) o 1 1 -1 1 5 1 1 1 1
= e M|..| == —_— —2n— - — —_— =
d awﬁwl_':w :m+3+:w§w "3 3n+3
1 1 1 1 1 1 2 :
=——-—4—-—F+——=F+-=—=0s1n—-+
3n n n 3n wm n 3n

Luego {fs} — fren L*(=1,1).

NOTAS Y COMENTARIOS.

1.- Observemos que la sucesion { f, } es una sucesién de Cauchy
en L?(—1,1) y que cada f, es continua. A raiz de este ejercicio
es facil ver que no existe ninguna funcién continua g en [-1,1] t.q.
{fn} — gen L%*=1,1) (ver nota 2.- del ejercicio n® 8). ; Te
atreverias a demostrarlo? .

— O

2.- Es claro que {f,} — h en L?(—1,1), donde

=1, -1<z<0

h(z) = a, =0
1 0<z<1

y a es cualquier nimero real dado. ; Contradice esto el principio
de unicidad del limite de una sucesién en espacios normados?

3.- En este ejercicio fr(x) — f(z) c.p.d. (jPruébese esta afir-
macién!). Sin embargo, no siempre es asi (véase el ejercicio n® 10)
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EJERCICIO 10.

Considérese la sucesién de funciones de L*(0,1), {/fn}, defi- ~»|. Iy ™ £(x)
nida de la manera siguiente: Si n € N es tal que n = 25-1 4 5 m Jo(x) |
keEN,0<j < 25=1 ontonces falz) =1siz e ﬁﬂwuwﬁwi .W w w
v In(2) =0 sice0,1] - [, 41, | _ D U

Pruébese que {f,} — 0 en L*0,1) y que, sin embargo, 1 4
{fa} = 0cpd

Solucién: Qﬁv

iNo se asuste el lector a] ver la ley que define {/2}!. En reali- __.v
dad es escribir de manera rigurosa la sucesién de funciones cuyas
gréficas se presentan a continuacidn /.v

H [
i )
Lf) >
4= N A
T s .
P H i
M._ =1 N» —
LA LA
i i i
-1

Iig.4
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Por lo tanto, si n = 2k-1 +7, kEN, 0<j< 9L (notemos
que k y 7 son tnicos para cada n dado)

2 A 2 mw._.HHw 1.
Il = [ 1@ da = o lde=gn
Y como se cumple que n — +oo0 <« k — +o00, lim [1 fal] = ().

n—++00

ﬁﬁmmo .ﬁ.%xw — 0 en H‘wmouwv.

Por otra parte, sea z € [0,1]. Es claro que dado n € N .cual-
quiera, es posible encontrar ny, ny nimeros naturales mayores que
n tales que f, (z) =0, Jn2(2) = 1. Esto prueba que {f,(z)} no
€S convergente para ningin z € [0, 1] y en particular se tiene que
{fa} =0 c.p.d.

NOTA (y ejercicio incluido).

Observemos que en el ejercicio anterior hemos demostrado
que, en general, convergencia en L*(a,b) no implica convergen-
cia puntual. Sin embargo, en el ejercicio -8 se demostrd que si
{fa} = f en L*(a, b), existe una subsucesién de {f»}, que con-
verge casi por doquier a f : iseria el lector capaz de encontrar tal
subsucesién en el ejercicio previo?

EJERCICIO 11.

Consideremos la sucesién de funciones de £2(0, 1), {fn}, defi-
nida por
_ 0, z=061/n<z<1
Jn(2) n, 0<z<1/n

UmS:m\mSmmo mzm Tq:w leo.n.w.m.w n:mmmu embargo Q,:w =Q
converge en L2(0, Dk : ‘
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fix)

) —

Fig.5

“EW .

1

Sea z € (0,1]. Entonces existe ng € N t.q. - < z; de aqui

obtenemos que f,(z) = 0 Vn > ng y por lo tanto {f,(z)} — 0.
Como f,(0) =0, Vn € N, también {f,(0)} — 0.

Asi pues {fa(z)} — 0, Vz € [0,1]. Sin embargo

1 1/n 5 B -
1o =0 = [ 1@} do = [ "0 do = n, W0 € N, de

MMNO

0
donde deducimos que {f,} no converge en L%(0,1).

NOTA (y otra vez ejercicio incluido).

En el ejercicio previo hemos probado que, en general, conver-
; : 2
gencia c.p.d. no implica convergencia en L*(a,b).

Observemos también que {f2} es una sucesién de funciones de
L'(0,1) t.q. {f2} — 0 c.p.d. Sin embargo,

\MRE %J?\Mo dz = 0
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m..mvoH que 1o se puede aplicar el Teorema de ]a Convergencia
dominada de Lebesgue en este caso?

EJERCICIO 12.

.mmm {/n} una sucesién de funciones de L
uniformemente a una funcién f de L*(a,b)
{fa} — f en L%a,b). ,

olucidn:

a,b) que converge
- Pruébese que

Que {f,} converja uniformemente a J quiere decir que

V. + ;
<M mm_us.mig €N Vo > no(e) = |fy(2) - ()] < e,

Sea entonces ¢ € R+ dado. Tomemos :oh < v ¥y n un

Vb —a

&

. E
;\@llmv ntonces

\NA @mw Qm
- \D@'Q&_H “...m.

natural cualquiera, n > :QA

1

b
fn = fll = \9_23 — K@) da

Podemos resumir lo realizado e

n los ejercici 0
con el grifico siguiente: Jercicios n= 9, 10, 11y 12

{f.} = fen L*(a,b)

X A
{f}=r uniformemente en [a, b] bk
nN
{fu} = f cpad.

Hasta ahora nos hemos
algebraico-topolé gica de L2
vergencia de una sucesién d

familiarizado con 1a estructura
(a,0) asi como con el concepto de con-
e funciones {f,} de L*(a,b) hacia un

EL ESPAciO L*(a,b) -

elemento f de dicho espacio.” Como resultado fundamental, des-
taquemos nuevamente el hecho de que L%(a,b) es un espacio de
Hilbert real.

Otros espacios de Hilbert que ya hemos mencionado, como el
espacio euclideo R™, deben gran parte de sus propiedades al hecho
de que tienen una base. Esto facilita muchisimo su estudio asi
como el estudio de ciertas clases de funciones (por ejemplo, las
funciones lineales u homomorfismos) definidas entre dichos espa-
cios. La pregunta que légicamente cabe hacerse es la siguiente:
iTendrd L*(a,b) una base?. Esta pregunta lleva aparejada, a su
vez, otras cuestiones tales como: jCuadl serfa una definicién “ade-
cuada” de base en L%(a,b)?. ;Cudntas bases hay (si es que las
hay) en L%*(a,b)?. ;Qué ventajas tiene la utilizacién del concepto
de base?; etc.

Trataremos de responder a las cuestiones anteriores en los ejer-
cicios que siguen. Para ello, la nocién de ortogonalidad serd fun-
damental.

DEFINICION: Sea A C L*(a,b). Diremos que A est4 formado
por elementos ortogonales (o simplemente que A es ortogonal) si
<f,g>=0,VYf,geAcon f#gyademds< f,f>#0,Vf €A
(o sea que A no puede contener al elemento nulo de L?(a,b)).

DEFINICION: Sea A C L%*(a,b). Diremos que A estd for-
mado por elementos ortonormales (o simplemente que A es or-
tonormal) si < f,g >= 0, Vf,g € A con f # g y ademés
< f,f>=1, VfeA.

Demostrar que los siguientes conjuntos de funciones son orto-
gonales en los espacios que se indican:
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2rn(z —
1, nomt, sen

b—a

2mn(z — a)

» N E Zv en L?(a,b).

b—a
Tnx ™

i
w.-ﬁf DEINI, mmzlhl. ne ZV en hwﬁlrc.

w.-ﬂumm::,w.m“ n e st en L*(0,1).

nmwx

A.-ﬁnomlwi, n e ZW en L*(0,1).

,nE ZW en L2(0,1).

Para hacer el ejercicio co

nviene recordar las siguientes férmulas
de trigonometria elemental:

sen(z) - sen(y) = WTQ.AH —y) — cos(z + y)]

WT%@ +z) + sen(y — z)]

cos(z) - sen(y)

cos(z) - cos(y)

Il

W?cm? +y)+ cos(z — y)]

Vz,y e R
1.-
(a)
2 — b -
& fnom.’l’lﬁﬁma a) VH\ nomlllllwﬁ.:ma 8) dr =
b—a a b—aq
b—a

b

2mn

2rn(z —q w
sep——m—
b—a

a
b—a
2rn

[sen(2mn) — sen(0)] =0, Vn e N

EL Espacio L?(a,b)

(b)

P

Al

(d)
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b 2rn(z — a)
2rn(z —a) _ —_— e dr =
« A, mm§$ >= \nmm: b—a *
b—a wﬁ.:ﬁalagw —
= 08 =
= " om ¢ b—a |,
_ b= a?omﬁma:v —cos(0)] =0, Vn €N
21Tn
drnlz — a 2rm(z — a) _
< cos q_.NAlm v,ocm b—a
— 2 Tr—a _
_ \@nomwa:? auna Ll ) dr =
G - @Ig @Ig
_ 27(n — m)(z — a)
_1 ' nomma?.*'SV? mv+nom A b—a
—2ts b—a
b
_ 2n(n + m)(z — a)
AL A R3]
22r(n + m) ‘
b
SR
- sen
o b—a a
=228 foen On(n 4+ m) — sen(O)]+
22m(n + m)
+w|@||nmm.§ 27(n — m) — sen(0)] = 0
22m(n —m)
<3\g3mzu 3*3
2z — a 2rm(z — a) _
< cos awﬁla v“ T e
b DEnlE—g 2rm(z — a) _
H\.nom ﬂwﬁfa ) sen b—r
a

) do =
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@IQ WIQ\

- W\M Ammag + mmagv d

1 b-g mi3+3v? b
= —= —a
Mw#m3+§vncm]lmlla,,bg _
a
1 b—a 2r(m — n)(z —
wmiS!:vnmmn’Lrhg _
a

b—a -
1 b-g¢g
" 22n(m + ) (2% 27(m+ 1) ~ cos(0)] -
1 b-aq
"2 2n(m — av?o,.wmis —n) — cos(0)] = 0

/}‘fﬂ;mq/_0 S.me._&

mm ﬁ”gu

< anE

b—a

H\& 2r(n + n)(z
= =) gan =T RN ) _
2 @ b - dz

_ lb—a wiw:vmalavﬁ
b

COS——- 7/

—a
a

2 dne [c0s(4mn) — cos(0)] = 0
Vn e N.

<y mmﬁE

M%SAH — QV
b—a

, sep——2 7
b— g =

b
H\. mmaE um:mﬁgﬁa!au
a b—a -

- W\H Anomg - momwiﬁ + Tz = avv dpse=

&HH

b-a  b-a

T =

lé‘?[o»-.:o 6::. 91__
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b

awia —m)(z — a;

b—a "

n

w%,, L @.Ma | % u

B mwi3+ m) 5

[sen 2m(n — m) — sen(0)]—

Vn,m € N, n#m.
Analogamente se hacen los otros apartados del ejercicio.

Es claro que si un subconjunto A de L*(a,b) es ortogonal, en-
tonces cualquier subconjunto suyo no vacio es también ortogonal
y que si cada elemento de A se multiplica por un escalar no nulo,
el conjunto resultante es también ortogonal; en particular, si cada
elemento de un conjunto ortogonal se divide por su norma, se tiene

un conjunto ortonormal.

El siguiente ejercicio sera de utilidad en la motivacion del con-
cepto de base en L%(a,b).

Sea {f., n € N} un subconjunto ortonormal de L?(a,b). De-
mostrar que si {A,, } es una sucesién de nimeros reales tales que la

o0
serie > A,f, es convergente a f € L*(a,b) entonces

n=1
A=< f,fa> VReNy

1A% = 1Al
n=1
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Solucién: Probemos

en primer lu _

Vn € N. gar que A, =< f fo >, L*(a,b)?.

K Liln 3=< Tm W Xi £ . k Pensemos en los espacios de Hilbert que conocemos: R, RZ,
B i[5y fo >= Iim < g 3 .
- i %0 5= Fton o G fa e R, -eeees etc. En R, una base estd formada por un elemento no
- wm,awo\/z =An s = nulo (dicho elemento forma un subconjunto ortogonal de R); en
g R?, una base estd formada por un subconjunto ortogonal con dos
ea k € N, entonces elementos, y en general, en R", una base estd formada por un
k subconjunto ortogonal de n elementos (pensemos que cualquier
k : ; . -
- k subconjunto ortogonal de R™ es linealmente independiente y que
W= Lmfall? =< 7 = 0, - 30 it 610 ehotids pevms

n=1 7 nfn >= el procedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt permite
= =l construir, a partir de un subconjunto linealmente independiente

{f1,--+, fm} de R™ otro subconjunto ortonormal que que engen-
dra el mismo subespacio). En este caso, todo elemento de R™ es
combinacién lineal tnica de los elementos de la base. Podemos
pensar entonces lo siguiente: “Un subconjunto A de L*(a,b) que

n=1

k
=" -28 X< B fis +WT{“N = A7 - WT/ 2

2
Como lim ||f — % o :
»J,+8:.\. :W»:\:: =|If- M Anfull = 0, sea ortogonal se dira que es una base de L%(a,b) si todo elemento
= de L*(a,b) es combinacién lineal finita (al ser A ortogonal, A es
172 = s k , & linealmente independiente y por tanto dicha combinacién lineal ha
B Tmmsoom_»i = MT/:_M de ser tdnica) de elementos de A”. Rdpidamente vamos a ver que
n= n=1

no existe tal subconjunto.

N, EJERCICIO 15.

Moo (cmcde

.| H — D
H .,_UHH mm @H.ﬁhﬁho N.Hu ﬂmh ado ue

Demostrar que no existe ningin subconjunto A de L?(a,b) que
sea ortogonal y que cumpla la siguiente propiedad: “Cualquier

. ‘
.mllv » : n\ | |

de H,ow i=1 oy = ‘,,.W Aifis fa >. Esto es facil elemento de L%(a,b) es combinacién lineal finita de elementos de

- o ”
nam@nouwMHMMmm Mhmﬁw‘%m €8 Una sucesién de elementos deo L?(a,b) "

a a,b), entonces lim ,
sty < \wb.nu.ﬁ >=<h

w\mwhw?u s Jim 1 5= olucién: Podemos suponer que el conjunto dado es ortonor-

kg > — =

927 <hg>=|<hi-hg>|<|h - kil Nlgl).- 5

Si A C L?(a,b) es pues un conjunto ortonormal cumpliendo la pro-
piedad anterior, A debe ser infinito (en otro caso, la dimensién del
espacio vectorial real L?(a,b) seria finita, hecho que sabemos que
es falso). As{ pues A debe contener algin subconjunto numerable
(de hecho, veremos posteriormente que cualquier subconjunto or-

conjunto ortogonal de (g, b), pode
la pregunta: ¢Cudl serd una defini

Una vez i
e _—
que tenemos cierta familiaridad con 1a nocién de sub
sub-

mos plantearnos nuevamente
£ I
cion “adecuada” de base en
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togonal de L%(a, b) debe ser num
Entonces B = {bn, n € N}. T

Pt omemos la sucesién { fn} definida
_bh b, b
Jn = .M urvlm = — i
Sin>m, "
Ifr = fmll? = | 1 by
Py I + mﬂ: =
by b, b
=< G mucs “n Ym41 b
2m+1 +wauMS+H+...+w|MfVH
1 1
_ 1
o2myz T oZmts T+ 92n
k
¥ como la sucesig £
sién MM,S sk €N es de Cauchy en R
{fn} es de Cauchy en L?*(a,b). Porser [2

donde f ¢ L*(a,b); de hecho

De donde se obtjene que

akap — Y-k
k= =1 M.wn _Du
que no es posible utilizando el ejercicio 14 A.Humn qué?)
- e ue!

O -
reo AWC@ Hﬁwm e @Hﬁ.—ﬁuom Hmw f H‘H.w HHwOnm van w..w.. mhm.—mm m 1
m:ﬁm &m nicion

erable); Sea B A, B numerable,

(a,5) completo, { £,} — f
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DEFINICION. Sea { fn,n € N} un subconjunto ortonormal de
L%*(a,b). Diremos que tal subconjunto es una base si cualquier
elemento f de L?(a,b) se expresa de la forma:

=Y £H 5> b (1.8)

n=1

Aommmnmw.ﬁntsg M»U Aﬁ?v?mzhn?u@b
k—oo \ n=1

La anterior definicién motiva de manera inmediata una serie
de cuestiones:

;Existen bases de L?(a,b)? Si la respuesta es afirmativa (que
evidentemente lo serd porque si no, no habriamos dado la anterior
definicién), ;Cudntas bases hay en L%(a,b)?, ;Cémo se pueden
construir bases de L%(a,b)? ;Qué utilidades tiene la utilizacién de
la nocién de base en L*(a,b)?, etc.

La primera pregunta pues que cabe plantearse es la referente
a la existencia de bases en L?(a,b). En este sentido, es muy co-
rriente en Matemdticas al objeto de probar la existencia de algo
que interesa (en este caso de base en L%(a,b)) dar diversas carac-
terizaciones previas. Esto serd ttil no solamente para probar la
existencia (que lo serd) sino para poder utilizar las diversas ca-
racterizaciones segin nos exija la situacidén concreta que se nos
plantee.

EJERCICIO 1
Sea {fn,n € N} un subconjunto ortonormal de L*(a,b). De-

mostrar que son equivalentes:

(a) {fn,n € N} es una base de L%(a,b).

(b) Para cualquier f de L?(a,b) se cumple la llamada igual-
dad de Parseval

=20 < fifa> P

n=1



(c) W.W. Unico elemento de L*(a,b) ortogonal al conjunt
mwmvw € N} es el elemento cero (es decir sj fe h%mg ww
IBlace qie <« L s 0,Yn € N mio:mmm

F=0).

Sugerencia: Probar que a) = b), ) = ¢), ¢) = a). P
, . Para

e) = a) pruébese en pri oo
primer lugar que la seri
ene zMHUH < fika > fn

€S convergente (probando que es de Cauchy) a

2 p
L%(a,b); despugs, demuéstrese que < i un elemento g de

,\.; =gy \u\: >, VneN.

i

a)=b): Es el ejercicio 14.

b) = ¢): Si f € L?(q,b) sati
»0) satisfa
entonces [|f]|* = 0, es decir, f = g, Cae<fifn>=0,Vnen,

¢) = a): Demostremos en primer lugar que dado f € L¥a,b)

o0
la serie
<
BWW J>Jn > fu es convergente: oo que es lo mismo, que
?

la sucesién de sumas parciales {$,,

k
k=2 <fifa> fu

? m ? v
HT@H
=

5k, & € N}
: €5 una sucesién g
sim,n €N, m > n, se tiene que de Cauchy; para ello,

k € N} es convergente donde

rmawnul,wz w“

=< e
»MML A..ﬁ.pv\q?.q.uww S i By e
= Y I<hh>P

k=n+1

~c yé_.

/ﬁ«\}’é«f O

Recalquemos la igualdad que hemos obtenido, porque serd uti-
lizada no sélo en este ejercicio sino también posteriormente:

m

S SalP= 3, |xflinl (1.9)

k=n+1

La parte derecha de (1.9) es en realidad |H, — H,|, donde
{Hg, k € N} representa la sucesién de sumas parciales de la serie

o0

MU_ A.ﬁ-\..w > _u

k=1

(1.10)

Por otra parte, se cumple que

2

k
0<f= . <fifa> full =

n=1

ko k
=<f=Y < fifa>fa =D < Fsfa> fa >=

n=1 n=1
k k
=fIF=2X 0 < fifu > P+ D U< fifa> P =
n=1 n=1
k
AP =S < £ fa> 1P
n=1

Lo que prueba que

k
He=> < fifa>P<|IfI*, VEEN

n=1

Asi pues, la serie (1.10) tiene sumas parciales acotadas.

Al ser una serie de términos no negativos, esto implica que
la serie (1.10) es convergente; de aqui se obtiene que la sucesién
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*.‘.m;“ k€ 2..“. es de

Cauch
(1.9) prueba que la J (Pues es conver

m -
sucesién {Sy,k € N} es gente), que junto cop

también de Cauchy.
Ya sabemos que la serie

;Muw sbLs B (1.11)

€5 convergente. Queda,
por prob
= hm?; S tai ditte brobar que o es g .\h Para, m:.uu sea,

.QHMA.\.T\.@V !
n=1

Entonces, por e] ejercicio 14, si n, EN
?

<9t >=< Fits >, VneN

Hcm.mo <g-—f f = Vn
3 - —— O {
. n y € N. De aqui obtenemos que

NOTAS Y COMENTARIOS.

i-E i6n del ejerc;
- n la moE.Qoa del ejercicio anterior se
0S que conviene recalcar: §; {f,
n
ortonormal de L?(q, ) (00 necesariam

fee

— QO

han probado algunos

1nsn € N} es un subconjunto
Tlamente una base)

A e

entonces:

(a) La serie mﬁ <Lt ]?

n=1 €5 convergente y

W_ <HB> PP, ¥f € 1(a,0)

(1.12)

((1.12) se llama desigualdad de Parseval)

(b) La serie 5~ .
,;Muw Shle> fes convergente (no necesa-

riamente a f )

EL Espacio L%(a,b) (1

(¢) Si {en} es una sucesién de nimeros reales dados, en-

o0
tonces la serie Y @, f, es convergente si y solamente si

n=1

(oo
la serie . a? es convergente. De hecho,

n=1

.W .

siSp = Yan fa, Yk e Nysim,n € N, m > n,

n=1
entonces

ISm — mL_m = M Qw‘
k=n+1

2.- La anterior definicién de base es valida para cualquier es-
pacio de Hilbert real de dimensién infinita y separable, asi como
las equivalencias probadas en el ejercicio anterior.

3.- En R®, un conjunto formado por n vectores ortonormales
forma una base. Si {v,---,v,} es tal conjunto, entonces todo
vector v € R™ se expresa de la forma

n
e”MAd._EnV@._n
k=1

(obsérvese la analogia con (1.8)).

Adem3ds se cumple que

) n
[ollgn = D01 < vy 0 > |2
k=1

(Igualdad de Parseval)
y si v € R™ es ortogonal a todos los v;,1 < ¢ < n, entonces v debe
ser el vector cero (apartado c) del ejercicio anterior).

Obsérvese pues, las analogias existentes entre los espacios de
Hilbert L%(a,b) y R™. Es claro que hay también grandes diferen-
cias (las que existen entre un espacio de Hilbert real y separable
de dimensién infinita y un espacio de Hilbert real de dimensién
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“_mmﬂh.ﬁm.. vease @OH m_m.ﬂ:. @MO mw ejercicio ”_..m vao €en H(ﬁ@ﬂmuuwmﬁhn es
bl 3 ] .— vu as
H_.HHHQ.N.HHMWH-._“T.M 1T reconoc endo 5 al mrwnm.-m_._m u 13 —u ere 1C1a8 mHmem

los nu ]
evos objetos y los que son “familiares” al lector para pod
avanzar en el conocimiento de aquellos. &

Antes de probar la existencia de b
otro resultado que pone de manifies
entre los espacios L2(a, b) y R™
base ortonormal de R™

ases en L?(a,b) probemos

to mds analogias existentes

. Sabe i
mos que si {vy,---,v,} es una

y mh v,w € R™ son tales que

o= < v =
“Ww .»Vefel»MHAS,SQ

a > Vi entonces el pro-
ucto escalar de v y w, < v, w > viene dado por

n

<uw>= "<y > < w, v >
k=1

El resultado andlogo en L2

EJERCICIO 17.

(a,b) es el siguiente.

Sea {f,,n € N} una base de L%(a,b).

son elementos arbitrarios de L*(a,b) e e Sy g
2

entonces:

<H9>=3 < fifa><gfo>

n=1

(1.13)

Sabemos que f = 3 5
¥ MHA?“;v for 9= W < Gifn > [

n=
Sean {Hy, k ¢ N}, {M, k ¢ N} las suc >

: . siones de ]

e . €s10ne; as suma.

parc ales respectivas de las Series Nb.ﬂmm.mouwmmw €s an:. i
k]

k
m\n” A.\.q n > = :
m .% \éggquMAQu\ﬁv.%au(w..mz

el é\‘:c(ﬂt/
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Entonces
k
1< f,9> =Y. <fifa><gfa>|=|<fig>~ <He,Mp>|=
n=1
=|<f,g>—<fiMy>+< fiMy>— < He, M >| <
<|<fig=Mp>|+|<f-He, M >| <
< Ifllllg = Ml + 11f = Helll| Ml

Como lim Hy = fy lim My = g, se tiene que

k—o0 k—oo
lim|g — M| = lm]|f - Hil|l = 0 y como la sucesion
k—o00 k—ro0

{||My||,k € N} es acotada, deducimos que

k
lim| < f,g>=Y < ffa><g,fa>]=0

k—o0 n=1

lo que prueba (1.13).

Vamos ya a demostrar la existencia de bases en L?*(a,b). Ello
se hara para una base muy especial que se utilizard en el capitulo
siguiente en los desarrollos en serie de Fourier. Existen procedi-
mientos muy diversos para probar el ejercicio que sigue. Como
uno de los objetivos de estas notas es que sean ttiles para el ma-
yor niimero de lectores posibles, presentamos la demostracion dada
por Lebesgue que, aunque ingeniosa, utiliza hechos elementales. El
ejercicio que sigue muestra una base del espacio L%(—=, ). Sera
inmediato, a partir de un cambio de variable conveniente, la cons-
truccién de una base en L?(a,b) cualquiera.

Demostrar que el conjunto

! 1 1
A»\ﬂ, ﬂ.ﬂlﬁnom?avu tz\lmmm:ﬁ:i , €N} (1.14)
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es una base de L%(—r, ).

Sugerencia: (mds que una sugerencia es un plan de ataque para
el apartado c) del ejercicio 16. Para ello hay que demostrar que si
f €L} —m,7) es ortogonal al conjunto (1.14), entonces f = ¢ (en
L?(a,b)). Es conveniente hacer esto en dos etapas:

(a) f continua en [~7,7]. Si f es continua, en [, 7]y or-
togonal al conjunto (1.14), f debe ser ortogonal a cual-
quier polinomio trigonométrico. §j f \m 0 en [—m ],
debe existir z, ¢ (-7,7), e >0, 6 > ¢ tales que
[f(z)| > e, V2 e (To—6,20+6) C (=7, 7). Demuéstrese
entonces que para m suficientemente grande f no es or-
togonal al polinomio trigonométrico

gm(z) = (1+ cos(z — zg) — cos(6))™

realizando para ello un estudio detallado de gm en los
intervalos definidos por las desigualdades |z — 29| <
<6 |z -z < 6/2, |z — x| > 6.

(b) Si f ¢ L¥(~m,m), considérese la, siguiente funcién
h:[-m7] — R definida por h(z) = g(z) — -2

Vor’

Solucidn:
Sabemos que el conjunto (1.14) es ortogonal (véase el apartado

2 del ejercicio 13); es trivial que la norma de cada elemento del

conjunto dado es ] ¥ por lo tanto dicho conjunto es ortonormal.
Para ver que es base, utilizaremos e] apartado c) del ejercicio

16. Sea pues f ¢ L=, ) ortogonal al conjunto (1.14). Enton-
ces:

Afﬁéﬁo é«“b)\c——
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1 =0
weaten freciff. wd o ——=eosnalit= {0,
A .‘nu M\.._ﬂ .f\.h.l_u

(1.15)

< ﬁa\hqﬂmmﬁﬁzav >=0, VneN
— 1lo
Debemos demostrar que f(z) = 0 c.p.d. en [—m,7]. Parae
consideramos dos etapas:

(a) f continua en [—m, 7).
(b) fe€ L*(—m,n) arbitraria.
. w -
Concentrémonos en el caso a). Si f(z) # 0 en L*(—x,7) debe

inuidad de
existir zg € (—m,7) tal que f(z¢) # 0 y por la continuida P
existen numeros reales y positivos £ y 4 tales que

|f(z)| 2 € , Yz € (z0 — §,70 + 8) C (-7, ) (1.16)

Por otra parte, de (1.15) se deduce que

s

i flz) de = ' f(z)cos(nz) dx = lsiavmmisi de =0,

¥n € Ny por tanto

a %mavgo._. Wa»na?av +$mm:?i&eno G.:v
- k=1

ara cualquier n € N y para cualquier eleccion de ntiimeros reales
P
ar (0<k<n), b (1<k<n).
.. ) R
Consideremos ahora, para cada m € N, la funcién g,, : R —

definida por gm(2) = (1 + cos(z — z¢) — cos(§))

gm verifica las siguientes propiedades:
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(P1) gm es una combinacién lineal

Junto (1.14). En efecto, probémoslo por induccién sobre m:

Para

™ =1 01(2) = (14 cos(z — 20) — cos(8)) =

=1-cos(6§) + cos(zo)cos(z) + sen(zg)sen(z)

Sea la afirmacién vilida para m=p, es decir,

P
(2} = Ma»nom?&v + brsen(ka)
k=0

Entonces

9p+1(z) = (14 cos(z — Zo) — cos(§))PH

= 9p(2)g1(x)
y usando las férmulas de] ejercicio 13, se prueba que
p+1
Ipt1(z) = Mgtnom@av + birsen(ka)
k=0

Ppara ciertos nimeros reales a (0 <k < p+1) b (1<K < p+1).
(P2) Vz € (-, T)/|z — 20| < 6, se cumple

[9m(2)] > 1 (1.18)

Esto es trivial pues si |z — o] < 6 (6 < /2), entonces

cos(z — zg) > cos(§)
(P3) Vz € (—=x,7)/ |z — To| < 6/2, se tiene

m(@)] 2 (1-+ cos(2) — cose))” (1.19)

finita de funciones del con-

A\?{ox_‘o é—Jc—j\—
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)
También trivial pues si |z — zo| < §/2, cos(z — zo) > naﬁmv

(P4) Vz € (—m,m)/|z — zo| > b, se satisface
lgm(z)] < 1 (1.20)
En efecto, si z € (—m, ) es tal que |z — x| > §, entonces
T —1z0 € (—2m,27) y
(1.21)
x — 2o@(—2m, 21 + §)U(-6,0) U (27 — §,2)

impli - -6
Puestoque z < 7 y 2g—§& > —m implican ¢ < 7y —zo < ™9,
se tiene que ¢ — z¢ < 21 — 4.

Anilogamente z > —m y zo + 6 < 7 implican z VAm -7 Yy
— 2o > —7 + 6, de donde deducimos que z — 29 > —27 +

Analogamente,
_H - Hc_ >0=>x— Homm1mq%v

Asi se cumple (1.21).

Pero (1.21) implica que cos(z — xq) < qomﬁ&. (ver Fig.6) luego
—2 < cos(z — xg) — cos(8) < 0,0 lo que es _w mismo
o F T cos(z — x0) — cos(8) < 1, es decir |gm(z)| < 1 que es
(1.20).
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Jfix)=cos x

Fig.6

De (1.17) y de ﬁu& deducimos que

[ @@tz =0, e (1.29)

EL EsPAcIO L*(a,b) 79

Pero

\“iavmsﬁav de = \éo&hiasﬁ?v o

=T

zo+6 ™
] @) dat [T f(@)gm(e) do

zo+6
y ademas,

zo+6 zo+§
| @@ do| = [ |@)lgn(@)] dz,

zo—6 g
puesto que las funciones [ y g, tienen signo constante (no se anu-
lan) en (2o — 6, zo + &) (ver (1.16) y (1.18))
Luego, por (P2) y (P3),

zo+6
\ | J(@)gm(z) do| =

To

= [ @l de > [ g do >
= [ @ am(e) de > @lom(@)] dz >

xg zo—b6/2
co+6/2 § m 3 m
> \ (14 cos(5) —cos(8)) dz = be(1+ cos(=) — cos(8))
Lo—6/2 2 2
Asi pues,
zo+6
\ f(z)gm(z) dz| — 400 sim — 400 (L.28)
zro—6

Por otra parte, por (P4)
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To—§
| 1@m(a) o] <

—ar —

(1.24)
T —& ™
< N e < e

X
. @me) aa] <
(1.25)
</ M @lono) s < /@) as
ﬁ.mwwm. claro, por tiltimo, que (1.23), (1.24) y (1.25) contradicen

T, ]y satisface Q.H.&u

Considerem

os ahora |a et .
faciendo (1.15), % €tapa b), s decir, f ¢ 12

(=, ™) satis-

Sea g : [-7,7] - R definida por 9(z) = \ﬂ
J € D¥—m,x) ¢ p( n
tanto continua) en [—
por

4\.9& dt. Como

nte continua or
Definamos también 4 . [ e

T,T), g es absolutame
T, 7).

.@ﬁﬁv = .OA.H.V — Jmc' a 1
% 0 =R 9, —F— .
A V2 vor >

S

/d—vvlc—»\u é—:u}(,
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La funcién h es una funcién continua en [—7, 7] que satisface
K(z) = ¢'(z) = f(z) c.p.d. en [~7,7]. Adem4s

1 ap 1 1 1 1
<hy—=—>=< g~ ' s PTG = > —0g < —, —— >=
V2r g V2r 2% g V2m e V21 27
“QO|QD”O
A_wlwl ?‘HVVIF\abﬁvcm )dz =

f\mnam = 7r ) _ Me)cos(na) do =
_ 1 iﬂvmmamaa; I\. mm;?ib\?v da b —
T n — N

= Ila\wla.\.“x?v,wmizav dz=10,

.1 1 m
< h, Nmm:?av D qqﬂ |:Eavmm3§ev s

el [ oty o)

= %Tiina?i + h(—=m)cos(n(—m))]+

+§»H\m _”\Wa&?vncm?av &L =0

para cualquier n € N,

Por el apartado a), h = 0 en [~7, 7], lo que implica que
f(z) =0 c.pd. en[-7,7].

Este ejercicio ha sido duro de resolver, pero merecia la pena
hacerlo con detalle. Animo, pues el resto del capitulo es “mgs re-
lajante”.

Es inmediato ahora encontrar una base en L*(a,b).
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Demostrar que el conjunto

T Jilens (meiit) V2
Vb—a' Vi—a b—a '

es una base de L?(a, b).

20 —a— )

mfammaﬁas.,"m.la v. ne ZV

: ., b—a a+b
. mcmﬁ.mnnmu La aplicacién Y — e & 5
del intervalo | —m,7] en el intervalo [a,0] (o lo que es Io mismo, la
T(2z —a — b)

b—a
en el intervalo [—r, T]).

NOTAS ¥ COMENTARI :

L.- El hecho de que el conjunto dado en el ejercicio 19 sea una

base de L?(q, b) tiene muchas e importantes consecuenciag. Res-
trinjdmonos por comodidad de notacién,

(a,b) = (=7, 7). Entonces, por definicién de b
para cualquier funcién f ¢ L=

es una biyeccién

aplicacién z —

es una biyeccién del intervalo [a,b]

al caso en que
ase, se tendra que
T,7), f se expresa de la forma

f=ao

=+ W?w{wii +ha—msen(n())  (1.26)
n=1

1
e
V2T

donde ap =< f, .mmav./\,_mla dzx

an =< f, ﬂWnPAaA.: e \wa\mavwncmmsav dz
b, =< %u,\_lm,wm:mam.z >= \qlq \A&vwmnagav dz , Vn € N,

¥ se cumple la igualdad de Parseval

117 = [ 1@ do = a2 4 S +i), vre L¥(=m,m)
T n=1

A_‘ﬂ@{ o (Lo
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hincapié en la expresién (1.26). (1.26) significa que
H.H@ml@n_om, im Y L cos(k(-))+bx—=sen(k(-))) en L*(—m,T)
f= a0yt lim 3 (e v
es decir que
H —_—
M:w - —=sen(k(-))) ||| =0
= (ar—=cos(k(+)) + b—=sen(
: B _ : -
Hm | f = oo am = \ LA Tmeo Ta

o equivalentemente

™

27
lim, |f(2) — Sal2)]* dz =0 (1.27)
donde H
L o S S sl By}
= ap—— + » (ax—=cos(kz =
Sn(e) = a0z + 2 7
Entonces, ;podremos escribir que
f(z)=
(1.28)

nolz\w + Wﬁnzﬁnom?av + v:a\m,wm (nz)

nﬁa en _Hlﬁ.vﬁ,_ ?

i ran: jQué diferencia existe
r Ew%oszmwm%m. HWA”MMAM MMMJM rmu:ac.w@ significa que la
mE.Hm i waﬁm.amﬁ.morw de la igualdad converge, con _@.poww:w
mmdmu% - wvw a f (es decir (1.27)), mientras que (1.28) significa
e ﬁlﬁm._‘w" untual de la citada serie An.@.m.v. a _w funcién \5&
noscmHmMm“o aﬂm convergencia en hwﬁlﬁi.so.:.sv:op necesar
”mmmm convergencia puntual (c.p.d.) (ver Ejercicio 10).
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No parece pues que para funciones arbitrarias de LA )
pueda afirmase (1.28). Al menos, con los conocimientos que tene-
mos ahora mismo, no parece que sea ficil probar (1.28). Pero por
otra parte estd claro que es deseable conocer tipos de funciones de

L¥(—n, ) para las que (1.28) se cumpla, con vista a las aplicacio-
nes que se haran posteriormente.

Este tipo de cuestiones, asi como otras relacionadas (jPara
-qué tipos de funciones f € L*(—m,7) se cumple (1.28) de ma-

nera uniforme en [-7,7]?, ;Qué relacién hay entre la respuesta

a la pregunta anterior y la regularidad de la funcién 17, etc.,) se

abordaran en el capitulo siguiente, donde mostraremos diversas
aplicaciones del desarrollo (1.26).

Veamos ahora algunas concecuencias inmediatas que, sobre el
espacio L*(a,b), tiene el resultado del ejercicio 19.

EJERCICIO 20.

Demostrar que L*(a,b) es un espacio de Hilbert separable.

Solucién: Sea A = {fa,n €N} el conjunto dado en el ejercicio
19. El conjunto H formado por todas las combinaciones lineales
finitas con coeficientes racionales de elementos de A es numerable
(iPruebe esto el lector!). Veamos que H es denso en L*(a,b). Para
ello, sean f ¢ L*(a,b) y ¢ € R+ arbitrarios.

3
Como f = hﬁz%e A»M\; < il ?v“ existe un natural ng, tal
=1

que
no e
e 3B B S <35 (1.29)
k=1
Ahora bien, para cada k, 1<k< no, < f, fi > es un nimero
real y por tanto existe % €Q, 1<k < ng, tal que

~o (e e

e
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m . ﬁ
ﬁleAb?V_Awﬂo Vk, 1 <k < ng. Por tanto

|3= . |3.o A.\.u.%_.nv.%wn_l
:% mﬁw.ﬁn <\|\f W

no ~ =+ SO frfe > —ar) fill <
+ WA??V? WE&# <3 W ‘

€ £
= —Np = €
Aw+w3o 0

Como :Mc ai fr € H, el anterior razonamiento prueba que H es
&) >

k=1
denso en L*(a,b).

NOQTA. El espacio de Hilbert real R™ es ﬁwB.o_Mn mow“ww_mm.
i Quién es, en este caso, el subconjunto HEEmeEm y mnwo s
C.bs_muz:f Esto afiade otra analogia entre L*(a,b) y R®. Como
e e se interpreten mis comentarios sobre mmg. en el sen-
M.MM MMHMcM:MNAQ b) y R™ “se parecen mucho” (sélo mEmwo @ﬂaﬂ M
; « ] v
rwoﬁoH saque la conclusion mm.@ﬁm mm.vﬂﬂhmwﬁwﬂ MMWMMHMWEWU Mm 1os
i a
My g% Eww H%MMMUMMHMMMMHMMN_ ejercicio 15; nos Hmmo.an.pom al
P wEw ma de Bolzano-Weierstrass que afirma lo siguiente:
oObmm.mM Wﬂm es acotado y contiene infinitos puntos, ma.mﬁnmm la
mnﬁah?ﬁab de S es no vacia” (ver [3] para la demostracion).

dos para
Este teorema, fundamental para probar Ezwwom _.mm.m:mw . % e
i i de dimensién finita,
i i tre espacios euclideos .
funciones definidas en : p——
es cierto en L%(a,b) (y en general, en cualquier espacio
de dimensién infinita).

EJERCICIOQ 21.
Demuéstrese que la afirmacion

i infinitos elementos, enton-
i & s acotado y contiene infin
“S18SC L AQJ @v\m g
ces la acumulacién de S es no vaci
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no es cierta, .

Sugerencia: Considérese el conjunto de] ejercicio 19.

Lo anterior indica que debemos ser cautos g Ia, hora de estable-
cer paralelismos entre resultados algebraicos ¥ topoldgicos de log
espacio R™ y L*(a,b); de hecho, existen “m4s diferencias notables”
que semejanzas entre ambos espacios (marcados por el paso de la
dimensién finita a infinita). De todas maneras, el lector deberia
leer, para, tener m4s informacién al respecto, el estupendo capitulo
n? 18 que, con el titulo de “Anélisis Funcional” escribié LM, Gel-

Jand formando parte del libro (3 volimenes): “La Matemdtica: su
contenido, métodos y significado”, [1]

Terminamos el capitulo con la discusién sobre la existencia de
diferentes bases en L*(a,b).

Demuéstrese que existen infinitas bases en L*(a,b).

Solucién:
SeaA={f,.neN

} la base dada en el ejercicio 19. Conside-
remos el conjunto

— .D.T.w.m .\.ul..%u )
mlﬂ__.\m.*.\u:g __.\m l.\n:v .hf SWww —
i ‘J.l_r.\qm E
1* V2 ;f:w&.

Es trivial demostrar que B es también una base de L?(q, b).

Es claro que el anterior

procedimiento vSE:m construir infi-
nitas bases de L*(a,b).

&

s
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NOTAS Y COMENTARIOS

El hecho de disponer de diferentes ,.\wwmmm en hmwﬁa, S MM%MMHMHM
damente 1itil para las aplicaciones ?.mg claro que las in nitas bases
nM“MEEPm en el ejercicio anterior tienen la HﬂHmHMm Mﬁ“ “a MH W@oﬂamm

i i i anto
B &mwnmﬂw WMbM._MHMm_MMMMMWM wwawwm trigonométricas”).
oo e m“.mmm (y quizés las més interesantes) vﬁmmmﬁ. s
Ec.nrwm QMMMMPW teoria de operadores compactos y autoadjuntos
MMMHMO_‘WQ espacios de Hilbert separables (ver [7]).

Para bases de L?(a,b) relacionadas con funciones de mwmwﬂm
Legendre, Hermite, Laguerre, etc. se puede consultar el excele
libro de Courant y Hilbert [5].

i icaran con de-
De todas maneras, los temas anteriores se explicaran
e 3 ;
1 rafia.
talle en otros capitulos de la presente monog

Por iltimo, para aquellos que quieran Ec.?m&mww Mﬂwm_me“MM%
2(a,b) recomendamos el libro m.m Brezis [4] y p \ =
Lo uieran tener un conocimiento adecuado y mas gen
Mw.wn mwwmwmwwenmum de Hilbert recomendamos el libro de Halmos [6].
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