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Summary

In this Final Degree Project, entitled Finite-Infinite Dimensions: a comparative analy-
sis from the point of view of functional analysis, the covered topics and main objecti-
ves to achieve, in accordance with the original proposal, have been:

e Examples of some vector spaces of infinite dimension, as opposed to some
others of finite dimension, and presentation of the concept of algebraic basis
for these spaces.

¢ Presentation of some of the fundamental differences between normed spaces
of infinite dimension and those of finite dimension, and presentation of the
concept of Hilbertian basis.

* Application of the Hilbertian basis concept to the solution of a classic problem
of equations in partial derivatives: the mixed problem for the heat equation.

With this purpose, the work will be divided into three chapters dedicated, respecti-
vely, to each one of these points.

Next, we will give a somewhat more detailed description of what we will find and
of the corresponding chapters.

Chapter 1.

This first chapter, mainly based on texts such as [11], [12], [1], [9] and [7], begins
with a short historical introduction about the concept of infinity which has been
so present in the mathematician’s mind for centuries. It is then when, after some
necessary preliminaries, we present the concept of algebraic basis that will allow us
to talk about the concept of dimension of a vector space with which to be able to put
our first examples of vector spaces of infinite dimension in opposition to some other
already known examples of finite-dimensional vector spaces.

Chapter 2.

In this chapter, with the help of [4], [19], [15], [10], [1] and [14] our main objective
will be, once the vector spaces of infinite dimension have been presented in the
previous chapter, to present the concept of norm (and therefore of normed space) in
order to, through normed spaces, begin to collect some of the many and fundamental
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Summary

differences between finite-dimensional and infinite-dimensional normed spaces.

The differences that we will show will be multiple. We will start with a first difference
that emphazises the value of the concept of norm, characterizing the finiteness of
the dimension of the normed space using the behavior of its norm. More precisely,
we will prove that all norms being equivalent in a normed space is something that
characterizes finite dimension normed spaces. Then we will go through the Banach
spaces, where it will be clear that if the normed space is of finite dimension, it will be
a Banach space while for the case of infinite dimension we will present examples in
which this does not necessarily have to be true. Also along this line, we will prove that
every finite-dimensional subspace in a normed space is closed, while if the subspace
has infinite dimension this can not be true. Later, and entering in a more topological
point (thanks to the metric that derives from the norm we can see our normed
space as a metric one), we will present the concept of compactness, which thanks
to classical results such as the Heine-Borel’s Theorem and certain characterizations of
the concept of compactness will allow us to arrive at Riesz’s Theorem, which will be
neither more nor less than another elegant characterization of the finiteness or not
of the dimension of a normed space through the compactness of the closed unit ball.
In addition, from this theorem we will extract a corollary that will tell us about the
interior of compact subsets in infinite-dimensional spaces, which, as we will see, will
mark one more difference with finite-dimensional normed spaces.

Finally, in this chapter we will also introduce ourselves to Hilbert spaces, where with
the help of texts such as [3], [6] and [7] we will start with a brief historical motivation
that will make us understand the need of defining a new concept of base with some
specific properties (Hilbertian bases). Then, keeping in mind some classical results of
Hilbert spaces such as the Orthogonal Projection Theorem, we will be able to prove that
with a simple hypothesis on the given Hilbert space we can ensure the existence of
these Hilbertian bases. In addition, we will give some examples of Hilbertian bases
that we will use later in the next chapter dedicated to applications.

Chapter 3.

In this last chapter, using information extracted from books such as [17], [4] and
[18], what it is sought is for the reader to end up to understand the concept of the
Hilbertian base and, above all, to understand its practical utility. With this objective,
we will present a problem studied by Fourier in the XIX century (the mixed problem
for the heat equation for some given initial conditions) which will make it clear that
solving this problem is closely linked to obtaining an appropriated Hilbertian base
for the space of functions L2. More specifically, we will present two variants of this
mixed problem and we will see that the resolution of each of them is possible thanks
to precisely the two examples of Hilbertian bases given in the previous chapter,
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making the utility of this concept more than clear.

To conclude, with these threes chapters, I strongly believe that thanks to my tutor
Antonio Caflada and the mentioned bibliography, the objectives proposed above have

been successfully achieved.
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Introduccion

En este Trabajo fin de grado, llamado Dimensién finita-Dimensién infinita: un analisis
comparativo desde el punto de vista del andlisis funcional, los temas tratados y al
mismo tiempo principales objetivos, de acuerdo con la propuesta original, han sido
los siguientes:

* Ejemplos de algunos espacios vectoriales de dimensién infinita, en contrapo-
sicién con algunos otros de dimensién finita, y presentaciéon y discusion del
concepto de base algebraica para estos espacios.

* Exposicién de algunas de las diferencias topoldgicas fundamentales entre espa-
cios normados de dimensidn infinita y de dimensién finita, y presentacion del
concepto de base Hilbertiana.

e Aplicacién del concepto de base Hilbertiana a la soluciéon de un problema
clasico de ecuaciones en derivadas parciales: el problema mixto para la ecuacion
del calor.

Con este prop0sito, el trabajo serd dividido en tres capitulos donde cada uno de ellos
serd dedicado a cada uno de estos puntos.

A continuacién daremos una descripcion algo mas detallada de lo que encontraremos
y lo que tendremos por objetivo en cada uno de los capitulos.

Capitulo 1.

Este primer capitulo, elaborado principalmente con la ayuda de textos como [11], [12],
[1], [9] y [7], comienza con una pequefia introduccién histérica donde conseguimos
empaparnos del concepto de infinito que tan presente ha estado desde hace siglos
en la mente del matematico. Es entonces cuando, tras unos preliminares necesarios,
presentamos el concepto de base algebraica que nos permitird hablar del concepto
de dimensién de un espacio vectorial con el que asi poder poner nuestros primeros
ejemplos de espacios vectoriales de dimensién infinita en contraposicién con algunos
otros ejemplos ya conocidos de espacios vectoriales de dimension finita.

Capitulo 2.

En este capitulo, con la ayuda de [4], [19], [15], [10], [1] ¥ [14], nuestro objetivo
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Introduccion

principal serd el de, una vez ya presentados los espacios vectoriales de dimensién
infinita en el capitulo anterior, presentar el concepto de norma (y por tanto de espacio
normado) para, a través de los espacios normados, comenzar a recopilar algunas de
las muchas y fundamentales diferencias existentes entre los espacios normados de
dimensioén finita y los de dimensién infinita.

Las diferencias que probaremos serdn multiples. Comenzaremos con una primera
diferencia que ponga en valor el concepto de norma y que nos caracterizara ya desde
dicho momento la finitud o no de un espacio normado a través del comportamiento
de su norma; més concretamente, probaremos que el hecho de que todas las normas
sean equivalentes o no en un espacio normado caracteriza, de hecho, si la dimensién
del espacio normado es finita o infinita, respectivamente. Después pasaremos por
los espacios de Banach, donde quedard de manifiesto que si el espacio normado es
de dimensién finita, éste serd de Banach mientras que para el caso de la dimensién
infinita presentaremos ejemplos en los que esto no ha de ser necesariamente cierto.
También en esta linea, demostraremos que todo subespacio de dimensién finita en
un espacio normado es cerrado necesariamente, mientras que si el subespacio tiene
dimensién infinita esto no ha de ser cierto. Méas tarde, y entrando en un terreno
mas topolégico (gracias a la métrica que deriva de la norma podemos ver a nuestro
espacio normado como uno métrico), presentaremos el concepto de compacidad, que
gracias a resultados cldsicos como el Teorema de Heine-Borel y ciertas caracterizaciones
del concepto de compacidad, nos permitiran llegar en primer lugar al Teorema de
Riesz, que no serd ni mds ni menos que una elegante caracterizacion mas de la finitud
o no de la dimensién de un espacio normado a través de la compacidad de la bola
unidad cerrada. Ademads, de este teorema extraeremos un corolario que nos hablara
del interior de los subconjuntos compactos en espacios de dimensién infinita, que
como veremos marcard una diferencia mas con los espacios normados de dimensién
finita.

Por ultimo, en este capitulo nos introduciremos también en los espacios de Hilbert,
donde con ayuda de textos como [3], [6] y [7], comenzaremos con una breve moti-
vacion histérica que nos hara entender la necesidad por definir un nuevo concepto
de base con algunas propiedades en especifico: las bases Hilbertianas. Después, te-
niendo en mente algunos resultados cldsicos de espacios de Hilbert como el Teorema
de la Proyeccién Ortogonal, lograremos demostrar que con una simple hipétesis adi-
cional sobre el espacio de Hilbert dado, podremos asegurar la existencia de estas
bases Hilbertianas. Ademads, daremos algunos ejemplos de bases Hilbertianas que
nos serviran en el siguiente capitulo dedicado a las aplicaciones.

Capitulo 3.

En este dltimo capitulo, usando principalmente informacion extraida de [17], [4]
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Introduccion

y [18], lo que se busca es que el lector acabe por interiorizar el concepto de base
Hilbertiana y sobre todo que entienda su utilidad préctica. Con este objetivo, presen-
taremos un problema estudiado por Fourier en el siglo XIX (el problema mixto para
la ecuacion del calor para unas condiciones iniciales dadas) con el que quedaré de
manifiesto que la resolucién de este problema estd intimamente ligada con la obten-
cién de una base Hilbertiana adecuada para el espacio de funciones L. De forma
mds concreta, presentaremos dos variantes de este problema mixto y veremos que la
resolucion de cada uno de ellos es posible gracias a justamente los dos ejemplos de
bases Hilbertianas dados en el capitulo 2, quedando asi mas que claro la practicidad
de este concepto.

Para concluir, mediante la confeccién de estos tres capitulos y gracias a la imprescin-
dible ayuda otorgada por mi tutor Antonio Cafiada junto con la bibliografia citada,
creo que los objetivos de este trabajo pueden considerarse satisfechos.

Xiv






Capitulo 1

Origen de los espacios vectoriales de dimension infinita.

Bases algebraicas.

1.1 Origen historico del concepto de infinito y de los espacios

vectoriales de dimension infinita.

Si uno busca la definicién de infinito en la RAE, obtiene el siguiente resultado:

1.

7-

adj. Que no tiene ni puede tener fin ni término.

. adj. Muy numeroso o enorme.

. m. Lugar impreciso en su lejania y vaguedad.

m. En una cdmara fotogrdfica, iiltima graduacion de un objetivo para enfocar lo que
estd distante.

m. Mat. Valor mayor que cualquier cantidad asignable.

m. Mat. Signo (c0) con que se expresa ese valor.

adv. m. Excesivamente, muchisimo.

Pero es probable que aquel que sienta la suficiente intriga por este concepto no
quede satisfecho con ella pues, aunque precisa, es una definicién que no refleja
la profundidad detrds de este concepto que atrapa al minimamente curioso desde
decenas de siglos atrés.

Por citar a algunos de estos curiosos, ya en la Grecia Clasica, el filosofo Zenén de



Capitulo 1 Origen de los espacios vectoriales de dimension infinita. Bases algebraicas.

Elea, con sus paradojas como la de Aquiles y la tortuga, planteaba cuestionamientos
metafisicos sobre la relacién entre lo finito y lo infinito. También Aristételes junto
con la escuela socratica, amantes del orden y la perfeccién, veian en el infinito la
idea negativa de desorden, de caos, de imperfeccién, etc., hasta el punto de que
filésofos y matematicos posteriores como Euclides evitaban la palabra “infinito",
reemplazdndola por expresiones del tipo “lo que no tiene fin" o “una cantidad mayor
que cualquier otra dada".

Afos mads tarde, y con una perspectiva cada vez mas matemética, Arquimedes tam-
bién trabajé sobre dicho concepto, existiendo documentos suyos en los que él ya
hablaba de sumas infinitas y de algo parecido a lo que hoy entendemos por conver-
gencia. No obstante, no seria hasta los siglos XVIII y XIX que este concepto empezaria
a volverse cotidiano entre los matemadticos. Hasta entonces, en algebra lineal se acos-
tumbraba a trabajar en la mayorfa de casos con sistemas con tantas ecuaciones como
incégnitas, que resolvemos con la férmula de Cramer cuando el determinante del
sistema era distinto de o. Pero fue justo cuando Fourier comenz6 su desarrollo de la
teoria del calor que las Matematicas tuvieron que enfrentarse de forma clara con el
infinito.
Mas concretamente, Fourier trataba de determinar una secuencia infinita, {a, }sen,
de coeficientes tal que
[e0]
1= aucos(2n—1)y.
n=1
La idea de Fourier fue derivar infinitas veces a ambos lados de la expresién para asi
obtener algo parecido a un sistema de ecuaciones (infinitas de ellas, de hecho) con el
que determinar dichos coeficientes. Procedié mediante la resolucion de las k primeras
ecuaciones con la férmula de Cramer y la férmula de Vandermonde y, haciendo
tender a infinito la k, acab6 intuyendo la forma general de dichos coeficientes a,,
(aunque no fue muy bien visto por el resto de la comunidad matemaética por su falta
de rigor). Véase [5, pag. 125-148] para mads detalles.

Paralelamente, cada vez mas matemdticos investigaron sobre el infinito, destacando
asi el trabajo de Cantor. Este no sélo sent6 las bases de lo que atin hoy en dia
tenemos para enfrentarnos a la incertidumbre de lo infinito, sino que demostré que
no todos los infinitos eran iguales, habiendo asi conjuntos infinitos “mucho mads
grandes" que otros que ya de por si eran infinitos: lo que hoy conocemos como
infinito numerable e infinito no numerable. Un ejemplo de infinto numerable serian
los ntimeros naturales y un ejemplo de infinito no numerable serian los numeros
reales. Todos estos avances hicieron que, al mismo tiempo, los matematicos (quienes
ya empezaban a hablar con rigor del concepto de espacio vectorial gracias a Giuseppe
Peano) fuesen poniendo el foco también en los espacios vectoriales de dimensién
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infinita. ;COmo son estos espacios?, jqué similitudes guardaran estos con los de
dimensién finita?, ;y diferencias? Tuvieron que pasar cientos de afios hasta que
se pudo responder con propiedad a estas preguntas, y de este modo, este trabajo
pretende también responder a ellas. No obstante, para que todo esto sea posible,
unos preliminares necesarios para entender el marco en el que nos moveremos.

1.2 Preliminares.

Comenzaremos con algunos conceptos previos extraidos de [7], [8] y de [16].

Definicién 1. Sea X un conjunto y < una relaciéon binaria definida en X. Decimos
que < es una relacién de orden si cumple:

1. (Propiedad reflexiva).
Vxe X, x<x

2. (Propiedad antisimétrica).

Vx,yeX, xsyysx=x=y.

3. (Propiedad transitiva).

Vx,y,z€X, xyysz=x<x2z

Ademas, al par (X, <) lo denominaremos conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 2. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Definimos los siguientes tres con-
ceptos:

¢ Un subconjunto A de X es una cadena si para cualesquiera dos elementos
X,y € Y,ocurre que x Xy oquey < X.

¢ Un subconjunto A de X se dice superiormente acotado si existe x € X tal que
y < x para todoy € A.

¢ Un elemento x € X se dice maximal si para todo y € X se tiene que

XKY=—=x=1Y.

Lema 1. (Lema de Zorn). Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado en el que toda
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cadena estd superiormente acotada, tiene al menos un elemento maximal.

Definicién 3. (Espacio vectorial).
Un espacio vectorial, V, sobre un cuerpo K, es un conjunto no vacio que cuenta con
dos operaciones que cumplen ciertas propiedades. En primer lugar, una operaciéon
cerrada que cumple:

+:VxV-—V

(u,v) — u+o

1. Propiedad conmutativa.

ut+v=v+4+u, VYuvelV.

N

. Propiedad asociativa.

u+(v+w)=w+ov)+w, YuowelV.

3. Existencia de elemento neutro.

deeV:ut+e=u, YuelV.

4. Existencia de elemento opuesto.

VueV,3—ueV:u+(—u)=e.

En segundo lugar, una operacién producto por escalar que cumple:

KxV—V

(a,u) —a-u
1. Propiedad pseudoasociativa.

a-(b-u)=(ab)-u, Va,beKVuecV.

2. Elemento neutro.
deeK:eeu=u, YuelV.

3. Propiedad distributiva respecto la suma vectorial.

a-(u+v)=a-u+a-v, VaeKVuveV.
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4. Propiedad distributiva respecto la suma escalar.

(a+b)-u=a-u+b-u, VabeKVuelV.

1.3 Ejemplos de bases algebraicas.

Tras estos preliminares, comenzaremos con el estudio de los espacios vectoriales de
dimensién infinita de los que hablamos antes, para lo que es necesario presentar
varias conceptos (entre ellos el de base algebraica) extraidos de [11] y [2].

Nota 1. Cabe destacar que aunque resultados andlogos podrian demostrarse para el
caso complejo, por un ahorro de notacién, de ahora en adelante, cuando hablemos
de un espacio vectorial, V, estaremos haciendo referencia a un espacio vectorial real.

Definicién 4. (Dependencia e independencia lineal).

Dado un espacio vectorial V, un conjunto finito {v1,vs,...,v,} C V decimos que es
linealmente independiente si la ecuacion:

amol +axop+ - +ayv, =0, ay,ap,...,a, €R,
Unicamente se satisface cuando

Ademads, si el conjunto a considerar no es necesariamente finito, diremos que es
linealmente independiente cuando cualquier subconjunto finito del mismo lo sea.

En caso contrario, se dice que el conjunto es linealmente dependiente.

Definicién 5. (Sistema generador).

Dado un espacio vectorial V, un subconjunto A C V es sistema generador de V
cuando todo elemento en V puede expresarse como combinacién lineal finita de
elementos de A.

Esto es, paratodov € V, Jay,ay,...,a, € A, A1, A2,..., Ay € R tal que

v=Ma + Aap + -+ Ayay.
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Definicién 6. (Base algebraica).

Dado un espacio vectorial V, una base algebraica, B, es un subconjunto de V que
cumple:

1. B es un conjunto linealmente independiente.

2. B es un sistema generador de V.
Ademas, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1. Dado un espacio vectorial V, y B un subconjunto en V, equivalen:
* B es una base algebraica de V.

* B es un conjunto linealmente independiente maximal.
Demostracion. Consultar [2]. O

Notemos también que en un espacio vectorial podemos encontrar multitud de bases
algebraicas distintas. Sin embargo, el niimero de elementos de las bases (o cardinal
de dichos conjuntos) es el mismo. En efecto, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2. Dado un espacio vectorial V, sean B, 3" dos bases algebraicas. Entonces,

card(B) = card(B').

Demostracién. Para el caso en que alguna de las bases tiene cardinal finito consultar
[11, pdg.78], y para el caso de que ninguna de las dos bases tenga cardinal finito
consultar [12]. O

Lo que motiva la siguiente definicién:

Definicién 7. Dado un espacio vectorial V, llamamos dimensién de V, dim(V), al
cardinal de cualquier base algebraica.

Asimismo, diremos que V es un espacio vectorial de dimensién finita cuando
dim(V) = n, mientras que diremos que V es un espacio vectorial de dimensién
infinita cuando dim (V) = oo.

En este punto ya entendemos qué significa que un espacio vectorial sea de dimensiéon
finita o infinita, pero para poder hablar de dimensién en cualquier espacio vectorial
presentamos el siguiente resultado.
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Teorema 1. Todo espacio vectorial real posee una base algebraica.

Demostracién. Haciendo uso del Lema de Zorn (Lema (1)) y de la Proposicién (1) se
demuestra el resultado. Consultar [16] para mds detalles. O

Por tanto, gracias al Lema de Zorn tiene sentido que cada vez que nos encontremos
con un espacio vectorial nos hagamos la pregunta de qué dimensién tiene. O si es
de dimensién finita o infinita, que como el titulo de este trabajo adelanta, serd un
prisma habitual desde el que se visualizardn distintos espacios vectoriales en este
trabajo.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos representativos de espacios vectoriales
de dimensiones finita e infinita.

Ejemplo 1. Tomemos V = R", n € R.

Este constituye el ejemplo mas trivial de espacio vectorial de dimensién 1, pues una
base algebraica de este espacio es:

B =1{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}.

Ejemplo 2. Tomemos V = P(IR), el espacio vectorial de todos los polinomios con
coeficientes reales.

Estamos frente a nuestro primer ejemplo de espacio vectorial de dimensién infinita.
En efecto, para probar esto basta con encontrar una base algebraica infinita como es:

B= {1,x,x2,...,x”,...}.

Ahora bien, viendo dicha base podemos decir incluso algo mads: es un espacio vecto-
rial de dimension infinita numerable.

Ejemplo 3. Tomemos V = IR, el espacio vectorial de todas las sucesiones reales,
R* = {(a1,a2,...) 1 a; € R, Vi € N}.

La estrategia de demostrar que es un espacio de dimensién infinita dando una base
algebraica infinita no parece la mejor, pues parece complicado dar con un conjunto
con el que expresar cualquier elemento de R* mediante combinacién lineal finita.
La estretegia que escogeremos sera otra.
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En efecto, con el conjunto siguiente:

e = (1,0,0,0...),
ey =(0,1,0,0...),

e, =(0,...,0,1,0,...),
W—/
n

tenemos un conjunto linealmente independiente formado por infinitos elementos, lo
que nos asegura gracias a la Proposicién (1), que la base algebraica de este espacio,
sea como sea, tendrd infinitos elementos también.

Un razonamiento andlogo nos dice también que los espacios vectoriales [, 1 < p < oo,
donde

—+o0

n=1

leo = {{ﬂn}neN c RN : {an}nen es acotada} ,

y los espacios vectoriales c, de las sucesiones convergentes, cg, de las sucesiones
convergentes a 0, y cpo, de las sucesiones cuyos términos son todos nulos salvo un
namero finito, son también espacios vectoriales de dimensién infinita.

Ejemplo 4. Tomemos V = LP(a,b), a,b € R, p > 1, donde
b
LP(a,b) = {x : [a,b] — R : x es medible ,/ |x(t)|Pdt < oo} .
a

Al igual que en el caso anterior, encontrando un subconjunto infinito linealmente in-
dependiente como lo es {1, ¢, 2. }, demostramos que se trata de un espacio
vectorial de dimensién infinita.

Ejemplo 5. Tomemos V = C([0, 1], R), el espacio vectorial de las funciones continuas
definidas en [0,1] y valores reales.

Pues bien, atin no estamos preparados para demostrarlo, pues necesitamos el Teorema
de Categoria de Baire, pero més tarde se demostrara que este espacio vectorial es un
espacio de dimensién infinita no numerable. Esto es, las bases algebraicas no tendran
el aspecto que tuvo la base del anterior ejemplo, sino que mas bien seran algo asf:

B:{UAZ)\GA}.



Capitulo 2

Diferencias fundamentales en espacios normados. Bases
Hilbertianas.

2.1 Espacios normados de dimension infinita.

En esta seccién, después de haber presentado los fundamentales conceptos de base
algebraica, de dimensién y de haber mostrado los primeros ejemplos de espacios
vectoriales de dimensién infinita en contraposicion con algunos de dimension finita,
iremos un paso mads alla e introduciremos los espacios normados y los espacios
métricos para seguir avanzando desde esa perspectiva.

Dicho esto,

Definicién 8. Dado X un espacio vectorial, una norma en X es una aplicaciéon
|11 X — [0,+0)
x — [|x]

que satisface:

1. x| >0, ¥YxeX y |x]|=0<=x=0.

2. ||Ax]| = |A] - |lx]], YA ER,Vx e X.

3. (Desigualdad Triangular)

e +yll < lIxll +llyll,  Vxy € X.

En tal caso, al par (X, || - ||) lo denominaremos espacio normado.

Definicién 9. Sea X un conjunto. Una métrica o distancia en X es una aplicacion
d: X x X — [0,+00), que satisface:

1. d(x,y) >0, dx,y)=0<=x=y, VYx,yeclX
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2. d(x,y) =d(y,x), VYx,ye€X.
3. (Desigualdad Triangular)
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), VxyzeX

En tal caso, al par (X, d) lo denominaremos espacio métrico.

Observacion 1. Cabe destacar que siempre que contemos con un espacio normado
(X, || - 1), podemos definir una distancia o métrica, inducida a través de la norma,

del siguiente modo:
d: X xX—[0,+00)

(x,y) — d(xy) = llx —yl,

con lo cual, teniendo un espacio normado, podemos considerar también el espacio
métrico (X, d). Este hecho, lejos de ser trivial, nos dard mucho juego. Pues, al tener
ya una distancia, nos permitird hablar de topologia en espacios normados. Tema que
nos ocupara en lo que sigue.

No obstante, si por la cabeza del lector pasa la pregunta de si el reciproco es cierto,
esto es, jocurrird que toda distancia proviene de una norma?, puede consultarse [7]
para encontrar un ejemplo donde esto no se cumple.

Presentaremos a continuaciéon ejemplos fundamentales de espacios normados.
Ejemplo 1. En el espacio vectorial de dimensién n, R", n € IN, podemos definir las
siguientes normas:

* llxlleo = max{fxi], [xal,..., [xul},

n 1/P
o [|x|l, = (Z\xi\’“) ,p>1,
i=1

para todo x = (x1,x2,...,x,) € R".

Entonces, (R, || - [|o) ¥ (R, || - ||p), p > 1, son espacios normados de dimensién finita.
Ejemplo 2. En el espacio vectorial de dimensién infinita C([0, 1]R), podemos definir
las siguientes normas:

o [[x]leo = tren[gﬁ\X(f)!,

1 P
Nl = ([ opar) =1,

10
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para todo x(t) € C([0,1]R).
Entonces, (C([0,1]R), [ - [le) y (C([0,1]R), || - || ;) son espacios normados de dimen-
sién infinita.
Ejemplo 3. En el espacio vectorial de dimensién infinita /,, con 1 < p < oo,
N,
L=< {antnen € RN ) [a,|P < +oo b,
n=1

podemos definir la siguiente norma:

400 1/p
Hantnenlly = (z |an|v> |

n=1
Por tanto, (I, || - |[), 1 < p < oo, es un espacio normado de dimension infinita.

Analogamente, (I, || - ||) con

leo = {{an}ne]N c RN : {an}nen es acotada} ,

y la norma

[{an }nenlleo = sup [an],
nelN

es también un espacio normado de dimensién infinita.

Ejemplo 4. En el espacio vectorial de dimensién infinita LP(a,b),a,b € R,1 < p < oo,
donde

b
LP(a,b) = {x :[a,b] — R:xes medible,/ |x(£)|Pdt < 00} ,
a

se puede definir la norma

ety = ([ wor)

para todo x € LP(a,b). (Ver [3, pag. 93]).

Entonces, (LP(a,b),| - ||,), p € N, es un espacio normado de dimensi6n infinita.
Observacion 2. Tras estos ejemplos, ha quedado claro que en un mismo espacio nor-
mado pueden definirse distintas normas. No obstante, también es facil intuir que

habrd normas que induzcan la misma topologia (podemos hablar de ella gracias a
la distancia inducida por la norma). Por ejemplo, si tenemos X un espacio vectorial

11
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junto con una norma || - || arbitraria, si consideramos la aplicacién ||| - ||| = 2| - ||
también serd una norma, pero efectivamente inducira la misma topologia.

Cuando ocurra esto, diremos que las dos normas son equivalentes. Sobre este tema
profundizaremos en el siguiente punto.

12
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2.2 Diferencias topologicas fundamentales con los espacios
normados de dimension finita.

Ahora que hemos presentado a los espacios normados de dimensién infinita, lo
que haremos sera una recopilacién de algunas diferencias fundamentales entre los
espacios normados de dimensién finita y los de dimensién infinita.

1. Equivalencia de normas.

En primer lugar, ya que hablamos de espacios normados, con qué mejor di-
ferencia empezar que con una que pondra en valor, més si cabe, el concepto
de norma. En efecto, obtendremos un resultado que caracteriza si un espacio
normado es de dimensién finita o infinita a través del comportamiento que
tienen entre si las posibles normas que uno puede definir en dicho espacio.

Pero antes de ir con el resultado, demos rigor a este concepto de normas equi-
valentes del que llevamos ya hablando un rato.

Definicion 10. (Normas equivalentes).

Sea X un espacio vectorial y || - ||1, || - |2 dos normas definidas en él. Decimos
que || - [J1y || - || son equivalentes cuando:

Im, M >0, tal que m||x|; < ||x]]2 < M||x||; para todo x € X.
Ahora si, presentamos el resultado.

Teorema 2. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Entonces,

X es de dimension finita <= Todas las normas son equivalentes en X.

Demostracion.
(=]
Supongamos que X es de dimension finita.
Asi, consideremos {ej, ez,...,e,} una base de X, que fijjamos. De modo que
dado un x € X, éste puede expresarse x = xje; + xz¢2 + ... x,e, de manera
Unica.
La estrategia serd demostrar que cualquier norma arbitraria, || - ||, es equivalente
alanorma | - ||1, que recordamos que se define como sigue:

n

qul = Z ‘xi" Vx = (xlleI---/xn) € X.
i=1

13



Capitulo 2 Diferencias fundamentales en espacios normados. Bases Hilbertianas.

Dicho esto, usando la desigualdad triangular que ha de cumplir || - || y la
definicién que acabamos de dar,

n
< Ale: |l < 1.
Il < 3 bl <l ma

De modo que definiendo M := maxj<j<, ||¢;|| llegamos a que:
] < Mllx[l2,  Vx € X.

Por otro lado, considero el conjunto siguiente:
S={xeX:|x|1 =1},

conocido como la esfera unidad para la norma || - ||1 y que, por el Teorema de
Heine-Borel (lo veremos més adelante en el Teorema (4)), es compacto por ser
cerrado y acotado en X, un espacio de dimensién finita.

Ahora, el hecho de que || - || : X — R sea una norma nos dice, en particular,
que es una aplicacién continua. Luego, podemos asegurar que la norma || - ||
alcanza un minimo en S. Esto es,

dxp € S, tal que [|xof| < ||x]|, Vx€S.

Con esto en mente, Vx € X \ {0},

X x
L €5 = [ Tam || = Ixell = Il = Ixolllix].
1 X1
Asi que de nuevo con solo definir m := ||xo|| y unirlo con la desigualdad que

obtuvimos al principio, obtenemos:

mlxlly < [lx]| < Mllx[}y,  Vx e X.

Demostrando que cualquier norma es equivalente a la norma || - ||1.
[=]
A continuacién, demostraremos que si en un espacio normado (X, || - ||) todas

las normas son equivalentes, entonces el espacio X es necesariamente de di-
mension finita.

Para esto, procederemos probando el contrarreciproco; esto es, negaremos la

14
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tesis que queremos demostrar e intentaremos deducir mediante distintos razo-
namientos 16gicos que, entonces, se da la negacién de la hipétesis original. En
nuestro caso: supondremos la negacién del hecho de que X sea de dimensién
finita (es decir, supondremos que X es de dimension infinita) y llegaremos a
la negacién de que todas las normas son equivalentes (es decir, que existen al
menos dos normas que no son equivalentes).

Dicho esto, comenzamos con la demostracién suponiendo X de dimensién
infinita.

Sea {e; : i € I} una base de X, que asumimos normalizada, esto es, ||¢;|| =
1,Vi € I. Ademads, para cada x € X, éste tiene una tinica representaciéon x =
Y ic1 xie; con una cantidad finita de coeficientes no nulos.

Ahora, escogemos un subconjunto numerable Iy = {i1,i3,... } de I, y conside-
ramos la aplicacién ¢, definida como ¢(x) = 0 si en la representacion de x en
{e; : i € I}, todos los coeficientes correspondientes a {e; : i € Iy} son nulos,
y ¢(x) = Yren k- X, en caso contrario; siendo estos x;, dichos coeficientes no
nulos.

Es facil comprobar que se trata de una aplicacién lineal, pero no continua; pues

1 ® 1 o
—=ej, ks, 0, pero ¢ <€ik> =k LA (2.1)

vk vk

En este punto, consideramos la siguiente aplicacién:
lxllp = llxll + [¢(x)], ¥x € X,

de la que puede comprobarse facilmente que también es una norma en X.

Con esta nueva norma que acabamos de introducir, queda claro que no puede
existir una constante C > 0 de modo que

lxllp = llx[l + l¢(x)] < Cllx]l,

pues en ese caso, tomando x = ﬁeik, Cl||x|| — 0, e implicaria que |¢(x)| — 0

también; contradiciendo asi (2.1).

De este modo, vemos que || - || y || - ||s son dos normas que no pueden ser
equivalentes y, por el comentario que hicimos al principio, esto concluye la
demostracion. O

15
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2. Espacios de Banach. Una diferencia mas. En este apartado buscaremos
otra diferencia mds desde el punto de vista de los Espacios de Banach, esto
es, aquellos espacio normados que, ademads, son completos (toda sucesién de
Cauchy es convergente a un elemento del espacio).

Para el caso de espacios normados de dimensién finita ya se demostré en las
etapas iniciales del grado el siguiente resultado:

Teorema 3. Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.
Demostracién. Ver [15, pag. 54]. O

Serd justamente aqui donde encontraremos una nueva diferencia, pues para
los espacios normados de dimensién infinita no tenemos un resultado analogo
y podemos encontrar entre ellos sendos ejemplos de espacios normados de
dimensién infinita que si son espacios de Banach y otros que no.

Ejemplo 1. Espacio normado de dimensién infinita que S es espacio de
Banach.

Consideraremos el conocido espacio normado de dimensién infinita (I, || - ||2)
y nuestro objetivo serd demostrar que es un espacio de Banach.

En primer lugar recordemos:

—+00
l2 = {xn}ne]N . Z |Xn|2 < +0o0o ,
n=1
too 1/2
[{xn}nen|2 = Z ’xn’2
n=1

Sea {xk }ren una sucesion de Cauchy en I,. El objetivo serd conseguir demostrar

que 3x € I : {x} LmiN X, pero primero vamos a tratar de comprender la
naturaleza de nuestra sucesion, pues, por estar trabajando con elementos de
I, la sucesion {xi}ren es, en realidad, una sucesion de sucesiones y tiene el
siguiente aspecto:

(xp={x},x},... a0,
xp={x},x%,...,x8,...

—

(2.2)

X = {x;,x%,...,x,’z,...}

16



Capitulo 2 Diferencias fundamentales en espacios normados. Bases Hilbertianas.

Ahora que ya visualizamos, de algtin modo, nuestra {xy } ren, vamos a exprimir
el hecho de que sea una sucesién de Cauchy:.

En primer lugar, por ser {x; }ren una sucesion de Cauchy, ésta cumple que:
Ve > 0, Hko(ﬁ) €N : kaer — kaZ <eg Vk> ko(E),VP € IN.

Luego,

too 1/2
[xk1p — xxll2 = (Z Xy — xZF) <e.

n=1
Lo cual implica
Vk > ko(e),
Vp e N, Xk, — x|l < e
Vn € N.

Observemos que esta ultima desigualdad es uniforme con respectoa p € Ny
n € IN. Luego, para un n € N fijado, esta tltima desigualdad nos dice que la
sucesion {x} }ren es una sucesion de Cauchy de ntimeros reales. Esto es, cada
una de las columnas de (2.2) puede ser vista como una sucesién de Cauchy de
numeros reales.

La conclusién es que, dado n € N fijo, {x} } L Xy

De este modo, repitiendo esta idea, consideraremos el elemento conformado
por cada uno de los limites de cada una de las columnas de (2.2). Esto es,
consideramos el elemento x = {x,},en. Y ahora, como el lector se estarad
temiendo, nos gustaria probar que el elemento al que converge nuestra sucesiéon
de sucesiones original, {xy }reN, €s justo este x = {x, },eN que acabamos de
construir. En efecto, como cada una de las sucesiones de las n columnas de
(2.2), {x} }xen, es de Cauchy, entonces

Vk 2 ko(e),

, tenemos que ||xXg, — Xi|l2 < &
N que [|ep —

Ve > O,Hko(ﬁ) €N : {

I
=

gy, — x> <&, VpeN,YN € N,Vk > ko(e).

3
Il
—_

I3

12 iD=

|x, — xZ\z <¢?, VYN e N,Vk>kole).

|x, — x,’j|2 <&, Vk> ko(e). = x — x¢ € 5.

S
Il
—_

I

=
I

X+ (x — xx) € L.

17
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Y entonces, releyendo tinicamente las partes subrayadas de esto tltimo, llega-
mos a que

Ve > 0,Tko(e) € N : Vk > ko(e) = ||x — xF|2 < e

Asi damos por terminada la demostraciéon de que (I, || - ||2) es un espacio de
Banach. Queda puesto de manifiesto que la prueba radica en tratar con delica-
deza las sucesiones de Cauchy y los pasos al limite, asi como la uniformidad
de las desigualdades.

Ejemplo 2. Espacio normado de dimensién infinita que NO es espacio de
Banach.

A continuacién daremos un ejemplo de espacio normado de dimension infinita
que, a diferencia del ejemplo anterior, no es un espacio de Banach. Dicho esto,
consideremos (Pjy, || - [|) el espacio normado de funciones polinomiales con
coeficientes reales restringidas al intervalo [o,1], junto con la norma:

1 flleo = max |f(£)],  Vf € P

t€[0,1]

Pues bien, la idea basica que usaremos para demostrar que este espacio no es
de Banach viene de un resultado visto en cursos anteriores de desarrollos de
Taylor, que recordamos a continuacién:

2 n

. X X X

uniformemente en subconjuntos acotados de R. (Ver [14, pag. 606]).

Teniendo esto en cuenta, definiendo {P,},en C P[Oll], la sucesién del polino-
mios siguiente:

x o x? x"
converge a la funcion exponencial, e*, en el espacio (C[0,1],] - ||). En particu-

lar, por ser una sucesién convergente serd también una sucesion de Cauchy.
(Consultar [13, pag. 37]).

Luego, hemos encontrado con {P, },cN una sucesion de Cauchy en el espacio
Pio,1] que no converge en (P 1), || - [|) (por la unicidad de limite). Por lo tanto,
este espacio normado de dimensién infinita no es de Banach.

18
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. Comportamiento de los subespacios vectoriales segiin la dimensién
del subespacio.

Ahora nos centraremos en cémo puede variar el comportamiento de los subes-
pacios vectoriales de un espacio normado, en cuanto a si son cerrados o no,
respecto de la finitud de su dimensién.

En primer lugar, consideraremos un espacio normado cualquiera, (X, || - ||), y
consideremos en él cualquier subespacio F C X de dimension finita.

Por el hecho de ser de dimensién finita, F serd un espacio de Banach, y por
tanto, F es cerrado.

En resumen, en un espacio normado cualquier subespacio de dimensién finita
es cerrado.

En segundo lugar, veamos que, de nuevo, en el infinito vuelve a cambiar la si-
tuacion haciendo que la casuistica sea mucho mas rica, pudiendo asi encontrar
ejemplos de subespacios de dimensién infinita que no son cerrados. Iremos con
el caso particular del espacio normado de dimensién infinita (I, || - ||2). Demos-
tremos que en él, el subespacio vectorial de las sucesiones casi nulas, coo C I,
que es un subespacio vectorial de dimensién infinita, no es un subespacio
cerrado; esto es, Cog # cop. Conviene dar una definicién formal de cgp:

coo = {{x"}neN ceRN: {n e N:x" #£0} esﬁnito}.

Para lograr nuestro objetivo, lo que haremos serd probar que, de hecho, cog = I>.
Pongdmonos manos a la obra. La primera inclusién coy C I> es clara. Estudie-
mos la reciproca mas detenidamente.

Y . n : +o0 2
Sea x € I. Por definicién de I, x = {x" },en y la serie Y %] [x,|* es convergente.
Lo cual nos asegura que la serie de restos converge a cero. Es decir,

—+00 +o0 —+o0 —+o0 k—s 100
Z|xn\2 = Z|xn|2,z|xn|2,...,2\xn|2,... —— 0.
n=k keN n=1 n=2 n=k
Por tanto,
“+o0
Ve > 0,3ko(e) € N : Vk > ko, se tiene que Z |xn\2 <e.
n=k

ko —

Consideramos ahora el elemento y {x1,%2,...,x,-1,0,0,... } € coo y nota-
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1/2
mos que, entonces, ||x — 0| = ( ;'1'2(0 \xn|2> < el/2,

Ahora, releyendo los fragmentos subrayados en estas tltimas lineas, deducimos
que x € cgo. Quedando asi demostrado que coo = [. Lo que, en particular, nos
dice que cgp no es cerrado, como queriamos demostrar.

. Compacidad.

Como ya sabemos, dado (X, | - ||) un espacio normado, sabemos que X es
también un espacio métrico (gracias a la métrica derivada de la norma) y, por
tanto, un espacio topolégico. Asi que tiene sentido que, en este contexto, se
hable de compacidad. Definamos este concepto formalmente.

Definicién 11. Se llama recubrimiento por abiertos de un subconjunto, A C X,
a una familia de subconjuntos abiertos A = {A; C X : j € J} cuya unién cubre
a todo el subconjunto, A C Ujes A;.

Dado A un recubrimiento de A, un subrecubrimiento, 3, es una subfamilia de
A, B C A, que sigue siendo recubrimiento de A.

Definicién 12. Dado A C X, se dird que A es compacto cuando para cualquier
recubrimiento por abiertos de A, es posible extraer un subrecubrimiento finito
del mismo.

No obstante, esta definicién resulta manejable en verdaderamente pocas ocasio-
nes (una de ellas la veremos mas adelante). Es por esto que es comtn que, en
lugar de la definicién, en muchas ocasiones se usen algunas de las siguientes
caracterizaciones que pueden encontrarse probadas en [1, pag. 37-38].

Teorema 4. (Teorema de Heine-Borel).
Sea (X, || - ||) un espacio normado de dimension finita, y sea B C X. Entonces,
B es compacto <= B es cerrado y acotado.
Teorema 5. (Caracterizacion secuencial de la compacidad).
Sea (X,d) un espacio métrico, y sea B C X. Entonces,
B es compacto <= V{xn}neN C B, H{Xo(n)} —> x € B.

Tras esto, ya estamos en situacién de poder mostrar otra diferencia mas entre
los espacios de dimensién finita e infinita.

Lo primero, serd notar que la bola cerrada unidad de cualquier espacio de
dimensién finita (que evidentemente es cerrada y acotada) es compacta por el
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Teorema (4). No obstante, veamos un ejemplo en dimensién infinita donde la
bola cerrada unidad no es compacta.

Ejemplo 3. Consideremos el espacio normado de dimensién infinita (I, || - ||2).
La bola unidad cerrada en este espacio serfa B, = {x € I : ||x|]» < 1}.

De este modo, queda claro que si consideramos la sucesién de vectores canéni-
cos de I,

{xn}ne]N = {{110,0, . }, {0, 1,0,... },. .. },
esta es una sucesion que se encuentra dentro de Elz.
Sin embargo, Vn # m,

n

e e 1/2
%0 — X2 = [I{0,...,0,1,0...,0,—1,0,... }[2 = (|1>+| - 1) "~ = V2.

m

Lo cual implica que es imposible construir ninguna sucesién parcial de Cauchy,
que a su vez, asegura que tampoco podremos construir ninguna sucesion par-
cial convergente en By, .

Y, por ultimo, basta recordar el Teorema (5) para asegurar que la bola cerrada
unidad del espacio I, no es compacta.

Pero podemos ir més all4 (y es lo que debemos hacer), pues este hecho no es
una particularidad del espacio (I, - ||2), ya que en realidad la compacidad
de la bola unidad es algo que sirve para caracterizar la dimension del espacio
normado. En efecto, presentamos el siguiente teorema fundamental.

Teorema 6. (Teorema de Riesz).
Sea (X, || - ||) un espacio normado. Entonces,

X es de dimension finita <= Bx(0,1) es compacto.

Demostracion.

Supongamos que la dimension de X es finita. Ahora, como Bx(0,1) es cerrado
y acotado, el Teorema (4) nos asegura que Bx(0,1) es compacto.

La demostracion de esta implicacion es una de esas pocas cosas veces que
comentabamos antes en las que la definicién de compacidad es utilizada como
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tal, en lugar de sus caracterizaciones. De modo que tendremos a continuacién
una oportunidad para poner en valor el potencial que guarda dicha definicién.

Dicho esto, consideremos B = EX(O, 1) que, por hipétesis, es compacto. Ahora,
tomamos ¢ € (0,1) fijo pero arbitrario, y consideramos el conjunto

(Bx(b,e),b € B}.

Es claro que este conjunto es un recubrimiento por abiertos de B y, como por
hipétesis B es compacto, debe existir algiin subrecubrimiento finito, esto es,

3F = {by,by,..., by} C B: B C | JBx(bj,e) = | J(bi +€Bx(0,1)). (2.3)
i=1 i=1

Sea M = Lin{by,..., by} = {1 kib; : ki € R}, el subespacio de X generado
por {b1,by,...,b,}; entonces de (2.3) deducimos que

B C M +e¢B.
Luego,

BCM+eBCM+e(M+eB)=M+eM+e?B=M+ B,
ya que

M+ eM = Lin{by,..., by} +¢eLin{by,..., by} = Lin{by,...,b,} + Lin{ebq,...,¢eb,}
= Lin{by,...,b,} = M, Ve € RT.

Entonces, repitiendo esta idea n veces, llegamos a que
BC M+¢€"B, Vn e N.

Pero esto ultimo nos dice que Vb € B, 3m, € M,b’ € B tal que b = m, + €"l/,
asi que ||b —my|| < e"||V']| = €",Vn € N, yaque b’ € B= Bx(0,1).

Y, como " — 0, entonces m, — b. Asi, b € M = M (M es un subespacio de
dimensién finita, y por tanto es cerrado).

Concluyendo asi que

B C M.

Merece la pena que hagamos un pausa para entender la potencia de esto, pues
nos esta diciendo que la bola unidad cerrada del espacio normado (X, || - ),
del que no sabemos nada sobre su dimension, esta estrictamente contenido en
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M, jque es un espacio de dimensioén finita! Increible, ;verdad? Pues justo esto
serd lo que nos permitird concluir la demostracion.

Dicho esto, tomando arbitrariamente un x € X \ {0},

X cBcM=— Y cM=—xecM.
[l [l

Lo que nos asegura que
X =M.

Finalmente, basta con recordar que M tiene dimensién finita, y por tanto, se
demuestra asi que X es también de dimensién finita. Concluyendo asi la que,
si se me permite el chascarrillo, es una de las més elegantes demostraciones
que conozco.

O]

Este torema parece ya avanzarnos que las propiedades de los subconjuntos
compactos es bastante sorprendente (en el sentido de poco intuitivo) en los
espacios normados de dimensién infinita. No obstante, esto no queda aqui, y
para seguir en esta linea y continuar intentando comprender la naturaleza de los
compactos en este tipo de espacios, presentaremos un resultado a continuacién
que nos dird algo muy sorprendente en lo relativo al interior de éstos.

Primero daremos una proposicién que nos serd ttil y a continuacién presenta-
mos la definicién de interior de un conjunto.

Proposicion 3. Sea (X, || - ||) espacio normado. Consideremos K C X compacto y
F C K cerrado.

Entonces, F es compacto.

Demostracién. Consultar [11, pag. 263]

O]

Definicién 13. Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos A C X. Definimos
entonces

int(A) ={a € A:3e>0,B(ae) C A}

Presentamos ahora si el resultado que prometimos al principio.
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Corolario 1. Sea (X, || - ||) un espacio normado de dimension infinita. Consideremos
K C X un compacto.
Entonces, int(K) = @.

Demostracién. Supondremos, a modo de contradiccién, que int(K) # &. Esto
significa que existe x € Ky r > 0 tal que B(x,2r) C K.

En este punto, considero B(x,r) C B(x,2r) C Ky, como B(x,r) es cerrada y K
es compacto, entonces por la Proposicién (3), B(x,r) es compacta.

Ahora, como B(x,7) = x +rB(0,1), entonces la bola unidad cerrada B(0,1)
también ha de ser compacta, lo cual es una contradiccién gracias al Teorema de
Riesz (Teorema (6)) y a que X es de dimension infinita.

Por tanto, la suposicion inicial ha de ser falsa. Asegurando que int(K) = @. O

Tras este resultado, que claramente no se da en el caso de un espacio normado
de dimensién finita, queda claro que, efectivamente, los compactos en espacios
normados de dimensién infinita son, como minimo, raros. Marcando asi la
compacidad més diferencias entre los espacios normados de dimensiones finita
e infinita.
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2.3 Implicaciones del Teorema de Baire.

En este apartado presentaremos el Teorema de Baire (o Lema de Categoria de Baire en
algunos de los textos citados [3], [7] y [10]) con el objetivo de extraer una conclusiéon
muy significativa en el tema que nos ocupa.

Sin embargo, el lector debe saber antes que dicho teorema puede verse formulado de
una gran cantidad de formas distintas, pero equivalentes, dependiendo del contexto
en el que se presente. En este trabajo, nos decantaremos por la versién que se expo-
ne a continuacién, pues de este modo nos ahorraremos la presentacién de nuevas
definiciones y conceptos que harian mds engorrosa esta seccion.

Dicho esto, presentamos el teorema.

Teorema 7. (Teorema de Baire).
Sea (X,d) un espacio métrico completo y { M, }neN una sucesién de cerrados tal que

int(M,) = @, Vn € N.
Entonces,
—+o00
int <U Mn> = .
n=1

Demostracion. Consideremos { M, },cN una sucesion de cerrados tal que
int(M,) = @,¥n € N.

Tomamos entonces, O, := X \ M,, Vn € IN, que es evidentemente abierto y ocurrird
que, ademéds, O, es denso en X. Pues de no ser asi, si existiese algtin O,, no denso en
X, entonces

Jy € X\O, =y ¢ O, = IB(y,r) tal que B(y,r) N O, = &

que es una contradiccién con nuestra hipotesis.

Nuestra estrategia a lo largo de la demostracion serd probar que

—+00
ﬂ O, es denso en X, (2.4)

n=1

25



Capitulo 2 Diferencias fundamentales en espacios normados. Bases Hilbertianas.

pues esto ya implicaria inmediatamente que
—+o0
int (U Mn> =g,
n=1

que es justo lo que queremos demostrar. En efecto, de nuevo razonando por contra-
diccién, si no fuese asi, entonces

UMn— U X\On]:X\ﬁOOn
n=1 =

ﬂo

:>B(zr)CX\ﬂO = B(z,r)N
n=1

e N
g (m on),
n=1

que contradice (2.4).

Tras estos comentarios, vamos a demostrar que ﬂ;{fl O, es denso en X, lo cual
probaremos a su vez viendo que (N 0,) "W # & para W un abierto no vacio

cualquiera de X.

Dicho esto, supongamos W un abierto no vacio cualquiera de X y comencemos con
la prueba de que (N, On) NW # @.

Por un lado, notaremos que como O; es abierto y denso en X, entonces WN Oy # &,
de modo que podemos asegurar que:

dxq, 7 tal que E(xl, 1’1) CWNO1, con0 < r; < 1. (25)

Por otro lado, como O, también es denso en X para cada n > 2, sabemos que
Ix,_1 € X, 3ry—1 > 0 tal que O, N B(x,—1,74—1) # @. Por tanto, deducimos también
que:

_ 1
Jxp, 1y tal que B(xy, 1) C Op N B(xy_1,7y—1), con0 < r, < E,Vn > 2. (2.6)

Teniendo esto en cuenta, podemos considerar la sucesion de los centros de todas estas
bolas cerradas, {x, }neN, que resulta ser una sucesiéon de Cauchy, pues si i,j >n,
entonces x;,x; € B(xy,1n). Asegurandonos asi que d(x;, x]-) < 21, < = (ya que
0<r, <.

Una vez probado que {x,},en es de Cauchy, como (X,d) es un espacio métrico
completo, existe lim,cN X, = x € X limite de esta sucesion.
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En este punto, como x; € B(xy,74), Vj > n, entonces x € B(xy,7,),Vn € IN de los
que podemos extraer dos conclusiones:

* La primera es que como x € B(x,,7,),Yn € N = x € O,, Vn € N,
(por (2.5) y (2.6)) = x € /% O,
* La segunda es que como x € B(xy,71) = x € W, (por (2.5)).

Finalmente, uniendo estas dos conclusiones obtenemos que:

+o0
X € (ﬂ On> NW.
n=1

Luego,
+o00
(ﬂ On> NW # @,
n=1
como queriamos demostrar. O
Corolario 2. Si (X, || - ||) es un espacio de Banach, entonces la dimension de X es o finita o

infinita no numerable.

Demostracién. La demostracién la haremos suponiendo que (X, || - ||) es un espacio
de Banach de dimensién infinita numerable y llegaremos a una contradiccién.

Dicho esto, consideremos B = {ey, ey, ...,¢y,... } una base numerable de X. Enton-
ces,
M, = Lin{ey, ez, ..., e}, VneNN,

son cerrados, por ser subespacios de dimensién finita, y también son de interior vacio
como mostramos a continuacion.

En efecto, si dado n € IN, E,, no fuese de interior vacio, entonces 3B(xo,7) C M,, de
lo cual deducimos que

Vx € X\ {0}, ;-H;CHeroeB(xo,r)cMn,
r r
=y = - + x €M) —z:==- € My,
2 Tl s " 2 xf =
2 2
— A, 2L e,

Y por tanto, X = M,,. Lo cual es una contradicciéon pues X es de dimensién infinita
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y M,, de dimensién finita.

Aplicando entonces el Teorema de Baire (Teorema (7)),

i (D"M,J -5

n=1

No obstante, por cémo hemos definido M,, Vn € IN, sabemos que U;fl M, =X,y
por tanto, int (U, M,) = int(X) = X.

Esta contradiccién nos asegura que un espacio de Banach no puede ser de dimensién
infinita numerable. O

Observacion 3.

En este Corolario (2) la hipétesis de que el espacio que tengamos entre manos sea de
Banach es fundamental, y de hecho, mds all4 de lo curioso del resultado, se le puede
sacar bastante jugo a este resultado en el sentido practico.

Una primera utilidad podria ser la de demostrar que un determinado espacio nor-
mado no es de Banach. Por ejemplo, considerando (P([0,1],R), || - ||« ), si queremos
probar que no es de Banach “a las bravas", esto es, dando una sucesién de Cauchy que
no sea convergente, puede que si no somos asiduos de las sucesiones nos cueste dar
con ella. Sin embargo, con este corolario en mente, demostrar este hecho es tan senci-
llo como obtener una base algebraica infinita numerable del espacio. Considerando
entonces la base algebraica canénica

B= {1,x,x2,x3,...,x”,...},

que claramente es infinita numerable, demostramos que (P([0,1],R), || - ||) no es
un espacio de Banach.

Otra utilidad podra ser demostrar la finitud o no de algunos espacios vectoriales.
Por ejemplo, gracias a este corolario se deduce que el espacio vectorial C([0,1],R) es
de dimensién infinita (que lo dejamos pendiente de prueba cuando este espacio fue
presentado).

En efecto, usando que dicho espacio, junto con la norma

1 flleo = sup [f(x)] : x € [0,1],

es un espacio de Banach (consultar referencia [15]), por el corolario sabemos que ten-
dra dimension finita o infinita no numerable. Ahora, como en este espacio podemos
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encontrar el siguiente conjunto infinito de elementos linealmente independientes:
2 n
{1,x,x5,...,x",... },

entonces queda claro que el espacio vectorial C([0,1],R) es de dimensién infinita no
numerable.

Quizés esto nos sugiera que el concepto de base algebraica, en espacios de Banach
de dimensién infinita, puede ser “poco atil".
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2.4 Bases Hilbertianas.

Cuando anteriormente presentamos el concepto de base algebraica de un espacio
vectorial quedo claro que se trataba de un concepto mds que ttil. No obstante, en
esta seccion con ayuda de textos como [3], [6], y [7] nos sumergiremos en los espacios
de Hilbert separables para entender por qué es necesaria la definicién de un nuevo
concepto de base para este tipo de espacios: las bases Hilbertianas.

Pero antes de esto, presentemos algunos conceptos necesarios para poder llegar a
presentar este concepto.

Definicién 14. Sea H un espacio vectorial real. Un producto escalar, que notaremos
(-,-), es una aplicacién

(,) :HxH—R
(u,0) — (u,0)

que cumple las siguientes propiedades:

1. (u,uy >0, YueH ; (uu)=0<= u=0.
2. (u,v) = (v,u), Yu,v € H.

3. (au+ po,w) = a{u,w) + B{v,w), Va,p € R,Vu,v,w € H.

En tal caso, diremos que (H, (-, -)) es un espacio prehilbertiano.
Proposicién 4. Dado (H, (-, -)) un espacio prehilbertiano,

|ul| = (u,u)'/?, VucH,
define una norma en H.

Definicién 15. (Espacio de Hilbert).

Dado un espacio prehilbertiano (H, (-, -)), decimos que H es un espacio de Hilbert

cuando la norma inducida por dicho producto escalar, || - | = (-,-)!/2, es tal que el
espacio (H, | - ||) es completo.
Definicién 16. Dado (X, | - ||) un espacio normado, decimos que es separable si

contiene algtin subconjunto denso y numerable.
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2.4.1 Entendiendo la necesidad e importancia de las bases Hilbertianas.

Todo comenz6 con el estudio del problema de la cuerda vibrante:

%u(x,t)  0%u(x,t)
ax(z )_ f(at)z , O<x<m t>0,
u(x,0) = f(x), 0<x<m,
du(x,0) (2:7)
oy =0, 0<x<m,
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0,

que modela el movimiento descrito por una cuerda sujeta en los puntos (0,0) y (0, ),
velocidad inicial o y que inicialmente tiene la forma dada por f.

En un primer momento, D’Alembert y Euler estudiaron este problema y ambos
llegaron a la conclusién de que una solucién de (2.7) es

1

u(x, t) == [f(x+t)+ f(x —t)],

N |

donde f es una extensién a R, impar y 27t-periédica de f.

Pero, alternativamente, Daniel Bernouilli probablemente por sus conocimientos mu-
sicales y la superposiciéon de armoénicos del sonido, planted que una solucién de (2.7)
serfa una superposicién de ondas sencillas del tipo u,(x,t) = sen(nx)cos(nt). Esto
es,
oo
u(x, t) =Y apsen(nx)cos(nt).

n=1
Idea completamente rachazada por Euler y D’Alembert pues si este resultado fuese
cierto, implicaba que la funcién f podia expresarse del siguiente modo:

o8]
f(x) =Y ausen(nx).
n=1
54 afios mds tarde, Jean Baptiste-Joseph Fourier se interes6 por el problema de la
conduccién del calor en una varilla delgada de longitud 77. En concreto, estudi6 el
problema siguiente (que estudiaremos en detalle mas tarde en la seccién de Aplica-

ciones):

2
°u(x,t)  du(x,t) 0<x<m0<t<T

ox2 ot
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T,
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

y lleg6 también mediante el método de variables separadas a una solucién que de
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nuevo nos conducia a que f, en este caso la temperatura inicial de la varilla, podia
ser expresada como:

[ee]

f(x) =) apsen(nx).

n=1
Analogamente, otros problemas nos acababan conduciendo también a la cuestion de
si es posible expresar f de la forma:

flx) = bzo—i-ibcosnx)

n=1

0, incluso de un modo mds general atin,

co
EO Z apsen(nx) + bycos(nx)).
Sin embargo, el avance que hizo Fourier fue, bajo ciertas hipétesis, decir cudles eran
explicitamente esos coeficientes. Su falta de rigor hizo que parte de la comunidad
matemadtica no viera con buenos ojos su trabajo, pero afios después Lebesgue ya con
el rigor suficiente acab6é demostrando que Fourier estaba en lo cierto. En concreto,
Lebesgue probd que en el espacio de Hilbert L?(—, 77), junto con el producto escalar
= [T f(x)g(x)dx,Vf,g € L?([—m, 7]), todo elemento f podia escribirse como:

fzimﬁm,

donde {f, : n € IN} se correspondia con el subconjunto ortonormal (que tienen
norma 1y producto escalar 0 para cualesquiera dos elementos distintos) de L?(—7t, 77)

siguiente:
1 cos(n(-)) sen(n(-
(L o) s, g},

oY SRV VT
Ademas, ocurre que en L?(a,b) no existe ningtin subconjunto A ortonormal que sea
base algebraica, (ver [4, pag. 57]). Por todos estos motivos, para un espacio de Hilbert
de dimensién infinita y separable genérico, H, (pues sin la hipétesis de separabilidad
no se sabia dar la expresion de los coeficientes) se definié un nuevo concepto de base,
que llamariamos base Hilbertiana, y que no serian mds que aquellos subconjuntos,
B = {ex}nen de H, tal que:

* BB es un subconjunto ortonormal,
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* todo elemento u € H se puede escribir como

gk

U= (u,eqn)en,

n=1

(aunque nosotros esta tltima condicién la sustituiremos por una equivalente que nos
serd mas ttil a la hora de demostrar ciertos resultados).

También, otro motivo por el que las bases Hilbertianas se convirtieron en un concepto
fundamental en dimensién infinita es que ninguna base algebraica es Hilbertiana
en este contexto como consecuencia del Teorema de Baire, (recordar Corolario (2)). Ya
que cualquier base algebraica de un espacio de Banach de dimensién infinita (en
particular un espacio de Hilbert de dimensién infinita) es no numerable (y las bases
Hilbertianas de espacios de Hilbert separables de dimensién infinita son siempre
numerables, por definicién).

2.4.2 Existenciay ejemplos de bases Hilbertianas.

Tras esta introduccién al concepto de base Hilbertiana, nuestro objetivo sera el de
llegar a un resultado de existencia de tales bases en espacios de Hilbert separables
de dimensién infinita y presentar algunos ejemplos de dichas bases. Cabe destacar
también que el motivo por el que no se hablaréd de bases Hilbertianas para espacios de
Hilbert de dimensién finita y no se extendera la definicién a dicho caso es que, si se
hiciese, dichas bases no serian mds que unas bases algebraicas (que ya tenemos més
que estudiadas) especiales (que ademas sean ortonormales). Por tanto, todo resultado
de existencia serfa mds que evidente por lo ya conocido de bases algebraicas y el
método de Gram-Schmidt. (Ver [11]).

Comenzaremos con algunos resultados necesarios ya conocidos de la asignatura
Andlisis Funcional, cuya demostracién no incluiremos pues pueden ser encontrados
en los textos [7] y [3] citados en la bibliografia.

Teorema 8. (Teorema de la Proyeccion Ortogonal).

Sea H un espacio de Hilbert y consideremos K C H un subespacio vectorial cerrado. Entonces,
H=K&K',

donde K+t = {h € H: (h,x) = 0,Vx € K}.

Esto es,
Vhe H, 3h €K, hy e K" tal que h = hy + ho.
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Ademds, las proyecciones

Px:H — K
h—
Yy
Py :H — K+
h— hy
son lineales y continuas.
Demostracion. Ver [7]. O

A continuacién, damos la definicidon de suma Hilbertiana, la cual serd fundamental
mas adelante.

Definicién 17. (Suma Hilbertiana).

Sea {E,}n,en una sucesion de subespacios cerrados de H, un espacio de Hilbert
separable. Diremos que H es la suma Hilbertiana de {E,},cn, que escribiremos
H = @5 Ey, si:

1. Los espacios {E, },en son mutuamente ortogonales, esto es,

(u,v) =0, Yu € E,, Yo € E,, m#n.

2. El espacio linealmente generado por |J;— E,, esto es, el espacio de las combi-
naciones lineales finitas de los elementos de los {E, },eN, es denso en H.

Teorema 9. Sea H un espacio de Hilbert y supongamos que H es la suma Hilbertiana de
{Ex}nen. Dado u € H, fijamos:

n
Uy =Pg,(u) y Sp= Z Up.
k=1

Entonces,

(0]
: — 2 _ 2
lim Sy =u 'y k:lH“kH = [Jull

Demostracion. Ver [3]. O

Tras estos resultados de Andlisis Funcional y tras la motivaciéon histérica del co-
mienzo del capitulo, llegé el momento de definir rigurosamente el concepto de base
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Hilbertiana.

Definicion 18. (Base Hilbertiana).

Dado H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, decimos que {e, } nen
es un subconjunto ortonormal si cumple las siguientes propiedades:

1. (e,e) =0, Vi#]j,
2. |lef]| =1, Viel

Ademds, diremos que {e;, },eN es una base Hilbertiana de H si también cumple que

(Lin{e, : n € N}) = H.

A continuacién un par de corolarios que nos hablan acerca del comportamiento de
los elementos del espacio respecto de una base Hilbertiana.

Corolario 3. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y consideremos
un subconjunto B = {e, }nen que es una base Hilbertiana de H.
Entonces, para cada u € H,

w=y (uede y Nul>=Y [{u el
k=1 =1

Demostracién. Basta con notar que H puede verse como la suma Hilbertiana de los
espacios E, = Re,,, que Pg, (1) = (u,e,)e, y usar el Teorema (9). O

Corolario 4. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y consideremos
un subconjunto B = {e, }ne un subconjunto ortonormal.

Supongamos { Ay, }new una sucesion de niimeros reales tal que la serie
o0
Y Anew — u € H.
n=1

Entonces,

[ee]

A= (ue),YneN y |u|®>= Z a2
n=1
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Demostracion. En primer lugar probaremos que A, = (u,e,), Vn € IN.

k k
sen) = ( li Ajey, = li Aiey,

- ].im )\n - /\n.

k—o0

Para demostrar el otro resultado, consideremos k € IN, entonces,
k
u— 2 )\nen
n=1

2 k k
= <u =Y Awenu—Y_ /\nen>
n=1 n=1

k k k
=[[ul® =2 ) Anuen) + 3 (Al = [lull® = Y (Al
n=1 n=1 n=1

Ahora, como

2 2
k 00
lim u—Z)\nen = u—ZAnen =0
k—reo n=1 n=1 '
entonces,
k 0
[ull> = lim Y A, = Y [Aal*
Jfim 2, L

O]

Este corolario, en esencia, nos estd diciendo que la representacién de un elemento
respecto de una base Hilbertiana es tinica. Y tras esto, demostraremos una caracte-
rizacién para bases Hilbertianas en un espacio de Hilbert de dimensién infinita y
separable que, més tarde, nos permitird demostrar el resultado fundamental de este
capitulo.

Teorema 10. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y supongamos
B = {en }neN un subconjunto ortonormal.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. B = {ey}neN es una base Hilbertiana de H.

2. (Identidad de Parseval),

ul* =Y (u,en)|?, Vu € H.
n=1

3. B+ ={0}.
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Demostracion.
1 = 2 | Probado ya en el Corolario (3).

Para esta implicacién, lo que haremos serd demostrar, supuesto que se da
la Identidad de Parseval, que si existe un elemento v € H tal que (v,e,) =0, Vn € N,
entonces ese elemento ha de ser necesariamente o.

En efecto, supuesto tal v,

o= Y [(v,ea)P =Y. 0=0=v=0.
n=1

Luego, efectivamente, B+ = {0}.

Como ya tenemos que {e, } ,en €s un subconjunto ortonormal, entonces solo tenemos

que ver también ocurre que (Lin{e, : n € N}) = H. Pues bien, como es tipico lo

probaremos por doble inclusién. Pero como la inclusioén (Lin{e, :n € N}) C H
es evidente, concluimos que para demostrar esta implicacién bastard con ver que
H C (Lin{e, : n € N}).

Para ello, tomemos u € H y veamos que u € (Lin{e, : n € N}). Lo cual demostrare-
mos en dos pasos.

El primero de ellos sera probar que la serie

<uzen>en (2.8)

gk

n=1

es convergente. Para lo cual bastard con ver que la sucesién de las sumas parciales
de dicha serie, que tiene este aspecto

k
{Sk}ken = { ), (u,€n>en} ,
n=1 keN

es una sucesion de Cauchy, pues H es completo.

Dicho esto,

IISm — Sull = (Sm — Sn, S — Sn) = < i (u, ex)ex, ' i <u,en>en>

k=n+1 j=n+1
m 5 5 m )
= Y Hwe)Pllell”= Y, [(uer)l
k=n+1 ~ k=n+1
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Ahora, considerando entonces la serie

Z (u,ey)ey, (2.9)

y su sucesion de sumas parciales,

k
{Hitken = { ; |(u,en>|2} ’

keN

tenemos del razonamiento anterior que
[Sm = Sull = [Hm — Hal.

Mientras que por otro lado,

2

k k k
0< |u—Y e = <u— Y uen)2u— Y \<u,en>r2>

n=1 n=1 n=1
2 3 2 £ 2 2 £ 2
= JulP =2 Y [ e P+ Y )P = ul® = Y [ en) P

n=1 n=1 n=1
N——

Hy
Por tanto,

H, < HuH2, Vk € N,

lo que nos dice que la serie (2.9) es convergente, pues ésta se trata de una serie
de términos no negativos cuyas sumas parciales estdn acotadas para todo k, como
acabamos de ver.

Recapitulando, tenemos que

(n,m—so0)

||Sm - SnH = |Hm - Hn| ——0,

probando asi que efectivamente la serie (2.8) es de Cauchy y, por lo comentado al
comienzo de la demostracién, nos demuestra también que es una serie convergente.
[o°]
(1, e)|* — w.
n=1

Finalizamos as{ el primer paso.

En el segundo paso, nos gustaria probar que dicho limite es u. Es decir, queremos
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ver que u = v. Para esto, recordamos el Corolario (4), del que se deduce que
(u,en) = (v,e,) = (u—1v,e,) =0,
y como estamos suponiendo que B+ = {0}, entonces,
u—v=20,

o lo que es lo mismo,

Por lo que

Y (u,en)en = u=>u € (Lin{e, : n € N}).
n=1

Lo que nos asegura, también por los comentarios que hicimos al principio, que
H = (Lin{e, : n € IN}), probando asi que {e;, },cn es una base Hilbertiana.

O]

Teniendo todos estos resultados en la chistera, estamos ya en condiciones de probar el
resultado fundamental acerca de la existencia de bases Hilbertianas que prometimos
anteriormente.

Teorema 11. Todo espacio de Hilbert separable de dimension infinita posee una base Hilber-
tiana.

Demostracién. Dado H un espacio de Hilbert separable, consideramos el conjunto

C= {Cl,Cz,...}

numerable y denso en H.

Como C = H, habr4 algtn elemento no nulo en C y llamamos entonces ¢; a dicho
elemento.

Definimos

g1l

€1

Suponemos ahora que, dado p € IN, ya tenemos un subconjunto ortonormal

{er, ..., ep},
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La idea ahora es explicar como escoger €pt1, el siguiente elemento, tal que {e, ..., €p, epH}
sea subconjunto ortonormal también.

Lo primero serd notar que existe algtin ¢,,(,) en C que es linealmente independiente de
{e1,...,ep}. En efecto, si no fuese asi entonces Lin(C) serfa un espacio de dimensién
finita, por tanto cerrado, y a su vez, por tanto,

CC Lin(C)# H=C+#H,

que es una contradiccién pues dijimos al comienzo que C era denso en H.

Entonces, considerando M = Lin({ey,...,ep}), definimos

8p+1 = Cu(p) — Pr(Cn(p)),

que es ortogonal a M = Lin({ei,...,e,}) puesto que aplicando el Teorema de la
Proyeccién Ortogonal (Teorema (8)) al cerrado M obtenemos que

H=MoM",
y por tanto,
Vg € H, g =8~ Pule) +Pu(g) = ¢~ Pu(g) € M".
EM

En este punto, definimos
8p+1

 ligpall’

y asi es como construimos B = {ej, ey, ... } un subconjunto ortonormal.

Cp+1

No obstante, nosotros queremos demostrar que dicha B es, de hecho, una base Hil-
bertiana de H. Para esto, gracias al Teorema (10), bastard con ver que Bt = {0}.

Dicho esto, sea f € B+ C H. Sin embargo, como cada elemento de C puede ser visto
como combinacién lineal finita de elementos de B, entonces f € C L

Por otro lado, como C es denso en H, existird una sucesién de elementos en C que
converja a nuestra f:
f = lim C'(n)'

n—soo /

Luego,
(o f) = {F, Jim cj) = lim (£, ¢500) = (f, f) =0,

= f=0.
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Quedando asf demostrado que B+ = 0 que, por el Teorema anteiormente citado, nos
asegura que, en efecto, B es una base Hilbertiana de H. O

Para concluir con este capitulo presentaremos algunos ejemplos de estas bases Hil-
bertianas.

Ejemplo 1. En este caso consideraremos el espacio L?([—7t, 7]), que con la siguiente
definicion de producto escalar

()= [ f)gdx, Vi,g € (- ),

constituye un espacio de Hilbert de dimensién infinita (ver [4, pag. 43], Teorema de
Riesz-Fischer). De hecho, como L? es un espacio de Banach, la dimension serd infinita
no numerable como consecuencia del Teorema de Baire (recordar Corolario (2)).

En este contexto, consideremos

{ 1  cos(nx) sen(nx)
Ve Vm oV

y veamos que efectivamente conforma una base Hilbertiana para L*([—7t, 7t]).

:nEIN}

En efecto, dado n € IN, para la condiciéon de ortonormalidad:

(1,cos(nx)) = /_7; cos(nx)dx = sen;gnx) = 0,
[T ~ cos(nx)|”"
(1,sen(nx)) = /_ﬂsen(nx)dx — = 0.

Si n # m, entonces

(cos(nx)cos(mx)) = /7T cos(nx)cos(mx)dx =0,

(sen(nx)sen(mx)) = /_7; sen(nx)sen(mx)dx = 0.

Y para todo n,m € IN,

(cos(nx)sen(mx)) = /n cos(nx)sen(mx)dx = 0.

—TT

Ademés,
7T
1,1)= [ dx=o2m,
—7T
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(cos(nx),cos(nx)) = /n cos?(nx)dx = m,

—7T

(sen(nx),sen(nx)) = /n sen®(nx)dx = m,

—7T
Demostrando asi la ortonormalidad del conjunto.

Cabe destacar que para el calculo de las integrales anteriores basta con aplicar las
siguientes propiedades trigonométricas:

sen(a)cos(B) = %sen(zx +B) + %sen(zx - B),
sen(a)sen(B) = %cos(zx - B) — %cos(zx +B),
cos(a)cos(B) = %cos(zx +B)+ %cos(a — B).

Por otro lado, en cuanto a la segunda condicion a satisfacer para ser base Hilbertiana,
se hace uso del resultado que nos dice que los polinomios trigonométricos reales,
esto es, las funciones P(x) definidas como:

(axcos(kx) + bysen(kx)), x € R,

=

ao
P(x)=—+
2

1

son densos en L2([—, 7t]). (Puede verse probado para un caso mds general en [19)]).

Por tanto, por el Corolario (3), para todo f € L([—, 7t]),

_%

5 + i(ancos(nx) + bysen(nx)),

n=1

donde |
a, = —/ f(x)cos(nx)dx, n >0,

/n f(x)sen(nx)dx, n>1.
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Ejemplo 2. Por si no habia quedado claro, es importante recalcar que no se tiene
la unicidad de base Hilbertiana (de hecho, en el momento que existe una, existiran
infinitas). Por ejemplo, los conjuntos

{\/Zsen(nx) in e ]N} y {\/1? \/ZCOS(W) tne N}

son bases Hilbertianas del espacio de Hilbert que conforma L?(0, 7) junto con el
producto escalar

T
(F,8) = | f@)gdx, Vg€ 12(0,7).
La demostracion es andloga al ejemplo anterior. (Ver [4, pag. 79]).

Como veremos, los dos conjuntos anteriores juegan un papel muy importante en
el estudio de problemas de tipo mixto para la ecuacién de ondas y la ecuacién del
calor.
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En la seccién anterior, cuando motivdbamos el concepto de base Hilbertiana, ya men-
cionamos algunos problemas que hicieron que la definicién de un nuevo concepto de
base fuese necesaria. En efecto, hicimos referencia al problema de la cuerda vibrante,
estudiado por D’Alembert, Euler y Daniel Bernouilli, y, sobre todo, fue el problema
de la conduccién del calor en cuerpos sélidos, estudiado por Fourier, lo que acab6
por hacernos intuir la necesidad del concepto de base Hilbertiana.

Por tanto, en esta seccién a lo que nos dedicaremos serd a comprender en profundi-
dad este tltimo problema y observar asi como el concepto de base Hilbertiana juega
un papel fundamental en el estudio de problemas de tipo mixto para ecuaciones en
derivadas parciales.

Dicho esto, presentamos una de las ecuaciones en derivadas parciales mas importan-
tes de la Fisica Matematica: la ecuacién del calor,

*v(x,t) kav(x, t)

32 T ke R\ {0}.

No obstante, esta no seré la version de la ecuacién del calor con la que trabajaremos;
pues, por comodidad, introduciremos el cambio u(x,t) = v(x,kt), obteniendo asi
esta nueva versién més manejable:

%u(x,t)  ou(x,t)
9x2 ot

Esta ecuacién conforma el ejemplo mas elemental del grupo de las ecuaciones pa-
rabdlicas, y junto con unas condiciones iniciales y condiciones de contorno dadas,
estudiaremos, de manera més concreta, los dos siguientes problemas:
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*u(x,t)  ou(x,t)

0<x<m0<t<T,

7D = u(m 1) (1)
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T, 3.1
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

2
au(x,t):au(x,t) 0<x<m0<t<T

@ aund
u( 4 ) — u(ﬂ:, — 0, O < t S T’ (32)
Jx dx

u(x,0) = f(x), 0<x<m

El motivo por el que estos dos problemas son interesantes estd en la Fisica. En
este contexto, el problema (3.1) plantea una situacién en la que tenemos una varilla
delgada de longitud 7T, con su superficie lateral aislada térmicamente, donde sus
extremos se mantienen constantemente a una temperatura de o° centigrados y la
temperatura del resto de puntos de la varilla en el instante inicial estd dada por la
funcion f(x). Por tanto, una hipotética solucion, u(x, t), representa la temperatura
de la varilla en el punto x en el tiempo ¢.

Del mismo modo, el problema (3.2) representa una situacién similar, salvo que en este
caso los extremos de la varilla no han de mantenerse necesariamente a 0° centigrados,
sino que en este caso la condicién impuesta se interpreta como que también los
extremos estdn aislados térmicamente, es decir, no hay ningtn tipo de flujo de calor a
través de estos extremos. (Ver [17] para més detalles de la interpretacién y deduccion
de los problemas).

Tras este previo, comenzamos en primer lugar con el problema mixto (3.1).

3.1 Propagacion del calor: problema con extremos de la varillaa O°

centigrados.
%u(x,t)  u(x,t)
- <x< <
522 5% 0<x<m0<t<T,
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T,
u(x,0) = f(x), 0<x<mm.

Parece 16gico, que lo primero que nos planteemos sea cémo definir una solucién de
(3.1), para lo cual, comenzamos definiendo el conjunto siguiente:
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Q={(x,t)eR*:0<x<m0<t<T}

conjunto que, de hecho, no es abierto ni cerrado pues

0)

Q

{(x,t) eERZ:0<x<m0<t<T}
{(x,H) eR*:0<x<m,0<t<T}

Con esto en cuenta, damos la definicién de solucién de (3.1),

Definicién 19. Una solucién del problema mixto (3.1) es cualquier funcién
u: 0 —R,

que satisface puntualmente (3.1) y que u € C(Q) NC2(Q) NC}H(Q).
Esto es,
* u es continua en Q.

e Fijado cualquier t € (0, T], la funcién u(x, t) vista como funcién de la variable
x, definida en [0,77] en R es de clase C2. (En x = 0 y x = 7, se entiende
que estamos hablando de la derivada lateral por la derecha y la izquierda,
respectivamente).

e Fijado cualquier x € [0, 7t], la funcién u(x, t) vista como funcién de la variable
t, definida en (0, T] en R es de clase clL. (Ent = T, se entiende que estamos
hablando de la derivada lateral por la izquierda).

Una vez presentada esta definicion, haremos un alto el camino para observar qué
condiciones minimas deberia cumplir la f supuesta la existencia de solucién de (3.1),
las conocidas como condiciones de compatibilidad.

En efecto, si suponemos u dicha solucién, ocurrird que u € C(Q). Luego, f(x) =
u(x,0),¥x € [0, 7t] y, por tanto, f € C([0, 7], R). Ademas, f(0) = u(0,0) =0, f(r) =
u(7r,0) = 0. En resumen,

fec((o,n],R), f(0) =0,f(r) =0, (3-3)
serdn las condiciones minimas que f ha de cumplir.

Tras este breve pero fundamental comentario acerca de las condiciones de compati-
bilidad, vamos con la unicidad y existencia de solucién. Para la primera de ellas, la
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unicidad, recurriremos de nuevo a [4, pdg. 146] donde se nos presenta el siguiente
resultado sobre (3.1), basado en el principio del minimo-maximo.

Proposicién 5. El problema (3.1) tiene, a lo sumo, una solucién.

A continuacién, lo 16gico parece ser preguntarse por la existencia de solucién, pero a
priori, podria ser atrevido aventurarse con el aspecto de alguna de ellas. Sin embargo,
notamos que u es una funcién de dos variables, por lo que probar con la forma mds
sencilla posible de solucién puede parecer sensato, es decir, suponer que u es una
funcién en variables separadas del siguiente modo:

u(x,t) = X(x)Z(1),

para ciertas funciones X : [0,71] — Ry Z: (0,T] — R.
Dicho esto, que u(x,t) = X(x)Z(t) sea solucién de (3.1) significa que

X"(x)Z(t) = X(x)Z'(t), 0<x<m0<t<T, (3-4)
pero como nos interesan tnicamente las soluciones no nulas, podemos suponer que
dxp € [0, 7], to € (0, T] tal que u(xo, to) # 0.

Entonces, definiendo
X"(xo0) _ Z'(to)
X(xo)  Z(t)
haciendo t = ty en (3.4) y observando que las condiciones u(0,t) = 0,u(7m,t) = 0,
0 <t <T,setraducen en X(0) =0y X(7r) = 0, llegamos al sistema

X"(x) = AX(x),
X(0) = X(7) = 0.

=AeR,

Aquellos valores de A para los que este sistema tiene solucion no trivial se llaman
valores propios. En este caso son A, = —n?, y asi obtenemos la familia de funciones

Xu(x) =sen(nx), 0<x<m nelN.
Anélogamente para la funcién Z(t) se llega a
Z'(t)=AZ(t), 0<t<T,
que nos da como solucién a la familia de funciones

Zu()=e ", 0<t<T, neN.
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En resumen, obtenemos que la familia de funciones
un(x,t) = X, (x)Z,(t) = sen(nx) - e, neN, (3.5)

es solucién de

2

au(x,t)zau(x,t), 0<x<m0<t<T
ox?2 ot

u(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T,

pero, ;y qué pasa con la condicién u(x,0) = f(x),0 < x < 7? Pues bien, una primera
obviedad serd que si la funcién f, para un n € IN dado, es del siguiente modo:

f(x) = sen(nx),

entonces esa condicién se cumplird (pues justo ese es el valor de u,(x,0)). Por tanto,
dicho u, seria la tnica solucién del problema (3.1) al completo. Lo dejamos recogido
de modo mas formal en la siguiente proposicion.

Proposicién 6. Considerando el problema mixto

*u(x,t)  du(x,t)

0<x<m0<t<T,

ox2 ot '’
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T,
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

si para algiin n € N, la funcién f es de la forma

f(x) = sen(nx),

entonces, la funcion

uy(x,t) = sen(nx) 'e’”zt,

es la vinica solucién de dicho problema.

Ademads, gracias a la linealidad de la ecuacion del calor, si f es una combinacién
lineal de {sen(nx) : n € N} también se cumple lo siguiente:

Proposicion 7. Considerando el problema mixto

2
o“u(x,t)  du(x,t) 0<x<m0<t<T

x2 ot
u(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T,
u(x,0) = f(x), 0<x<m,
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si para algiin m € IN, la funcién f es de la forma
m
=) aisen(nix), meN,ay,...,am € R,ny,..., 0y € N

entonces, la funcion

_pn2
t) =) ajsen(nix)-e ",
es la vinica solucién de dicho problema.

Este ultimo resultado nos muestra que si conseguimos expresar la funcién f como
combinacion lineal finita de {sen(nx) : n € IN}, entonces sabemos obtener la tnica
solucién del problema. El concepto de base Hilbertiana nos ayuda a dar una respuesta
también para el caso de una combinacién lineal infinita.

En efecto, recordamos de la secciéon anterior que

{\/Zsen(nx) tn e ]N}

es base Hilbertiana del espacio de Hilbert que conforma L?(0, 7r) junto con el pro-
ducto escalar

(f.8) = [ Fgdx, Vg € 13(0,7).

Por tanto, por lo visto en el Corolario (3), y teniendo en cuenta que C[0, 7r] C L2(0, ),
se tendra que dada f € C[0, rt],

< \/>sen ())>\/§S€ﬂ(ﬂ(~))

ii( | s sen(nx)dx) sen(n(-)),

entendiendo la convergencia de esta serie en sentido L?(0, 77), esto es,

2
T
lim dx = 0.
n—oo Jo

f(x) — Iéi (/Onf(x)sen(kx)dx> sen(kx)

Pero recurriendo a [4, pag. 116] vemos que si a esa f € C[0, 1] dada le suponemos
también f(0) = f(r) = 0y ser C! a trozos en [0, 7] (existe una particion de [0, 77},
0=ty <t <...<ty1<ty=mtalque f € Cti1,t], Vi€ {1,...,m}) tenemos
asegurada tarnblen la convergencia uniforme en [0, 7t].
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Lo presentaremos mas formalmente en el siguiente resultado. Pero antes, una obser-
vacion necesaria.

Observacién 4. Observemos que si f es C! a trozos en [0, 7], entonces f € C[0, 7).

Para ello, notamos que f es continua en cualquier intervalo abierto (f;,tiy1), i =
1,...,m —1, de modo que los tinicos puntos que requieren un estudio especial son
los puntos t;, i =1,...,m — 1, de la particién. En efecto, considerando 0 =ty < t; <
oo <ty <ty = 7t la particién que hace que f sea C! a trozos en [0, 7], si tomamos
los intervalos [t;_1,t;] v [ti, tit+1], como sabemos que f € C[t;, t;11], entonces

() y 3.

Entonces,
. f(ti+h)—f(t) : ‘ _ (s
Am h ER= hlggff(t’ +h) = ft),
. f(ti+h) = f(t) , . _ (t
ot h eR= hlggl+f(tl +h) = flh),
Luego,

i SR = f(8) _ . f(ti+h) = f(t)
z

—> f es continua en ;.
h—0~ h—0+ h

En resumen, f es continua también en todos los puntos de la particiéon, concluyendo
asi que f € C[0, t]. Por lo tanto, de ahora en adelante, cada vez que demos un

resultado que exija que f sea C! a trozos en [0, 7], nos ahorraremos la hipétesis de
continuidad, pues como acabamos de ver se deduce de lo primero.

Proposicién 8. Dada f C' a trozos en [0, 7t] con f(0) = f(7t) = 0, entonces

flx) = i apsen(nx)

n=1

uniformemente en [0, 7t|, donde los coeficientes a, vienen dados por

T
a, = i/ f(x)sen(nx)dx, n €N.
0
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Gracias a esta proposicion, se tiene entonces que bajo dichas hipétesis en f, la funcién
ad 2
u(x, t) =Y apsen(nx)e "'
n=1

cumple la hasta ahora problematica condicién de u(x,0) = f(x), 0 < x < 7. Ademas,
se puede comprobar que el resto de condiciones también son satisfechas (ver en [4,
pag. 151]). Conformando asi el siguiente teorema final.

Teorema 12. Considerando el problema mixto

2
°u(x,t)  du(x,t) 0<x<m0<t<T

ox2 ot
u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T,
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

si la funcién f satisface

£(0) =0, f(rr) = 0y ademds es C* a trozos en [0, 7],

entonces, la funcion
(o)
u(x,t) = Z anity(x, 1),
n=1

con
2t

a, = i/ f(x)sen(nx)dx 'y uy(x,t) =sen(nx)e”"", necNN,
0

es la iinica solucion de dicho problema.

Tras este estudio del problema (3.1) la importancia del concepto de base Hilbertiana
ha quedado mds que manifiesta, pues si hacemos memoria, fue el hecho de que

{\/zsen(nx) tn e ]N}

fuese una base Hilbertiana del espacio L?(0,7t) lo que nos aseguré que nuestra
candidata a solucién cumplia también la condiciéon de u(x,0) = f(x), 0 < x < 7
para obtener asi una solucién del problema al completo.
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3.2 Propagacion del calor: problema con extremos de la varilla
aislados.

Tras haber ya hecho un estudio del problema (3.1), haremos lo propio también con
el problema (3.2).

Recordamos a continuacién que el problema era el siguiente:

2
au(x,t)zau(x,t)’ 0<x<m0<t<T

@D
wo,h) _oulmt) _ 0<t<T,
ox ox
u(x,0) = f(x), 0<x<m

Como ya hemos comentado, la interpretacion fisica consiste en una varilla de longi-
tud 7, donde en este caso la condiciéon impuesta sobre los extremos de la varilla se
traduce como que por ellos no entra ni sale calor.

Al igual que con el problema anterior, lo primero serd dejar ya constancia de a qué
llamaremos solucién del problema (3.2) mediante la siguiente definicion.

Definicién 20. Una solucién del problema mixto (3.2) es cualquier funcién
u: 0 — R,

que satisface puntualmente (3.2) y que u € C(Q) NC2(Q) NC}H Q).

El objetivo ahora serd demostrar que, de nuevo, el concepto de base Hilbertiana
vuelve a jugar un papel fundamental en la busqueda de solucién de este problema.
Pero antes, recogemos el siguiente resultado en cuanto a la unicidad de solucién de
este problema.

Proposicién 9. El problema (3.2) tiene, a lo sumo, una solucién.

Demostracién. Consecuencia del método de la Energia, desarrollado con detalle en [4,
pag. 170]. ]

Tras asegurarnos la unicidad de solucién, para la existencia el procedimiento sera
analogo al comentando para el problema anterior. En efecto, buscaremos soluciones
del tipo

u(x, t) =Y(x)Z(t),
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para ciertas funciones Y : [0,71] — Ry Z:(0,T] — R,

y procediendo de manera similar al problema anterior, se llega a que la relacién de
funciones

2

t

Un(x,t) = Y (x)Z,(t) = cos(nx)-e ™", neN,
cumplen la ecuacién del calor y la concidiciéon

ou,(0,t)  duu(m,t)
ox  Ox

=0, para0<t<T.

Por tanto, se tiene el resultado siguiente.

Proposicién 10. Considerando el problema
2
au(x,t)zau(x,t) 0<x<m0<t<T

@y o
u0f) _oulmt) 0<t<T,
dx dx

u(x,0) = f(x), 0<x<m,

si para algiin n € IN, la funcién f es de la forma

f(x) = cos(nx),

entonces, la funcion

un(x,t) = cos(nx) e

es la vinica solucién de dicho problema.
De donde es facil deducir que, por linealidad, también ocurre que

Proposicién 11. Considerando el problema mixto

*u(x,t)  du(x,t)

, 0<x<m0<t<T,

@S au(nl
u0,f) _du(mt) _ 0<t<T,
ox ox
u(x,0) = f(x), 0<x<m,

si para algiin m € IN, la funcién f es de la forma

m
f(x) =) bicos(nix), meN,by,..., by € R,ny,...,ny €N
i-1
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entonces, la funcion
m
u(x,t) =Y bicos(nx) - e,
i=1

es la iinica solucion de dicho problema.

Al igual que en el problema anterior, nos damos cuenta de que si expresamos f de
ese modo particular, entonces tenemos la tinica solucién de (3.2). Lo que nos lleva
otra vez a la pregunta de jpuede siempre expresarse de este modo la funcién f? La
respuesta a esta pregunta de nuevo pasard por el uso de bases Hilbertianas, pues
usaremos el hecho ya comentado en la seccién anterior de que

{\%, \/Zcos(nx) tn e IN}

también es una base Hilbertiana de LZ(O, 7). Por tanto, por el Corolario (3) y el hecho
de que C[0, 1] C L?(0, ), tenemos que dada f € C|0, 7],

f= <f'\/1%> \/1% + i <f, \/Zcos(n(-))> \/ZCOS(”('))

n=1

= ;/Onf(X)dx + ni;l % /Onf(x)cos(nx)dx COS(n(.))’

entendiendo esta convergencia en el sentido L?(0, 7).

No obstante, al igual que en el caso del problema anterior, recurrimos a un resultado
que puede verse demostrado en [4, pag. 120], que nos dird bajo qué condicién pode-
mos asegurar también la convergencia uniforme de la funcién f. Dicho resultado lo
presentamos a continuacion:

Proposicién 12. Dada f € C[0, 7], con f C! a trozos en [0, 7t],

entonces
bo ad

flx) = > + Y bucos(nx)
n=1

uniformemente en [0, 7t|, donde los coeficientes b, vienen dados por
2 7T
b, = }/ f(x)cos(nx)dx, n e NU{0}.
0

Razonando de un modo andlogo al problema anterior, esta proposicién nos dice que
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bajo dichas suposiciones a f, la funcién

u(x,t) = b + Y bucos(nx)e !

20

2 n=1

cumple la condicién de u(x,0) = f(x), 0 < x < 7. Como, ademds, se cumplen todas
las demads condiciones para ser solucién de (3.2) (ver [4] para detalles), tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 13. Considerando el problema mixto
2
8u(x,t):8u(x,t) 0<x<m0<t<T

@ ol
wo0f) _dulmt) 0<t<T,
ox ox

u(x,0) = f(x), 0<x<m,

si la funcién f es C' a trozos en [0, 7t], entonces, la funcién

% + bl’lul’l(xl t)/

n=1

u(x,t) =

con
T
bu=2 [ f)cos(na)dx y wn(xt) = cos(mx)e ™, meN,
0

es la vinica solucion de dicho problema.

El estudio de este nuevo problema vuelve a mostrar la importancia de las bases Hil-
bertianas. En este caso se usa una base distinta a la empleada en el problema anterior,
quedando asi de manifiesto que la resolucién de estos problemas ha dependido (lejos
de lo que podriamos haber esperado al principio) de encontrar una base Hilbertiana
conveniente del espacio L?(0, 77), haciéndose asi méds que evidente la importancia del
concepto de base Hilbertiana.

Como comentario final, si estamos interesados en profundizar mds en este tema y
hacerlo con una perspectiva mas amplia de la que hemos tenido en este trabajo
podemos consultar [18], un texto cldsico de culto en lo que concierne a la Ecuacién
del Calor.
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