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Introducciéon

El concepto de derivada presupone los de funcién y limite funcional, los cuales tu-
vieron una larga evolucion hasta alcanzar su significado actual, por eso la definiciéon de
derivada es relativamente reciente. Adn asi, técnicas en las que podemos reconocer el uso
de derivadas se han venido usando desde el siglo XVII, incluso antes de que Newton y
Leibnitz, en el iltimo tercio de dicho siglo, las formularan en términos de fluziones y
de cocientes diferenciales, respectivamente. Durante los siglos XVIII y XIX las derivadas
fueron ampliamente desarrolladas y aplicadas a campos muy diversos, pero no fueron des-
critas rigurosamente hasta el dltimo tercio del siglo XIX. Todo este proceso lo resume la
historiadora de las matematicas Judith V. Grabiner en una adecuada cita: Primero, la
deriwada fue usada, después descubierta, explorada y desarrollada y, finalmente, definida.
La derivada goza de numerosas aplicaciones practicas como, por ejemplo, el calculo de
tangentes y de valores extremos para funciones derivables, entre otros (véase [34]). El
matemético francés Pierre de Fermat (1601-1665) escribié una memoria titulada Metho-
dus ad disquirendam maziman et minimam (Método para la investigacién de maximos y
minimos), en la que se establecia el primer procedimiento general para calcular maximos
y minimos de funciones e ilustré su método hallando el punto C' del segmento de recta
AB que hace maxima el drea del rectangulo de lados AC' y C'B, como sigue:

1. Sean z y L — x los dos segmentos, donde L es la longitud del segmento AB.
2. La funcién a maximizar es f(x) = (L — x)r = Lz — 2%

3. Se sustituye x por x + h en la expresién de la funciéon f, obteniendo una nueva
expresion que depende de x y h, a saber,

fulx) = (L —x—h)(x+h) =Lz +h) —22h — (2® + h?)

4. Se igualan ambas expresiones y se simplifica el resultado:

Lz —2® = L(z + h) — 2zh — (2* + h?) = Lh = 2zh + h?

5. Se divide por h: L = 2x + h?.
6. Se elimina el término h: L = 2x.

Asi, la solucién obtenida es C' = L/2 (la mitad del segmento AB).

Es tentador reproducir este razonamiento en términos actuales. Esencialmente, lo
que Fermat hacia en los pasos 1-4 era construir la funcién area del rectangulo obteni-
do, f(z) = 2(L — ) y hacer f(z+ Az) — f(x) ~ 0. En el paso 5, hacfa {&FEI=1@ ¢

Ax
por ultimo, en el paso 6, <f(w%i—f(w)> = 0. Claro que Fermat no decia nada acerca
Az=0

de que h fuese un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequena, y el método no
implica ningtin concepto de limite, sino que es puramente algebraico y algoritmico.

Hoy en dia, cualquier estudiante de Calculo sabe que los valores extremos de una fun-
cién derivable f definida en un intervalo abierto I C R se encuentran entre los puntos
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x € I que cumplen f'(x) = 0 y esto es basicamente lo que hacia Fermat en su método
(obviamente, sin saber lo que era la derivada de una funcién, es mdas, ni siquiera tenia
claro el concepto de limite) y tinicamente para funciones polinémicas. Aun asi, en muchos
textos matematicos de la actualidad a este resultado elemental se le conoce como lema
de Fermat (teorema 1, Cap. 1). El lema de Fermat constituye el primer gran resultado
acerca de optimizacién de funciones de una variable, el cual se extiende para funciones
de varias variables (teorema 5, Cap. 1) y que trata de una condicién necesaria (y no su-
ficiente) para la existencia de méximos y minimos. Esta condicién necesaria junto con la
condicién suficiente (teorema 3 para funciones de una variable y teorema 7 para funciones
de varias variables), que suponen mas regularidad a la funcién en concreto, constituyen
las principales herramientas para atacar un problema de optimizacion libre. Dado n € N
y una funciéon f : A C R” — R, un problema de optimizacién libre consiste en calcular,
si existen, los puntos xg, ° € A tales que f(xo) < f(x) < f(x°) para todo & € A. La
funcién f que se optimiza se llama funcién objetivo y los puntos o y «° son, respecti-
vamente, los valores minimo y méximo que alcanza f en A, pero ;qué pasa cuando se
buscan el minimo y maximo de una funcién sujetos o condicionados a ciertas ligaduras
o restricciones? Este nuevo problema que surge recibe el nombre de problema de opti-
miuzacion condicionada. En los siglos XVII y XVIII, grandes matematicos, en especial J.
L. Lagrange, se ocuparon de obtener maximos y minimos condicionados de determinadas
funciones. A mediados del siglo XVIII, Lagrange public6 un método para resolver tales
problemas de optimizacién condicionada solo a restricciones de igualdad: el método de
los multiplicadores de Lagrange, que se comenta en el primer capitulo de este trabajo. Al
igual que el lema de Fermat para optimizacién libre, este método aporta sélo una condi-
cién necesaria para la existencia de minimos y maximos condicionados a restricciones de
igualdad (teorema 8, Cap. 1).

El siguiente paso parece claro: extender el resultado debido a Lagrange al caso en el
que se optimiza una funcién bajo restricciones de igualdad pero también de desigualdad.
En un primer acercamiento a este problema, surgié la Programacion lineal. Aunque la
Programacion lineal surgié para dar respuesta a problemas logisticos y militares, a lo
largo de la historia ha tenido aplicaciones importantes en distintas areas de la actividad
humana, desde el social y estratégico hasta la industria y la economia. El nombre de
Programacion lineal no procede de la creaciéon de programas de ordenador, sino de un
término militar, programar, que significa realizar planes o propuestas de tiempo para el
entrenamiento, la logistica o el despliegue de las unidades de combate. Dados n,m € N,
la Programacién lineal es una rama de la Optimizacion que se encarga del estudio y
resolucion de programas lineales. Un programa lineal no es mas que un problema general
de optimizacion en el que se consideran restricciones de igualdad y desigualdad de la forma

minimizar/maximizar f = f(x) sujeto a

fi(@) =0, fu(®) = 0, fraa(x) <O, fm(®) <O o (%)

rxecQ)cCR?

donde todas las funciones involucradas son funciones lineales.

Exceptuando al matemético francés G. Monge (1746-1818), quien en 1776 se interesd
por problemas de este género, debemos remontarnos al ano 1939 para encontrar nuevos
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estudios relacionados con los métodos de la actual Programacion lineal. Repasamos cro-
nolégicamente algunos de los hechos mas relevantes acerca de la apariciéon de esta teoria.

1. En 1939, el matemético ruso Leonodas V. Kantarovitch (1912-1986) publica una
extensa monografia titulada Métodos matemdticos de organizacion y planificacion
de la produccion en la que por primera vez se hace corresponder una extensa gama
de problemas con una teoria matematica precisa y que dio lugar a la Programacion
lineal, aunque no se dio a conocer hasta dos décadas mas tarde.

2. Entre 1941 y 1942 se formula por primera vez el problema de transporte, estudiado
independientemente por Tjalling C. Koopmans y Kantarovitch. Este tipo de
problemas aparecieron al tratar de determinar los planes de embarque al minimo
coste total, conociendo de antemano la disponibilidad y demanda de cada puerto.
Ambos fueron galardonados con el Premio Nobel de Economia en 1975, en parte,
gracias a su contribucién a la Teoria de optimizacién de recursos.

3. El también premio Nobel en Economia, George J. Stigler, publicé en 1946 Los
costes de la subsistencia donde formula y resuelve el problema de optimizacién lineal
de régimen alimenticio 6ptimo (Problema de la Dieta).

4. En 1947, George B. Dantzing, trabajando como experto en métodos de planifica-
cién para las fuerzas aéreas norteamericanas, formula el enunciado general al que se
reduce cualquier problema lineal y desarrolla un método iterativo y muy eficaz de
resolucién, llamado método del Simplex. Una de las primeras aplicaciones de sus es-
tudios fue la resolucién del llamado “Puente Aéreo de Berlin”. A mediados de 1948,
en plena guerra fria, la URSS bloqued las comunicaciones terrestres entre las zonas
occidentales alemanas ocupadas por los aliados y la ciudad de Berlin. Utilizando
la Programacién lineal, disené un plan de abastecimiento aéreo minimizando costes
que en pocos meses consiguié igualar a los suministros realizados por carretera y
ferrocarril antes del bloqueo. Si bien es cierto que G. Dantzig no fue galardonado con
el Premio Nobel, su contribucién ha sido reconocida con numerosos premios, entre
los que destaca el premio Von Neumann de la Sociedad Americana de Investigacién
Operativa del ano 1975. Durante mas de 30 anos el método del simplex ha sido el
unico método utilizado para la resolucion de problemas lineales de gran tamano.
Su importancia ha sido tal que en el 2000 fue incluido entre los 10 algoritmos mas
transcendentes del siglo XX en el “top ten” de la revista Computing in Science and
Engineering.

5. Por tultimo, en 1947 John V. Neumann establece los fundamentos matematicos
de la Programacién lineal, al relacionar ésta con la teoria de juegos, que habia
publicado tres anos antes, junto con Oscar Morgenstern, en el libro Teoria de juegos
y comportamiento economico.

Este trabajo esta dedicado a la Programacion no lineal, que se encarga del estudio
y resolucién de programas no lineales, a saber, programas del tipo x pero en el que no se
exigen que las funciones involucradas sean lineales. La Programacion no lineal tiene tres
origenes muy distintos que nacen en diferentes ramas de la Matematica y por parte de
diversos matematicos como puede verse en el segundo capitulo de este texto, pero todos
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culminan en el teorema fundamental de la Programacion no lineal, el reconocido Teorema
de Karush-Kuhn-Tucker (teorema 9, Cap. 3), que proporciona una condicién necesaria
para la existencia de minimos y maximos (locales) en programas no lineales. Como se
vera en el ultimo capitulo, bajo hipotesis de convexidad, cualquier extremo local es tam-
bién global y la condicién necesaria provista por el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker es
también condicion suficiente.

En el presente texto, las magnitudes vectoriales serdn escritas en letra negrita y
se utilizara la siguiente notacién: N y R denotard, respectivamente, el conjunto de los
nimeros naturales y de los ntimeros reales y Ry y R, representardn, respectivamente, el
conjunto de nuimeros reales no negativos y no positivos. Dado n € N, se denota por R" al
espacio vectorial euclideo n-dimensional con el producto escalar usual (-, -) : R" x R"” — R
dado por (z,y) = > ,_, xpyx donde € = (21,...,2,), Yy = (Y1,....yn) € R™ El espacio
vectorial de funciones reales y continuas, definidas en un subconjunto abierto 2 C R”
es denotado por C(Q2) y el espacio de funciones reales y derivables k-veces con derivada
k-ésima continua, definidas en un subconjunto Q C R" es denotado por C*(©2). Dados
n,m € N, el espacio vectorial de matrices de tamano n X m con coeficientes en R se
representa como M, (R) y en el caso particular en el que n = m (matrices cuadradas),
se escribira simplemente 91, (R). La matriz traspuesta de una matriz M € M, (R) serd
denotada por MT. Si Q C R™ es un subconjunto de R™, entonces se escribird ) para la
clausura de Q2 y Q° para el interior de 2. Los simbolos > y [ | denotarédn, respectivamente,
la suma y el producto de los términos indicados.

Si f=f(z1,...,7,) : 2 CR™ — R es una funcion suficientemente diferenciable se denota,
por ejemplo

of(x)
al'k ’

. Pf(=x)
N O0x;0x,;0xy,

0'f ()

~ 9.29.2
Ox; 03

Dyf(x) = Dijif(x) o Dyj;f(x)

para ciertos indices 7, j,k € {1,...,n}. El simbolo V f(x) denotard el vector gradiente de
una funcion f : Q C R® — R diferenciable en un punto € €2, es decir,

Vi) = (Dif(x),..., Dnf(z))

La norma euclidea en R™ sera representada como || - || : R™ — R, esto es,

]| = /ot + - 42

donde & = (x1,...,x,) € R" y la bola abierta (en R™) de centro @ € R" y radio p € R™,
serd escrita como B(a,p) = {x € R": | —a| < p}.
Dados n,m € N y una funcién diferenciable f = (f1,..., f) : & C R — R™, la matriz
jacobiana de f en el punto x* € () sera escrito como

ofs(x*)  Ofs(z*) . Ofi(z¥)

(9:E1 8:22 8l'n
Ofa(x*) Ofa(x*) . Ofa(x*)

Jf (CL'*> _ 89‘01 8:‘02 . 8:?,‘”
Ofm(z*)  Ofm(x*) Ofm(x*)

ox1 Oxo T Oxn
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Dados n € N y una funcién f : Q C R® — R de clase C? en (2, la matriz hessiana de f en
el punto * € (2 sera escrita como

Pfxr) 2f=*) . Pf(=z¥)
8:5% Ox10x2 0x10Tn
Pf*) Ff(=*) . If(x*)
Hf (ZB*) _ 8x2'8az1 d;v% 8$2'8.Z‘n
82f(.'1:*) 82]“.(:1:*) . 82f(1:*)
O0xn 071 O0rn,0x1 ox2

Finalmente, me gustaria mencionar algunos resultados del Anadlisis matematico que
estaran presentes en muchas ocasiones a lo largo del trabajo, por lo que es conveniente
que el lector este familiarizado con ellos.

Teorema de Weiertrass: ver capitulo 4 de [5].

Férmula del resto de Taylor: ver capitulo 5 de [5].
Formas cuadraticas y clasificacién: ver capitulo 1 de [40].
Teorema de Bolzano-Weiertrass: véase [21].

Teorema de conservacién del signo: véase [38].

Resumen

El presente Trabajo de fin de grado titulado Una generalizacion del Teorema de los
multiplicadores de Lagrange: condiciones de Karush-Kuhn-Tucker en Programacion no
lineal consta de los siguientes tres capitulos:

= Conocimientos previos sobre extremos libres y los multiplicadores de Lagrange

= Origenes histéricos de la Programacion no lineal.

= Kl Teorema de Karush-Kuhn-Tucker y aplicaciones en Programacién convexa.
Los objetivos a alcanzar son los siguientes:

(1) Resumen de lo estudiado a lo largo del grado sobre optimizacién incluyendo nume-
rosos ejemplos.

(2) Origen y contexto histérico de la Programacién no lineal y, en especial, de su teorema
fundamental: el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

(3) Demostracion del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker y ejemplos.
(4) Resultados principales acerca de conjuntos y funciones convexas.

(5) Programacién convexa, condicién suficiente de existencia de solucién en programas
convexos y ejemplos.

A continuacién, se resume el contenido de cada uno de los capitulos.
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Capitulo 1: Resumen del método de los multiplicadores de Lagrange.

Este capitulo cubre el objetivo (1) y se divide en dos partes. En la primera parte se estu-
dian condiciones necesarias y condiciones suficientes para la existencia de extremos libres,
distinguiendo entre extremos locales y globales, de funciones reales de una y varias varia-
bles. Ambos casos, son ilustrados con ejemplos concretos. Esta primera parte corresponde
a las secciones 1.1 y 1.2.

La segunda parte esta dedicada al clasico método de los multiplicadores de Lagrange, que
sirve como una pequena aproximacién al Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, que lo incluye
como caso particular y que trata sobre la busqueda de extremos condicionados sujetos a
restricciones de igualdad. Aqui se hablard un poco de historia sobre el matematico J. L.
Lagrange y el origen de su método, se describiran los pasos a seguir para la correcta apli-
cacion de tal método y, de nuevo, sera ilustrado con numerosos ejemplos. Esta segunda
parte corresponde a la seccion 1.3.

Capitulo 2. Origenes historicos de la Programacion no lineal.

Este capitulo cubre el objetivo (2). En este capitulo, tras una pequena introduccién y
unos prerrequisitos matematicos (seccién 2.1), se cuentan basicamente los tres origenes tan
dispersos que tuvo el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker: origen en el Calculo de variaciones
por parte de W. Karush (seccién 2.2), origen en la teoria de la convexidad por parte de F.
John (seccién 2.3) y origen en la Programacion lineal por parte del alumno y profesor en
la Universidad de Princeton, Kuhn y Tucker, respectivamente (seccién 2.4). Finalmente,
se habla sobre la importancia del contexto historico y social y de cémo puede influir estos
a la hora de clasificar un descubrimiento matematico como multiple o no (secciones 2.5 y
2.6). El capitulo entero es un amplio resumen del articulo [2].

Capitulo 3. FEl Teorema de Karush-Kuhn-Tucker y aplicaciones en Programacion con-
vera.

Este capitulo cubre los objetivos restantes (3)-(6). En este capitulo se diferencian cuatro
partes:

En la primera parte se dan las nociones fundamentales para trabajar en Programacion
mixta, entre las que destacamos el concepto de regularidad de un punto (deficién 16),
seguidamente del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker que nos provee de una condicién nece-
saria para la existencia de minimo local en un programa con restricciones mixtas (teorema
9); asi como, de la correspondiente versién para maximo local (corolario 1) que se deduce
directamente del mencionado teorema. La demostracién que aqui se hace de este teorema
no es la mas habitual en la comunidad matematica pero si, quizds, una de la mas simples
por el hecho de usar resultados basicos del Anélisis matemético y se debe al matematico
americano E. J. McShane. Al igual que se hizo para el método de los multiplicadores de
Lagrange, también se comentan los pasos a seguir para resolver un programa mixto en
la practica y se ilustra este procedimiento con ejemplos (seccién 3.1). Esta primera parte
barre el objetivo (3).

En la segunda parte se introducen los conjuntos convexos y las funciones convexas y conca-
vas, dandose las principales propiedades y caracterizaciones sobre estos y haciendo ver que
las funciones convexas y concavas juegan un papel relevante en Optimizacién (teorema
14 y corolario 5). La finalidad de esta parte es familiarizarnos con este tipo de funciones
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con vistas a la ultima parte del capitulo, en las que estaran presentes constantemente.
Ademas, se incluyen varios ejemplos y comentarios tanto para conjuntos convexos, como
para funciones convexas y céncavas, a lo largo de esta parte del trabajo (seccién 3.2). Esta
segunda parte barre el objetivo (4).

En la tercera parte se introduce lo que se entiendo por un programa convexo y conca-
vo, donde surge un nuevo concepto: la superconsistencia (definicién 20) y se demuestra
que, bajo hipétesis de convexidad (resp. concavidad) y superconsistencia o regularidad,
la condicién necesaria para la existencia de minimo (resp. maximo) local de un programa
convexo (resp. céncavo) que aporta el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker es también con-
dicién suficiente (teorema 15, resp. corolario 7), (seccién 3.3). Esta tercera parte barre el
objetivo (5).

Finalmente, aunque no sea propiamente un objetivo a cumplir, en el apartado 3.4 se hace
una breve presentacion sobre Programacion convexa dual: se motiva la definicion de pro-
grama dual, se prueba su principal resultado (teorema 17) que relaciona la solucién de
un programa convexo con la de su programa dual, lo que permite resolver un programa
convexo resolviendo su correspondiente dual asociado, que por lo general suele ser me-
nos complicado. También se describen los pasos a seguir para realizar todo este proceso
correctamente y se aclara con varios ejemplos (seccién 3.4). Por ltimo, se incluyen tres
casos particulares de Programacion convexa, a saber, Programacion lineal, geométrica y
cuadratica, que se pueden atacar satisfactoriamente a través de la dualidad. La principal
fuente consultada en este capitulo ha sido [40].

Summary

The present end degree work entitled A generalization of the Lagrange multiplier ru-
le: Karush-Kuhn-Tucker conditions in nonlinear Programming consists of the following
chapters:

= Previous knowledge of the free extreme points of a real function and the Lagrange
multiplier rule.

= Historical origins of nonlinear Programming.

= The Karush-Kuhn-Tucker Theorem and applications to convex Programming.
The objectives to achieve here are the followings:
(1) To summarize the main results and ideas shown, along the Degree, and related to

Optimization.

(2) Historical origin and context of the nonlinear Programming and, in special, of his
main theorem: the Karush-Kuhn-Tucker Theorem.

(3) Proof of the Karush-Kuhn-Tucker Theorem and examples.
(4) Main results about convex sets and functions.

(5) Convex Programming, sufficient condition for the existence of solution in a convex
program and examples.

Now, the content of these three chapters is summarized below.
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Chapter 1.  Summary of the Lagrange multiplier rule.

This chapter reach the target (1) and it’s divided into two differents parts. The first
one, is devoted to the neccesary conditions and sufficient conditions for the existence
of free minimizers and maximizers, distinguishing between globals or locals minimizers
and maximizers, of one real variable and several real variables functions. Both cases are
illustrated with examples. This first parte correspond to the sections 1.1 and 1.2.

The second one is devoted to the classical Lagrange multiplier rule, which acts as a first
approximation to the Karush-Kuhn-Tucker Theorem, (a generalization of it) and deals
with the search for conditional extremes when only equality constraints are presented.
Here, we will talk about a little bit of history of Lagrange and the origin of his method.
We will enumerate the steps to be taken to apply correctly his rule and, again, it will be
illustrated with various examples. This second part correspond to the section 1.3.

Chapter 2. Historical origins of nonlinear Programminyg.

This chapter reach the target (2). In this chapter, after a brief introduction and some
mathematical prerequisites (section 2.1), we include basically the so dispersed three origins
of the Karush-Kuhn-Tucker Theorem: the origin in the Calculus of variations on the part
of W. Karush (section 2.2), the origin in the theory of convexity on the part of F. John
(section 2.3) and the proper origin in the linear Programming on the part of the student
and teacher from the University of Princeton, Kuhn y Tucker, respectively (section 2.4).
Finally, we talk about the importance of the hitorical and social context and about how it
can affect when it comes to classify a mathematical discover as a multiples or singletons,
instead (sections 2.5 and 2.6). The hole chapter is an extensive summary of the article [2]
by T. H. Kjeldsen.

Chapter 3. The Karush-Kuhn-Tucker Theorem and applications to convexr Program-
ming.

This chapter reach the rest targets (3)-(5). This chapter is divided into four parts:

In the first one, we will give the fundamental definitions to work in programs subject to
both equality and inequality constraints, which are called mixed programs, among them
regular point (definition 16) and then the proof of the main theorem of this work: the
Karush-Kuhn-Tucker Theorem, which provides neccesary conditions for a local minimi-
zer for a mixed program (theorem 9) and the appropiate version for the local maximizer
(corolario 1), which is a direct consecuence of theorem 9. The proof we did here is not
the most common one in the mathematical literature but it is one of the most simple
because it uses basically elemetary results from Mathematical Analysis and it’s due to
the American mathematician E. J. McShane. Just like it was done with the Lagrange
multiplier rule, we enumerate the steps to solve correctly a mixed program, together with
some examples (section 3.1). This first part reach the objetive (3).

In the second part, convex sets and convex and concave functions are presented, giving
the main properties and characterizations of them and bringing to light the fact that the
convex and concave functions play an important role in Optimization (theorem 14 and
corollary 5). The goal of this part is to become comfortable with this kind of functions
with a view to the last part of the chapter, where they will be presented constantly. Fut-
hermore, it also includes several examples and notes both for convex sets and for convex
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and concave functions, along the section 3.2. This second parte reach the objetive (4).
In the third part, we define a convex and concave program, where a new concept ari-
ses: the superconsistence (definition 20) and we proove that, assumming some hypothesis
related to convexity (resp. concavity) and superconsistence or regularity, the necessary
condition for the existence of a local minimizer (resp. maximizer) of a convex program
given by the Karush-Kuhn-Tucker Theorem, is also a sufficient condition (theorem 15,
resp. 7), (section 3.3). This third part reach the objetive (5).

Finally, although it is not a proper objetive of this work, we describe a brief introduc-
tion to the dual convex Programming: we motivate the definition of a dual program, we
proove its main result (theorem 17) which relates the solutions of a convex program and
its associated dual program. This says that we can solve a convex program by solving
its dual program (which often it is easier). To do that, we describe this procedure step
by step and we illustrate it with some examples (section 3.4). At the end, we take into
account some particular cases of convex Programming, namely linear, geometric and qua-
dratic Program, which can be attacked successfully using the duality. The main consulted
source in this chapter was [40].



Capitulo 1

Conocimientos previos sobre
extremos libres y los multiplicadores
de Lagrange

En este capitulo se exponen resumidamente los principales resultados, relacionados
con los estudiados en el grado de Matematicas, sobre el calculo de extremos libres y
condicionados, distinguiendo en ambos casos tanto extremos locales como globales. En
lo que sigue, se enuncian las condiciones necesarias y las condiciones suficientes para la
existencia de extremos (locales y globales) de una funcién de una y varias variables reales,
acompanados con ejemplos. Finalmente, se enuncia el teorema que establece la validez
del clasico método de los multiplicadores de Lagrange para el calculo de extremos de una
funcién de varias variables reales condicionados a ciertas restricciones de igualdad y se
describe brevemente este método junto con numerosos ejemplos que ilustraran su gran
potencial.

1.1. Extremos libres para funciones de una variable

Comenzamos esta seccion con las definiciones elementales de extremo global y local,
punto critico y punto de silla de una funcion real de variable real.

Definicién 1 (Extremos globales). Sea A C R un subconjunto no vacio de R, a € A un
punto de A y f: A — R una funcion real definida en A, entonces

» [ tiene un mdximo global en a si f(a) > f(x) para todo x € A.

» [ tiene un mdximo global estricto en a si f(a) > f(x) para todo x € A\ {a},
es decir, que a es el unico punto de A donde f tiene un mdzximo global.

» f tiene un minimo global en a si f(a) < f(x) para todo x € A.

» [ tiene un minimo global estricto en a si f(a) < f(z) para todo v € A\ {a}, es
decir, que a es el unico punto de A donde f tiene un minimo global.

Las expresiones extremo global o extremo absoluto se usan para referirse indistintamente
a un mdzximo o minimo global.

11
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Definicién 2 (Extremos locales). Sea A C R un subconjunto no vacio de R, a € A un
punto de A y f: A — R una funcion real definida en A, entonces

» f tiene un mdximo local en a si existe un entorno abierto N(a) C A de a en A
tal que f(a) > f(x) para todo x € N(a).

» f tiene un mdximo local estricto en a si existe un entorno abierto N(a) C A de
a en A tal que f(a) > f(z) para todo x € N(a) \ {a}, es decir, que a es el unico
punto de N(a) donde f tiene un mdzximo local.

» [ tiene un minimo local en a si existe un entorno abierto N(a) C A de a en A
tal que f(a) < f(x) para todo x € N(a).

» [ tiene un minimo local estricto en a si existe un entorno abierto N(a) C A de
a en A tal que f(a) < f(z) para todo x € N(a) \ {a}, es decir, que a es el unico
punto de N(a) donde f tiene un minimo local.

Las expresiones extremo local o extremo relativo se usan para referirse indistintamente
a un mdximo o minimo local.

Ademas, en la situacién de la definicién anterior, es claro que una funcién f tiene un
méximo (resp. minimo) local o global (estricto) en un punto a si, y sélo si, —f tiene un
minimo (resp. maximo) local o global (estricto) en a.

Definicién 3 (Punto critico). Sea A C R un subconjunto no vacio deR y f: A — R una
funcion real definida en A, entonces un punto critico de f es un punto a € A° donde f
es derivable con f'(a) = 0.

Definicién 4 (Punto de silla). Sea A C R wun subconjunto no vacio de R y f : A - R
una funcion real definida en A, entonces un punto de silla de [ es un punto critico de
f donde f no tiene ningun valor extremo.

A continuacién distinguimos dos partes en esta seccién: una trata sobre el célculo de
extremos locales y la otra trata sobre el calculo de extremos globales de funciones reales
de una variable.

1.1.1. Extremos locales libres

En lo que sigue se enuncian condiciones necesarias y condiciones suficientes de exis-
tencia de extremo local para funciones reales de variable real.

Teorema 1 (Condicién necesaria). Sea I C R un intervalo no trivial de R, zo € I° un
punto interior de I y f : I — R una funcion real definida en I. St f es derivable en x
y tiene un extremo local en xo, entonces xy es un punto critico de f, esto es, la derivada
de f en xq es cero.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el capitulo 5 de [5] y utiliza el
hecho de que si f'(zg) > 0 o f'(xg) = 400 (resp. f'(xo) < 00 f'(zg) = —o0), entonces
existe un entorno abierto N(x) de zo en I de manera que las diferencias f(x) — f(zo) y
x — x( tienen el mismo signo (resp. el signo opuesto) para todo xz € N(xg). Asi, si existe
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f'(x0) ha de ser 0 pues, en caso contrario, f no tendria ni maximo ni minimo en .

El reciproco del teorema 1 no es cierto, como puede comprobarse con f(x) = 2% defini-
da en todo R y xy = 0. En este caso, f'(0) = 0 pero f toma valores positivos y negativos
en cualquier entorno del origen.

Intuitivamente, el estudio del cambio de la monotonia de una funcién en un cierto
punto proporciona una condicion suficiente para que una funciéon derivable alcance un
extremo local en dicho punto.

Teorema 2 (Condicién suficiente). Sea I un intervalo no trivial de R, xy € I° un punto
interior de I y f : I — R una funcion real definida en I. Si f es continua en todo I y
derivable en un entorno de xq, salvo quizds en xy, entonces

w 51 existe & > 0 tal que f'(x) > 0 para todo x € (xg — d,20) y f'(x) < 0 para todo
x € (xg, 20+ d), entonces f tiene un maximo local en xy.

w 51 existe § > 0 tal que f'(x) < 0 para todo x € (xg — d,20) y f'(x) > 0 para todo
x € (xo,x0+ ), entonces [ tiene un minimo local en xg.

w si existe 6 > 0 tal que f' mantiene el signo constante en (xg — 0,29 + 9) \ {xo},
entonces f no alcanza ningin extremo local en xg.

Aunque, en la practica, el resultado méas usado para garantizar que una funcién real
de una variable alcanza un extremo local en un punto es el siguiente.

Teorema 3 (Condicién suficiente). Sea m € N un ndmero natural con m > 2, I CR un
intervalo no trivial de R, o € I° un punto interior de I y f: I — R una funcion real de

clase C™ definida en I. Si f'(zo) = --- = fO" V(o) =0 y fO™(2) # 0, entonces
» sim es pary f(xo) > 0, f tiene un minimo local (estricto) en xg.
» sim es par y f™(x0) <0, f tiene un mdzimo local (estricto) en xg.
» sim es impar, f tiene un punto de silla de xg.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el capitulo 7 de [5] y se deduce
de la Formula de Taylor para funciones de una variable.

Dados a,b € R con a < b, I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado de Ry f: I — R
una funcién real y continua definida en I, el Teorema de Weiertrass garantiza que f tiene
minimo y méximo global en I y por el teorema 1, los tinicos puntos donde f puede tener
un valor extremo son los puntos criticos, los puntos de I donde f no es derivable y los
puntos de la frontera de I, a saber, a y b.
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1.1.2. Extremos globales libres

En lo que sigue se enuncian condiciones necesarias y condiciones suficientes de existen-
cia de extremo global para funciones reales de variable real y se ilustran con tres ejemplos
concretos.

La condicién necesaria de extremo global es idéntica a la de extremo local (teorema
1) y la condicién suficiente de extremo global es la siguiente.

Teorema 4 (Condicién suficiente). Sea m € N un nimero natural con m > 2, I CR un
intervalo no trivial de R, xq € I° un punto interior de I y f : I — R una funcion real
de clase C™ definida en I. Si f'(x¢) = --- = fO" V(o) =0y f(™(20) # 0 y m es par,
entonces

= si f™)(z) >0 para todo x € I, f tiene un minimo global en .
» si f™(x) >0 para todo v € I\ {xo}, f tiene un minimo global estricto en xo.
» si f(™(2) <0 para todo x € I, f tiene un mdzimo global en x.

» si f™)(z) <0 para todo x € I\ {x0}, f tiene un mdwimo global estricto en .

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el capitulo 1 de [40] y se deduce
de la Formula de Taylor para funciones de una variable.

A continuacion, se expone un ejemplo donde puede apreciarse la aplicabilidad de los
resultados anteriores.

Ejemplo 1. Considérese la funcion f(x) = 3z* — 423 + 1 definida en todo R. Como
f/(z) = 122*(z — 1) para todo x € R, los unicos puntos criticos de f sonxz =0 yx=1.
Como f"(x) = 122(3z — 2) para todo x € R y f"(0) = 0 y f'(1) = 12, en virtud del
teorema 3, se sigue que f tiene un minimo local en x =1 y como f"(x) = T2x — 24 para
todo x € R y f"(0) = —24, de nuevo por el teorema 3, f tiene un punto de silla en x = 0.

Nétese que lim, 1 f(z) = +00, luego f no tiene mdazimo global en R. Ademds, el minimo
local x =1 es también minimo global de f en R.

Ejemplo 2. Considérese la funcién f(x) = log(1—x?) definida en el intervalo I = (—1,1).

Como f'(x) = —1322 para todo x € I, el unico punto critico de f es x = 0. Como
f(x) = —fﬁ*;;g < 0 para todo x € I, en virtud del teorema /4, se sigue que f tiene un

maximo global estricto en x = 0.
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Ndtese que lim, o f(x) = —o0, luego [ no tiene minimo global en I.

Ejemplo 3. La funcion f : R — R dada por f(x) = e “sin(z) para todo x € R es
de clase dos en R con f'(x) = e *(cos(x) — sin(x)) y f"(x) = —2e *cos(x) para todo
x € R. Los puntos criticos de f son w/4 + 2wk y 5 /4 + 2nk para cada k € Z y como
f'(r/4+2rk) <0y f"(5br/4 4 27k) > 0 para cada k € Z, en virtud del teorema 3, se
sigue que f tiene un mdximo local en cada punto de la forma xy, = w/4+ 2wk y un minimo
local en cada punto de la forma xy, = 5w /4 + 27k con k € Z.

1.2. Extremos libres para funciones de varias varia-

bles

Comenzamos esta seccion con las definiciones elementales de extremo global y local,
punto critico y punto de silla de una funcion real de varias variables reales.

Definicién 5 (Extremos globales). Sean € N un nimero natural, A C R™ un subconjunto
no vacio de R", a € A un puntode A y f : A — R una funcion real definida en A, entonces

» f tiene un mdximo global en a si f(a) > f(x) para todo x € A.

» [ tiene un mdximo global estricto en a si f(a) > f(x) para todo x € A\ {a},
es decir, que a es el unico punto de A donde f tiene un mdximo global.

» [ tiene un minimo global en a si f(a) < f(x) para todo x € A.

» [ tiene un minimo global estricto en a si f(a) < f(x) para todo x € A\ {a},
es decir, que a es el unico punto de A donde f tiene un minimo global.

Las expresiones extremo global o extremo absoluto se usan para referirse indistintamente
a un mdzximo o minimo global.

Definicién 6 (Extremos locales). Sea n € N un nidmero natural, A C R™ un subconjunto
no vacio de R", a € A un punto de A y f : A — R una funcion real definida en A,
entonces

» f tiene un mdximo local en a si existe un entorno abierto N(a) C A de a en A
tal que f(a) > f(x) para todo ¢ € N(a).
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» [ tiene un mdximo local estricto en a si existe un entorno abierto N(a) C A de
a en A tal que f(a) > f(x) para todo x € N(a) \ {a}, es decir, que a es el unico
punto de N(a) donde f tiene un mdximo local.

» [ tiene un minimo local en a si existe un entorno abierto N(a) C A de a en A
tal que f(a) < f(x) para todo x € N(a).

» [ tiene un minimo local estricto en a si existe un entorno abierto N(a) C A de
a en A tal que f(a) < f(x) para todo x € N(a) \ {a}, es decir, que a es el unico
punto de N(a) donde f tiene un minimo local.

Las expresiones extremo local o extremo relativo se usan para referirse indistintamente
a un maximo o minimo local.

Ademas, en la situacién de la definicién anterior, es claro que una funcién f tiene un
méximo (resp. minimo) local o global (estricto) en un punto a si, y sélo si, —f tiene un
minimo (resp. maximo) local o global (estricto) en a.

Definicién 7 (Punto critico). Sea n € N un nimero natural, A C R"™ un subconjunto no
vacio de R™ y f : A — R una funcion real definida en A, entonces un punto critico de
f es un punto a € A° donde f es diferenciable con V f(a) = 0.

Definicién 8 (Punto de silla). Sea n € N un nidmero natural, A C R™ un subconjunto no
vacio de R" y f : A — R una funcion real definida en A, entonces un punto de silla de
f es un punto critico de f donde f no tiene ningiun valor extremo.

A continuacién distinguimos dos partes en esta seccién: una trata sobre el célculo de
extremos locales y la otra trata sobre el célculo de extremos globales de funciones reales
de varias variables reales.

1.2.1. Extremos locales libres

En lo que sigue se enuncian condiciones necesarias y condiciones suficientes de exis-
tencia de extremo local para funciones reales de varias variables reales.

Teorema 5 (Condicién necesaria). Sean € N un nimero natural, A C R™ un subconjunto
no vacio de R", &g € A° un punto interior de A y f : A — R una funcion real definida
en A. Si f es diferenciable en xqg y tiene un extremo local en xqg, entonces xg €s un punto
critico de f, esto es, el gradiente de f en xqg es el vector cero.

La demostracion de este teorema puede encontrarse en el capitulo 1 de [40] y utiliza
la correspondiente condicién necesaria para funciones de una variable (teorema 1) aplica-
das a las funciones derivables (de una variable) g(z) = f(¥,...,2)_1,z, 2}, ..., x)) con
k =1,...,n, definidas en un entorno abierto de z{ y siendo (29, ..., 2%) el extremo local de f.

El reciproco del teorema 5 no es cierto, como puede comprobarse con f(x,y) =
(y — 2?)(y — 22?%) definida en todo R? y &y = (0,0). En este caso, D;f(0,0) = 0y
Dy f(0,0) = 0 pero f toma valores positivos y negativos en cualquier entorno del origen.

La condicién suficiente de extremo local requiere el conocimiento previo del concepto
de forma cuadratica y su clasificacion y es la siguiente.
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Teorema 6 (Condicién suficiente). Sean € N un nimero natural, A C R™ un subconjunto
no vacio de R", &g € A° un punto interior de A y f : A — R una funcion real de clase
C? definida en A. Si xg es un punto critico de f, entonces

n si Hy(xo) es definida positiva, f tiene un minimo local (estricto) en xq.
n si Hy(xo) es definida negativa, f tiene un mdzimo global (estricto) en xg.
n si Hy(xo) es indefinida, f tiene un punto de silla en xq.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el capitulo 7 de [5] y se deduce
de la Formula de Taylor para funciones de varias variables.

Dados n € N un ntimero natural, A C R" un subconjunto compactode R"y f: A - R
una funcién real y continua definida en A, el Teorema de Weiertrass garantiza que f tiene
minimo y maximo global en A y por el teorema 5, los tinicos puntos donde f puede tener
un valor extremo son los puntos criticos, los puntos de A donde f no es diferenciable y
los puntos de la frontera de A.

1.2.2. Extremos globales libres

En lo que sigue se enuncian condiciones necesarias y condiciones suficientes de exis-
tencia de extremo global para funciones reales de varias variables reales y se ilustran con
tres ejemplos concretos.

La condicién necesaria de extremo global es idéntica a la de extremo local (teorema
5). De nuevo, la condicién suficiente de extremo global requiere el conocimiento previo
del concepto de forma cuadratica y su clasificacion y es la siguiente.

Teorema 7 (Condicién suficiente). Sean € N un nimero natural, A C R"™ un subconjunto
no vacio de R, xg € A° un punto interior de A y f : A — R una funcion real de clase
C? definida en A. Si xg es un punto critico de f, entonces

st Hy es semidefinida positiva en A, f tiene un minimo global en xq.

st Hy es definida positiva en A, f tiene un minimo global estricto en .

st Hy es semidefinida negativa en A, f tiene un mdximo global en xg.

st Hy es definida negativa en A, f tiene un mdzimo global estricto en xq.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en el capitulo 1 de [40] y se deduce
de la Formula de Taylor para funciones de varias variables.

A continuacion, se expone un ejemplo donde puede apreciarse la aplicabilidad de los
resultados anteriores.
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Ejemplo 4. Considérese la funcion f(x,y) = 2% + y? + xy definida en todo R?. Como

%(:ﬂ,y) =2r+yy %(m,y) = 2y +x para todo (x,y) € R?, el tinico punto critico de [ es

(z,y) = (0,0) y como Hy(x,y) = Hs(0,0) = (? ;) para todo (z,y) € R? es una matriz

definida positiva, en virtud del teorema 7, se sigue que [ tiene un minimo global estricto

en (0,0).

Ndotese que lim, oo f(x,y) = 400, luego f no tiene mdximo global en R.

Ejemplo 5. Considérese la funcion f(x,y) = 2° — 12zy + 8y* definida en todo R%. Como

%(x,y) =32 - 12y y g—z(:ﬁ,y) = —12x + 24y* para todo (x,y) € R?, los tinicos puntos

criticos de f son (z,y) = (2,1) y (x,y) = (0,0) y como Hy(x,y) = (_61x2 ;él;) para

todo (z,y) € R?, entonces

12 —12 0 -12
men=(2, W) v meo=(S, )

Como H¢(2,1) es una matriz definida positiva, se sigue del teorema 6 que f tiene un
minimo local estricto en (2,1).

Como H(0,0) es una matriz indefinida, se sigue del teorema 6 que f tiene un punto de
silla en (0,0).

|

Nétese que lim, 1o f(x,0) = o0, luego f no tiene ni mdzimo ni minimo global en R

Ejemplo 6. Considérese la funcion f(x,y,z) = 2*> + y*> + 2° — vy + yz — xz definida
en todo R3. Como g—ﬁ(a:,y,z) =2r—vy— z, g—i(x,y,z) = —x+2y+zy g—ﬁ(x,y,z) =
—x + 1y + 2z para todo (z,y,z) € R3, el winico punto critico de f es (z,y,2) = (0,0,0)
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2 -1 -1
y como Hy(x,y,2z) = Hp(0,0,0)= | =1 2 1 | para todo (z,y) € R® es una matriz
-1 1 2
definida positiva (apliquese el criterio de Sylvester), en virtud del teorema 7, se sigue que
f tiene un minimo global estricto en (0,0,0).
Nétese que f es diferenciable en todo R? y por el teorema 5, el origen es el tinico punto
critico de f, luego f no tiene mas valores extremos.

1.3. El método de los multiplicadores de Lagrange

En las secciones anteriores se han estudiado problemas de extremos libres tanto en
funciones de una variable como en funciones de varias variables. En esta seccién, se ana-
lizan problemas de extremos condicionados para funciones de varias variables mediante
el clasico método de los multiplicadores de Lagrange y se muestra su eficacia con varios
ejemplos de interés.

Como una breve introduccion al método de los multiplicadores de Lagrange, considérese
el siguiente problema de optimizacién. Supongamos que la funcién f = f(x,y, z) repre-
senta la temperatura en el punto (z,y,2) € R® y nos preguntamos por el valor maximo
y minimo de la temperatura sobre una cierta superficie. Si la ecuacién de la superficie
estd dada explicitamente como z = h(x,y), entonces en la expresién f(x,y,z) podemos
sustituir z por h(z,y) para obtener la temperatura sobre la superficie como una funcién
f (x,y) = f(x,y,h(x,y)) que depende solamente de x e y. El problema se reduce entonces
a encontrar los valores extremos de f pero, en la préctica, surgen ciertas dificultades.
La ecuacion de la superficie podria darse en forma implicita como g(x,y,z) = 0 y ser
imposible despejar z en funcién de x e y o igualmente x o y en funcién de las restantes
variables. Incluso, el problema podria complicarse ain mas al querer conocer los valores
extremos de la temperatura sobre una determinada curva del espacio. Dicha curva sera
la interseccién de dos superficies, digamos g1 (z,y,2) = 0y g2(x,y, 2) = 0. Si pudiéramos
despejar de estas dos ecuaciones x e y en funcién de z, introduciriamos estas expresiones
en f y obtendriamos una nueva funcién con la tinica variable z, cuyos extremos podriamos
entonces localizar con las técnicas descritas en las secciones previas. Sin embargo, esto
no puede realizarse siempre y debe buscarse un método mas efectivo. Un método muy
elegante y 1util para atacar este tipo de problemas fue desarrollado por el matematico
italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Lagrange estudi6 derecho en el College of Turin (Turin, Italia) y, en un principio, no
estaba muy fascinado en matematicas. Su interés por esta ciencia se inicié al leer la copia
de un trabajo de E. Halley de 1693. De hecho, fue tanto su interés que Lagrange decidio
estudiar matematicas por su propia cuenta. El 23 de julio de 1754, Lagrange publicé su
primer trabajo en matematicas: una carta escrita en italiano y dirigida primero a su com-
patriota, el matematico G. Fagnano y, algo mas tarde, a L. Euler. En la carta, aparecia la
analogia entre el binomio de Newton y las derivadas sucesivas del producto de funciones
derivables. Sin embargo, al cabo de un mes, encontr su aparente descubrimiento en unas
correspondencias entre Leibnitz y Bernoulli. Frustrado, se esforzé por hacer algo realmen-
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te novedoso en matemdticas y comenzé a estudiar profundamente la curva tautécrona. A
finales del ano 1754, hizo importantes descubrimientos sobre esta curva, los cuales con-
tribuyeron positivamente al desarrollo posterior de una nueva area en matematicas: el
Calculo de variaciones.

El 12 de agosto de 1755, Euler recibié otra carta firmada por Lagrange, en la que
mostraba una serie de resultados sobre la tautocrona y donde se podia ver también una
primera aproximaciéon a su método para el cdlculo de maximos y minimos condicionados,
que mas tarde seria nombrado en su honor: el método de los multiplicadores de Lagrange.
A pesar de que Lagrange solo contaba con 19 anos, el 28 de septiembre de ese mismo
ano ingres6 como profesor de matematicas en el Royal Artillery School de Turin. Al ano
siguiente, Lagrange vuelve a escribirle a Euler sobre los resultados que obtuvo al aplicar
el Célculo de variaciones a la Mecanica de la época. Euler qued6 tan asombrado con su
enorme talento que le propuso para las elecciones de la Academia de Berlin donde fue
debidamente elegido el 2 de septiembre de 1756. A partir de entonces, comenzo6 una gran
produccién matemética por su parte.

Lagrange fue el mayor contribuyente en la revista cientifica Mélanges de Turin di-
vidida en tres volumenes (1759, 1762 y 1766). En dicha revista aparecen muchos de sus
descubrimientos sobre el Calculo de variaciones, una breve introduccién al Célculo de pro-
babilidades, un extenso trabajo sobre los fundamentos de la Dinamica, un estudio sobre
la propagacion del sonido, contribuciones a la teoria de cuerdas, integracion de ecuaciones
diferenciales, Mecéanica de fluidos y métodos para la resolucién de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales (los cuales usé para estudiar las 6rbitas de Jupiter y Saturno).

La Academia de Ciencias de Paris, le otorgé tres premios (1772, 1774 y 1780) gracias
a sus contribuciones en el Problema de los tres cuerpos, el movimiento lunar y las érbitas
de los planetas. En 1787, abandona Berlin y se traslada a Francia donde se convierte en
miembro de la Academia de Ciencias de Paris. Al ano siguiente, publicé su obra més
importante, Méchanique Analitique, donde se resume toda la Mecanica conocida hasta
el momento usando un fuerte desarrollo de la teoria de ecuaciones diferenciales y donde
se aprecia ya de manera oficial y rigurosa su método para extremos condicionados (que
tiene como origen la Mecanica y no la Matemaética, como pudiera pensarse) [24]. En 1794,
fundé la Ecole Polytechnique donde impartia clases de Analisis matematico. En 1797 y
1800, Lagrange publica sus dos ultimas obras: Théorie des fonctions analytiques (Teoria
de funciones analiticas) y Legons sur le calcul des fonctions (Lecciones sobre el calculo de
funciones), respectivamente.

En 1808, Napoleén le nombra Legion de Honor (la distincién francesa mas importante
del momento) y en 1813, fue galardonado con el premio Grand Croiz of the Ordre Impérial
de la Réunion. Desfortunadamente, fallecié una semana después. Para mas informacién
sobre sus obras y biograffa, el lector puede consultar [20].

Volviendo a cuestiones puramente matematicas, se muestra a continuacién la definicion
de extremo condicionado y se enuncia (sin demostracién) el Teorema de Lagrange, que
proporciona una condicién necesaria para la existencia de extremos condicionados en
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problemas de optimizacion bajo restricciones de igualdad.

Definicién 9 (Extremo condicionado). Sea n € N un numero natural, S C R™ un sub-
conjunto no vacio de R™, C' C S un subconjunto no vacio de S, xg € C un punto de C' y
f 8 — R una funcion real definida en S, entonces

f tiene un mdximo global (condicionado) por C en xq si f(x) < f(xo) para
todo x € C.

[ tiene un mdximo local (condicionado) por C en xo si existe un entorno
N(xzo) C S de xg en S tal que f(x) < f(xo) para todo x € C' N N(xg).

f tiene un minimo global (condicionado) por C' en xg si f(x) > f(xo) para
todo x € C.

f tiene un minimo local (condicionado) por C en xo si eziste un entorno
N(zxo) C S de g en S tal que f(x) > f(xo) para todo x € C' N N(xp).

La expresion extremo (local o global) condicionado se usa para referirse indistinta-
mente a un mdzximo o minimo (local o global) condicionado.

Ademas, en la situacién de la definicién anterior, es claro que una funcién f tiene un
méximo (resp. minimo) local o global (condicionado) por C' en un punto g si, y sélo si,
—f tiene un minimo (resp. maximo) local o global (condicionado) por C' en xg.

Teorema 8 (Teorema de Lagrange). Sean n,m € N dos nimeros naturales con m < n,
S C R™ un subconjunto abierto y no vacio de R", f:S - R yg=(g1,--sgm) : S = R™
dos funciones de clase C' en S, Xy el subconjunto de S dado por Xo = {x € S : g(x) = 0}
Yy xg € Xo un punto de Xy. Supongamos que f tiene un extremo condicionado por Xy en
o Y que la matriz jacobiana de g = (g1, ..., gm) €n To tiene rango mdzimo m, entonces
existen m numeros reales A1, ..., Ay € R verificando las siguientes n ecuaciones:

Dif(xo) + Y AiDigj(xo) =0 (i=1,..,n) (1.1)

j=1

La demostracion tradicional del Teorema de Lagrange es algo compleja y hace uso del
Teorema de la funcién implicita (razén por la cual se exige m < n como hip6tesis). No
obstante, no vamos a reproducir la demostracién de este teorema, ya que no es el objetivo
del presente trabajo. El lector puede consultar dicha demostracion en el capitulo 7 de [5].
En [8], se demuestra el Teorema de Lagrange en un ambiente de variedades diferenciables,
donde intervienen los espacios tangente y normal a una variedad en un punto suyo. En el
ultimo capitulo de este trabajo, se prueba un resultado méas general (teorema 9 y corolario
1) que incluye al Teorema de Lagrange como caso particular.

Nota 1. En la situacion del Teorema de Lagrange, las n ecuaciones (1.1) equivalen a la
siguiente ecuacion vectorial
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Definicién 10 (Condicién y multiplicadores de Lagrange). En la situacion del Teorema
de Lagrange, la ecuacion vectorial (1.2) asociada al problema de optimizar f condicionado
por Xy se denomina condicion de Lagrange y los m niumeros reales \q, ..., \,, reciben
el nombre de multiplicadores de Lagrange.

Es conveniente advertir que el reciproco del Teorema de Lagrange no es cierto. El
siguiente ejemplo ensena que es posible que la condicion de Lagrange tenga solucion
xo € R" y A € R™ pero que xg no sea ni maximo local ni minimo local de una funcién f
condicionado a restricciones gy, ..., G-

Ejemplo 7 (;Qué punto o puntos del elipsoide £ = {(z,y,2) € R® : 22 + % + % =1}
estdn mas préximos al origen?). Basta minimizar la funcion distancia al cuadrado entre
un punto p € R3 y el origen, esto es, la funcion d : R* — RY dada por f(p) = ||p||* para
todo p = (z,y,2) € R? sujeta a la condicién de que el punto pertenezca al elipsoide, esto
es, que g(z,y,2) = x* + %—l— % —1=0.

minimizar f(x,y,2) = 22 +y* + 2°
sujeto a g(z,y, 2) :x2+%+§ —-1=0

Figura 1.1: Elipsoide E

Las soluciones son (1,0,0) y (—1,0,0). Sin embargo, no es dificil comprobar que la
condicion de Lagrange asociada a este problema V f(x) + AVg(z) = 0 se satisface pre-
cisamente en los puntos (£1,0,0), (0,£2,0) y (0,0,+£3). De hecho, los puntos (0,0, +3)
son los mdzximos locales de f condicionados a g(x,y,z) = 0 para A\ = =9, mientras que
(0,£2,0) son soluciones de la condicion de Lagrange para A = —4 que no son ni mdximos
ni minimos locales de f condicionados a g(x,y,z) = 0.

A pesar de que el Teorema de Lagrange proporciona sélo una condicién necesaria para
optimizar una funcién sujeta a restricciones de igualdad, aporta un potente método para
resolver tales problemas. A continuacion, se resumen los pasos a seguir para aplicar co-
rrectamente el método de los multiplicadores de Lagrange a la hora de solucionar
un tal problema de optimizacién condicionada:

En la situacion del Teorema de Lagrange, considérese el problema de calcular los ex-
tremos de f condicionados por el conjunto Xog = {x € S: g(x) = 0}, es decir, los valores
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extremos de la expresién f(zq,...,x,) cuando las variables estan sometidas a un cierto

numero de restricciones del tipo gi(xy,...,z,) =0, ..., gm(x1, ..., ;) = 0.

PASO 1: Construir la funcién lagrangiana £ : S x R™ — R asociada al problema.
La funcién lagrangiana viene dada por la siguiente combinacién lineal

L(xz,A) = f(x)+ (N g(x)) = f(®)+Mg1(x)+- -+ \ngm(x) Ve € S, VA e R" (1.3)

donde A = (A1, ..., A\n) v 9 = (915, Gm)-

PASO 2: Construir el sistema de Lagrange asociado a la correspondiente funcion
lagrangiana. El sistema de Lagrange esta definido como

T 7A =
{v L(z,A) =0 14
res
pero teniendo en cuenta que
V.L(x,A) = (D1L(2,N), ..., Do L(2, N), 1 (), ..., gm(x))
puede reescribirse el sistema anterior de la forma
Dif(z) + MDigi(x) + -+ + A Digm(x) =0 (i=1,...,n)
g;(@) =0 (G=1,.m)  (L5)
rxes
o0 si se prefiere

xecS

que es un sistema (en general, no lineal) de n 4+ m ecuaciones con n + m incdgnitas (que
SON AL, oy Ay ¥ X1y ey Tp)-

Lagrange descubri6 que si el punto (zy,...,2,) es un extremo de f condicionado por
X, entonces debe también cumplir el sistema de Lagrange asociado a f. Asi pues, el Teo-
rema de Lagrange puede leerse como: los extremos de f condicionados por X proceden
de los puntos criticos de la funcion lagrangiana.

PASO 3: Resolver el sistema de Lagrange (1.6) respecto a las incognitas i, ..., x, y
A1, -y Am. Los multiplicadores de Lagrange Ay, ..., \,,, son introducidos tnicamente co-
mo ayuda para resolver el sistema respecto a x1, ..., z,. Se introduce un multiplicador de
Lagrange por cada restriccién. Los puntos (21, ..., x,) asi obtenidos deben entones com-
probarse para determinar si originan un maximo condicionado, un minimo condicionado
0 ninguno.
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Respecto a esto ultimo, existe un complicado criterio analitico para distinguir entre
maximos y minimos condicionados en tales problemas, esto es, una condiciéon suficiente
para problemas de extremos condicionados (véase [43]). No obstante, este criterio no es
muy util en la practica y en algunos problemas particulares suele ser mas facil hacer uso
de otros medios adecuados (por ejemplo, consideraciones fisicas o geométricas) para hacer
esta distincion. He aqui un primer ejemplo sencillo:

Ejemplo 8. Optimizar la funcién f(x,y) = 2zy definida en todo (x,y) € R? condicionada
por g(z,y) = a* +y* <1

El Teorema de Weiertrass asequra la existencia de mdximo y minimo global de f(x,y)
sugeto a g(x,y) <1 ya que f es continua y K = {(x,y) € R? : 2% + 3> < 1} es compacto.
Para resolver el problema, se distinguen dos casos segun si el punto donde f tiene un
extremo global pertenece al interior o a la frontera de K.

Por un lado, si el punto donde f tiene un extremo global pertenece al interior de
K, entonces se aplica el teorema 5 y las derivadas parciales de f en dicho punto deben
anularse, dando lugar a un unico punto candidato:

2y =0

S, e =00

Vi(x,y) —0<:>{

Por otro lado, si el punto donde f tiene un extremo global pertenece a la frontera
S={(z,y) e R?: 2?2 +y*> =1} de K, entonces se aplica el método de los multiplicadores
de Lagrange:

Funcion lagrangiana:
L:R*xR—R
Lz, y,\) = 2zy + Nz* +y° — 1)

Sistema de Lagrange:

2u+2\x =0
2+ 2y =0 = A==+l
2?24yt =1
Solucion:
Nl (Y2 V2 V2 V2
- 2 o | Y 272
N V2 V2 V2 V2
B 22 | Y 2 9

Solo falta comprobar los valores que toma f en cada uno de los puntos obtenidos:

£(0,0) =0, f (i?,i?) =1, f (i\/?ﬁﬂch) =-1
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Se concluye que el maximo de f en K wvale 1y se alcanza en los puntos <:|:§ :l:‘f> y el
minimo de f en K wvale -1 y se alcanza en los puntos <:|:‘2[, IF‘[>

Las aplicaciones del método de Lagrange son muy variadas y nimerosas. A continua-
cion, se exponen una serie de ejemplos donde se usa el método para obtener importantes
resultados del Analisis matematico.

Ejemplo 9. Constantes de equivalencia dptimas entre las normas || - |11 y || ||, de R® con
1<p<oo.

Dado n € N, todas las normas en R™ son equivalentes, es decir, existen constantes
a, B € RT tales que ofz||; < ||z|l, < Bllz|li para todo & € R™. El problema que se
plantea es determinar la mayor constante o € Rt y la menor constante B € R con
allz|y < ||lzll, < Bllz|l1 para todo x € R?® o, equivalentemente, o < ||x||, < B para todo
x € R® con ||z|l; = 1, esto es, calcular el mdzimo y minimo global de la funcion || - |,
sobre la esfera unidad para la norma || - ||1. Por razones de simetria, se puede restringir
la atencién al conjunto K = {(x1,29,73) € R®: xy, 29,23 > 0, 71 + 22 + 23 = 1} y por
el crecimiento de la funcion t — t'/? de RS en R, puede plantearse el problema en los
siguientes términos:

Determinar los extremos globales condicionados por K de la siguiente funcion
[ R xRy x Rf — R, flzy, w0, 23) = 2 + ab + 2%, V(xy, 29, 73) € (RT)?

La continuidad de f y la compacidad de K asequran la existencia de mdximo y minimo
globales de f en K. Para resolver el problema se distinguen siete casos segun la cantidad
de variables 1, x9, x3 que se anulan. Asi pues, considérese siete subconjuntos Ky, ..., K7
de K de manera que en cada uno de ellos se aplicard el método de los multiplicadores de
Lagrange, obteniendo los candidatos a extremos condicionados de [ que aporta cada uno
de estos subconjuntos.

Kl - {(1’070)}7 KQ = {(07 170)}’ K3 - {(0707 1)}

:{(xl,xg,xg) ERY: x1,29>0, 13=0, 2y + 29+ 23 =1}

={(z1,29,23) ER®: 21,25 >0, 29=0, o, + 29+ 23 =1}

Kﬁz{(xl,xg,xg) ERY: x9,23>0, 11 =0, 2y + 29+ 23 =1}
K; = {(x1,29,23) €ER®: 21, 29,23 >0, 21 + 25 +25 =1}

Los conjuntos Ky, Ky y K3 son triviales al estar compuestos por un unico punto en
el que f toma el valor 1. Sequidamente, se analiza el subconjunto Ky y se calculan los
posibles extremos de la funcion f condicionados por K4 mediante el método de los multi-
plicadores de Lagrange.

Funcion de lagrangiana:

L R xR xRf x R? — R
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ﬁ(ZL’l,IQ,Ig, /\1, /\2) = .%'217 + l’g + ZEg + )\1(1‘1 + T2 —+ T3 — 1) + )\21‘3

Sistema de Lagrange

ped T N =0
px’z’_l—i-/\l:O

prl TN F A =0
T1+ 2o +2x3=0
x3 =0

(L1, L2 >0

Solucion:

11 -p P
(21,29, 73) = (57 570) (A1, Ag) = <2p1, 2p1>

Ast, (%,%,0) es el unico punto de Ky en el que f puede tener un extremo global.
Andlogamente, el mismo procedimiento se sigue para los subconjuntos Ky y Kg, que pro-

porcionan los candidatos a extremos condicionados (%, 0, %) Y (%, %, 0), respectivamente.

Finalmente, se calculan los posibles extremos de la funcion f condicionados por K.
Funcion lagrangiana:
L:RIXRIXRI xR—R

L(x1, 29,23, A) = o] + ab + 28 + N1 + 22 + 23 — 1)

Sistema de Lagrange:

(pxzf_l +A=0
prh N =0
prt 4 N=0

T1+ o +a3=1

T1,Te,x3 > 0

Ve

Solucion:
%
—(_A\P™ _
m=(5)77 vh=12 L [ = (4)
NY= A= —L
x1+x2+x3:1:>3(—5> :1:>)\:—3pp_1 3p=1
Asi, (%, %, %) es el unico punto de K, en el que f puede tener un extremo global.

Basta ya evaluar f en cada uno de los puntos obtenidos para afirmar que f alcanza

el mdzimo global en los puntos {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} con un valor de 1 y el minimo

global en el punto (%, %, %) con un valor de y%l, por lo tanto se tiene
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3p—1

1 1/p 1 3
( ):Wﬁllwllpgl Ve € RS, flaf =1

donde p* € (1,00) es el exponente conjugado de p, esto es, %—l—% = 1. Las cotas obtenidas
son inmejorables. En consecuencia, las constantes de equivalencia optimas de las normas
-1l y |- [l en R® son

31/p*

ol < [zl < |zl Yo eR®

La siguiente nota generaliza el resultado recién probado.

Nota 2. Dados n € N y p € (1,40), las constantes de equivalencia éptimas de las
normas || - |1 y || - ||, en R™ son:

nl/p* x| < [zl < [zl Ve € R”

donde p* € (1,400) es el exponente conjugado de p.

Ejemplo 10 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Dado n € N un nimero natural, la
desigualdad de Cauchy-Schwarz en R™ establece lo siguiente

n n 12 , . 1/2
[z, y)| =1 oyl < (Z wi) <Z yZ) = lzlllyll  Ve,yeR* (L7
k=1 k=1 k=1

Six =00y =0, entonces la desigualdad (1.7) es trivialmente cierta. Supdngase que

x,y #0ysean o= 25y B = HZ_\I Si (a, B) < 1 entonces (x,y) < ||x||||y|| y esto indica

que es suficiente probar que |(x,y)| < 1 siempre y cuando |z|* = ||y||*> = 1.
Considérese el siguiente programa

optimizar f(x,y) = (x,y)
gi(x.y) =z -1=0

sujeto a
g2z y) = yl*—1=0

El Teorema de Weiertrass asequra la existencia de solucion del problema y entonces
el Teorema de Lagrange implica la existencia de los escalares A\, Ay € R tales que

(3, @) + 2\ (2, 0) + 2X5(0,7) =0 = 7 SR R L WE k=10
xr=—-2\y Tp = —2\oUk
luego,
n n n ]
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- - - 1
1= ||a||* = ;xz = ;(—QAQW = 43 ;yi =4\ = =4
En ambos casos, se deduce que y = £, en cuyo caso f(x,y) = (x,y) toma los valores
1y -1, que seran el mdximo y minimo de f condicionados a g1 y go, respectivamente. Por
tanto,
—1<(z,y) <l [z, y)| <1

como se queria.

Nota 3. Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene la continuidad
del producto escalar en un espacio pre-hilbertiano. Ademds, esta desigualdad se deduce
también de la desigualdad aritmético-geométrica (corolario 4), véase [44].

El préximo ejemplo muestra inductivamente que una matriz simétrica A € 9, (R) es
diagonalizable en R.

Ejemplo 11 (Toda matriz simétrica real es diagonalizable en R). Sea n € N un nimero
natural y A € M, (R) una matriz simétrica y cuadrada de orden n con coeficientes reales,
entonces A admite n vectores propios (x™, ..., 2™ € R" : Ax®) = —\x® k=1,..n)
ortogonales ((x®, x() =0, Vi # j) y unitarios (|x®| =1, k=1,...,n).

Para conseguir el primer vector propio de A, considerérese el siguiente problema de
mazimizacion condicionada:

) mazximizar f(xz) = (x, AzT)
! sujeto a g1(x) = ||z||* —1=0

donde x = (x4, ...,x,) € R". El Teorema de Weiertrass garantiza la existencia de mdximo

global V) para el problema (Py) y entonces el Teorema de Lagrange implica la existencia
del escalar Ay € R tal que

o equivalentemente
2Ax™) + 2)\1:0(1) =0

pero esto conlleva que Ax™ = — Xz | luego ™ es un vector propio (asociado al valor
propio —\1) y unitario.

Sea m € N un nimero natural con m < n y supongase que se tienen m vectores
propios £, ..., (™) ortogonales y unitarios asociados a los valores propios \i, ..., Am,
respectivamente. Para consequir el m + 1 vector propio, considérese el siguiente problema
de mazximizacion condicionada

(
(Pn) g2(x) = (2, zM) =0
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De nuevo, el Teorema de Weiertrass garantiza la existencia de mdximo global 2(™+1)
para el problema (P,,) y entonces el Teorema de Lagrange implica la existencia de escalares
Ay oy Ama1 € R tales que

V@) + MV (@) 4 A Vg (2D) = 0
o equivalentemente
2Az™ D L ox 2D 4 ™ 4 4N 2™ =0

pero de esta ecuacion y del hecho de que £, ..., 2™V son vectores unitarios y ortogo-
nales entre si, se sigue que

2z® Az™)y 4 N\ =0 Vh=1,..,m

y como £®) es un vector propio de A para cada k = 1,...,m, existe , € R para cada
k=1,...,m tal que Ax® = 1 x®  luego

CM ) g met)y (AT g (meD)y (g pme 1)y () gmeD)y

de donde \p, =0 para k =2,....m+ 1, lo que implica
2Az™FD 4 o) (Mt =

ast que ™V es un vector propio de A. Como x(™*V es unitario y x™, ..., ™+ son
ortogonales entre si, la prueba queda completada.

Nota 4. El resultado probado en el ejemplo anterior es conocido como Teorema espectral
para matrices simétricas reales. Obsérvese que

(i) El conjunto de puntos x € R™ tales que g1(x) = 0, ..., gr(x) = 0 es no vacio hasta
k = mn —1, asi que el proceso inductivo llevado a cabo en el ejemplo anterior se
detiene al llegar a ™, como era de esperar.

(i) No se ha comprobado explicitamente la hipétesis de que {V g1 (™M), ..., Vg, (2™}
sea un conjunto linealmente independiente, pero efectivamente esto sucede puesto que
{x® . 2™+ son vectores ortogonales entre si.

Ejemplo 12 (Desigualdad de Hadamard). Sea X = (z;;) € 9M,,,(R) una matriz de orden
m € N con coeficientes reales y £®) = (211, ..., Tm) la fila k-ésima de X para k = 1,...,m,
entonces

| det(X) < [ ] =™
k=1

donde ||x®|? = 22, + -+ 22, =02 parak=1,...,m.
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Considérese el programa
mazimizar f(T11, .., Timy ooy Tonly oy Lonm) = det(X)
g1($11, ey Ly ooes T, ,.’Ifmm) = HCU(]')HQ — 9% =0
sujeto a

G (11, ey Tl ooy Tindy ooy o) = ||:I)(m)||2 — 6% =0

El Teorema de Weiertrass asegqura la existencia de solucion del problema y entonces el
Teorema de Lagrange implica la existencia de multiplicadores A\, ..., A\, € R no todos
nulos (se puede tomar \g = 1) tales que

m
Vf([[’ll, ey L1y ooes T, ...,,Imm) + E )\ngk(:vH, s Ty ooy Lyl ,Imm) = 0
k=1

El desarrollo de Laplace del determinante de una matriz asequra
Vf(l’n, ey LTlgmy eeey Ly ovey xmm) == (AH, couy (—1)1+mA1m, aeey (—].)m_HAml, cany Amm)

donde A;; representa el determinante de la matriz de orden m — 1 obtenida al eliminar la
fila i-ésima y la columna j-ésima de X. Ademds,

Vg1 (11 ooy Tamy ooy Ty ooy Tonm) = 2(X11, ooy T1m, 0, ..., 0)

YV ge(T11, ooy Tlmy ooy Tonds ooy Trnm) = 2(0, 200, 0, Tkt oovy Thom, 0, .., 0)

YV 0m(T115 ooy Ty ooy Ty ooy Tom) = 2(0, 0oy 0, Zynty ovy T

luego la condicion de Lagrange es

A +2Mw1 =0

A At
: — I11 :—2—;1,...,.%17”: (—1)mﬁ
(_1)1+mA1m + 2>\1I1m =0 ! !
— )™ AL+ 20T = 0
(—1) 1 | Tm1 . . 1)mAm1 _ Aum
: Tm1 = 2)\m7"'7xmm_ 2)\m

(obviamos la posibilidad A\, = 0, k = 1,...,m pues en ese caso, det(X) = 0 y la desigualdad
de Hadamard es trivial). Considérese ahora la matriz (y;;) =Y = X X7 cuyos coeficientes
son los siguientes

“ 1 & ok 0?2 sii=j
Yij = Z$ikxjk = 57 Z:(—l)er Nig Tjp = { .
— 2\ — 0 sii#j
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Por tanto,

0?2 "
Yy =XxXxT = — det(Y) = det(X)* = ] 67
97271 k=1

Esto es, en cualquier punto critico donde det(X) # 0, se tiene que det(X)? = [T, [lz®|?,
es decir

[det(X)| = =] ll=®]
k=1

Obuviamente, el signo + corresponde al maximo global y el signo -, al minimo global y se
concluye que

[det(X)| < [T Il
k=1

como se queria.

Nota 5. Esta desigualdad fue demostrada por primera vez en 1893 por el matemdtico
francés Jacques Hadamard. La desigualdad también se cumple para columnas pues el de-
terminante de una matriz coincide con el de la matriz transpuesta.

Al intentar resolver un problema de extremos condicionados por el método de los
multiplicadores de Lagrange, teéricamente es sencillo determinar el sistema de Lagrange
asociado, pero en la practica no siempre existe un procedimiento simple y rapido para
resolverlo de manera exacta. En ocasiones, se suelen aplicar métodos numéricos con los
que se obtengan buenas aproximaciones de la solucién del sistema de Lagrange. El lector
puede consultar algunos de estos métodos numéricos en el capitulo 3 de [40]. En otras
ocasiones, se suelen utilizar artificios especiales a fin de conseguir los valores extremos de
una funcién directamente sin hallar de antemano los puntos particulares en los que tales
extremos se alcanzan. El siguiente ejemplo pone de manifiesto uno de estos artificios.

Ejemplo 13. Sean A, B,C, D, E, F € R constantes y consideremos la superficie cuddrica
con centro en el origen dada por la ecuacion Ax?+ By? +Cz*+2Dyz+2Exz+2Fzy = 1.
El problema consiste en determinar las longitudes de los semiejes.

Escribimos € = (11, xq,x3) en vez de (x,y,z) para acomodar la notacion e introducimos
la forma cuadrdtica
q(z) =)

=11

3
QT 5 Yo € Rg

-1

donde elegimos los coeficientes «;; = «j; de forma que la ecuacion de la cuddrica sea

q(z) = 1 (luego la forma cuadrdtica es simétrica y definida positiva). El problema equi-

vale a optimizar la funcion f(x) = x? + 2% + 23 sujeta a la condicidn g(x) = 0 con

g9(z) = q(x) — 1.
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Utilizamos el método de los multiplicadores de Lagrange e introducimos un multipli-
cador. Como Vg = Vgq, se considera la ecuacion vectorial V f(x) + AVq(x) = 0. En este
caso, tanto f como g son funciones homogéneas de grado dos,

fAx) = N2 f(x), g(A\x) = Ng(x) Vxr cR®’ VAR
a las que se les puede aplicar el Teorema de Fuler para funciones homogéneas
(x,Vf(x)) =2f(x) VxecR®
y, ast, la ecuacion vectorial anterior queda
(2, V(@) + (A2, Va(@)) = 2f(2) + 2\g(x) = 0

Puesto que q(x) = 1 sobre la superficie, determinamos X\ = —f(x) y llamando t =
1/f(x) (obsérvese que f(x) # 0 en la superficie), la ecuacion V f(x) + AVq(x) = 0 se
convierte en tV f(x) — Vq(x) = 0. La ecuacion vectorial tV f(x) — Vq(x) = 0 conduce a
tres ecuaciones para x1, Ty Y Ty:

(CLH — t);l'l + 12T + a1373 =0
211 + (CL22 — t)IQ + 9233 = O
a3171 + 3202 + (ags—t)zz = 0

Como este sistema es homogéneo y x = 0 no es solucion del problema, el determinante
de la matriz correspondiente al sistema debe anularse:

air —1t  ap ai3
a1 axp—t ax | =0
as1 agz  asz—t

Esta ecuacion se conoce como ecuacion caracteristica de la forma cuadrdtica q. En
este caso, la naturaleza geométrica del problema garantiza que las tres raices ty,ts y t3
deben ser reales y positivas (debido a que q es simétrica y definida positiva).

Los semiejes de la superficie cuddrica son entonces tfl/Q, t;1/2 Y t;l/Q.

Aunque todos los ejemplos aqui expuestos son puramente mateméaticos, no hay que
olvidar que el Teorema de Lagrange tiene su origen en la Mecénica y como tal, también
goza de numerosas aplicaciones en Fisica, Ingenieria o incluso Economia, entre otras.
Véase, por ejemplo, [23] y [39].



Capitulo 2

Origenes historicos de la
Programacion no lineal

El Teorema de Kuhn-Tucker es el primer y principal resultado de toda una teoria que
se desarrollo a su alrededor y que dio lugar a la Programacion no lineal. Asi que analizan-
do el origen de este teorema, quedara de manifiesto el origen de la Programacién no lineal.

Cuando Kuhn y Tucker demostraron su teorema lanzaron la teoria de la Programacion
no lineal y la posterior investigacion en esta rama de la matematica. Sin embargo, en cierto
modo este teorema ya habia sido demostrado antes: en 1939 por W. Karush en su tesis
de fin de master que no fue publicada en su dia, en 1948 por F. John en un articulo
que fue rechazado por el Duke Mathematical Journal y, posiblemente algo antes por
Ostrogradsky y Farkas. En este capitulo se analizan los resultados que probaron cada uno
de estos matematicos teniendo en cuenta el campo de la matematica a la que pertenecian
y donde se consideraron una contribucién. En el camino se discutiran preguntas como si el
Teorema de Kuhn y Tucker debe ser considerado un descubrimiento multiple y porqué las
tres apariciones del mencionado teorema supusieron reacciones tan distintas por parte de
la comunidad matematica del momento. La importancia del contexto social y matematico
estard presente, asi como la influencia de la Investigacion operativa (10) y el papel jugado
por la Oficina de Investigacion Naval (OIN).

2.1. Introducciéon

En el verano de 1950, en el Sequndo Simposio de Berkeley (California) sobre matemati-
ca estadistica y probabilidad, un reconocido topélogo de Princeton, Albert W. Tucker,
di6 una conferencia bajo el titulo Programacion no lineal, basada en un trabajo conjunto
con Harold. W. Kuhn, quien acababa de terminar su tesis doctoral en la Universidad de
Princeton. El trabajo de Kuhn y Tucker fue publicado tras la conferencia con el nombre
de Programacion no lineal. Esta fue la primera vez que el nombre de “programacion no
lineal” aparecia en la literatura matematica. En el trabajo, Kuhn y Tucker introducen
un problema de Programacion no lineal y prueban el principal teorema de esta teoria
(el conocido Teorema de Kuhn-Tucker), que proporciona condiciones necesarias para la
existencia de una solucién 6ptima para un problema de Programacion no lineal.

33
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El resultado se popularizé casi de inmediato y, no mucho més tarde de su publicacién,
la gente empezd a referirse a él como el Teorema de Kuhn-Tucker, pero aparentemen-
te Kuhn y Tucker no fueron los primeros mateméticos en demostrarlo. William Karush
demostrd el mismo teorema en 1939 en su tesis de fin de méster por la Universidad de
Chicago y Fritz John obtuvo (casi) el mismo resultado en un articulo publicado en 1948
para una recopilacién de tratados con motivo del 60° cumpleanos del mateméatico aleman
Richard Courant. En la actualidad, se suele referir al teorema como el Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker, para asi reconocer el trabajo de Karush, a pesar de que cuando él entrego
su tesis de fin de master en diciembre de 1939, ésta no fue publicada, nadie le animé a
hacerlo y, en general, no parecia ser muy interesante o atractiva para los matematicos de
aquella época. El articulo de F. John fue escrito sélo dos anos antes que el de Kuhn y Tuc-
ker. John intenté publicarlo en el Duke Mathematics Journal pero rechazaron su articulo.
Es chocante que sélo dos anos después cuando surge el Teorema de Kuhn y Tucker, éste
fuera reconocido, adquiriendo fama enseguida y dando lugar al posterior desarrollo de una
nueva area de investigacion matematica.

Obviamente, esto hace que nos planteemos las siguientes preguntas: ; Realmente eran
el mismo resultado? ;Es justo hablar de un descubrimiento multiple? ;Por qué la comu-
nidad matematica reaccioné de manera tan diferente en los tres casos? ;Por qué no paso
absolutamente nada en los dos primeros casos? O mejor dicho, ;Por qué el Teorema de
Kuhn y Tucker tuvo ese impacto tan grande en la comunidad matemética del momen-
to?. Antes de seguir con el capitulo y responder estas preguntas sera conveniente resaltar
algunos prerrequisitos matematicos.

2.1.1. Prerrequisitos matematicos

A continuacion se explica de forma breve lo que se entiende por un problema de pro-
gramacion no lineal o un programa no lineal y se enuncia de manera precisa el mencionado
Teorema de Kuhn-Tucker.

Dados n,m € N, un problema de Programacién no lineal es un problema de opti-
mizacién finito-dimensional consistente en minimizar una determinada funcién (funcién
objetivo) f : 2 — R definida en un subconjunto 2 de R", siendo gy, ..., g, funciones reales
definidas en 2:

minimizar f(x) sujeto a
x=(x1,...,2,) €EQ

De manera andloga se puede considerar el problema de maximizar la funciéon f. Como
maximizar una funcion f es equivalente a minimizar la funcién — f vamos a restringirnos
unicamente al caso de minimizar. Enunciamos ya el Teorema de Kuhn-Tucker, que estu-
diaremos de forma precisa en el iltimo capitulo del trabajo, pero de momento, basta con
enunciarlo simplemente para tener una idea de sobre que trata.
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Teorema de Kuhn-Tucker. Dados n,m € N dos numeros naturales, 2 C R" un
subconjunto abierto y no vacio de R” y * € {2 un punto satisfaciendo todas las restricciones
de (P) y cumpliendo que los vectores gradientes Vg () de las restricciones con gx (@) = 0
son linealmente independientes para todo & = 1,...,m. Supongamos que las funciones
f, 91, .., gm son diferenciables en T y que T es un minimo local para el problema (P),
entonces existen escalares uy, ..., u,, € R (multiplicadores) tales que

V@) + > u V(@) =0 (2.1)
k=1

ukgk(i) =0 Vk= 1, ., m (2.2)

u, >0 Vk=1,...m (2.3)

El conjunto de estas tres condiciones necesarias para la existencia de minimo local
para (P) reciben el nombre de condiciones de Kuhn-Tucker. La condicién (2.1) estable-
ce que la correspondiente funcién lagrangiana ¢(Z,u) = f(T) + > -, uxgr(T) tiene un
punto critico en (Z,u). La condicién (2.2) establece que si g (@) # 0 entonces uy, = 0. La
condicién (2.3) establece que los multiplicadores han de ser no negativos.

En lo que sigue, se analizan ya los tres origenes tan diversos del Teorema de Kuhn-
Tucker, comenzando por el resultado obtenido por W. Karush, seguido del resultado de
F. John y terminando con el propio de Kuhn y Tucker.

2.2. El Teorema de Karush y el Calculo de variacio-
nes

En diciembre de 1939, William Karush (1917-1997) terminé sus estudios de méster
en Matematicas por la Universidad de Chicago. El titulo de su tesis de fin de master
fue Minima of Functions of Several Variables with Inequilities as Side Conditions [25].
Actualmente, dirfamos que tal problema de optimizacion pertenece al campo de la Pro-
gramacion no lineal, pero esta area no existia ain en aquellos tiempos. Asi que, debemos
profundizar més en la tesis de Karush y el ambiente que le rodeaba para lograr determinar
el campo de la matematica a la que pertenecia y en el cual se consider6 una contribucion.
Dicha tesis fue supervisada por el profesor Lawrence M. Graves y en la introduccion de
su tesis, Karush senala la motivacién de su trabajo escribiendo lo siguiente:

El problema de determinar condiciones necesarias y suficientes para la exis-
tencia de un minimo local de una funcién f = f(z1,...,x,) sobre el conjunto de
puntos & = (1, ..., ) que verifican las ecuaciones go(x) =0 conaw =1,....,m
y donde las funciones f y go (o =1,...,m) tienen derivadas continuas de, al
menos, sequndo orden, ha sido satisfactoriamente tratado [31]. Este articulo
[la tesis de Karush] se propone extender el correspondiente problema a la clase
de puntos x verificando las desigualdades g,(x) > 0 para o = 1,...,m donde
m puede ser menor, igual 0 mayor que n
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El problema que Graves le propuso a Karush para su tesis surge de un intento de
extender el trabajo sobre Célculo de variaciones de Gilbert A. Bliss [31], quien fue jefe
del departamento de matematicas en la Universidad de Chicago, a un caso mas general.
Consecuentemente, las raices del problema que Karush presentd en su tesis se escondian
en el Célculo de variaciones, un campo de la matematica intimamente relacionado con el
departamento de matematicas en Chicago.

En aquella época, el departamento de matematicas de la Universidad de Chicago,
fundado con la apertura de la misma en 1892, estaba dirigido por E. H. Moore (1862-
1932) junto con G. O. Bolza (1857-1936) y H. Maschke (1853-1903), quienes crearon un
ambiente matematico que condujo al departamento a ser uno de los mas influyentes en
matematicas en USA. Fue, precisamente, Bolza quien se interesé obsesionadamente por el
Célculo de variaciones, llegando a crear un grupo sélido y amplio de investigacién en este
campo, conocido como La Escuela de Chicago en cdlculo de variaciones, o simplemente, la
Escuela de Chicago. Bolza fue un buen director de tesis y a menudo guiaba a sus alumnos
para que acabasen trabajando en la rama de las matematicas en la que él investigaba.
La Escuela de Chicago fue el resultado de numerosas tutorias y seminarios por parte de
Bolza con sus propios alumnos sobre temas de Célculo de variaciones. La mayoria de estos
estudiantes acabaron realizando sus tesis bajo la supervision de Bolza que, como era de
esperar, trataba sobre el Calculo de variaciones, donde Bolza era considerado un gran
investigador. Bolza se interes6 en este campo a través de una conferencia de Weiertrass
en 1879.

En 1908, Maschke fallecié y dos anos después Bolza regresé a Alemania, su pais natal.
Chicago perdid, asi, dos de sus lideres matematicos, lo que derivd en un declive en la
reputacién del departamento que supuso la llegada a éste de un “nuevo equipo” formado
por Bliss, Dickson y Wliczynski. Entre 1927 y 1941, el nuevo departamento y sobretodo
Bliss, que fue alumno de Bolza, continuaron con la tradicion de los anteriores lideres y se
caracterizé por un intenso estudio en Célculo de variaciones que ocupé la mayor parte de
la investigacién matematica en Chicago. De hecho, en el periodo de 10 anos comprendido
entre 1927 y 1937, Bliss dirigi6 35 tesis doctorales, de las cuales 34 pertenecian al Célculo
de variaciones.

Como estudiante en Chicago, Karush fue producto de esta tradiciéon y su tesis de
master debe ser analizada y discutida en este contexto. El objetivo de su tesis era de-
terminar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de minimo local de una
funcién f(z1, ..., z,) en el conjunto de puntos (x1, ..., z,) que satisfacen las desigualdades
gi(x) > 0,...,gm(x) > 0, donde se exigia una cierta regularidad a las funciones involu-
cradas f y g1, ..., gm. Karush llevé a cabo su trabajo en 1939 mientras que la Escuela de
Chicago se centraba en problemas de Calculo variacional con restricciones de desigualdad,
esto es, problemas del tipo minimizar o maximizar el funcional

en el conjunto D = {¢ € C(I) : p(a) = A,p(b) = B}, donde I = [a,b] C R es un
intervalo cerrado no trivial, D C R? es un dominio de R* y F': I x D — R es una funcién
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conocida.

Asi pues, el trabajo de Karush se concibié como una versién finito-dimensional de tales
problemas y que, por consiguiente, carecia de interés. Sin embargo, Karush no interpretd
su trabajo como un caso finito-dimensional de los problemas infinito-dimensionales que se
trataban en el Célculo de variaciones y que realmente eran los que llamaban la atencién,
sino como una extension del articulo de Bliss, publicado el ano anterior. Desde media-
dos de los anos 30, Bliss se habia interesado en unas propiedades llamadas normalidad y
anormalidad para la curva que minimiza una cierta funcién condicionada a restricciones
de igualdad. El objetivo del articulo de Bliss, el cual Karush us6 como punto de partida
en su tesis, era como dijo el propio Bliss “analizar mas especificamente de lo hecho hasta
entonces el significado de normalidad y anormalidad en el Cdlculo de variaciones. Para
hacer esto, hago incapié en el articulo [31] en el significado de normalidad y anormalidad
para el problema del minimo local de una funcion de un finito nimero de variables”.

El resultado de Karush, relacionado con el Teorema de Kuhn-Tucker, se enuncia y se
demuestra en la tercera parte de su tesis. En ella, Karush estudia el minimo de una funcion
f(x) sujeto a las condiciones g;(x) > 0, ..., g (x) > 0, donde tanto f como gy, ..., g, son
de clase C! en un entorno de un punto x° € Q. Pero antes de demostrar el Teorema de
Kuhn-Tucker, Karush mostré una versiéon de éste menos restrictiva:

Si f(x°) es un minimo, entonces existen multiplicadores ly y I, no todos cero tal que

las derivadas g—i, o ngi de la funcion F(x) = lof(x) + laga(x) se anulan en x°

Hay que mencionar que aqui, Karush utiliza el criterio de sumacion de Einstein, es
decir, logq() significa Yo', loga(z).

Notese que no hay restriccion para el signo de los multiplicadores. Ademas, el multi-
plicador [y, asociado a la funcién objetivo, puede tomar el valor 0. En este caso, Karush
denominaba al punto x°, punto anormal. Para evitar el caso anormal, se necesitaban
asumir algunas condiciones adicionales sobre la funcién f y las funciones gy, ..., g (la
constraint qualification como mas tarde la denominaron Kuhn y Tucker). Karush estable-
ci6 tales condiciones, introduciendo los conceptos de direccion admisible, curva admisible
y punto normal.

Por direccién admisible, Karush entendia un vector no nulo A = (Ay,..., A\,) que re-
suelve el sistema de desigualdades

aw(a;")Ai >0 VYj=1,...m

i=1

En otras palabras, él consideraba al vector A # 0 una direccién admisible si la deri-
vadas direccionales de las funciones gy, ..., g,, en la direcciéon de A eran no negativas, lo
que significa que “uno permanece”’ en la zona factible si “uno camina” desde z° en la
direccion de A.
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Fijado t, > 0, por curva admisible, Karush entendia un arco regular z;(t) (i =
1,..,n, 0 <t <tg) verificando g;(z;(t)) > 0 para todo j = 1,...,m y todo t € [0,%,]. Lo
que significa que “uno permanece” en la zona factible cuando “uno se mueve” a lo largo
del arco.

Por punto normal, Karush entendfa un punto z° satisfaciendo que la matriz jaco-
biana de g = (g1, ..., gm) tiene rango m o, lo que es lo mismo, los vectores gradientes
Va1 (z?), ..., Vg, (x°) son linealmente independientes.

Llegado a este punto, Karush formulé el Teorema de Kuhn-Tucker de la siguiente
manera:

Supongase que para cada direccion admisible A, existe una curva admisible
partiendo de x° en la direccion de X. Entonces una primera condicion necesa-
ria para que f(x®) sea un minimo de f es que existan multiplicadores I, < 0
tales que todas las derivadas g—i, e %—i de la funcion F = f 41,9, se anulen
en x°

donde por un arco z;(t) partiendo de x® en la direccién A, entendia que z;(0) = z¥ y
xi(0) = \; parai=1,...,n.

Su idea era usar el Lema de Farkas (véase [42]) para garantizar la existencia de multi-
plicadores no positivos. Ciertamente, el Teorema de Karush mencionado arriba se parece
bastante al teorema original de Kuhn-Tucker: deben existir multiplicadores (l,) tales que
la funcién F tiene un punto critico en . La condicién [,g,(x®) = 0 no aparece porque
Karush solo consideraba restricciones con g, (x®) = 0.

En 1975, Kuhn escribié una carta dirigida a Karush, reconociendo la prioridad de
éste sobre el resultado conocido por Teorema de Kuhn-Tucker. Con esto, queda claro que
Kuhn era consciente del trabajo de Karush. De hecho, en una publicacion suya posterior
menciona la tesis de Karush como un articulo clasico en el campo de la Programacion
no lineal que no fue publicado hasta la fecha. Esta publicacién de Kuhn, pone de ma-
nifiesto la interpretacion de la tesis de Karush como un articulo propio del campo de la
Programacion no lineal y no del Calculo de variaciones como fue visto en un principio y
que provocd que no se le diera la correspondiente importancia ni, mucho menos, que fuese
publicado.

Por otra parte, la reaccién de Tucker ante esta situacion fue similar a la de Kuhn.
Tucker quedé sorprendido ya que tuvo la oportunidad de conocer a Karush en persona
anos antes pero éste nunca le hablé sobre su descubrimiento. Tanto Kuhn como Tucker
estaban de acuerdo en que su resultado ya habia sido obtenido previamente (en concreto,
11 anos antes) por Karush y supieron reconocer su mérito. Los matematicos de la época
que se dedicaban a la Programacién no lineal no entendian como Karush no dio un paso al
frente reclamando prioridad o, al menos, reconocimiento. Karush, por su parte, se defendi6
dando la siguiente explicacién:
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Eso no responde a la prequnta de por qué no mencioné mi trabajo en los
prozximos anos cuando la Programacion no lineal se asento y florecio. La razon
de hacer esto paso por mi cabeza alguna vez que otra, pero me sentia bastante
timido y reservado sobre mi precoz trabajo y mo creo que tenga la enorme
necesidad de ser reconocido por ello. En cualquier caso, la tesis de master
permanecto olvidada hasta hace pocos anos cuando Hestenes me recomendo
echarle un vistazo otra vez para ver si no obtuvo su correspondiente lugar en la
historia... Asi que revisé de nuevo la tesis y su trabajo con Tucker. Conclui que
ustedes dos han explotado y desarrollado la materia mucho mas profundamente
que yo, que no habia justificacion para que yo anunciase al mundo: ‘[Mirad lo
que yo hice primero!’

Esta respuesta que dio Karush es totalmente correcta y sincera. El obtuvo un resultado
comparable con el de Kuhn y Tucker, pero no exploré la materia mas a fondo; incluso
su trabajo cay6 del lado del Calculo de variaciones, ni siquiera de la Programacion no
lineal. Bajo la direccion de Bliss, el departamento de matemaéticas de Chicago se convirtio
basicamente en un programa de investigacién sobre problemas muy concretos y definidos
del Calculo de variaciones, de manera que nadie estaba interesado en explorar las posibles
aplicaciones del resultado de Karush.

Figura 2.1: W. Karush, 1987

2.3. El Teorema de Fritz John: una contribuciéon a la
teoria de convexidad

La versién de F. John (1910-1994) del Teorema de Kuhn-Tucker aparecié en su tratado
Extremum Problems with Inequalities as Subsidiary Conditions [16], que fue publicado en
un volumen de textos matematicos con motivo de la celebracién del 60° cumpleanos del
matematico alemén Richard Courant en 1948.

John fue alumno de Courant en la Universidad de Gotinga donde realizé su tesis doc-
toral en 1933. Fue un gran matematico, llegando a trabajar para las Universidades de
Cambridge, Kentucky y New York. Cuenta con 101 publicaciones matematicas, que inclu-
yen libros, articulos y monografias y ha sido galardonado con varios premios. Aunque es
mayoritariamente conocido por su trabajo en ecuaciones diferenciales, también ha hecho
importantes contribuciones en Geometria. En el momento de la publicaciéon del volumen
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en honor a Courant, John trabajaba en teoria de convexidad. De hecho, méas de la mitad
de sus publicaciones hasta 1948 eran en esta rama de las matematicas y muchas de ellas
son consideradas hoy dia como textos clasicos dentro de esta teoria.

La intencion del articulo de John quedé reflejada en la introduccién del mismo donde
escribio lo siguiente:

Este articulo trata sobre una extension de la regla de los multiplicadores
de Lagrange, donde las condiciones son desigualdades en vez de igualdades.
Solamente se consideraran extremos de funciones diferenciables de un nimero
finito de variables

Al igual que Karush, John sélo esta interesado en el caso finito-dimensional aunque
mas adelante en el trabajo, John apunta algo mas lejos, diciendo lo siguiente

desde el punto de vista de las aplicaciones parece deseable extender el méto-
do usado aqui a casos donde las funciones involucradas no dependan de un
numero finito de variables independientes

Esta extensién del problema de la que John habla pertenece claramente al Céalculo de
variaciones. Es notable saber que, aparentemente, John no conocia la Escuela de Chicago
ni sus contribuciones a este tipo de problemas. Asi pues, ;cudl era el verdadero interés de
John con su articulo? La pregunta quedara resuelta mas adelante.

A continuacion, se expone un breve esquema de lo que John hizo en su trabajo. En su
articulo se diferencian dos partes: la primera parte trata sobre las condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de minimo y la segunda parte trata sobre dos aplicaciones
geométricas del resultado obtenido en la primera parte.

En la primera parte, John formul6 el resultado relacionado con el Teorema de Kuhn-
Tucker, que mas tarde seria reconocido como una versién méas débil de éste, como sigue:

Sea R un subconjunto de R™ y F(x) una funcién real definida en R. Con-
sideremos un subconjunto R' de R, el cual estd descrito por un sistema de
desigualdades con parametro y:

G(x,y) >0

donde G es una funcion definida para todo x de R y todos los valores del
pardmetro y. Asumamos que esos valores del parametro y varian en un con-
junto de puntos S en un espacio H. FEstamos interesados en las condiciones
que un punto ° de R’ tiene que verificar para que

M = F(z°) = min F(x)

TER/

Bajo ciertas condiciones de continuidad y diferenciabilidad, John fue capaz de demos-
trar el siguiente teorema:
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Sea % un punto interior de R y perteneciente al conjunto R’ de puntos de
R que satisfacen las restricciones G(x,y) > 0 para todo y € S. Sea
F(z°) = min F
(27) = min F(z)

entonces existe un conjunto finito de puntos y*,...,y* € S y nimeros
A1, ..., Ag mo todos nulos tales que

Gz y") =0 Vr=1,..,s
Ao ZO;)\I >0,...,/\s >0
0<s<n

y la funcion ¢(x) = MNF(x) — > 0_ \G(x,y") tiene un punto critico en x

La manera en la que John atacé el problema fue la misma que la de Karush, pero donde
Karush usaba el Lema de Farkas como su principal herramienta, John usé otros resul-
tados similares procedentes de la teoria de la convexidad con la que se sentia mas cémodo.

La formulacién del Teorema de John parece algo distinta a la correspondiente de Ka-
rush, pero las condiciones que aparecen son esencialmente las mismas que las de Kuhn y
Tucker. La diferencia reside en la apariciéon del parametro y y el conjunto paramétrico S
donde se mueve y, y el hecho de que el multiplicador asociado a la funcién objetivo F
puede ser cero (al igual que en la versién del Teorema de Karush). Esta tltima diferencia
es causada por el hecho de que en el Teorema de John no se impone la constraint qua-
lification (como dirfan Kuhn y Tucker) o la condicién de normalidad (como dirfa Karush).

En la segunda parte, que consiste en la aplicacién del resultado a dos problemas
geométricos, queda claro porqué John introduce el parametro y y el conjunto paramétrico
S. También se explica porque no consideré el problema incluyendo la constraint qualifica-
tion o la condicién de normalidad, que evitan que el multiplicador asociado a la funcién
objetivo sea nulo.

Las aplicaciones geométricas de su resultado tedrico trataban sobre la menor esfera
conteniendo un conjunto dado y sobre la elipsoide de menor volumen conteniendo un
conjunto dado. Mas concretamente, en la primera aplicacién, John consideré el siguiente
problema:

Sea S un subconjunto acotado de R™. Encontrar la
esfera de menor radio positivo que encierra a S

John no estaba interesado en la existencia de dicha esfera. Si se asume que el conjunto
acotado S contiene al menos dos puntos distintos, es bien claro que tal esfera existe.

Para poder usar su teorema, John caracterizé las esferas en R™ como puntos de R™*!,
x = (r1,...,Tmms1), donde (21, ...,x,) son las coordenadas de su centro y x,,.1 es la raiz
de su radio. Entonces, pudo reescribir el problema en cuestion como un problema de
optimizacién sujeto a restricciones de desigualdad en la siguiente forma
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Minimizar la funcion F(x) = x,41 sujeta a las restricciones
G(x,y) = Tmi1 — Z;Zl(xz —y;)? > 0 para todo y € S

La restriccién G garantiza que el minimo de F' se busca entre las esferas que contienen
a S. John usé un procedimiento similar en la segunda aplicacién sobre el elipsoide. En
ambos casos, sabia que el minimo existia, luego las condiciones necesarias de existencia
se cumplian y uso esas condiciones para obtener importantes propiedades de la minima
esfera y minimo elipsoide de las que dedujo mas adelante varias propiedades generales so-
bre conjuntos convexos y cerrados. En el fondo, su principal interés eran estos resultados
sobre conjuntos convexos y cerrados y no el resultado teérico de la primera parte, que era
una extension del Teorema de Lagrange.

Segin Kuhn, John debié haber revelado que obtuvo su teorema para después deducir
que

la frontera de un conjunto compacto S de R™ permanece entre dos elipsoides
homotopicas de radio menor o igual que n y que la elipsoide externa puede ser
la elipsoide de menor volumen conteniendo a S

Incluso pensando en el titulo e introduccién, John da la impresion de estar interesado
en problemas del Célculo de variaciones, su articulo debe verse como una aportaciéon a la
teoria de la convexidad donde ha hecho grandes contribuciones. La conclusion es que lo
que mas le preocupaba a John eran las aplicaciones del resultado tedrico de la primera
parte y los resultados sobre convexidad que se podian derivar de ellas.

Por otro lado, el teorema que demuestra Karush en su trabajo era importante en si
mismo. La finalidad del articulo era obtener condiciones necesarias para la existencia de
minimo o méximo. En cambio, en el trabajo de John, el teorema es usado unicamente
como herramienta para deducir resultados generales sobre conjuntos convexos. Estas apli-
caciones explican la formulacién con el pardmetro y y el conjunto paramétrico S de su
teorema. En cuanto a la carencia de la constraint qualification o condicion de normalidad,
se explica porque en ambas aplicaciones geométricas se verifica la constraint qualification
y no es necesario exigirla como hipdtesis en su resultado tedrico de la primera parte.

En [29], Kuhn escribe sobre el trabajo de John que estd muy cerca de unirse al rango
de textos clasicos y no publicados en nuestra materia pero, al igual que Karush, John no
concebid su trabajo dentro de la Programacion no lineal y por eso nunca reclamo prioridad
ni reconocimiento en este ambito.

Figura 2.2: F. John, 1987
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2.4. El Teorema de Kuhn y Tucker: una extensiéon de
la Programacion lineal

Albert W. Tucker nacié en Canadé en 1905 y fallecié en Princeton (New Jersey) en
1995, se gradud en matematicas en 1928 por la Universidad de Toronto y un ano después
empezd su tesis doctoral en la Universidad de Princeton. En 1932, finaliz6 su tesis doctoral
(sobre topologia) y dos afios més tarde se convirtié en profesor ayudante. En 1938 se hizo
profesor asociado, y finalmente en 1946, lleg6 a ser profesor titular. Fue considerado una
figura de importancia en investigacién matemaética que mantuvo en prestigio la Universi-
dad de Princeton durante los anos 30 y 40, siendo jefe del departamento de matematicas
entre 1953 y 1963 y se caracterizaba por ser buen profesor y tener una enorme influencia
sobre todos sus alumnos.

Harold W. Kuhn nacié en California en 1925 (20 anos més joven que Tucker) y fallecié
en Nueva York en 2014 y se gradué en Ciencias en 1947 por el Instituto de Tecnologia de
California. Mas adelante, se trasladé a Princeton donde escribié una tesis titulada Sub-
grup theorems for groups Presented by generators and Relations en 1950 [37]. Tras 7 anos,
contratado en Bryn Mawr College, Kuhn regresé a Princeton como profesor asociado y
estuvo en permanente contacto con los departamentos de matematicas y economia. Fue
intimo amigo del matematico y Premio Nobel en Economia, John F. Nash.

El objetivo principal del articulo de Kuhn y Tucker [27] era encontrar condiciones ne-
cesarias y suficientes para la existencia de solucién del siguiente problema de optimizacion
al que denominaron Problema del maximo:

Encontrar un punto x° que maximice g(x)
restringida por F(x) > 0 para € > 0

Aqui z° e Ry F = (f1, ..., fm) : R® — R™ es una aplicacién diferenciable, esto es,
F(x) es un vector de dimensién m de componentes fi(x),..., fr(x) que son funciones
diferenciables definidas para todo > 0 y ¢ es una funcién real, diferenciable y definida
para todo > 0.

Kuhn y Tucker se enfrentaron a este problema tomando el denominado Problema del
punto de silla como punto de partida. Este problema consistia en encontrar vectores no
negativos ° € R” y u® € R™ tales que

d(x,u’) < ¢(x%,u’) < p(z°,u) Va,u>0

donde ¢(x,u) es una aplicacién diferenciable de un n-vector de componentes z; > 0 y un
0 0 . .

m-vector de componentes u; > 0 y denotaron por ¢, @, los derivadas parciales de ¢ con

respecto a & y w evaluadas en ° y u?, respectivamente, es decir:

0 0 0 0
= (@) ge@) B (e )

y usaron la notacién ’ para denotar el vector transpuesto.
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El primer teorema que Kuhn y Tucker demuestran en su articulo trata sobre condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de solucion del Problema del punto de silla.
Ellos probaron que las condiciones

¢ <0, (@22 =0, x>0 (2.4)
¢ >0,  ((¢9),u%) =0, w’>0 (2.5)

son necesarias para que %, u® proporcionen una solucién del Problema del punto de silla.
Para la segunda parte de la cuestién, probaron que las condiciones (2.4) y (2.5) junto con
las condiciones

Pa, u’) <
o, u) >

(
(

H(x°, u®) +
o(x°,u®) + ((¢3), u — u®) (2.7)

para todo @, u > 0 son suficientes.

Una vez llegados a este punto y equipados con estas condiciones, Kuhn y Tucker
enunciaron su teorema de la siguiente manera:

Para que x° sea una solucion del Problema del mdzimo es necesario que

x° y u® verifiquen las condiciones (2.4) y (2.5) para ¢(x,u) = g(x) + (v, F(x))

Nétese que si se afiade la condiciéon ° > 0 como restriccién, entonces la primera y la
ultima desigualdad de (2.4) implican que la funcién lagrangiana ¢ tiene un punto critico
en (2% u). La segunda condicién en (2.4) asegura que los multiplicadores asociados con las
componentes no vinculadas de 2% son iguales a cero. La primera condicién en (2.5) asegura,
que 22 es un punto factible, la segunda que los multiplicadores asociados a restricciones no

vinculadas son iguales a cero y la tltima es la restriccion del signo para los multiplicadores.

Estas condiciones se conocieron mas tarde como condiciones de Kuhn y Tucker,
y constituyen uno de los resultados fundamentales en la teoria matematica de la Progra-
macion no lineal.

En realidad, la primera vez que Kuhn y Tucker anunciaron su teorema no fue en el
Simposio de Berkeley sino unos meses antes en un seminario que tuvo lugar en RAND
Corporation en mayo de 1950. Entre el ptblico que asistid, se encontraba C. B. Tompkins,
quien presento un contraejemplo a su teorema y es que el resultado no podia descartar el
caso en el que no se da la condiciéon de normalidad, como lo hubiese llamado Karush. Kuhn
y Tucker regresaron al trabajo y se percataron de que necesitaban ciertas condiciones de
regularidad sobre las funciones restricciones. Esto les llevé a introducir la constraint quali-
fication. La constraint qualification que ellos emplearon en su articulo fue la misma que la
de Karush: a cada x° de la frontera del conjunto determinado por las restricciones y a ca-
da vector diferencial da para las cuales las derivadas direccionales de las correspondientes
restricciones en la direccién de dx son no negativas, les corresponden un arco diferencia-
ble & = a(f), 0 < 6 < 1, contenido en el conjunto de las restricciones con ° = a(0) y
un escalar postivo A tal que /(°) = Adz. En la actualidad, las constraint qualification
mas comunes con las que uno tropieza al sumergirse en la Programacion no lineal son la
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regularidad o la superconsistencia (también denominada condicion de Slater), las cuales
son definidas en el tercer capitulo del trabajo. No obstante, éstas no son las inicas que hay.

Como Kuhn y Tucker senalaron en su escrito, puede parecer artificial introducir las
condiciones (2.6) y (2.7) que tienen lugar para la suficiencia del Problema del punto
de silla; pero estas condiciones son satisfechas si ¢(x,u®) es una funcién céncava de
xy ¢(x® u) es una funcién convexa de u. Para obtener una total equivalencia entre
las soluciones del problema del méaximo y el Problema del punto de silla entonces se
requiere que las funciones involucradas g, fi, ..., f;, sean concavas y diferenciables. Con
esta hipotesis extra, ellos probaron que

% es una solucion del Problema del mdzimo si, y sélo si, ° y algin u® proporcionan

una solucion del Problema del punto de silla para ¢(x,u) = g(x) + (u', F(x))

Obviamente, la formulacion del teorema por parte de Kuhn y Tucker es muy distinta a
la de Karush y John, los cuales no consideraron el Problema del punto de silla. Pero, ;por
qué Kuhn y Tucker introducen el Problema del punto de silla como punto de partida para
formular su teorema? y ;por qué buscan una equivalencia entre el problema del maximo
y el Problema del punto de silla?

La cooperacion entre Kuhn y Tucker comenzé dos anos antes en 1948, cuando exami-
naron la relacion existente entre teoria de juegos y la Programacion lineal que habia sido
desarrollada principalmente por George B. Dantzig para la US Air Force. Tucker, que era
aun un estudiante, trabajé junto con otro companero suyo David Gale, y ambos formula-
ron el problema dual para un programa lineal general (véase la dltima seccién del trabajo
para mas informacién sobre Programacién lineal) e hicieron notar la relacién con la teoria
de juegos. Ambos presentaron su descubrimiento en una conferencia que tuvo lugar en
Chicago en junio de 1949. Pero entonces, Tucker sigui6é profundizando en el tema y resol-
vi6é un problema subyacente de minimizacién sobre la pérdida de calor. Segin Kuhn, esto
le permitié a Tucker familiarizarse con la regla de los multiplicadores de Lagrange, usada
para problemas de optimizacion bajo restricciones de igualdad, y plantearse extender di-
cha regla para adaptarla a problemas de optimizacion bajo restricciones de desigualdad.

Tucker escribié a Gale y Kuhn para continuar la investigacién en esa direccién. Gale
rechazé la oferta pero Kuhn aceptd. Asi que Kuhn y Tucker empezaron a trabajar con el
proposito de extender el resultado dual de Programacién lineal a Programacion cuadrati-
ca, esto es, a problemas de optimizacién donde las funciones involucradas tienen forma
cuadratica, mediante el clasico método de los multiplicadores de Lagrange.

Asi pues, para resolver el problema de Programacién lineal de maximizar la funcion
g(x) = > ¢ con ¢; € Ry donde x4, ..., x, son n variables reales sujetas a m + n las
desigualdades lineales,

fj($> = bj — Zajixi Z 0, Z; 2 0

Kuhn y Tucker formaron la correspondiente funcion lagrangiana
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(;S(w,'u) :g(m>+zujfj<m)7 u; eR

y notaron que £° = (z9,...,2%) maximizard g bajo las restricciones dadas si, y sélo si,
existe un vector u® = (uf,...,ud) € R™ con componentes no negativas tal que (x°, u?)

es un punto de silla para la funcién lagrangiana ¢(x, u).

En conclusién, un problema de Programacion lineal tiene solucién si, y solo si, la co-
rrespondiente funcién lagrangiana tiene un punto de silla. Ademas, este punto de silla
constituye una soluciéon no solo para el problema de Programacion lineal sino también
para el problema dual.

Considerando ahora que Kuhn y Tucker estaban buscando una forma de extender
el Teorema dual para Programacién lineal a casos mas generales, parece perfectamente
natural tomar el punto de silla para la funcién lagrangiana como punto de partida.

Figura 2.3: Kuhn (dcha.) y Tucker (izq.) en 1980

2.5. El aspecto de un descubrimiento miiltiple

A parte de Karush, John y Kuhn y Tucker, también se le atribuye el resultado al
matematico ruso M. Ostrogradsky (1801-1862) y al matematico hingaro J. Farkas (1847-
1930). En [19], se discute la posibilidad de que el resultado de Kuhn y Tucker no es mas
que un redescubrimiento independiente de un teorema obtenido por Ostrogradsky en un
articulo leido para la Academia francesa en 1834 y publicado 4 afios después. En [32], se
da un repaso a toda la teoria de optimizacién desarrollada hasta 1980 y, de nuevo, se da
por hecho que las condiciones de Kuhn—Tucker aparecen por primera vez en la literatura
matematica en los trabajos de Ostrogradsky y Farkas.

Por el contrario, la comunidad matematica no atribuye el Teorema de Kuhn y Tucker
a Ostrogradsky y Farkas. En cambio, si que se consideran los trabajos de Karush y John
como articulos pertenecientes a la Programacion no lineal y en la mayoria de libros de
texto y articulos relacionados con el tema, otorgan el resultado a Karush, Kuhn y Tucker.
Todo parece indicar que nos encontramos ante un descubrimiento multiple. El Teorema
de Kuhn y Tucker es a menudo renombrado como el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.
También hay una version del teorema conocida como Teorema de Fritz John [30].
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Lo que es particularmente confuso es que las apariciones de los resultados de Karush,
John y Kuhn y Tucker, que mas tarde la comunidad matematica consider6 como el mismo
(o casi el mismo, en el caso de John) y que fueron desarrollados con una diferencia de 11
anos, fueran recibidos de manera tan distinta.

Los respectivos trabajos de Ostrogradsky y Farkas no tuvieron influencia directa en el
desarrollo de la Programacién no lineal, de hecho ellos se centraban mas en la teoria de
desigualdades. Ambos dedujeron el resultado en un ambito de la Mecanica analitica, cosa
que no es de extranar pues tanto John como Kuhn y Tucker mencionaron explicitamente
que sus trabajos, de una forma u otra, estaban conectados con el método de los multipli-
cadores de Lagrange. John escribid, directamente, en la introduccion que el proposito de
su trabajo era extender este método a problemas con restricciones de desigualdad. Tucker
asocié la Programacion no lineal con las Leyes de Kirchoff en circuitos eléctricos y tuvo la
idea de que quizas el método de los multiplicadores de Lagrange podia adaptarse al caso
de restricciones de desigualdad. Es mas, el propio Lagrange desarrollo su método en 1788
como un método para encontrar el punto de equilibrio en sistemas mecanicos y senten-
cio las bases sobre su teoria de equilibrio en lo que ahora es conocido como el Principio
del trabajo virtual y que tomé como axioma. Para més informacién sobre la relacion del
método de Lagrange con la Mecanica y la obtencién de los resultados de Ostrodgrasky y
Farkas véase la seccién 5 de [2].

Una de las figuras centrales en la literatura de los descubrimientos multiples en ciencias
es Robert K. Merton. La teoria de Merton se basa en diez puntos que le sirven para con-
cluir si determinados resultados aparentemente debidos a un tnico matemaético se deben
considerar miultiples y segin Merton, el Teorema de Khun-Tucker es un descubrimiento
triple. De hecho, para Merton la gran mayoria de descubrimientos cientificos son poten-
cialmente multiples.

La teoria de Merton no ha sobrevivido sin ser discutida. En contraposicién se encuen-
tra Don Patinkin, quien critico el criterio de Merton sobre descubrimientos muiltiples en
Ciencia. Patinkin se basa en solo dos puntos a distinguir para diferenciar descubrimien-
tos multiples y no multiples. Patinkin afirma que muchos resultados atribuidos a varios
cientificos son en realidad debidos a uno sélo. Pero por sorpresa, su criterio también da
como resultado que el Teorema de Kuhn-Tucker es un descubrimiento triple... parece ser
que en este caso nadie duda: el teorema es un hallazgo triple por parte de Karush, Kuhn
y Tucker y lo correcto y justo es referirse a él como el Teorema de Karush-Kuhn-
Tucker, escribiendo el apellido Karush en primer lugar, pues este lo descubrié 11 anos
antes que Kuhn y Tucker.

2.6. La importancia del contexto histérico

En esta seccidn, se tratard sobre el contexto matematico y social en el que nacié el
Teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Como ya ha quedado reflejado, los matematicos de hoy
en dia conciben los resultados de Karush y Kuhn-Tucker como el mismo y el resultado
de John como una variante de éste. En un contexto matematico, los tres resultados son
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analizados ignorando las diferencias obvias y centrandose exclusivamente en las similitu-
des y la comunidad matematica ve los tres teoremas independientemente del contexto en
el que fueron desarrollados. Un andlisis que, por el contrario, se centre en las diferencias
en las tres formulaciones del resultado y tenga en cuenta el contexto de las ramas de
la matematica donde fueron desarrollados puede proporcionar una explicacién sobre las
diferentes influencias en el desarrollo matematico y en la recepcién que tuvieron estos tres
teoremas en la comunidad matemaética.

Para comprender la fama y reconocimiento casi instantaneo que tuvo el trabajo de
Kuhn y Tucker uno debe entender su origen en Matematica aplicada y la importancia
de la organizacién posguerra de la ciencia en US, ambos consecuencias de la 2* Guerra
Mundial.

Introduccién. Antes de la Segunda Guerra Mundial, la Matematica aplicada no tenia
buena reputacién entre los matematicos en US. Desde principios del siglo XX, este pais
fue testigo de un crecimiento abultado en la comunidad de matemaéticos. El tipo de in-
vestigacion que perseguian los matematicos era principalmente en lo que se conocia como
Matematica pura. Tan solo un reducido niimero de matematicos se dedicaban a la Ma-
tematica aplicada. En ambientes académicos habia una jerarquia entre matematicos vy,
en general, los que se dedicaban a la Matematica aplicada no estaban clasificados en
posiciones muy altas, pero esta situacion cambié a raiz de la Segunda Guerra Mundial.
Durante este periodo una enorme cantidad de cientificos formaron parte del esfuerzo que
trajo consigo la guerra. Muchos de ellos fueron contratados directamente por las Fuerzas
armadas y la mayoria se organizaron por medio de la Oficina de Investigacion Cientifica
y Desarrollo (OICD) que fue fundada en mayo de 1941, liderada por Vannevar Bush y
financiada por el Congreso. Pero no fue hasta 1943, ano en el cual el Comité de Ma-
temdtica Aplicada (CMA) se cre6 como una suborganizacién dentro de OICD, cuando los
matematicos se involucraron en gran medida con la guerra. Los matematicos organizados
a través de CMA trabajaron bajo contrato y esto supuso el lazo entre las Fuerzas armadas
y las matematicas. Esta actividad durante la guerra sirvié para estimular la implicacién
de los matematicos profesionales en la resolucion de problemas de Matematica aplica-
da y en algunos casos estos problemas supusieron la aparicion de nuevas disciplinas en
matematicas.

El problema de programacién de las Fuerzas armadas. El trabajo y esfuerzo sobre
lo que se convertiria en Programacién lineal comenz6 en la guerra. El principal responsable
de esto fue George B. Dantzig que fue contratado en 1941 por las Fuerzas armadas para
trabajar en los llamados métodos de planificacion de programas (una herramienta de las
Fuerzas armadas para llevar a cabo enormes planteamientos logisticos).

El apoyo cientifico de la posguerra. El fin a la guerra significé el fin de OICD.
La organizacion de Bush fue una organizacion de emergencia y desde un principio se vié
que la OICD iba a desaparecer al terminar la guerra y habia una idea comtun de que los
cientificos regresarian a sus respectivos deberes en universidades. También habia una fuer-
te creencia de que América debia ser fuerte cientificamente para ser fuerte militarmente.
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Mucha gente estaba concienciada sobre la intensa relacion entre la ciencia y el ejército.
Es més, por peticién del presidente Roosevelt, Bush preparé un plan para la organizacion
de la investigacion posguerra en 1945. Roosevelt enfatizé la necesidad de una agencia
independiente, establecida por ley y dedicada a la investigacién militar. En su informe
The endless frontier, Bush pidi6 un suministro de dinero por parte del gobierno para la
investigacion en las universidades e industrias. Bush queria que el gobierno apoyase la
investigacion bésica sin necesidad de contentar al ejército. La idea de Bush era establecer
una fundacién (National Science Foundation) consciente de la importancia de la investi-
gacion en universidades e industrias pero llevé su tiempo crear tal fundacién. Entre tanto,
la Marina fundé la Oficina de Investigacién Naval (OIN) con el propédsito de continuar
las practicas de investigacién establecidas por OICD.

Hacia la Programacion lineal. Las diferentes secciones militares también contrataron
cientificos por su propia cuenta. Dantzig fue otra vez contratado por las Fuerzas aéreas
donde trabajo desde 1946 hasta 1952 como asesor matematico para el cuartel general de
la Fuerza Aérea de los Estados Unidos. La tarea para lo que fue contratado era desarrollar
una especie de “maquina analdgica” que recibiese cualquier tipo de ecuaciones, reglas o
datos y usara estos para generar un plan o programa consistente para las Fuerzas aéreas.
No obstante, esta primera idea de maquina analdgica fue rechazada y el trabajo se volco
hacia lo que hoy llamamos Programacién lineal. En la primavera de 1947, las Fuerzas
aéreas establecieron el proyecto SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs)
donde Dantzig, Wood y Geisler fueron las principales figuras. El objetivo de este proyec-
to era doble: la construccion un modelo matematico para el problema de Programacion
lineal y el desarrollo y construccién de ordenadores potentes capaces de realizar los calcu-
los necesarios para ello. El modelo acabd con lo que se refleja en el siguiente problema
matematico: minimizar una funcién lineal sujeta a ecuaciones e inecuaciones lineales.
Originalmente, Dantzig lo denominé Programacion en estructura lineal y desarrolld el
método simplex, un método iterativo para obtener la soluciéon 6ptima en problemas de
Programacion lineal [22]. Para més informacién sobre el origen de la Programacion lineal
véase [22].

La participacién de John Von Neumann. Dantzig recibio el consejo de ponerse en
contacto con el economista T. C. Koopmans y el matematico J. V. Neumann. Koopmans
se esforzé mucho para introducir la Programacion lineal, especialmente a economistas,
pero fue la intervencion de Neumann la crucial para el desarrollo posterior.

Neumann estaba involucrado con casi todo lo relacionado con matematicas que aparecié
durante la guerra, fue miembro de algunas Asesorias de Ciencia Militar extranjeras y
tuvo numerosos trabajos de consulta militar. En octubre de 1947, conocié a Dantzig en
Princeton, fue la primera vez que Neumann ofa hablar sobre Programacion lineal y fue
capaz de intuir la relacién con la teoria de juegos. En 1944, publicé su libro Theory
of Games and FEconomic Behavior junto con el economista austriaco-americano Oskar
Morgenstern. Ambos modelos (el modelo de Programacion lineal y el modelo de teoria
de juegos) pueden ser formulados a través de desigualdades lineales. Segin Dantzig, en
ese encuentro Neumann mostré que un juego bipersonal de suma cero se puede reducir
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a un problema de Programacién lineal y conjeturé la relacién inversa!. El interés de
Neumann se recogi6 en una nota que escribié en noviembre de 1947, [13]. En ella trabajé
en un problema de maximos de Programacién lineal sujeto a restricciones lineales de
desigualdad:

maximizar (a,x)

sujetoa cA<a y >0

donde a y « son vectores n-dimensionales, A es una matriz n X m y a es un vector
m-dimensional. Neumann estuvo apunto de demostrar (apunto porque usé una version
incorrecta del Lema de Farkas) que si existe un valor méximo finito en un punto g,
verificando las restricciones £gA < o y xg > 0, entonces existe un vector m-dimensional
€ tal que A > ay (a,z) > (€, ). Ademds, este vector € minimiza la funcién lineal
(&€, ). Asi, el resultado en esta nota de Neumann se puede interpretar como el Teorema
dual para Programacion lineal 18. Neumann no establecié esta conclusion ni formulé el
problema dual, lo que si hizo fue introducir las llamadas hoy en dia wvariables duales,
aunque €l no las llamé asi. De esta nota no puede decidirse si Neumann estaba realmente
preocupado por la relacion entre el problema primario y dual. En cualquier caso, esta nota
es la primera senal del desarrollo de la Programacién lineal en una teoria matematica.
Neumann supuso una enorme influencia en acelerar todo este proceso.

La divisién matematica de OIN. El trabajo de Kuhn y Tucker, el cual es consecuen-
cia directa de estas circunstancias, tuvo lugar bajo el contrato con la matemaética de la
divisiéon de OIN. A Mina Rees, una persona muy influyente en matematicas, que trabajé
como asistente técnico para Warren Weaver (el lider de CMA), se le pidid, justo después
de la guerra, instalar un programa de fines matematicos. Incluso sabiendo que ella du-
daba del éxito de este programa, tomé el liderazgo porque consideraba extremadamente
importante para el prospero desarrollo en US estar activamente involucrada en el progra-
ma de OIN. El programa que prepard para la OIN era uno que ella ya habia analizado
con la mayoria de lideres matemaéticos de entre los departamentos del pais. Realmente,
estaba preocupada en si dicho programa reflejaria lo que los matematicos consideran que
ayudaria y beneficiaria realmente a las matematicas. La pregunta era, por supuesto, si
la Marina apoyaria la investigacion bésica y especifica en Matematicas puras sin ningtin
efecto a cambio hacia la Marina.

Rees queria que el programa reforzara la investigacion matemética en USA y que no frag-
mentara el campo. En 1948, el departamento de matematicas de la OIN ya habia estado
funcionado algo mas de un ano y Rees anuncié que la filosofia que ha determinado los pro-
yectos de investigacion matemdtica patrocinados por OIN es respaldada. Rees enfatizd que
la investigacion basica en matematicas debia considerarse importante y estaba recibiendo
financiaciéon de OIN. Al final, cuando llegé el dinero, todo acabd con que un 80% del
gasto total fue a parar a investigacion en Matematica aplicada, matematica estadistica,
analisis numérico y computacion.

'Un juego bipersonal de suma cero es un juego para dos jugadores en el que cada uno tiene que
escoger entre unas acciones dictadas a cada turno y la pérdida de un jugador supone el beneficio de su
contrincante.
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El apoyo de OIN. La expectativa de los métodos de planificacion de programas que
la Fuerza Aérea estaba desarrollando eran notables. En la primavera de 1948, Dantzig
viajo a Princeton, en nombre de OIN, para encontrarse con Neumann y discutir las po-
sibilidades para un proyecto universitario sobre Programacion lineal y su relacion con la
teoria de juegos financiado por OIN. Durante esta visita, Dantzig conocié a Tucker y le
introdujo brevemente en la Programacion lineal. Tucker coment6 la posible relacién con
las Leyes de Kirchoff y contacté con OIN unos dias después preguntando si él encajaria
en tal proyecto matematico.

Hasta el momento Tucker, que solo habia dedicado su tiempo de investigacion en Topo-
logia, acepté convertirse en uno de los principales investigadores lo que cambié totalmente
la direccion de sus investigaciones. Lo mismo ocurié con Kuhn, quien por el momento es-
taba acabando una tesis doctoral sobre teoria de grupos. En el verano de 1948, Kuhn
llamé a Tucker preguntando por algiin trabajo veraniego y Tucker le contratd, junto con
David Gale, para trabajar en el proyecto de OIN. Ellos tres presentaron los resultados
de sus trabajos en la primera conferencia sobre Programacién lineal que tuvo lugar en
Chicago en junio de 1949. El resultado mas destacado de entre todos fue el Teorema dual
para Programacion lineal. Tras esto, Kuhn y Tucker se comprometieron a fondo con el
proyecto. El teorema dual desperto el interés de ambos y entonces intentaron extender el
resultado a casos mas generales, lo que concluyé con el articulo de Programacién no lineal
y el Teorema de Kuhn-Tucker. Este trabajo fue también financiado por OIN.

Otro factor social también relacionado con el ejército fue el desarrollo de Investigacion
Operativa (10) durante la guerra y el asentamiento de IO como disciplina cientifica en
universidades tras la guerra. OIN jugd un papel importante en este proceso.

La Programacion lineal fue incorporada inmediatamente a la “caja de herramientas” de la
10, lo que significo que la IO también estaba preparada para “acoger” la Programacién no
lineal tan pronto como fuese desarrollada. De este modo, puede parecer que OIN tuvo una
influencia enorme en la creacién de una comunidad matematica haciendo Programacion
lineal y en esta comunidad era casi inevitable que el articulo de Programacién no lineal
de Kuhn y Tucker adquiriera popularidad inmediata y diera lugar a una nuevo campo de
investigacion.

Durante las primeras dos décadas de su existencia, la Programacién matemaética se esta-
blecié por si sola como una disciplina a través de conferencias, monografias y libros de
texto. En 1971, se cred la primera revista en el tema, Mathematical Programming y dos
anos mas tarde la Mathematical Programming Society.

2.7. Notas finales

El Teorema de Karush-Kuhn-Tucker ensena que un resultado matematico, en si mis-
mo, no siempre decide si producird una larga investigacion o no: el contexto social puede
también jugar un papel importante. La importancia de un resultado y su potencial pa-
ra estimular la investigacion en la correspondiente drea son determinados por el contexto
matematico y, en ocasiones, social en el cual es desarrollado. El resultado de Kuhn-Tucker
fue un resultado importante dentro de la disciplina matemética en la que Kuhn y Tucker
estaban trabajando; una disciplina que también recibié un enorme apoyo financiero. Este
no era el caso de las areas donde los articulos de Karush y John surgieron.
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El hecho de que Karush, John y Kuhn y Tucker recibieran todos reconocimiento por
el teorema en la comunidad cientifica de la Programacién no lineal se debe a la influencia
de third parties —un concepto introducido por Susan Cozzens en [36]. En su libro, Social
Control and Multiples Discoveries in Science: The Opiate Receptor Case, ella se centra en
cémo un descubrimiento acaba considerandose al tiempo como multiple y senala que, a
menudo, es debido a un after-the-fact process donde el caso se resuelve por la influencia de
third parties, es decir, miembros de la comunidad cientifica que no estan involucrados de
forma directa en el descubrimiento. A través de posteriores referencias y reconocimiento,
la third parties, establece (casi de manera involutaria e inconsciente) el descubrimiento
como multiple.

El lector puede consultar mas informacion sobre el origen y desarrollo de la Progra-
macién no lineal y, en especial, de su principal teorema en [2], [29] v [3].



Capitulo 3

El Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
y aplicaciones en Programacion
convexa

En este capitulo se exponen el enunciado y demostracién del teorema fundamental de
la Programacion no lineal: el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, que generaliza al ya co-
mentado Teorema de Lagrange del primer capitulo, y proporciona una condicién necesaria
de existencia de solucién de un problema de optimizacién. Ademads, se tratara también un
caso especial de programas: los programas convexos que tienen la peculiaridad de que la
condicion necesaria de existencia de solucion dada por el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
es también condicién suficiente. Finalmente, se ilustrara la aplicabilidad del mencionado
teorema con distintos ejemplos y se hara una introduccion breve a la Programacién lineal,
geométrica y cuadratica, que caen en el dominio de la Programacion convexa.

3.1. Programas con restricciones mixtas
Dados n, p, q € N tres niimeros naturales, un subconjunto no vacio 2 de R" y 14+p+q

funciones reales f, g1, ..., gp, h1, ..., hy de clase C* definidas en 2, los problemas que se van
a estudiar en este capitulo son los siguientes:

minimizar f(x) sujeto a maximizar f(x) sujeto a
g1(x) =0,...,g,(x) =0 (PM-) gi(x) =0,....9,(x) =0 (PMH)
hi(z) <0,...,hy(x) <0 hi(xz) <0,...,hy(x) <0

x e zc()

En lo que sigue, escribiremos (P M) para referirnos indistintamente a (PM ™) o (PM™).
La funcién f se denomina funcion objetivo del problema (PM) y las igualdades

{9i(z) = 0:49=1,..,p} y desigualdades {hj(z) < 0:j = 1,...,q} se denominan res-
tricciones de igualdad y desigualdad de (PM), respectivamente.

93
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Noétese que si ¢ = 0y p > 0, entonces el problema (PM) incluye solo restricciones
de igualdad y el clasico método de los multiplicadores de Lagrange aporta una condicion
necesaria de existencia de extremo local; si p = 0 y ¢ > 0, entonces el problema (PM)
incluye solo restricciones de desigualdad y el teorema original de Karush-Kuhn-Tucker
(que solo consideraba restricciones de desigualdad) aporta una condicién necesaria de
existencia de extremo local; y si p,q > 0, entonces el problema (PM) incluye ambas
restricciones y recibe el nombre de programa de restricciones miztas. El caso extremo
p = q¢ = 0 da lugar a un problema de optimizacién libre ya estudiado en el Capitulo 1.

Definicién 11 (Punto factible). Un punto factible para el problema (PM) es un punto
de Q0 que satisface todas las restricciones de (PM), es decir, un punto ° € Q tal que
gi(x®) =0y h;(2°) <0 para todoi=1,...pyj=1,..,q.

Definicién 12 (Regién factible). La region factible del problema (PM) es el conjunto
de todos los puntos factibles de (PM).

Definicién 13 (Problema consistente). El problema (PM) es un problema consistente
si la region factible de (PM) es no vacia, esto es, si existe (al menos) un punto en Q que
satisface todas las restricciones de (PM).

Definicién 14 (Solucién de (PM)). Un minimo (resp. mdximo) local para el problema
(PM™) (resp. (PM™)) es un minimo (resp. mdzimo) local para el problema de minimizar
(resp. mazimizar) [ en la region factible de (PM™) (resp. (PM™)) y una solucion de
(PM™) (resp. (PM™)) es un minimo (resp. mdzimo) global de f en la regidén factible de
(PM~™) (resp. (PM™)).

Definicién 15 (Restriccién activa e inactiva). Dado un punto factible ° € Q para el
problema (PM), una restriccion activa de (PM) en x° es una restriccion de (PM) que
se anula en ° y una restriccion inactiva de (PM) en x° es una restriccién de (PM)
que no se anula en x°. Evidentemente, las restricciones g; para i = 1,...,p son todas
activas en x° y las restricciones h; para j = 1,...,q son activas en x° si h;j(x°) =0 e
inactivas si hj(x®) < 0.

Definicién 16 (Punto regular). Un punto regular para el problema (PM) es un punto
factible ° € Q de (PM) verificando que el conjunto de vectores siguiente es linealmente
independiente

{Vgi(x°),Vh;(x®) e R" :i € {1,...,p},j € J(=°)}
donde J(x°) = {k € {1,...,q} : he(2®) = 0}. Equivalentemente, un punto factible para
(PM) es un punto regular para (PM) si el conjunto de vectores gradientes de las restric-
ciones activas de (PM) en x° es linealmente independiente.

Nota 6. Nétese que bajo las hipétesis del Teorema de Lagrange, el punto ° es reqular.

Para la definicién anterior conviene distinguir dos casos particulares:

» Caso sin restricciones (p = g = 0): en un problema sin restricciones todos los puntos
de €2 son regulares.

» Caso con restricciones de desigualdad (p = 0,q > 0): en un problema de restricciones
de desigualdad, el punto % € Q también es regular si J(x°) = 0.
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3.1.1. La demostracion de McShane y ejemplos

El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria para la existencia de minimo
local para el problema (PM™) y engloba los resultados de Lagrange y Karush, Kuhn-
Tucker y John. Como consecuencia de este teorema se deduciréd facilmente la correspon-
diente condicién de existencia de méximo local para el programa (PM™).

Teorema 9 (Karush-Kuhn-Tucker generalizado para (PM™)). Sean n,p,q € N tres
numeros naturales, & C R™ un subconjunto no vacio de R", f, g1, ..., gp, M1, ..., hy funcio-
nes reales de clase Ct en Q y x° € Q° un punto interior de Q y factible para el problema
(PM~™). Supongamos que x° es solucién del programa (PM™), entonces existen nimeros
reales Ao, A1; ..., Ap, [1, .-, ftg € R no todos nulos tales que

oDy f(x +Z)\Dkgl +ZMD,€ )=0 Vk=1,..,n (3.1)

Ademas,
i) Mo >0y p; >0 para todo j =1,....q.
i) Sije{l,...q} yh;(x°) <0, entonces u; = 0.
iii) Si x° es un punto reqular es posible tomar \g = 1.

Demostracidén. Sin pérdida de generalidad asumimos que x° = 0, que f(z%) = 0 y que
hi(x°) = 0,...,h (%) = 0, hq1(x?) <O, ..., hy(x®) < 0 para algin z € Ncon 1 < z < q.

Por ser % = 0 un punto interior de ), existe € > 0 tal que la bola abierta B(0,¢) de
centro el origen y radio € estd contenida en Q y es inmediato que la bola cerrada B(0, ¢;)
de centro el origen y radio €; = €/2 estd contenida en Q2. Por el Teorema de conservacién
del signo, existe e > 0 tal que las restricciones h; con j = z + 1,..., ¢ son negativas en
B(0,¢;). Sea ¢ = min{e;, €5}, entonces la bola Cerrada B(0, ¢) esté contenida en Q y las
restricciones h; para j = z + 1, ..., ¢ son negativas en B(O, €0)-

Lema 1. Para cada € > 0 con € < ¢y existe alguin N € N tal que

=1

f(x)+|z|*+N (Z gi(x)* + Z hj(:z:)2> >0  VaeS(e (3.2)

donde h (x) = méx {h;(x),0} para cada j =1,..,2 y S(e) = {x € R": [|z|| = €}.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que el enunciado es
falso:

Existe € € (0, ] de forma que a cada N € N le corresponde un punto n € S(€)
verificando (@) + [@n|? + N (X0, g:(@n)® + S5 b (@n)?) <0
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Tomamos una sucesién de nimeros naturales { N,, } nen creciente y tendiendo a infinito y
la sucesion de los correspondientes puntos {&,, }men en S(€) de manera que

(ﬂwm)+meW—%Nm(}:gxwmf—kijhﬂmmf>550 Vm € N (3.3)

Como {&y,}men es una sucesién acotada de vectores de R", el Teorema de Bolzano-
iertr rantiz xistenci una sucesion parci mrm nvergen un
Weiertrass garantiza la existencia de una sucesion parcial de {ax eN convergente a
punto * € R". Supongamos, sin pérdida de generalidad, que dicha sucesién parcial es
desde un principio la sucesién original {@,,}men v, en virtud de la continuidad de la
(S )
funcién objetivo f y de la funciéon norma en R"”, se tiene que

lim f(xm,) = f(x*) v
||| = || Um @y, || = lim ||y, || = limé = €

Dividiendo ahora ambos miembros de (3.3) por N, obtenemos

2

Tomando limite cuando m tiende a oo en la expresién anterior y usando que lim N,,, = oo,

lim f(xm) = f(x*) y im ||zm]|? = €, lo que implica limf(ﬁ—::) = lim 2=l — 0, se sigue
que
p z
D_g(@)+ ) bl
i=1 j=1
de donde se deduce que x* satisface g;(x*) = 0 parai = 1,....,p y hj(a:*) = 0 para
j=1,...,z Asi que lim f(x,,) = f(x ) > f(x° = 0) = 0; pero por (3.3),

f@m)<-&<0 VYmeN
y de aqui se desprende que lim f(x,,) = f(x*) < 0. Contradiccién. O

Lema 2. Para cada € > 0 con € < € eziste un punto © = (T1,...,Tn) € R" y un
vector unitario (Ao, A1, ..., Ap, 41, ..., fbz) cON componentes Ao, fi1, -.., b, 10 negativas tales
que [[Z]| < ey

Xo [Dif (®) + 271 +ZA Dypgi(E +ZMD,c =0 Vk=1,...,n (3.4)

=1

Demostracion. Sea € € (0, €] fijo pero arbitrario y N € N el niimero natural dado por el
lema 1. Considérese la funcién F': B(0,€) C 2 — R definida por

F(x) = f(x) + ||z|* + N (Z gi(x)? + Z hj(a:)2> vV € B(0,¢)
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Como F es continua y B(0, €) compacto, el Teorema de Weiertrass asegura la existencia
de un punto = € B(0, ¢) donde F alcanza su minimo global, en particular F/(Z) < F(x° =
0) =0y el lema 1 afirma que ||Z| < € (% es un punto interior de B(0,€)). Asi, en virtud
del teorema 5, todas las derivadas parciales de primer orden de F' deben anularse en x:

Dy f(Z) 42T +2N (i 9:(%)Drgi(T) + ih}(i)thj(i)> =0 Vk=1,..,n (3.5)

i=1
donde se ha usado que la funcién (k) (j =1, ..., 2) es diferenciable en B(0,€) con

Di(hf)?*(x) = 2h} (x)Dehj(x) Vo € B(0,€)

J

para cualquier k = 1, ..., n, lo cual se demuestra en el capitulo 6 de [40] teniendo en cuenta
que

hy() + |h;()|

hi(x) = 5

Va € B(0,¢)

1/2
Tomando 7 = [1 +4N? ( L gi(@)P Y (5))} > 0 y definiendo

1 i@
Xo=-, N=2N"" (i=1,...p), = 2N = j=1.,z2

T T 0 7=z4+1,...4q

es facil comprobar que el vector (Ao, A1, ..., Ap, {11, ..., ft2) €s unitario, Ao y p; (j =1, ..., 2)
son no negativos y dividiendo ambos miembros de (3.5) por 7 se consigue (3.4). O

Finalmente, tomamos una sucesién decreciente de nimeros reales y positivos {dm, },,cx
teniendo a cero con §; < €. Para cada m € N, elegimos un punto Z,, € R" con ||Z,,| <
O y un vector unitario (Agm, Atms -s Apmy Hims -os fzms 0, .., 0) con componentes Ao, ¥
tim (J =1,...,2) no negativas tales que se cumple (3.4) (esto es posible por el lema 2).
De nuevo, por el Teorema de Bolzano-Weiertrass, existe una sucesion parcial para la cual
los vectores unitarios convergen a un limite (Ao, A1, ..., Ap, i1, ... fig). Como {ZTpm },,cny —
x? = 0, la ecuacién (3.4) se cumple para este vector limite y para x°. Esto demuestra
el teorema salvo el apartado (iii) que comentamos a continuacién: si £° es un punto
regular no puede ser A\g = 0 pues entonces (3.1) contradice la independencia lineal de los
vectores Vgp(2°), ..., Vg,(x°), Vhi(2?), ..., Vh,(2°) y esto concluye la demostracién del
teorema. 0
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7 o S

Figura 3.1: E. J. McShane

Esta demostracion se le debe a Edward J. McShane (1904-1989) y fue publicada en un
articulo [41] para The American Mathematical Monthly en el ano 1973. Véase [14] para la
biografia y contribuciones mateméaticas de McShane. Curiosamente, en la demostracién
aportada por McShane no se necesita ninguna hipotesis sobre el nimero de restricciones
(de igualdad y desigualdad) y el niimero de variables, a diferencia del Teorema de Lagran-
ge que imponia, para poder aplicar el Teorema de la funcién implicita, que el nimero de
restricciones (de igualdad, en este caso) fuese menor estricto que el niimero de variables de

las que depende la funcién objetivo y dicha hipdtesis queda eliminada con la demostracion
de McShane.

La demostracion de McShane de este teorema es realmente asombrosa: tinicamente
aplica teoremas elementales del Anélisis matemético como son el Teorema de Weiertrass,
el Teorema de Bolzano-Weiertrass y la condicion necesaria de existencia de extremo en un
punto interior (teorema 5). La demostracién es muy ingeniosa y aparentemente nada intui-
tiva, sin embargo, esto no es asi: la idea que subyace de fondo en la prueba son los métodos
de funciones penalty. McShane estaba muy familiarizado con las funciones penalty y los
métodos consecuentes y ello le permitié establecer esta simple y bella demostracion. Las
funciones penalty se tratan de funciones F' construidas a partir de la funcién objetivo f
y restricciones de (PM) que cumplen ciertos requisitos (véase el capitulo 6 de [40]). Op-
timizando estas nuevas funciones, se puede obtener, bajo ciertas hipdtesis, una sucesion
de vectores de R" tendiendo a la solucién del problema (PM). La prueba de McShane no
estd muy extendida a pesar de su sencillez. La demostracion méas comiin, aunque bastante
més compleja, puede verse en el capitulo 7 de [40].

No obstante, tres breves y simples demostraciones del mencionado teorema pueden
verse también en [9], (donde se usa Algebra lineal bésica, el concepto de derivada de
Fréchet, el Teorema de Weiertrass y la condicién necesaria de existencia de extremo libre),
en [7], (que es una prueba basada en la observacién de que un cierto limite existe y es
positivo y del Teorema de Weiertrass) o en [6], (donde se usa el Lema de Farkas y el
Teorema de Weiertrass). Finalmente, destacamos también las demostraciones de B. H.
Porciau [26] y a E. J. Beltrami [1].
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Nota 7. En la situacion del Teorema de Karush-Kuhn-Tucker generalizado, las n ecua-
ciones (3.1) pueden reescribirse en forma vectorial como sigue

q
AoV f(x Z AiVgi(x®) + Y p;Vhy(a®) =0 (3.6)
j=1

Claramente, maximizar la funcion f equivale a minimizar la funcién —f. Asi pues,
basta aplicar el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker generalizado a la funcién — f para lograr
una condicién necesaria para la existencia de méximo local en el problema (PM™). En
concreto, el mencionado teorema aplicado a —f concede la existencia de niimeros reales
A0y ALy ooy Apy 1, -, g € R no todos nulos tales que

XoDy(— JFZADwz +ZMJD,€ )=0 Vk=1,...n
pero estas ecuaciones se pueden escribir como
XDy f( Z DDy +Z —p;)Dph; (%) =0  VEk=1,...n

J=1

y el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker generalizado asegura entonces que —u; > 0 para
todo j =1,...,q o, lo que es lo mismo, p; < 0 para todo j =1, ..., ¢. De aqui se desprende
el siguiente resultado andlogo al susodicho teorema para el maximo local del programa

(PM™):

Corolario 1 (Karush-Kuhn-Tucker generalizado para el problema (PM™)). En la situa-
cion del teorema 9, si ° es solucion del programa (PM™), entonces eristen nimeros
reales Ao, A1, ..., Ap, 1, .., g € R 1o todos nulos tales que

XDy f( +Z)\Dkgl +ZMDk )=0 Vk=1,..,n (3.7

Ademas,
i) Ao >0y p; <0 paratodoj=1,...4q
i) Sije{l,....q} yh;(x°) <0, entonces u; = 0.
iii) Si x° es un punto regular es posible tomar \g = 1.

Al igual que pasaba con la condicién de Lagrange, el ejemplo 7 sirve también para
mostrar que el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker generalizado se trata de una condicion
necesaria y no suficiente.

Nota 8. Fvidentemente, el Teorema de Lagrange es un caso particular del Teorema de
Karush-Kuhn-Tucker generalizado. En el caso ¢ = 0 (sdlamente restricciones de igualdad
son presentes), las condiciones i),ii) del teorema 9 carecen de sentido.
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Es comun encontrar en la literatura matematica el uso del término punto de Karush-
Kuhn-Tucker del problema (PM) para referirse a cualquier punto x° € € verificando
las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, es decir, que existen escalares
A0y Ay oeey Apsy 1, -5 fig € R, no todos nulos, satisfaciendo las siguientes condiciones:

Condicion estacionaria: El punto en cuestién verifica las ecuaciones (3.1) o, igualmen-
te, la ecuaciéon 3.6

XDy f(x +ZADng +ZMJDk )=0 Vk=1,..n

Condicion de factibilidad: El punto en cuestién es factible para el problema (PM)

hi(x®) <0 Vj=1,..,q

Condicion de holgura: El punto en cuestién verifica el apartado i) del teorema 9
Fje{l,....q}:hij(x®) <0=p; =0

Condicion de signo: Si el punto en cuestién es un minimo local para (PM ™), enton-
ces t; > 0 con j = 1,...,¢ y si es un maximo local para (PM™), entonces p; < 0 con
j = 1,...,q. Independientemente de si es minimo o maximo local de (PM), siempre se
tiene que Ao > 0 y no hay restriccién de signo para los escalares Ay, ..., A\, asociados a las
restricciones de igualdad.

Los escalares A1, ..., Ay, i1, ..., ftg se denominan multiplicadores y existe uno por cada
restriccion del programa. El multiplicador \; esta asociado a la restriccién de igualdad g;
para ¢ = 1,...,p y el multiplicador p; estd asociado a la restriccién de desigualdad h; para
j=1,...,q. Como ya se dijo en el Capitulo 1, los valores Ay, ..., A, son llamados multipli-
cadores de Lagrange mientras que los valores i1, ..., tt, son llamados multiplicadores
de Karush-Kuhn-Tucker.

Noétese que el apartado i) del teorema 9 es la no negatividad de los escalares Ao y
1, .., fg- Los multiplicadores de Lagrange carecen de restriccién de signo (pueden ser
positivos, cero y negativos); hecho que ya aparecié con el Teorema de Lagrange en el
Capitulo 1. El apartado i7) del teorema 9 suele aparecer expresado de la siguiente mane-
ra: p;h;(2°) = 0 para todo j = 1, ..., ¢, que significa que si una restriccién de desigualdad
es inactiva en un punto, entonces el multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker asociado a
dicha restriccion debe ser cero.

La funcién lagrangiana asociada al problema (PM) es la funcién £ : Q x R x RP x
R? — R definida por la siguiente combinacién lineal

q
L(x, Mo, A, ) = Ao f(x +szgz )+ pihi(x) Vx e QA € R,VA € R, Yy € R
j=1
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donde A = (A1, ..., \,) v o= (41, ., f1g). O del mismo modo, en forma mas compacta:
L(my >‘07 Aa IJ’) = )‘Of(w) + <Avg(m)> + <ﬂ'7 h(m» Va € QaV)\O eR

siendo g = (g1, ..., 9p) Yy h = (h1, ..., hy).

Nota 9. La condicion estacionaria se puede expresar de manera mas reducida mediante
la funcién lagrangiana recién introducida como V,L(x% o, X, u) = 0.

En la practica, para la busqueda de puntos de Karush-Kuhn-Tucker (ya sean de minimo
0 maximo) se han de seguir los siguientes pasos:

1. Construir la funcién lagrangiana asociada al problema (PM) y el sistema de ecua-
ciones compuesto por la condicién estacionaria, la condicién de factibilidad para las
restricciones de igualdad y la condicién de holgura:

gi(x) =0 Vi=1,..p
u]hj(w):O Vle,,q

2. Resolver el sistema (en general, no lineal) anterior de n + p + ¢ ecuaciones con
n+p+q+1 incégnitas (que son las coordenadas del punto (z1, ..., z,,) y los multipli-
cadores Mg, A1, ..., Ap, i1, ..., f1g). El procedimiento habitual de resolver este sistema
es comenzar por la condicién de holgura, que proporciona dos opciones

pi =0
hi(x®)=0& <"
lu] ]( ) {h3<w0)—0
para cada j = 1, ..., q. Asi que, para ¢ restricciones de desigualdad, se tienen 27 casos
posibles.

3. Una vez resuelto el sistema, hay que comprobar si los puntos obtenidos son puntos
de Karush-Kuhn-Tucker: por una parte, hay que ver que son puntos factibles (en
realidad, sélo es necesario comprobar si hj(x) < 0) y por otra parte, hay que ver que
los multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker asociados tienen todos el mismo signo,
o bien todos mayores o iguales que cero para minimos locales o bien todos menores
o iguales que cero para maximos locales.

Ejemplo 14.
optimizar f(x,y,z) =z +y+ z sujeto a

h(z,y,z)=(y—172+22<1
ho(z,y,2) =2+ (y—1)>+22<3

Por el Teorema de Weiertrass, eziste solucion (mdzimo y minimo) del programa conside-
rado. La funcién lagrangiana £ : R? x R x R — R asociada al programa es

E(x7yvzaﬂl7#2> :x+y+z+ﬂ’1[(y_1)2+22_1]+M2[l’2+(y_1)2+22—3]
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y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son las siguientes:

Condicion estacionaria:

14+ 2px =0
L+ 2m(y —1) 4+ 2u2(y — 1) =0
14+ 224+ 2p02 =0

Condicion de factibilidad:

(y—12+22<1
4+ (y—1)2+22<3

Condicion de holgura:

mlly—1)?+22 -1 =0
palr? + (y —1)?+22-3]=0

Condicion de signo:

W1, o > 0 — minimo local
1, o < 0 — mdzimo local

A partir de la condicion de holgura se distinguen cuatro casos:

=0 I

=0 N (caso I)
2+ (y—12+22-3=0 (caso 1)
pe2 =0 (caso I11)

—1P+22-1=0 =
=1 4+ (y—1)24+22-3=0 (caso IV)

pero la primera ecuacion de la condicion estacionaria obliga a que s # 0, asi que los solo
se deben comprobar los casos II y IV.

Caso II: para el caso 11, un sencillo cdlculo mas o menos breve proporciona los
siquientes dos puntos de Karush-Kuhn-Tucker con sus correspondientes multiplicadores

1
P1:(1,2,1) M:<O,—§)

1
P2 = (—1,0, —1) = <O, 5)

Caso IV: para el caso IV, un sencillo cdlculo mas o menos breve proporciona los
siguientes cuatro puntos de Karush-Kuhn-Tucker con sus correspondientes multiplicadores

P3:<\/§,1+%,%) u=<—%,_%)
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r=(2i-5os) e (osas)
:(f”ff) ’“(‘if%)

(fl v }) “:(ﬁﬁ)

Finalmente, se resume en una tabla todos los resultados obtenidos

[\

’ P ‘ n ‘ Factibilidad ‘ Signo ‘ Conclusion ‘
P, (0,—2%) NO - -
Py (0, %) NO - _
Ps (— ﬁi ,— ﬁ) SI Negativo | Méximo
P | (35 -74) SI : :
Py <—%§, ﬁi) SI ] ]
Py (ﬁ, ﬁ) SI Positivo Minimo

3.2. Convexidad

La converidad es una herramienta eficaz que aporta una condicion suficiente a la hora
de resolver ciertos problemas de optimizacion. Incluso, la convexidad permite sentar las
bases para un importante proceso matematico conocido como Programacion convexa. En
esta seccion se estudiard brevemente los conjuntos y funciones convexas (y céncavas) y
algunas de sus propiedades principales, inicamente con la finalidad de familiarizarnos
con el concepto de convexidad que serd crucial para el contenido de la parte final de este
capitulo donde se vera la intima relacion que existe entre optimizacién y convexidad.

3.2.1. Conjuntos convexos

Comenzamos con la nocién de intervalo en varias variables, que resulta esencial para
comprender el concepto de conjunto convexo, seguida de la propia definicion de conjunto
convexo.

Definicién 17 (Intervalo en varias variables). Sea n € N un nidmero natural y «,y € R"
dos puntos distintos de R", entonces el intervalo [x,y| entre x e y es el siguiente
subconjunto de R™,

[,y ={\z+(1-NyeR":Ae|0,1]}

Geomélricamente, [x,y] es el segmento de recta en R"™ parametrizado por X\ € [0,1] que
une el punto & con el punto y. Obviamente, [y, x| es el mismo conjunto que [x,y]| pero
parametrizado en sentido opuesto.
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Definicién 18 (Conjunto convexo). Dado n € N un nimero natural, un subconjunto €2
de R"™ es convexo si para cada par de puntos x,y € Q el intervalo [x,y] estd contenido
en €. Simbdolicamente,

Q convero = {Ve,yc Q= e+ (1-NyeQ VvIel0,1]}
Notese que los papeles de x e y son intercambiables.

Nota 10 (Caso n = 1). En R, la converidad es equivalente a la conexion. Asi, los
subconjuntos converos de R son justamente los intervalos de la recta real de cualquier
tipo.

Ejemplo 15 (Conjuntos convexos). En lo que sigue, n y m son nimeros naturales cua-
lesquiera.

i) Si 2, A C R"™ son subconjuntos convezos de R" y o, 3 € Ry son nimeros reales no
negativos, entonces af) + BA es un conjunto convexo de R™.

it) Todo subespacio afin de R™ es convexo. Por ejemplo, las rectas, los planos o los
hiperplanos afines de R™ son conjuntos convexos de R™.

ii1) Dado & € R™ un punto de R™ y 0 > 0 un nimero real positivo, las bolas abierta y
cerrada de centro €& y radio 0 son conjuntos convexos.

iv) Dada una familia de conjuntos convexos {Qx C R™ : k € N}, la interseccion NigenS
es un conjunto convero de R™.

v) Sea ¢ : R" — R™ una aplicacion lineal. St A C R"™ es convexo, entonces ¢(A) es
convero en R™. Si B C R™ es convexo, entonces ¢~ (B) es convero en R™.

vii) Dados r, R € RT nimeros reales positivos con r < R y & € R"™ un punto de R", el
anillo A(§,r,R) ={z € R": r < ||z — a|| < R} de centro & y radios r y R no es un
conjunto convezo.

Las demostraciones de estos ejemplos pueden verse en [40] y [10].

Dados n, m € N dos nimeros naturales, €1, ..., ,, € R" m puntosde R* y Ay, ..., A\, €
R m nimeros reales no negativos cuya suma vale uno, se define la combinacion convexa de
Tq,..., T, asociada a A, ..., \,, como la combinacion lineal dada por Ajx1+-- -+ A\, Ty €
R™. El siguiente resultado establece que toda combinacion convexa de un subconjunto
convexo {2 C R" pertenece a ).

Teorema 10. Sean n,m € N dos numeros naturales, 2 C R™ un subconjunto convexo de
R™ &q,...,Zm € Q m puntos de 2 y A\, ..., A, € R son nimeros reales no negativos cuya
suma vale uno, entonces la combinacion convexa y ;. A&y, pertenece a €.

La demostracién se hace mediante induccién sobre m y puede verse en el Capitulo 2

de [40].

Dados n € N un niimero natural y 2 C R™ un subconjunto de R", entonces existe el
menor subconjunto convexo de R™ conteniendo a (2, se denomina envolvente conexa de
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Q2 y se denota por conv(2). Matematicamente, conv(2) es la interseccién de todos los
subconjuntos convexos de R™ conteniendo a (2, entonces claramente  C conv(2) y, por
el ejemplo iv) anterior, conv(£2) es un conjunto convexo de R™:

conv(Q)) = ﬂ A
A g%\//\exo
Un subconjunto 2 C R™ es convexo si, y s6lo si, conv(Q2) = Q. Y por ejemplo, si
x,y € R" son dos puntos de R" y Q = {z,y}, entonces conv(Q) = [x,y]. Si m € N,
L1, Ty € R"y Q = {x1,..., 2}, entonces conv(Q?) es el poliedro convexo y cerrado
de vértices @, ..., ,,. El siguiente resultado generaliza estos dos ejemplos.

Teorema 11. Sea n € N un niumero natural y 2 C R™ un subconjunto de R™, entonces
conv(Q)) coincide con el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de §).

Este teorema se demuestra probando que el conjunto de las combinaciones convexas
conv(€2) de 2 es un conjunto convexo conteniendo a €2 y que si C' es un conjunto convexo
conteniendo a €2, entonces conv(2) C C para lo que se usa el teorema 10.

Corolario 2 (Caracterizacion de conjuntos convexos). Sea n € N un nimero natural,
entonces un subconjunto  C R"™ es convexo si, y solo si, es cerrado para combinaciones
convezxas de puntos de 2.

Otras propiedades sobre conjuntos convexos pueden consultarse en [10], [18] y [12].
Destacamos, por ejemplo, que si n € N es un niimero natural y 2 C R™ es un subconjunto
convexo de R”, entonces €° y  también son convexos de R”. Ademds, si A es abierto
(resp. acotado, compacto), entonces conv(A) también es abierto (resp. acotado, compac-
to). Asi como el siguiente resultado debido al matematico aleman C. Carathéodory, cuya
demostraciéon puede verse en [10].

Teorema 12 (Carathéodory). Sea n € N un nimero natural, A C R™ un subconjunto de
R™ y a € conv(A) un punto de la envolvente convera de A, entonces a es combinacion
conveza de, a lo sumo, n+ 1 puntos de A.

3.2.2. Funciones convexas

Empezamos con una interpretacion geométrica de las funciones convexas y céncavas
reales de variable real. Si I es un intervalo no trivial de R, entonces una funcién real
f 1 — R definida en I serd conveza (resp. céncava) cuando la gréfica de la restriccién
de f a cualquier intervalo cerrado y acotado [a,b] de I quede siempre contenida o por
debajo (resp. por encima) del segmento de recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).
Veamos esto con dos ejemplos concretos:
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La funcién correspondiente a la grafica de la izquierda es convexa y la funcion corres-
pondiente a la grafica de la derecha es céncava. Dicho esto, conviene senalar (si aun el
lector no lo ha hecho) que la funcién de la izquierda es la exponencial y la funcién de la
derecha es el logaritmo.

Esta idea intuitiva sobre convexidad y céncavidad se puede precisar y enunciar de
forma rigurosa dando lugar a una definicién para funciones reales de variable real que se
extiende de manera natural a funciones de varias variables reales.

Definicién 19 (Funciones convexas y céncavas). Sea n € N un nimero natural, @ C R"
un subconjunto convero de R™ y f : Q — R una funcion real definida en §2, entonces

» [ es convexa si f(Ax + (1 —N)y) < Af(x) + (1 = N)f(y) para todo x,y € Q y
A€ [0,1].

» [ es concava si f(Ax + (1 — N)y) > Af(x) + (1 — N) f(y) para todo z,y € Q y
A€ [0,1].

» [ es estrictamente convexa si f(Ax+(1—N)y) < Af(x)+ (1 —N)f(y) para todo
par de puntos x,y € Q distintos y A € (0,1).

» [ es estrictamente concava si f(Ax + (1 — N)y) > Af(x) + (1 — ) f(y) para
todo par de puntos x,y € Q distintos y A € (0,1).

Es facil ver usando la definicién anterior que si 2 C R™ es un subconjunto convexo de
R" y f:Q — R una funcién real definida en €2, entonces

» si f es convexa, epi(f) = {(z,y) € QxR :y > f(x)} C R" (epigrafo de f) es
un convexo de R™*,

» si f es concava, hipo(f) = {(z,y) € QA x R:y < f(x)} C R™™ (hipografo de f) es
un convexo de R™H1,

Un primer resultado importante sobre funciones convexas y concavas es que toda
funcién convexa o céncava real de variable real definida en un intervalo abierto y no trivial
de R es derivable por la izquierda y por la derecha y, en particular, continua (véase [17]).

Nota 11. En la situacion de la definicion anterior, es claro que f es una funcion conveza
s, y solo si, —f es una funcion concava.

Por el teorema 10, se sabe que toda combinaciéon convexa de una conjunto convexo
permanece dentro del conjunto y esto da sentido al siguiente teorema, conocido como la
Desigualdad de Jensen para funciones convexas.

Teorema 13. Sean n,m € N dos numeros naturales, 2 C R™ un subconjunto convexo de
R"”, ®1,...,m € Q2 m puntos de QL y [ : Q = R una funcion real y convexa definida en 2.
St A1, ..., \m € R son nimeros reales no negativos tales que \y + ---+ \,, = 1, entonces

f (Z Ak“f'k) < Z A f (k)
k=1 k=1

St [ es estrictamente convera y Ay, ..., Ay, > 0, entonces se da la igualdad arriba si, y sélo
Sl, L1 =+ = Tyy.
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La demostracién se hace por induccién sobre m y puede verse en el Capitulo 2 de [40].

Corolario 3. Como consecuencia del teorema anterior y de la nota 11, se tiene que una
funcion f : Q — R concava en la misma situacion del teorema 13 verifica la desigualdad

contraria:
f (Z /\k$k> > A (k)
k=1 k=1

Dados n € N un ntdmero natural y x4, ..., z, € RT niimeros reales positivos, la media
aritmética de x1, ..., x, se define como el valor 1 ZZ L T y la media geométrica de x4, ..., T,

1
se define como el valor ([];_, xx)" . La versién més simple de la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica establece que

1
n n 1 n
< —
QICHIER) o
k=1 k=1
y la igualdad se da si, y sélo si, 1 = -+ = x,.

Nétese que los exponentes de los factores del miembro de la izquierda de (3.8) y los
coeficientes de los sumandos del miembro de la derecha de (3.8) son iguales, positivos
y suman uno. Estos ntimeros son llamados pesos asociados a las variables xq, ..., x,. La
forma general de la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica permite variar
estos pesos siempre y cuando sean positivos y sumen uno y eso es lo que se demuestra en
el siguiente ejemplo. En [40], puede verse la demostracién de esta desigualdad mediante
el método de los multiplicadores de Lagrange, pero resulta mucho mas breve y sencillo
demostrarla haciendo uso de la convexidad de la funcién —log y del teorema anterior,
como se muestra a continuacion.

Corolario 4. Sea n € N un nimero natural, x1, ...,z, € Rt nimeros reales positivos y
01, ...,0, € RT niimeros reales positivos cuya suma vale uno, entonces

k:l k=1
y se da la igualdad si, y solo si, x1 = -+ = x,.

Demostracion. La funcién f : Rt — R dada por f(x) = —log(z) para todo z € R es
estrictamente convexa debido a que f”(x) = 1/z* > 0 para todo x € RT. Consecuente-
mente, si 1, ..., Tp, 01, ..., 0, € RT nilimeros reales positivos tales que 6; +---+4d, =1, el
teorema 13 implica que

k=1

y, usando las propiedades de la funciéon logaritmo, esta desigualdad equivale a

log (Z (5kxk> > Zlog(mi’“) = log (H zi’“)
k=1 k=1 k=1
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Como la funcién logaritmo es estrictamente creciente, se deduce que

Z Opx) > H(fﬁk)ék
k=1 k=1

con igualdad si, y sélo si, 1 = -+ = x,. O

Nota 12. La desigualdad aritmético-geométrica fue probada por primera vez por el ma-
tematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy empleé una variante del
principio de induccion para demostrar tal desiqualdad. El lector puede consultar dicha
demostracion en el capitulo 2 de [15]. También puede demostrarse rdpidamente a partir
de razonamientos de converidad con la funcion logaritmo (véase el corolario 4). Ademds,
en [4] se demuestra que esta desigualadad es equivalente a la Desigualadad de Bernoulli.
Cabe mencionar también que la Desigualdad de Young, a partir de la cual se demues-
tran la Desigualdad de Holder y Minkowski, es consecuencia inmediata de la desigualdad
aritmetico-geométrica (véase, por ejemplo, [40]).

El siguiente teorema pone de manifiesto que las funciones convexas y concavas merecen
un estudio mas a fondo a la hora de tratar con problemas de optimizacién.

Teorema 14. Sea n € N un numero natural,  C R™ un subconjunto convero de R™ y
f:Q — R una funcion convexa definida en €2, entonces todo minimo local de f es también
un minimo global. Ademds, si [ es estrictamente convexa en ), entonces el minimo global
es unico.

Demostracidén. Six® es un minimo local de f, entonces existe & € R tal que f(x°) < f(x)
para todo @ € B(x?,4). Dadoy € Q y A € (0,1) con My + (1 — N)a® € Q y tal que
Ay + (1 — Nz € B(x?,6). Por hipdtesis,

f@®) < fOy + (1= N)z?) < Af(y) + (1 - N f(=)

Nétese que la tltima desigualdad es estricta si f es estrictamente convexa y x® # .
Finalmente, de aqui se desprende que f(x®) < f(y) con desigualdad estricta si f es
estrictamente convexa y x° # y. O

Corolario 5. Como consecuencia del teorema anterior y de la nota 11, se tiene que todo
mdazimo local de una funcion concava f : Q — R es también un mdzimo global y si f es
estrictamente concava en ), entonces el mdzimo global es unico.

Los siguientes resultados proporcionan una caracterizaciéon de las funciones convexas
y concavas cuando se asume mas regularidad y cuyas demostraciones pueden leerse en el
Capitulo 2 de [40].

Proposicién 1 (Caracterizacién para funciones de clase C!). Sea n € N un nimero
natural, Q@ C R™ un subconjunto abierto, convero y no vacio de R™ y f : @ — R una
funcién real de clase Ct en Q, entonces

» f es convexa si, y sélo si, f(x)+ (Vf(x),y—x) < f(y) para todo x,y € ().
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» [ es estrictamente conveza si, y solo si, f(x) + (Vf(x),y —x) < f(y) para todo
r,ycQconx #y.

» f es concava si, y solo si, f(x)+ (Vf(x),y —x) > f(y) para todo x,y € (2.

» [ es estrictamente concava si, y sélo si, f(x) + (Vf(x),y —x) > f(y) para todo
x,y <€ conxFy.

Corolario 6. Sea n € N un numero natural, 2 C R™ un subconjunto abierto, convexo y
no vacio de R™ y f una funcidn real y convexa (resp. céncava) de clase C* definida en €,
entonces todo punto critico de f en 2 es un minimo (resp. mdzimo) global de f.

Demostracion. Supéngase que f es convexa y sean 2,z € ) con x° un punto critico de
f, entonces V f(x°) = 0 y la proposicién anterior implica que

f(@°) = f(2%) +(V[f(2°),2 — 2°) < f(=)
como se queria. La demostracién para funciones concavas es analoga. O

Nota 13 (Caracterizacién para el caso n = 1 y derivable). Si I C R es un intervalo
real no trival y f : I — R es una funcion real derivable en I, entonces f es convexa
(resp. concava) si, y sdlo si, f' es creciente (resp. decreciente) en I. Véase [17] para la
demostracion. Ademdas, si ' es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente),
entonces f es estrictamente convera (resp. estrictamente concava). El reciproco no es
cierto en general.

Proposicién 2 (Caracterizacién para funciones de clase C?). Sea n € N un nimero
natural, Q@ C R™ un subconjunto abierto, convero y no vacio de R™ y f : Q@ — R una
funcién real de clase C* en ), entonces

» [ es convezxa si, y solo si, Hy es semidefinido positivo.

» [ es concava si, y solo si, Hy es semidefinido negativo.

Nota 14. Si Hy es definida positiva (resp. definida negativa), entonces f es estrictamente
conveza (resp. estrictamente concava), pero es un error pensar que el reciproco es cierto.

Nota 15 (Caracterizacién para el caso n = 1 y dos veces derivable). Si I C R es un
intervalo real mo trival y f : I — R es una funcion real y dos veces derivable en I,
entonces [ es convezxa (resp. concava) si, y solo si, " >0 (resp. f" <0) en I. Véase [17]
para la demostracion. Ademds, si f" > 0 (resp. f” > 0) en I, entonces f es estrictamente
conveza (resp. estrictamente concava). El reciproco no es cierto en general.

Proposicién 3 (Algebra con funciones convexas y céncavas). En lo que sigue, n y m son
numeros naturales cualesquiera.

w Si f1,..., fm SON funciones reales y convexas (resp. concavas) definidas en un sub-
conjunto convero () de R™, entonces la funcion F = f1 + -+ f, : @ — R es
conveza (resp. concava). Ademds, si existe k € {1,...,m} tal que fy es estricta-
mente convexa (resp. estrictamente concava), entonces F' es estrictamente conveza
(resp. estrictamente concava). En general, el producto de funciones convexas (resp.
concavas) no da como resultado una funcién convexa (resp. concava) y es facil dar
un contraejemplo de ello.



70

CAPITULO 3. EL TEOREMA DE K-K-T 'Y PROGRAMACION CONVEXA

Si f es una funcion real y convexa (resp. estrictamente convexa) definida en un
subconjunto convexro () de R™, entonces si o es un numero real positivo, la funcion
af : Q@ — R es convexa (resp. estrictamente convexa) y si 5 es un nimero real
negativo, la funcion Sf : Q@ — R es concava (resp. estrictamente concava).

Si f es una funcion real y convexa (resp. estrictamente convera) definida en un
subconjunto convezxo Q) de R™ y g es otra funcidn real, convexa y creciente (resp.
estrictamente creciente) definida en un subconjunto A C R™ con A C f(2), entonces
la composicion g o f es una funcion convexa (resp. estrictamente convera). Andlo-
gamente, si f es una funcion real y concava (resp. estrictamente concava) definida
en un subconjunto convexo ) de R™ y g es otra funcion real, concava y decreciente
(resp. estrictamente decreciente) definida en un subconjunto A C R™ con A C f(Q),
entonces la composicion go f es una funcién concava (resp. estrictamente concava,).

Terminamos esta seccién sobre convexidad aportando unos ejemplos de funciones con-
vexas de varias variables.

Ejemplo 16. En lo que sigue, n y m son numeros naturales cualesquiera.

0

Toda funcion lineal definida en R™ es convera y concava. Si @ = (ai,...,a,) €
R™ y b € R, entonces es facil comprobar que la funcion f : R — R definida
como f(x) = (a,x) +b = ayz1 + -+ + apz, + b para todo x € R" cumple que
fOAz+ (1 =Ny) =Af(x) + (1 — N f(y) para cualesquiera x,y € R" y A € [0, 1].

La funcion exponencial exp : R — R es conveza, la funcidn logaritmo log : RT —
R es concava y la funcion potencia de exponente o € R es convera cuando o €
(—00,0]U[1, 00] y concava cuando o € [0, 1] (ndtese que en los casos a =0y a =1,
la funcidn es convera y concava).

Sean aM ... o™ € R™ vectores fijos de R" y Bi,...,Bm € R nimeros reales
positivos, entonces la funcion f : R" — R dada por f(x) = Y -, Bke<a(k)"”> para
todo & € R™ es conveza: como las funciones gi(x) = (a® x) para x € R" y
k=1,...,m son lineales y, por tanto, convezas y la funcidn h(t) = e' parat € R es
convexa y estrictamente creciente, se tiene por la proposicion 8 que las composiciones
hogy para k = 1,...,m son funciones convexas en R™ y como Sy, ..., B Son positivos,
de nuevo la proposicion 3 concluye que f es conveza.

Sean aM ... o™ € R™ vectores fijos de R" y Bi,...,Bm € RT nimeros reales
positivos, entonces la funcion f : R™ — R dada por f(x) = log (ZZLI 5ke<°‘(k)’w>>
para todo x € R™ es convera. Computar el hessiano de [ es complicado y resulta
mucho mas fdacil probar la convezidad de f haciendo uso de la Desigualdad de Holder.

Hemos de demostrar que f(ax + by) < af(x) + bf(y) para cualesquiera a,b € RT
cona+b=1yx,yecR" o equivalentemente,

efla@tty) < paf @401 (W) — (pf(@)ya(p/(W))b Va,b e RT :a+b=1,Vx,y € R"
Sustituyendo la expresion de f, lo que hay que probar es

m

m a m b
Z 5k6<a(k),aax+by> < <Z ﬁk«?(a(k)’w)) <Z ﬁk€<a(k)’y>>
k=1 k=1

k=1
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que es lo mismo que
m a m b
(@® 4 (k) y (@® g a®
3 () (o) < (S ) (3o
k=1 k=1
Sean s, = (5k6<°‘(k)’w>)“ YT = (Bke<°‘(k)’y>)b para k = 1,..mya=1/p yb =

1/p* para algin p > 1. Con estas elecciones, la desigualdad de queremos probar es
Justamente la Desigualdad de Holder,

B (24) (B)

vi) La funcion f:Q=RT x RT = R dada por

*

f(z,y) = 2% — day + 5y — log(wy) V(z,y) € Q

es estrictamente convezxa.
Basta escribir f como la suma de dos funciones f = g+ h en  donde

g(z,y) = 2® —dzy + 5y> y h(z,y) = —log(zy) = —log(z) — log(y)

para todo (z,y) € ) y razonar que g es estrictamente convera por la proposicion

2 - . i .,
2 puesto que H, = (_4 10) € definido positivo y también h es convexra ya que
la funcion en una variable p(t) = —log(t) en R es estrictamente convexa (porque

log es estrictamente céncava o si se prefiere porque ©"(t) = 1/152 > 0 para todo
t € RY), luego f = g+ h es estrictamente convexa por ser suma de dos funciones
estrictamente convexas (proposicion 3).

Otras propiedades sobre funciones convexas pueden consultarse en [10], [18] y [12].

3.3. Programacién convexa

Una de las dreas mas desarrolladas y estudiadas en la Programacion no lineal es la
Programacion conveza, la cual se centra en la minimizacién de funciones convexas sujetas
a restricciones de desigualdad también convexas. En esta seccion se introducen los progra-
mas convexros que resultan de interés debido a que bajo hipétesis de convexidad, se obtiene
una condicién suficiente de existencia de solucién (propia sélo de los programas convexos).
Y, como cabe esperar, este resultado se puede trasladar a programas concavos, cuyo fin
es maximizar una funcion céncava sujeta a restricciones de desigualdad también céncavas.

Dados n,m € N dos nimeros naturales, {2 C R" un subconjunto convexo y no vacio
de R™ y funciones reales f,hi,..., h,, convexas y de clase C! definidas en (), el programa
convexo que vamos a estudiar en esta seccion es el siguiente problema de minimizacion
restringida:
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minimizar f(x)
sujeto a hy(x) <0, ..., hp(x) <0 (PC™)
z el

Dados n,m € N dos numeros naturales, 2 C R"™ un subconjunto convexo y no vacio
de R" y funciones reales f, g1, ..., gm concavas y de clase C! definidas en €2, el programa
coéHncavo que vamos a estudiar en esta seccion es el siguiente problema de maximizacion
restringida:

maximizar f(x)
sujeto a hy(x) <0, ..., hy,(x) <0 (PC™)
x e

Escribiremos simplemente (PC') para referirnos indistintamente a (PC*) o (PC™).

Nota 16. FEs trivial que, dado un programa con restricciones de la forma hy, > 0 podemos
transformarlo en uno de la forma (PC') sin mas que escribir —hy < 0.

De nuevo, las nociones de funcién objetivo, restricciones de desigualdad, punto factible,
region factible, problema consistente y solucién tienen el mismo sentido para (PC'), aunque
para este tipo de problemas se va a trabajar con un nuevo concepto: la superconsistencia.

Definicién 20 (Programa superconsistente). El problema (PC) es superconsistente
si existe un punto factible (punto de Slater) xz° € Q para (PC) tal que hy(2®) < 0
para todo k = 1,...,m, es decir, en ninguna de las restricciones de desiqualdad se da la

igualdad al evaluar en x°.

El siguiente ejemplo ayudara a aclarar estos conceptos.

Ejemplo 17.
minimizar f(x,y) = 2* + y*
hi(z,y)=2>-1<0
sujeto a < ho(x,y) =y*> —1<0
hs(z,y) =" —1<0
(z,y) € R?

/

La regién factible del programa es A = {(x,y) € R? : |z| < 1,|y| < 1,2 +y < 0} # 0,
asi que el programa es consistente. En realidad, es superconsistente puesto que cualquier
punto interior a la region triangular determinada por las rectasy = —x,y = —1 yxr = —1
es un punto de Slater. Como la funcion objetivo y las funciones restriccion son convezas,
el programa es convexo. En este caso, es facil razonar sin hacer ningun cdlculo que la
unica solucion del programa es (0,0).

Sin mas que anadir, se prueba ya la prometida condiciéon suficiente en programas
CONVEXOS.
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Teorema 15 (Condicién suficiente en Programacién convexa). Sean n,m € N dos nime-
ros naturales, 2 C R™ un subconjunto convexo y no vacio de R™, f,hy,....;h,, : @ - R
m + 1 funciones reales, convexas y de clase C1 definidas en 0, £° € Q° un punto interior
de Q, factible y reqular para el problema (PC™). Supongamos que existen nimeros reales
A5 415 -5 fbmn € R mo todos nulos satisfaciendo la condicion estacionaria, de holgura y de
signo (positivo), entonces x° es solucidn de (PC™), esto es, ° es un minimo global de f
condicionado a hg(x) <0 conk=1,...,m

Demostracién. Como % es un punto regular por hipétesis, se puede tomar Ay = 1. Por
hipétesis existen escalares fiy, ..., i, € Ry no todos nulos tales que V,£(x°) = 0 donde
L :Q — R es la funcién lagrangiana asociada a (PC™), es decir,

Vf(a:o) + Z ,ungk(:cO) =0
k=1

Como py, > 0 para cada k = 1,...,m y hi(x) < 0 paracada x € Qy k = 1,...,m, se
tiene que pihg(x) < 0 para cada € Qy k= 1,...,m y esto, junto con la proposicién 1,
permite escribir lo siguiente para cualquier punto factible x € €2,

f) > fl@)+ ) whi(x) >

> (f(@®)+(Vf(x?),z—x%)+ Z,uk (hi(x®) + (Vhy(x®), z — %)) =

= @0 + (V)@ - 1)+ 3 () 03 mVhi(a?), @ - 20) =

k=1 0

= f(@°) +(Vf(a Zukm ), — %) =

= [(°) +(Vf(=z +ZMthk %),z — %) = f(x°)

k=1
~~

0

Similarmente, se prueba el resultado analogo para el caso céncavo.

Corolario 7 (Condicién suficiente en Programacion céncava). Sean n,m € N dos nime-
ros naturales, 0 C R™ un subconjunto convero y no vacio de R™, f hy,....;h, : 2 = R
m + 1 funciones reales, concavas y de clase C* definidas en Q, £° € Q° un punto interior
de Q, factible y regular para el problema (PC™). Supongamos que existen nimeros reales
A0y [1y ooy fb, € R no todos nulos satisfaciendo la condicion estacionaria, de holgura y de
signo (negativo), entonces x° es solucion de (PCT), esto es, ° es un mdzimo global de
f condicionado a hi(x) <0 conk=1,....m
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Nota 17. Euvidentemente, los dos resultados anteriores son un caso particular del Teo-
rema de Karush-Kuhn-Tucker generalizado, en el que p = 0 (sélamente restricciones de
desigualdad son presentes).

Obsérvese que se han usado todas las hipdtesis en la demostracién del teorema. To-
das han jugado su papel en la prueba. No obstante, se puede reemplazar la hipotesis de
regularidad del punto £ por la superconsistencia, es decir, que ° sea un punto de Slater.

De la proposicién 1 se deduce también que si la funcién objetivo f de (PC™) (resp.
(PC™)) es estrictamente convexa (resp. esrictamente céncava), entones el programa (PC™)
(resp. (PC™)) tiene una tunica solucion.

Corolario 8. En el programa (PC'), las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son necesa-
rias y suficientes para que un punto sea solucion de (PC') (bajo las hipdtesis de reqularidad
o0 superconsistencia).

Antes de ver algunos ejemplos, es importante hacer hincapié en los siguientes hechos:

= Sihg: Q — Resuna funcién convexa para algin k € {1,...,m}, entonces el conjunto
Hp ={x € Q: hg(x) < 0} es convexo. En particular, la regién factible N, Hy, de
un programa convexo siempre serd convexa por el ejemplo 15 apartado iv).

» Para la demostracion de la condicién suficiente (teorema 15) basta con exigir que
la funcién objetivo y las restricciones sean diferenciables y no de clase C! en un
subconjunto abierto de R™ como se imponia para la demostracion de la condicién
necesaria (teorema 9). Las proposiciones 1 y 2 siguen siendo ciertas para funciones
diferenciables y dos veces diferenciables, respectivamente.

Ejemplo 18. Considere el programa
minimizar f(x,y) = (x — 1)* +¢?
hi(z,y) =x+y <0

sujeto a
/ ho(z,y) = 2% —4 <0

Este programa es un programa convexo y superconsistente al que se le puede aplicar el
corolario 8. Asi, el programa admite solucion (xg,yo) Si, y solo si, existen multiplicadores
Wi, o2 € R tales que
p, p2 =0
p1 (w0 +yo) = 0, pa(xg—4) =0
200 — 24 p1 + 2010 =0
2yo + 1 =0

No es dificil comprobar que el sistema anterior admite unicamente dos soluciones

(zo,90) = (1,0) y (p1, p2) = (0,0)

1 1
o) = (5:-3) ¥ (o) = (1,0
pero la primera solucion debe ser descartada como pues (1,0) no es un punto factible del
programa. En cambio, (1/2,—1/2) si es factible y el teorema 15 implica que es la inica

solucion del programa.
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Ejemplo 19. Considere el programa

minimizar f(x,y) = x +y sujeto a
hi(z,y) =2° +y* <1
ha(z,y) = (x = 1) +9y° < 1
Se trata de un programa convexo y superconsistente al que se le puede aplicar el co-

rolario 8. Ast, el programa admite solucion (xo,yo) si, y solo si, existen multiplicadores
i1, o € R tales que

1, p2 =0

pa(zo +y0) = 0, po(ag —4) =0
1+ 2,&1.’1}'0 + 2#2(1'0 — 1) =0
1+ 2p01y0 + 2p12y0 = 0

cuya solucion es 3 = 0, pg = ‘/75 y (20, %0) =

toma f condicionado a g1 y g2 es f(xo,yo) =1 — V2.

(1 - ‘/75, —\/75) Ast, el valor minimo que

Ejemplo 20. Considere el programa

minimizar f(x,y) = e~ (@+Y)
hi(z,y) = e* +e¥ <20

sujeto a
/ ho(z,y) = 2 > 0

Este programa es un programa convexo y superconsistente al que se le puede aplicar el
corolario 8. Ast, el programa admite solucion (xg,yo) si, y solo si, existen multiplicadores
W1, o € R tales que
M1, f2 > 0
pi(e™ 4+ €% —20) =0, ps(—x9) =0
—e—(@o+yo) + (e — py =0
—e—(@otyo) 4 [ev =0

Es claro que pqn > 0, pues si pn = 0 entonces la ultima ecuacion diria que e~ *¥) = Q.
Asi que hay dos posibilidades: pi1, pz >0 y g > 0, pg = 0.

Caso iy, pa > 0:
En este caso, 1o = 0 e yo = log19, pero 1 = 1972 > 0 y pp = py — 1971 < 0. No se
cumple la condicion de signo.

Caso py > 0,2 = 0:
En este caso, xg = yo = log 10 y py = 1073 > 0, luego el minimo buscado es f(xo,yo) =
1072

Ejemplo 21. Considere el programa
minimizar f(x,y) = 2 +y* — 4z — 4y

h1($>y>:$2—y§0

sujeto a
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Este programa es un programa convexo y superconsistente al que se le puede aplicar el
corolario 8. Asi, el programa admite solucion (xg,yo) Si, y solo si, existen multiplicadores
11, o € R tales que
s po = 0
(2 —yo) = 0, pa(zo + 90 —2) =0
200 — 4+ 2u1x9 + po = 0
2yo =4 — 1+ p2 =0

La funcion objetivo es estrictamente conveza, luego hay unicidad de solucion. Si, por
ejemplo, 1 =0 y pe > 0 entonces xg+yg =2y

2.1'0 — 4+ Mo = 0

2y —4+p2 =0
Sumando ambas igualdades y usando que xo + yo = 2, se llega a que po, = 2 y, por
consiguiente, al punto (xg,yo) = (1,1) (factible) y es donde f alcanza su valor minimo

condicionado y vale f(1,1) = —6. Como hay unicidad de solucion, el problema queda
completamente resuelto.

La Programacién convexa (resp. céncava) se puede generalizar y considerar restriccio-
nes mixtas (de igualdad y desigualdad) siempre y cuando las restricciones de igualdad sean
funciones lineales g(x) = (a,x) + b, pues en ese caso el programa sigue siendo convexo
(resp. céncavo): la funcién objetivo y las restricciones de desigualdad son funciones conve-
xas (resp. céncavas), las restricciones de igualdad son funciones convexas (resp. concavas)
por ser lineales y el dominio de definicién de las funciones involucradas es un subconjunto
convexo. Asi que, el corolario 8 puede ser aplicado en estos casos igualmente.

Ejemplo 22. Considere el programa
optimizar f(x,y,z) =y sujeto a
g(x,y,z) =z+y+z=1
h(z,y,z) =2*+ 22 <9

Planteamos las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para la funcion lagrangiana £ : R3 x
R x R — R dada por

‘C(:E7y7z7)\7,u):y+>\($’+y+2_1>+u(x2+22_9)

A 2pux =0
Condicion estacionaria:{ 1+X=0
A+2uz=0

r+y+z=1

Condicion de factibilidad:
2+ 22<9
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Condicién de holgura: p(z*> + 2> —9) =0

.., . 1> 0= minimo local del programa
Condicion de signo: o
pw < 0= mazimo local del programa

De la sequnda ecuacion de la condicion estacionaria se tiene directamente que A\ = —1
y de la condicién de holgura se tienen dos casos: o bien pu = 0 o bien x* + z*> = 9, pero
la primera opcion no es vdlida pues p # 0 ya que en otro caso, la primera ecuacion de
la condicion estacionaria establece que X = 0 lo cual es absurdo (A = —1). Asi pues,
2?2 + 22 = 9 y sustituyendo el valor X = —1 en la condicion estacionaria se obtiene el
siguiente sistema

—142pz9 =0 (1)
—1+2uz =0 (2)
To+yo+ 2 =1 (3)
w24 20=9 (4)

Por una lado, de (1) y (2) y del hecho de que p # 0 (pues si . = 0, entonces (1) y (2)
conducen a que —1 = 0) se desprende que xy = zg y sustituyendo en (4),

To =20 — L—F—=

S e

Por otro lado, el valor de y se obtiene de (3),
=1 =1F 5 1 F3v2
=1—xg— 2= — =
Yo 0 0 /2

Finalmente, el valor de p se obtiene de (1) o de (2), p = iﬁi' Se han consequido dos
puntos:

p_ (%71_3\/57%> para (A-—LM—%)

Q= (—%, 1+3V2, —%) para <>\ - 1= _%)

El punto P tiene asociado un multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker positivo y el punto
Q tiene asociado un multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker negativo. Como el programa
es convero, P es el minimo global y Q) es el maximo global de f condicionado a g y h.

Ejemplo 23. Considere el programa
minimizar f(x,y) = 2% + 22y + y? — 10z — 10y

22 +9y2 <5

sujeto a
3r+y <6
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Por el Teorema de Weiertrass, existe solucion del programa anterior. Ademds, el programa
es convexro pues tanto las restricciones como la funcion objetivo son convexras. De hecho,
la funcion objetivo es estrictamente convexra ya que podemos escribir

flxy)=(z v) G D (g) ~ 10z — 10y

y observar que la matriz es definida positiva. Notese que el programa es su-

2 1
11
perconsistente (el origen es un punto de Slater para el programa). Las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker son

pa, 2 > 0

(g +yg —5) =0, pa(3r0+yo —6) =0
4o + 2yp — 10 4+ 220 + 3p2 = 0
2z0 + 2yo — 10 + 200190 + p2 = 0

Supongamos que la primera restriccion es activa, esto es, iy > 0 y que la sequnda restric-
cion es inactiva, esto es, s = 0, entonces las condiciones de KKT quedan

4$0 + 2y0 — 10+ 2/111‘0 =0
2{]30 + 2y0 — 10+ 2u1y0 =0
o+ Yy =5

que tiene por solucion (xo,y0) = (1,2) y pu = 1. Como hay unicidad de solucion, el
problema queda completamente resuelto.

En este trabajo se han presentado la potencia de las hipdtesis de superconsistencia o
regularidad, que son dos condiciones son dos ejemplos de constraint qualifications (hip6te-
sis de cualificacién de restricciones). No obstante, en la literatura matematica, también
aparecen teorias correspondientes a otras constraint qualifications. Por ejemplo, el proble-
ma (PM) también puede ser estudiado satisfactoriamente mediante las condiciones de
Mangasarian-Fromowitz. Estas constraint qualifications en un punto factible x €
pueden enunciarse como sigue

a) El conjunto {Vg;(x):i=1,...,p} es linealmente independiente.

b) Existe un vector y* € R" (llamado vector de Mangasarian-Fromowitz) tal que
(Vgi(x),y*) =0 Vi=1,..,p
(Vh;(x),y") <0 Vje{l,..,q} con hj(x) =0
Para més informacién sobre otros tipos de constraint qualifications véase [11] y [33].

Para concluir este capitulo y, con ello, este trabajo veamos diversas aplicaciones del
Teorema de Karush-Kuhn-Tucker a la Programacion convexa que derivaran en el estudio
de tres famosos tipos de programas: la Programacion lineal, geométrica y cuadrdtica.



3.4. PROGRAMACION CONVEXA DUAL 79

3.4. Introduccion a la Programacion convexa dual y
ejemplos

En lo que sigue, vamos a centrar la atencién en programas convexos y, por comodidad,
estos seran denotados simplemente por (PC) en vez de (PC™). A cada programa con-
vexo (PC) (primal) se le puede asociar un nuevo programa (PCD) (dual). El programa
(PCD) es un programa de maximizacion no restringido que, a menudo, es mas facil de
resolver que el programa (PC') y cuyas soluciones pueden usarse para generar soluciones
de (PC).

Dados n,m € N nimeros naturales y el siguiente programa convexo

minimizar f(x) sujeto a
Ba() <0, hn(x) <0 5 (PC)
x = (r1,...,2,) € Q

donde las funciones f,h,..., h,, son funciones convexas y de clase C' definidas en un
subconjunto convexo €2 de R", se define el programa dual (PCD) de (PC) como

maximizar g(A) = 1'ng2 L(x, )
xEe

donde A > 0 y L es el lagrangiano (PCD)
asociado al programa (PC)

Aqui, la notaciéon A > 0 significa que todas las componentes del vector A € R™ son
mayores o iguales que cero.

Definicién 21 (Supremo e infimo). Sean € N un nimero natural, 2 C R™ un subconjunto
de R™ y f: Q — R una funcion real definida en §2.

Si existe el menor nimero o € R tal que f(x) < « para todo x € ), entonces o es el
superemo de f en §) y se denota por sup,eq f(x) = a.

Si existe el mayor nimero € R tal que f(x) > f para todo x € ), entonces [ es el
infimo de f en Q0 y se denota por inf,cq f(x) = B.

Nota 18. En la situacién de la definicion anterior, si ° € Q es un mdzimo global (resp.
minimo global) de f en Q, entonces f(x°) = sup,eq f(x) (resp. f(x°) = infyeq f(x)).

Las cantidades J y & para el programa (PC') son definidas por los siguientes infimo y
supremo

J=mf{f(x) : xcQh(x) <0,. hyplx) <0} y 6= sup{l'nf E(az,)\)}

A>0 xe

Evidentemente, si £° € R" es un punto factible con f(x®) = J, entonces ° es una
solucién de (PC) y si f no esta acotada inferiormente en la regién factible, entonces
J=—o00y (PC) no tiene solucién.

Un vector A € R™ con A > 0 es factible para (PCD) si infgecq £L(x, A) > —o0. El pro-
grama dual (PCD) es consistente si existe, al menos, un vector factible para (PCD). Un
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vector factible A? € R™ para (PCD) es una solucién para (PCD) si g(A°) = supysq g(A).

Existe una estrecha relacion entre las magnitudes J y &. La clave para encontrar tal
vinculo esta en el Teorema del punto de silla de Kuhn y Tucker, que ya aparecié en el
Capitulo 2 y enunciamos enseguida:

Teorema 16 (Punto de silla). Si (PC) es un programa convexo y superconsistente, en-
tonces ° € Q es una solucidn de (PC) si, y sélo si, existe un vector A° € R™ tal que

LAY = (A%, \0) >0
2. L(x% ) < L(x°A°) < L(x,A°) Ve eQVA>0
3 AN he(z®) =0 VE=1,..m

La demostracién de este resultado puede verse en el capitulo 5 de [40].

Supéngase que ° € R™ es una solucién de (PC') y que existe un multiplicador A° € R"
de Karush-Kuhn-Tucker asociado a ° cumpliendo las tres condiciones del teorema de
arriba. Por un lado, la condicion 2 del teorema anterior implica

ingﬁ(w, A) < L(z% ) < L(x°, A0
re

y consecuentemente

sup { inf L(x, )\)} < L(x% A0

A>0 xeN

y por otro lado, como L(x% A%) < L(x, A%) para todo & € Q, se tiene que

L(x° A°%) < inf L(z, A%) < sup { inf L(x, )\)}

xe) A>0 xef)

Se concluye entonces que L(x% A%) = supysq {infzeq £(x, X)} pero obsérvese que, en
virtud de la condicion 3 del teorema anterior, también

3= f(a®) = f(@°) + ) ANhu(z®) = L(2°,X°)

Por lo tanto

J= ilgg {;régﬁ(w, )\)}

Estos cédlculos muestran que si ° es una solucién de (PC) y que si A% es correspon-
diente multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker, entonces A° es una solucién de (PCD) y
J = &. En particular, si un programa convexo y superconsistente tiene solucién x°, en-
tonces existe un multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker A° que es solucién del programa
dual asociado. Asi, los multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker del programa primal son
soluciones del programa dual. Ademds, si A° es un multipicadore de Karush-Kuhn-Tucker
para el programa (PC) y x° es solucién de (PC), entonces como

f(x®) =7=L(z° A\ = 1r€1£2 L(x,N)
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se sigue que x° puede ser buscado minimizando la funcién £(z, A%) sobre Q.

Asi, al menos en teorfa, ante un programa convexo (PC') se puede proceder de la si-
guiente manera:
Paso 1: Construir el programa dual (PCD) asociado al programa primal (PC).
Paso 2: Encontrar las soluciones A° de (PCD).
Paso 3: Encontrar las correspondientes soluciones de (PC') minimizando £(z,A°) en €,
donde L representa el lagrangiano asociado a (PC).

Obviamente, esta manera de proceder es 1til solo cuando el programa (PCD) resulta
mas facil de resolver que el propio (PC') y, aunque esto no ocurre siempre, si que pasa
muy a menudo. A continuacion, se demuestra el Teorema de dualidad para problemas
CONVexos.

Teorema 17 (dual para Programacién convexa). Si y € §2 es un punto factible para el
programa convexo primal (PC) y A € R™ es un vector factible para el programa convexo
dual (PCD), entonces f(y) > g(A) = infpeq L(x, ).

Como consecuencia, si (PC) y (PCD) son ambos programas consistentes, entonces J y
S son ambos finitos y se da la desigualdad primal-dual, T > &.

Demostracion. Por ser y un punto factible para (PC) y A un vector factible para (PD),
se tiene que

fly) = fly)+ D Mhi(y) = Ly, N)

puesto que A\, > 0y hx(y) <0 para k = 1,...,m. De aqui, se sigue que
fy) 2 9(A) = inf L(z, A)

que es precisamente la primera afirmaciéon. Esta desigualdad muestra también que

S — sup{fnf E(m,)\)} < f(y)

A>0 e

y que
J=inf{f(x) :zecQh(x) <0,.. hnx) <0} >g(A)
siempre y cuando y y A sean factibles para (PC) y (PCD), respectivamente. Esto prueba

que si (PC) y (PCD) son ambos programas consistentes, entonces J y & son finitos y
J>6. O

Corolario 9. Si ° € Q es un punto factible para un programa convexo (PC) y A° € R™
es un vector factible para el programa convexo dual (PCD) tales que f(x°) = g(A?),
entonces x° es una solucién de (PC) y X° es una solucion de (PCD).

Demostracion. Segin la Desigualdad primal-dual y las definiciones de J y &, es sabido
que f(x%) > T > & > g(A), pero por hipétesis se da la igualdad en todas las desigualdades
anteriores por lo que f(x%) =Ty g(A%) = &, lo que implica que ° y A° son soluciones
de (PC) y (PCD), respectivamente. O

Finalmente, se ilustra esta técnica para tres casos concretos: la Programacion lineal,
geométrica y cuadratica. Sélo problemas de minimizacion serdn considerados.
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3.4.1. Programacion lineal

La Programacién lineal es una de las dreas mas importantes en el campo de la
optimizacién restringida. Su importancia surge, por una parte, por el amplio rango de
problemas de matematica aplicada que se resuelven con programas lineales (por ejemplo,
el problema de la dieta o problemas de marketing entre otros, [40]) y, por otra parte, por
la gran efectividad de los métodos matematicos desarrollados para resolver tales progra-
mas (por ejemplo, el método simplex entre otros, [40]). En lo que sigue, se verd que la
Programacion lineal es un caso particular de la Programacion convexa y se obtendra el
Teorema de la Programacion lineal dual, como consecuencia directa del teorema 17.

Dados n,m € N dos numeros naturales, un programa lineal restringido es un
problema de optimizacién restringida donde, como su propio nombre indica, la funciéon
objetivo f y las funciones restricciones ¢y, ..., g, son funciones lineales definidas en todo
R™. Si A = (a;;) € Mpxn(R) es una matriz m x n con coeficientes reales y b = (by, ..., b,) €
R™y ¢ = (c1,...,cm) € R™ son dos vectores, entonces un programa lineal viene descrito
como

minimizar byxy + boxy + - - - + byx,
sujeto a
a11xry + a1 + -+ -+ + ATy Z C1
a21T1 + Q%2 + - -+ + A2, T = Co s (PL)

Am1T1 + Am2T2 + -+ ApnTn Z Cm
donde 1 > 0,25 > 0,...,2, >0

Vg
Si aceptamos que = (x1,...,2,) > 0 significa z; > 0,...,2, > 0y que Az > ¢

significa (a®), ) > ¢, para todo k = 1,...,m donde a'®) representa la columna k-ésima

de la matriz A, entonces podemos reformular el programa (PL) de la siguiente manera

minimizar f(x) = (b, x) )

sujeto a

(@ =a-(al2) <0 (PL)

Gm(®) = cm — (@™, ) <0
donde & € Q = (R)"

Obsérvese que las funciones f y gr con k = 1,...,m son lineales y, por tanto, conve-
xas (véase el ejemplo 16) y evidentemente también lo es €2, luego (PL) es un programa
convexo. Esto prueba que todo programa lineal es también convexo y lo escribiremos en
forma compacta como

Ve

minimizar f(x) = (b, x)
sujeto a Ax > ¢ donde > 0 (PL)

En ese caso, el lagrangiano de (PL) esta dado por

m

L(x,A) = (b,w>+zmj M(cr—(a® x)) = (b—Zm: )\ka(k),m)+z My = (b—A'X, z)+(\, c)

k=1
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para todo (x,A) € Q x R".

Para construir el programa dual (PLD) asociado a (PL), se comienza por identifi-
car la regién factible para (PLD), esto es, el conjunto de puntos A > 0 para los que
infgeq L(x,A) > —oo. Por un lado, ndtese que si existe algin j, € {1,...,n} tal que
bj, — (ATA);, < 0y si definimos el vector ¥ para cada t < 0 como

l‘(t) _ t<bj0 - (AT)‘)jo) sl = Jo
0 si i # jo
entonces £ > 0 para t < 0y L(xz®,A) = t(b;, — (ATX);,)? + (A, ¢), de donde se

desprende que £(z®,\) — —oo cuando t — —oo. Asi que, A no es un punto factible
para (PLD). Por otro lado, nétese que si b — AT > 0, entonces

L(x,A) = (b—ATX )+ (X c) > (\c)

para cada x > 0, luego la regién factible de (PLD) es {x € R™: X > 0, ATA < b}.

Finalmente, obsérvese que g(A) = infz>o L(x, X) = (X, ¢) porque L(0,A) = (X, ¢) y
L(x,A) > (X ¢) para todo > 0. Consecuentemente, el programa dual de (PL) puede

formularse como o )= el
maximizar g = (A, c
sujeto a ATA < b donde A >0 } (PLD)

Por consiguiente, el teorema 17 da lugar a la siguiente version practica de Teorema
dual para el caso de la Programacién lineal.

Teorema 18 (Teorema dual para la Programacién lineal). Si el programa (PL) es su-
perconsistente y x° € Q es solucion de (PL), entonces el programa (PLD) tiene solucidn
A € R™ y (b, %) = f(x°) = g(A°) = (¢, X%).
Ademas, si x € Q es cualquier punto factible para (PL) y A € R™ es cualquier punto
factible para (PLD), entonces (b,x) > (X, c).

[lustramos este teorema en un ejemplo concreto.
Ejemplo 24. Considérese el programa lineal

minimizar f(x,y,z,t) = 4x + 15y + 122 + 2t

20+ 32+t >1
sujeto as v +3y+z—t>1
x,y,z,t >0

En notacion matricial seria

minimizar f(x) = (b, x)
sujeto a Ax > c,x >0

bern)

023 1
dondeb:(4,15,12,2),C:(LDyA:(1 3 1 _1)'
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El programa dual asociado es

\

mazimizar g(X) = A\ + Ao

(N, < 4

20 + 30 <15

sujeto a 3N + Ay < 12
Al — A <2

(A1, A2 >0

(PLD)

Vs

FEste dltimo sistema en Ay y Ao puede resolverse grificamente (véase [40]) y no es
dificil ver que la solucidn es \) = \J = 3 y, por tanto, el mdximo de la funcién g vale

gAML A\)=3+3=6=6

La condicion de holgura dice que

31—2y—32—1t)=0
31—z—3y—z+1t)=0

y el teorema 17 nos dice que
dr + 15y + 122+ 2t =6
lo que conduce al sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas siguiente

20+ 3z+t=1
r+3y+z—1t=1
dr + 15y + 1224+ 2t =6

que tiene por solucion

2+ 10¢ 19t

-7 o T

pero toda solucion de (PL) debe tener componentes no negativas, lo que obliga a que sea
t=20 vy con ello a que

r=-2t, vy

2

x9 = 0, Yo=1 0= to =20

1
7’

sea la inica solucion de (PL).

3.4.2. Programacion geométrica

A continuacidn, se presenta como la desigualdad aritmético-geométrica (ec. 3.8) resulta
adecuada para resolver una gran clase de problemas de optimizacién no lineales. Antes
de identificar dicha clase de problemas, se exponen algunos ejemplos de aplicaciéon de la
desigualdad en el campo de la optimizacion no restringida.



3.4. PROGRAMACION CONVEXA DUAL 85

Ejemplo 25 (Caja rectangular abierta de area fija dada con mayor volumen). Sean
x,y, z las medidas de una caja rectangular abierta (largo, ancho y altura). Su volumen es
V =uayz y su drea dada es So = xy + 2xz + 2yz, luego el objetivo es resolver el siguiente
problema

mazximizar V(x,y, z) = zyz

sujeto a xy + 2xz + 2yz = Sy }

En virtud de la desigualdad aritmético-geométrica,

2 2
Sy = xy—|—2:vz—l—2yz:3$y+ 91;)2—1— yzZ
> 3[(xy)1/3(2xz)1/3(2yz)1/3] =3. 41/3(1'2@/222)1/3 =3. 41/3V2/3

Ast, V' es mdzimo cuando se da la igualdad en la Desigualdad aritmético-geométrica, esto
es, V es mazrimo cuando

Y
xy:2xz:2yz:§o
Un cadlculo breve muestra que
So 1 /S
T A L

y consecuentemente, el volumen mdximo de la caja es

§3/2
_ _ 20
Vo = xoyozo = 3.332
Ejemplo 26 (Caja rectangular abierta de volumen fijo dado con menor &rea). Sean
x,y, 2z las medidas de una caja rectangular abierta (largo, ancho y altura). Su drea es
S = xy + 2xz + 2yz y su volumen dado es Vi = xyz, luego el objetivo es resolver el
siquiente problema
minimizar S(z,y,z) = vy + 2xz + 2yz
sujeto a xyz = Vj

Procediendo como en el ejemplo anterior, en virtud de la desigualdad aritmético-geométri-

ca,

xy + 22z + 2yz

S=3 > 3. 418y

se sigue que S es minima cuando hay igualdad en la desigualdad aritmético-geométrica,
esto es, S es minima cuando

Ty =202 = 2yz = 41/3‘/02/3
Un cdlculo breve muestra que

41/6%1/3

x0:y0:0:41/6‘/01/3 Y 2 5

y consecuentemente, el drea minima de la caja es

So = xoYo + 22020 + 2Y020 = 3 - 41/3%2/3
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La pareja de los dos ejemplos anteriores proporcionan un primer ejemplo de programas
geométricos duales. En ambos ejemplos, se tratan esencialmente con las mismas funciones
salvo que la funcién objetivo de un ejemplo es la restriccién del otro y que un ejemplo es
de minimizacién y el otro de maximizaciéon. El préximo ejemplo provee una visién mas
profunda de dualidad.

Ejemplo 27. Considérese los siguientes programas

mazimizar f(x,y,2) = vy?z minimizar h(z,y,2) =z +y + 2°
sugeto a g1(r,y,2) =x+y+2°=r » (P) sujeto a go(w,y,2) = vy’z =& (D)
donde k > 0 es fijo y x,y,z € RT donde £ > 0 es fijo y x,y,z € RT

Los programas (P) y (D) son programas duales: (P) es el programa dual de (D) v,
viceversa, (D) es el programa dual de (P).

Para resolver ambos programas, se necesita expresar ©+v -+ 2% de forma que la aplica-
cion de la desiqualdad aritmético-geométrica proporcione una cota inferior de xy*z. Esto
puede consequirse como sigue

2 = 2,2 Y Y Y Y e
rT+y+=z 2+2+4+4+4—|—4+z

_ 7§+§+%+%7+§+%+z22

INZT U\
> 7(5) (Z) (vy?2)7

La igualdad se da precisamente cuando

Para maximizar f sujeto a la restriccion dada por g1, se toman los valores optimos
o, Yo Y 2o que fuerzan la igualdad en la desiqualdad de las medias y se igualan, en este
caso, a K/7:

=%
Para minimizar h sujeto a la restriccion dada por g, se toman los valores optimos
o, Yo Y 2o que fuerzan la igualdad en la desiqualdad de las medias y se igualan, en este

easo, o (1) () 2

n =2 ()7 ()¢

2/7 4/7 2
T Yy 2 1 1 2/7
—_ = - = — — — ﬁ =
i) (1) e
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La desigualdad aritmético-geométrica también sirve para resolver algunos problemas
de minimizacién no restringida, como es el caso del proximo ejemplo.

Ejemplo 28 (Encontrar el minimo de f(z,y) = 4x + % +47 para z,y € RT). De
y T

nuevo, este problema puede resolverse usando la desigualdad aritmético-geométrica de la
siguiente manera

4z + % + 2% 4 24 222\ V4
floa) =4S s g (L) <

Si se fuerza la igualdad en la desigualdad anterior, se obtiene que los valores xg e yy que
minimizan [ vienen dados por
x 2 1
41'0:—0:@:2@360:3/0:—

vl Zo 2

Consecuentemente, el valor minimo de f en RY x R™ es 8 y se alcanza en (1/2,1/2).

Nota 19. Animo al lector a intentar resolver el problema anterior usando las técnicas
expuestas en el Capitulo 1.

Todos los ejemplos discutidos hasta ahora parecen indicar que la desigualdad arimético-
geométrica puede ser una herramienta til para resolver ciertos problemas de optimiza-
cién. Estos problemas son los nombrados programas geométricos. Como se ha visto con los
ejemplos anteriores, a menudo es posible resolver tales problemas (programas geométri-
cos) usando solamente la desigualdad aritmético-geométrica. Sin embargo, algunos de
estos problemas son muy complicados para proceder de esta manera. Aqui veremos un
procedimiento que nos rescatara de estas situaciones. También, el lector habra podido
alertar que quizéds no siempre se pueda forzar la igualdad en la desigualdad de las medias
como se ha exigido en los ejemplos, pero una vez desarrollado esta teoria se vera que
efectivamente si se puede y todo lo anterior tiene sentido.

Definicién 22 (Posinomio). Dados n,m € N dos nimero naturales, un posinomio en
m-variables t = (t1, ..., tn) € (RT)™ es una funcion p : R™ — R definida por la siguiente
combinacion lineal .
pt)=> ai[[t)%  vte (®RY)™
=1 j=1
para ciertos coeficientes {o; € RT : i = 1,...,n} y ciertos exponentes {B;; € R =
lL..n,j=1,..,m}

El objetivo de la Programacién geométrica no restringida es resolver el siguiente
programa
minimizar p(¢) donde
P
t=(t1,..tm) ER™yt; >0,..,t, >0 (PG)

Una solucién de (PG) es un minimo global de p en la regién factible de vectores t =
(t1,...,t,) con componentes positivas. Antes de nada, obsérvese que p puede reescribirse

como 5
N (el

=1
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donde cada d; se supone positivo ¢; > 0 (condicion de positividad). Si anadimos la restric-
cién &1+ - -+ 0, = 1 (condicion de normalidad) entonces podemos aplicar la desigualdad
aritmético-geométrica en esta nueva expresion de p y obtener

oo B(R) I () -1 () o

=1 =1 j=1

Por tanto, si imponemos la condicién adicional )", f;;0; = 0 para todo j = 1,...,m
(condicion de ortogonalidad), la desigualdad de arriba afirma

ST1(%)
=1

0;
Asi, definiendo q(d) = H (%) , queda probada la Desigualdad primal-dual:

p(t) > q(d) (3.9)

para todo t € R™ con componentes positivas y todo & € R" satisfaciendo las condicio-
nes de positividad, normalidad y ortogonalidad. Esto conlleva a considerar el programa
geométrico dual de (PQG)

n o; )
maximizar q(6) = H (%)
i=1 N\
51>0,...8,>0 (PGD)
sujetoa ¢ 0y +---+0, =1

Yo B0 =0 Yi=1,.,m J

Un vector d € R" es factible para (PGD) si satisface las condiciones de positividad,
normalidad y ortogonalidad. El programa dual (PGD) es consistente si el conjunto de
vectores factibles de (PG D) es no vacio. Finalmente, una solucién de (PGD) es un vec-
tor 6° € R" que maximiza ¢(d) en el conjunto de puntos factibles de (PGD).

Nétese que si t0 € (R™)T es solucién de (PG) y 6° € R™ es solucién de (PGD), en
virtud de la desigualdad 3.9, se tiene que p(t°) > q(8°). Vamos a ver que, en realidad,
se da la igualdad p(t°) = q(8°) y que dicha igualdad establece un proceso directo para
computar soluciones de (PG) y (PG D) siempre y cuando estos programas tengan solucién.

Teorema 19 (Programacién geométrica no restringida). Si t° = (£2,...,t%) € (R™)*" es
una solucion de (PG), entonces el correspondiente programa dual (PGD) es consistente.
De hecho, el vector 6% = (8?,...,00) € R™ definido por

50 _ Ti<t0)

Cop(?)
donde 7;(t) = ot - - - tPim es el i-ésimo término de p, es una solucién de (PGD) y se da
la igualdad en la Desigualdad primal-dual, p(t°) = q(8°).

Vi=1,...n
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Demostracion. Sea i € {1,...,n} y 75(t) = a;t?" - t%m el i-ésimo término de p. Dado
j €{1,...,m}, se tiene que

ot (t)
7ot

Como t° es un minimo de p, se sigue que

t = 61]Tz<t>

Op(t°) -~ ont®) .
=P NIy
0= ; o, =L

Pero entonces, por la primera observacion hecha al empezar la prueba, es claro que
n
0225”7}(t0) VJ = 1,...,m
i=1

Finalmente, como p(t°) > 0, se puede dividir ambos miembros de esta tltima ecuacién
por p(t°) y obtener

. 7:(t%) .
0= Bii—a- Vi=1,....,m
; T p(t°)
Consecuentemente, si se toma

entonces §° satisface la condicién de ortogonalidad para el programa dual (PG D). Ademés,
89 > 0 parai = 1,...,n asi que la condicién de positividad se verifica también. Por tltimo,

L) p(t)
2= 2y )

luego se cumple la condicién de normalidad. Se concluye, por tanto, que 8° es un vector
factible para (PGD), asi que (PGD) es consistente y también se da la igualdad en la
Desigualdad primal-dual:

p(t°) = p(t®)Fm = (p(t0) + - (p(t°)) =

A\ ()" _
o ® )

6? 5” n 0 n 0
= ol ) tzi:1 Bindy tZizl Bimd;
o\ o) " -

59 a\?
PR (6_g> — q<60)




90 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE K-K-T 'Y PROGRAMACION CONVEXA

Procedimiento para la Programaciéon geométrica (no restringida). Dado un
programa geométrico

minimizar p(t) = Y., 7;(t) donde
t= (tl, ...,tm) S (Rm)+ y Ti<t> = o Hm (tj)ﬁij } (PG)

Jj=1

se procede como sigue:

PASO 1. Calcular la regién factible del programa geométrico dual, esto es, el conjunto
de vectores § = (01, ...,0,) € R™ tales que

91 >0,...,0, >0 (condicién de positividad)

Yo i0i=1 (condicién de normalidad)

Yor B0 =0 ¥j=1,..,m (condicién de ortogonalidad)
PASO 2. Si la regién factible de (PGD)

= es vacia, entonces (PG) no tiene solucién.

= consiste inicamente de un vector §°, entonces §° es una solucién de (PGD) y se
procede directamente al paso 4.

= consiste de mas de un vector, entonces se procede al paso 3.

PASO 3. Resolver (PGD).

PASO 4. Dada una solucién §° de (PGD), una solucién t° de (PG) se obtiene resol-
viendo las siguientes ecuaciones para t9, ..., 2,

50 =
q(6°)

El valor minimo p(¢°) de p es igual al valor méximo q(6°) de q.
Conviene hacer un par de aclaraciones y comentarios.

1. Para calcular la region factible de (PG D), primero se resuelve el sistema de ecuacio-
nes lineales compuesto por las condiciones de normalidad y ortogonalidad, y después
se impone la condicién de positividad a las resultados obtenidos.

2. El hecho de que si la region factible de (PG D) es vacia, entonces (PG) no tiene solu-
cién se sigue del teorema 19. Si (PG) tiene solucién, entonces (PG D) es consistente,
es decir, tiene region factible no vacia.

3. La solucién del sistema de ecuaciones del paso 4 parece complicado porque las
ecuaciones no son lineales en las variables t{,....t% . Sin embargo, en [40] puede
verse como se simplifica el calculo tomando logaritmos.
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Ejemplo 29 (Programacién geométrica no restringida). Dados a,b,c,d, K € R, con-
sidérese el siguiente programa geométrico

K
minimizar p(t) = a4 " + 2btots + 2ctits + dtity

1lats3
donde t1 > 0,ty > 0,13 > 0,t4, >0

El correspondiente programa dual es

o ak\ % f2p\ V%2 f9c\ Yo% fogN Vo
mazximizar q(8) = 5 5 & 5

01,02,03,04 >0
01+0+03+0d,=1

sujeto a § —0; + 03+ 04 =0

—01+02+0,=0

—01+ 02+ 03 =0 )

\

En este caso, la region factible del programa dual consta solamente de un vector, a
0_ (2111 . . . :
saber, & (5, 55 E 5) Por el paso 2, se tiene quoe l(c)z sol(’)ucwn del programa primario se
calcula resolviendo las siguiente ecuaciones para ti,ty y t3

(6°)

tOtOtO 5 (50) %
2bt0t = 09q(8°%) =
2ctity = 03q(6°) =
ey = 5a(6°) = 4o

q(0?)
q(6°)
(6°)

Se omiten los detalles de cdlculo para resolver este sistema.

al al—

Ejemplo 30 (Programacién geométrica no restringida). Considérese el siguiente progra-
ma geomeétrico
2
minimizar p(t) = _t + ity + 11

t1to
donde t;1 > 0,ty > 0

El correspondiente programa dual es

o\ £\ s\ s )
mazimizar q(8) = (5—1) (5—2> (5_3>
517 527 63 >0
. 51 + 52 + (53 =1
sujeto a
—(51 + (52 —+ (53 =0
—(51 + (52 =0 )
Al resolver este sistema se consigue solo la solucion §; = dy = % y 03 = 0 que no

es factible para (PG) (pues 63 = 0). Asi, por el paso 2, el programa primario no tiene
solucion.
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La Programacion geométrica restringida no sera tratada en este trabajo. No obstante,
se comenta a continuacion las ideas fundamentales.

Dados n,m € N dos nimeros naturales, un programa geométrico estandar viene
descrito por
minimizar g(t) sujeto a

hi(t) <1, hn(t) <1 } (PG)

donde tanto g como h; (i = 1, ...,m) son posinomios en n variables positivas t1, ..., t,, € RT.

Por un lado, al igual que ocurria en la Programacién geométrica sin restricciones,
resulta de utilidad la desigualdad aritmético-geométrica; en especial, una extension suya
que se prueba a partir de la propia Desigualdad aritmético-geométrica y cuya demostracion
puede verse en [40]. Por otro lado, a priori, el teorema 17 no parece ser aplicable en este
caso puesto que los posinomios no tienen porque ser funciones convexas (por ejemplo,
g(t) = t'/2 no lo es). Sin embargo, todo posinomio puede transformarse en una funcién
convexa a través el cambio de variable

t-

j=€e% Vj=1..n

Mas precisamente, mediante este cambio de variable se logra convertir el posinomio

m

o) =3 o ][t vee®)

-

en la siguiente funcién de & = (x4, ...,x,) € R™,
n
1) = Yoo
i=1

que es convexa en R"™ por la proposicion 3. Estas observaciones permiten transformar el
programa (PG) en el siguiente programa convexo

minimizar f(x) sujeto a .
Ri(x) —1<0,.,h(x)—1<0 } (PG)

y ambos programas son equivalentes, en el sentido en que t° es una solucién de (PG) si,
y s6lo si, % es una solucién de (PG)*. En esta situacién, si es aplicable el teorema 17,

del cual se desprende un resultado analogo al teorema 19 y que puede consultarse en el
capitulo 5 de [40].

3.4.3. Programacion cuadratica

Los problemas de optimizacion no lineal en los que se optimiza una funcién cuadratica
sujeta a restricciones lineales y de no negatividad, se presentan en una amplia variedad
de aplicaciones incluyendo el andlisis de la regresion en estadistica o modelos economi-
cos para la compra-venta Optima, entre otros. Se han desarrollado varios algoritmos para
aprovecharse de la linealidad de las restricciones y del cardcter cuadratico de la funcion
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objetivo en tales programas. A continuacion, se presenta el programa cuadratico estandar
(el cual se resuelve con unos de estos algoritmos) y un caso particular que lograremos
resolver por completo.

Dados n,m € N dos nimeros naturales, el programa cuadratico estandar se for-
mula como sigue

minimizar f(z) =k + (@, z) + 3 (x, Qx) P)
sujeto a Ax < b, £ >0

donde @ € M, (R) es una matriz definida positiva, @ € R" y b € R™ dos vectores, k € R
un numero real y A € M,,,«,,(R) una matriz de rango méximo.

Este programa puede resolverse usando una variacion del método simplex conocida
como el algoritmo de Wolfe que puede verse en el capitulo 7 de [40]. Adema&s, dado n € N
un nimero natural, puede verse (capitulo 3 de [40]) que el problema de minimizar la
funcién cuadrética f(z) = k+ (a,x) + 5 (x, Q) en todo R™ es equivalente a encontrar la
unica solucién del sistema de ecuaciones lineal Az = —b, siendo @ € M, (R) una matriz
definida positiva, a € R" y b € R" dos vectores, £ € R un nimero real y A € 9M,,(R) una
matriz regular.

Ahora, vamos a considerar una clase de programas cuadraticos para los que la dualidad
resulta fructifera. Dados n € N un nimero natural, @ € 9,(R) una matriz simétrica y
definida positiva, a € R™ un vector no nulo y b € R un nimero real, considérese el
programa cuadratico elemental

minimizar f(x) ;>5<$CI;Q$> } (PQ)

sujeto a (a,x) <

La funcién h : R" — R definida como h(x) = (a,x) — b es convexa y la funcién
objetivo f es estrictamente convexa (por ser ) definida positiva), por tanto, (PQ) es un
programa convexo con unicidad de solucién. De hecho, (PQ) es superconsistente ya que
por ser a # 0, permite encontrar x con (a,x) < b. Evidentemente, si b > 0, entonces
xo = 0 es un punto factible para (PQ) y es la tnica solucién del programa. Por esta
razon, en lo que sigue se retringe la atencion al caso b < 0. El lagrangiano £ : R" xR — R
de (PQ) esta dado por

Liw,)) = %@, Qz)+ Mla, @) —b) Vo € R", VA€ R

Como el lagrangiano £ es una funcién estrictamente convexa en x (para cada A > 0 fijo),
L tiene un tnico minimo xg que queda determinado por

V.L(x,\) = Qxo+ Aa =0

de donde
xo = -\Q 'a
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Ademas, como

L(zg,\) = L(—A\Q7'a,)\) =
- % (-A\Q7'a, Q(-\Q'a)) + A((a, —A\Q'a) —b) =

= %(—)\Q_la, —Aa)) — (=Aa, - A\Q 'a) — \b =

)\2
_?<Q_1a7 a’) —Ab

es claro que

2
6= sup{ inf ﬁ(m,/\)} = max {—%(Q‘la,a) —Ab

A>0 xcR” A>0

Para maximizar la funcién ¢ : Rj — R dada por

p(A) = —%

(Q'a,a) —\b  VANER]

basta escribir
¢'(\)=-XNQ 'a,a)—b

P"(\) =—(Q 'a,a)

Notese que \g = — es el inico punto critico de ¢ y es un maximo estricto

b
(Q~'a,a)
de ¢ ya que ¢”(\g) < 0. Asi pues, A\g es una solucién del programa dual. La solucién xg
del programa primal es el minimo de £ en R" y estd dado por

bQ ta
(a,Q7'a)

Esto completa la solucién de la clase de programas cuadraticos considerados.

g = —)\0Q_1a =

Constiltese [35] para més informacién acerca de otras clases programacién, como por
ejemplo la Programacion separable o la Programacion fraccionaria.
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