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1. Simetrias

1.1. Simetrias en mecdnica cuantica. Grupos de Lie y representa-

ciones.

En mecanica cudntica un sistema fisico tiene asociado un espacio de Hilbert complejo separable
H con vectores |+/). Cada estado viene representado por un rayo 1 (subespacio de dimensién 1 de

Y= {\v), A € C}. (1.1)

El conjunto de rayos forma el espacio proyectivo H. El vector |1)) es un representante de P (es
decir 1) € 1) que a menudo se elige normalizado, quedando entonces la ambigiiedad de una fase

(nimero complejo de médulo 1).
Se denomina transformacién del sistema a toda biyeccién g de HenH

g :?1{ — ?i{ (1.2)
P> p?
El conjunto de transformaciones forma un grupo.

La probabilidad de transicion entre los estados 7,3 y ¢, es decir, la probabilidad de encontrar el
estado ¢ cuando se mide el sistema en estado 7, es

(Sl
TelPTeIE (13)

Por ejempld, (x|p) = e®*/* proporciona la amplitud de probabilidad de encontrar una pérticula con

momento p en el punto x.

Lig=

Un transformacién g es de simetria cuando deja invariante las probabilidades de transicién, es

decir, o
Y, ¢ Ty 5= T3040 (simetria). (1.4)

Las transformaciones de simetria forman el grupo de simetria del sistema.’

IDado un conjunto cualquiera A, el conjunto de biyecciones de 4 en A que deja invariante un propiedad
obviamente siempre forma un subgrupo del grupo de todas las biyecciones.



Si la transformacién g se realiza en H mediante un operador unitario U, se deduce automatica-
mente que g define una simetria. Esto es asi tanto si U es lineal como si es antilineal. Recordemos
que, para un operador A

AW+ ula) = { 2l Tt (15)

y también
(Av[6) = (9lAl)",  (ineal)
419 = {Cavlereatsy, (aneimen) (16)

Por otro lado U unitario significa
Ul=yut (unitario). (L.7)

Lo cual implica
Ut =UU =1, (1.8)

donde 1 denota el operador identidad en H.

Si g se representa por un operador unitario U,

) = Ulp) = [99),  [¥) €4, [4*) € 9, (1.9)
e induce una transformacién bien definida a nivel de rayos. Ademads es inmediato que

914h9) = — (¢|UTU|¢)=<¢"T/)>: (lineal)
1) = 0609 = { i) = (o onimes (110

y en ambos casos la relacién (1.4) se satisface.

Por tanto, los operadores unitarios en H inducen transformaciones de simetria en 1. De acuerdo
con el teorema de Wigner también se cumple el reciproco: todas las transformaciones de simetria
se realizan mediante operadores unitarios en H [1].? Ademds, el teorema establece que dada una
simetrfa g el operador unitario U asociado es tnico salvo a lo sumo una fase.® En efecto, los
operadores U y U’ = wU producen vectores estado transformados que difieren en una fase y son
por tanto equivalentes.

2Es notable que la nocién de linealidad o antilinealidad no aparece en la definicién de transformacién de
simetria. Sin embargo, de acuerdo con el teorema, el requerimiento de simetria resulta ser extraordinariamente
restrictivo.

3Una fase se refiere a un nimero w € C, |w| = 1.



En la practica lo mas usual es que la simetria se realice mediante un operador lineal. Sélo
se requieren operadores unitarios antilineales (o también, antiunitarios) cuando la transformacién
involucra inversién temporal. De modo que mientras no se diga lo contrario supondremos que los

operadores requeridos son lineales.
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