Integral doble

Practica 9 (Calculo)

Integral doble

In[1]:= Clear["Global "]

m Integral doble en dominios rectangulares.

Consideramosuna funcién f:D—R integrable Riemann, donde D=[a,b]x[c,d]es un dominio rectangular. La integral de f en el
dominio D se calculamedianteel comando Integrate. En el siguiente ejemplo se integrala funcion f en el dominio[1,7]x[2,3],es

decirxe[1,7], ye[2,3].
In[2]:= f[x_, y_ ] :=2x+7y+2

In[3]:= Plot3D[f[x, y], {x, 1, 7}, {y, 2, 3}]

Out[3]= = SurfaceGraphics =

In[4]:= Integrate[f[x, y], {x, 1, 7}, {y, 2, 3}]

Out[4]= 165
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In[5]:= Integrate[f[x, v], {v, 2, 3}, {x, 1, 7}]

Out [5]= 165

Al efectuarlas integrales sin emplear el ordenador,se usa el Teoremade Fubiniy se efectuala integral en una de las variables, y
luego se integraen la otra variable. Este proceso también se puede realizar con Mathematica.

Primero calculamosla integral de f entre x=1 y x=7. Esta integral depende de y, la notamos F[y]. Luego calculamosla integral de
esta funcion entre y=2 ¢ y=3.

In[6]:= F[y_] = Integrate[f[x, y], {x, 1, 7}]

Out[6]= 60 +42y

In[7]:= Integratel[F[y], {y, 2, 3}]

out[7]= 165

Ahora calculamosprimero la integral entre y=2 e y=3, que llamamos G[x]. Y a continuacion calculamosla integral de esta funcion
entre x=1 y x=7. Observamosque se obtiene el mismo resultado.

In[8]:= G[x_] = Integrate[f[x, y], {y, 2, 3}]

39
out[8]= T+2X

In[9]:

Integrate[G[x], {x, 1, 7}]

Out [9]= 165

Para calcularuna aproximacion numérica de una integral doble, podemosusar la orden NIntegrate.
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In[10]:= g[x_, y_] :=Sin[x*Sin[y]]
Integrate[g[x, y], {x, 1, 7}, {y, 2, 3}]

NIntegrate[g[x, y], {x, 1, 7}, {y, 2, 3}]
3
out[12]= J (Cos[Sin[y]] Csc[y] -—Cos[7 Sin[y]] Csc[y]) dy
2
Out[14]= 2.19202

EjerCiCiO: Calculela integral de la funcion f(x,y)=x"2*y”3+xen el dominio[2,5]%[3,7].

Ejercicio: Calculela integral de la funcion g(x,y)=sen(x*cos(y"2))n el dominio[-2,2]x[-5,7].
m Representacion de regiones regulares. Integrales en dichas regiones.

= Dominios tipo L.

Los dominiosde la forma R={(x, y) € R?:**<b_ ¢ (x) < y < B(x)} se dicen dominios regularesde tipo I. La coordenadax varia
entre dos niimeros fijos a y b, y, dado un valor de x, la coordenaday de los puntos (x , y), varia entre a(x)y B(x).

Para representar graficamente uno de estos dominios, dibujaremosla fronterade R. Para lo cual representamoslas graficas de las
funciones a(x) y 5(x). Como ejemplo consideramosel dominio R={(x, y) € R?: =<2 x -2 <y < —x"2 +5}.

In[15]:= Plot[{x-2, -x*~2+5}, {x, 1, 2}]

-1

Out [15]= = Graphics =

Hemos dibujado parte de la frontera del dominio R. Para representarel dominio empleamosla orden FilledPlot que estudiamosen
la practica 7.
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In[16]:= Needs["Graphics 'FilledPlot "];

FilledPlot[{x-2, -x*2+ 5}, {x, 1, 2}]

Out[18]= = Graphics =

EjerCiCiO: Representela region E1={(x, y) € R? 154 _x"2 4+ 5x -3 <y<x"2+7}.

Supongamosque queremos calcular la integral de la funcion f(x,y)=x"2+x*yen el dominio R. Para calcular dicha integral
debemos considerarlos siguientes limites de integracion.

x=2 =B (x)
Jf (x, y) dxdy =J J-y f (x, y) dy| dx
D x=1 y=a (x)

Esta integral puede calcularseempleandolas siguientes instruccionesde Mathematica la primeraempleala orden Integrate,y la
siguiente emplea la paleta Basiclnput. Se compruebaque ambas instruccionesdan el mismo resultado.

In[19]:= Integrate[ Integrate[x*2+x*y, {y, x-2, -x*2+5}], {x, 1, 2}]

out(197= =7
“ ~ a0
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2 x*2+5
In[20] := Jf (x*2 +x+y) dydx
1 x-2
457

OUt[ZO]: W

EjerCiCiO: Calculela integral de la funcion x"2*y+2x*yen la region anterior E1=
{(x,y) eR¥ 154 _x22 4 5x-3<y<x"2+7}.

= Dominios tipo II.

Los dominiosde la forma S={(x, y) € R* *=¥=d y (y) < x < § (y)} se dicen dominiosregularesde tipo II. Para dibujar la frontera
de estos dominios debemos dibujar las rectas y=c, y=d, asi como las graficas de las curvas(dadas de formaimplicita) x=y(y), x=6(
y). Estas Gltimas graficas se pueden representarcon la orden ImplicitPlot.

-l=<y=2

Como ejemplo representamosel dominios = { (x, y) € R%* , —(1/2)y-1<x<4d-y~2}.

Para representareste dominio usando ImplicitPlot, debemos especificarun intervalo para la variablex lo suficientementegrande
como para representar completamenteel dominio S. Una vez representado S, se puede ajustar el intervalo para x.

In[21]:= Needs["Graphics ImplicitPlot "]
Al = ImplicitPlot[x=-(1/2)y-1, {x, -4, 4}]

Bl = ImplicitPlot[x=4-y*2, {x, -4, 4}]

Cl=Plot[{-1, 2}, {x, -4, 4}]

Show[Al, Bl, C1]



Integral doble

-10

Out [23]= = Graphics =

Out [25]= = Graphics =
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Out [27]= = Graphics =
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Out [29]= = Graphics =

A lavista de la grafica, podemos cambiarintervalo de definicion de x

—(1/2)Y—1, {xl _2'51 0}]

4_yA21 {xl _31 4}]

In[30]:= A2 = ImplicitPlot[x ==
B2 = ImplicitPlot[x ==
C2 =Plot[{-1, 2}, {x, -2, 4}]

Show[A2, B2, C2]
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-2.5 =2 -1.5

Out [30]= = Graphics =

Out [32]= = Graphics =
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Out [34]= = Graphics =
3 L
-3 _2 _
B
E.
Out [36]= = Graphics =

EjerCiCiO: Representela region E2={(x, y) € R 2By T By Y ) <y < 4.

Si queremos calcular la integral de la funcion g(x,y)=x*cos(y)en el dominio S, debemos considerarlos limites de integracion que
se muestrana continuacion.

=2 rx=4-y*2
g (x, y) dlxdly=jy J g (x, y) dxdy
S y=-1Jx=-(1/2) y-1

Para efectuarla integral con Mathematica, podemos emplear alguna de las instruccionessiguientes.

In[37]:= Integrate[ Integrate[x*Cos[y], {x, -(1/2)y-1, 4-y~2}], {y, -1, 2}]

71 1 149 Si 1 23 Si 2
Out [37]= —C.+[]—25Cos[2}+ 81n[ 1 Zn[ ]
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2 —yr2
In[38]:= J x*Cos[y] dxdy
-1J-

(1/2) y-1
71 Cos[1] 149 Sin[1] 23 8in[2]
Oout[38]= - ————— -25Cos[2] + . - i

Ejercicio: Calculela integral de la funcion h(x,y)=x*yen la region del ejercicio anterior E2=
{(X, y) e [R2: 27\/78+6y7y2 sxs7+\/78+6y7y2 , 2 < y< 4} .

= Dominios tipo III.

Las regionesde tipo III son aquellas que pueden considerarsecomo de tipo I o como de tipo I1. Por ejemplo, consideramosla
region T={(x, y) € R? :(x-2)"2+(y-2)"2=3"2}que es un circulo de centro el punto (2,2) y radio 3. Esta region se puede representar
como unaregion de tipo I (despejandoy en funcion de x) o de tipo II (despejandox en funcion de y).

Podemosrepresentarla frontera del dominio (es decir, la circunferencia)usando la orden ImplicitPlot.

In[39]:= ImplicitPlot[(x-2)~2+ (y-2)~2==342, {x, -5, 5}]

5,

Out [39]= = Graphics =

En ocasiones es preferiblerepresentarla circunferenciacon la orden Circle, que dibuja una circunferenciadado su centro y su
radio. La opcion AspectRatiohace que Mathematicaelija automaticamente la razon entre la altura y la anchuradel dibujo, de

forma que represente una circunferencia.
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In[40]:= A = Graphics[Circle[{2, 2}, 3] ]

Show[A]

B = Graphics[Circle[{2, 2}, 3] , AspectRatio -> Automatic ]

Show|[B]
Out [40]= = Graphics =
Out [42]= = Graphics =

Out [44]= = Graphics =

11
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Out [46]= = Graphics =

= Dominios compuestos.

También se pueden considerarregiones que se descomponenen un numero finito de regiones de los tipos I, IT o III vistas
anteriormente.

Representamosahora la region W delimitadasuperiormentepor las curvas C1=(x-2)"2+y"2=4,C2= 4-x=y”2, e inferiormentepor
larectax=2y.

In[47]:= Cl = Graphics[Circle[{2, 0}, 2], AspectRatio -» Automatic]

c2

ImplicitPlot[4-x=2y"*2, {x, 0, 4}]

C3 = ImplicitPlot[2y == x, {x, 0, 4}]

Show[C1, C2, C3]

Out [47]= = Graphics =

-2

Out [49]= = Graphics =
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Out [51]= = Graphics =

Out [53]= = Graphics =

En el dibujo se observandos regiones limitadas inferiormentepor la recta 2y=x. De estas dos regiones, s6lo una esta limitada
superiormentepor las curvas C1 y C2.

Para integrar en muchos dominios, es necesario calcular los puntos de interseccion de las curvas que determinandicho dominio.
Por ejemplo, en la region anterior, calculamoscon la orden Solve el punto de interseccion de C1=(x-2)"2+y”2=4con C2= 4-x=y"
2.

In[54]:= Solve[{(x-2)*2+y*2==4, 4-x==y"2}, {x, v}]

Out [54]= {{X%lr yﬁ_\/?}r {xéll y%\/?}r {x->4, y>0}, {x-4, y%O}}
De los tres puntos de corte, s6lo nos interesa el que esta en la frontera de la region considerada,es decir (x, y) = (1, A3 )

Calculamosde forma similar la interseccion de la recta 2y=x con la curva C1=(x-2)"2+y”"2=4,
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In[55]:= Solve[{(x-2)*2+y~2==4, 2y =x}, {x, y}]

u|
<
X
‘I—'
o
—
——

out [55]= {{y >0, x>0}, {y-

De donde obtenemosel punto (0,0).
El tercer punto que vamos a calculares el punto de corte de la recta 2y=x con la pardbola C2=4-x=y"2.

In[56]:= Solve[{2y=x, 4-x==y"*2}, {x, y}]

Out [56]= {{x—>2 (—1—\/3), y—>—1—\/€}, {x—>2 (—1+\/€), y—>—1+\/€}}
Y obtenemosel punto de coordenaday positiva, (X,y)=(2 (—l ++/5 ), -1 +4/5)

Si quisiéramos representarla region empleando FilledPlot, debemos despejary en funcion de x, y considerarlos puntos de
interseccion hallados.

In[57]:= Wl =FilledPlot[{x/2, Va- (x-2)*2}, {x, 0, 1}]

W2 = FilledPlot[{x/2, Va-x}, {x, 1, 2 (-1+/5)}]

Show[W1, W2]

1.75¢

1.5¢

Out [57]= = Graphics =
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Out [59]= = Graphics =

Out[61]= = Graphics =

Laregion W que hemos representadopuede descomponersecomo dos regiones de tipo I. Por tanto la integral de la funcion h(x,y)=
2x*y”~2-xen W se puede hallar sumando la integral de h en W1 mas la integral de h en W2.

J.h (x, vy) dlxdly:J. h (x, y) dxdy + J. h (x, y) dxdy
W Wl W2

Cada una de estas integrales se puede calcular poniendo los limites de integracion adecuados,como se vi6 al estudiar los dominios
tipo I. Las siguientesinstruccionescalculanla integralen W1y W2,y las suman para hallar la integralen W.

In[62] := NIntegrate[Integrate[Zx*y"Z—x, {y, x/2, '\]4— (x—2)"2}] , {x, 0, 1}] +
NIntegrate[Integrate[Z xX*xy"2-x, {y, x/2, '\]4—x}] , {x, 1, 2 (—1+'\/§)}]

out[62]= 3.10028
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‘\/— -[2 (—1+\f§) jm

1 ~Va-(x-2)"2
In[63]:= N[Ij/ (2x*xy~2-x)dydx + (2x*xy~2-x) dlydlx]
0 Jx/2

/2

out[63]= 3.10028
EjerCiCiO: Calcule la integral de la funcién t(x,y)=x"4+y"4+2en el dominio W definido en esta seccion.
EjerCiCiO: Representeel dominio acotado EC que se encuentralimitado por las rectas y=x, y=4x-2, y=- x+8.

Ejercicio: Calculela integral de la funcion q(x,y)=x+2yen el dominio EC definido en el ejercicio anterior.

m Representacion de regiones mediante coordenadas polares.

Consideremosel dominioR1={(x, y) e R?:¥"2*¥"2=1 ' 0 <y < x}. Las siguientes instruccionespermiten visualizaresta region.

In[64]:= Gl =FilledPlot[Sqrt[l -x~2], {x, Cos[Pi/ 4], 1}]
G2 =FilledPlot[x, {x, 0, Cos[Pi/4]}]

Show[G1l, G2]

Out [64]= = Graphics =

16
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Out [68]= = Graphics =

Recordamosla funcion que definia el cambio de coordenadaspolares, esto es, F(p , ¢ )=( p*cos(p) , p*sen(p) ). Laregion R1
puede definirse en coordenadaspolares como una region T1={(p, ) eR?:#=!, 0 < ¢ < Pi / 4}, yaque F(T1)=R1.

Vamos a representarla fronterade R1 usando coordenadaspolares. Para ello vemos que la parte curvade la fronterade T1 la
forman los puntos (p,¢) con p=1, y con 0<¢<Pi/4. Asi pues para estos puntos se tiene que x= p*cos(p)=cos(yp), y= p*sen(p)=sen(
¢).

Dibujamosla parte curvade la frontera con la orden ParametricPlot,donde damos la coordenadax, asi como la coordenaday, de
los puntos a representaren funcion de ¢.
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In[69]:= ParametricPlot[{Cos[¢], Sin[¢]}, {¢, 0, Pi/4}, AxesOrigin- {0, 0},
AspectRatio -» Automatic]

QOO ODOOO
PN W U010 <]

O Q78R3 5

Out [69]= = Graphics =

En este caso el valorde p es constantementeigual a 1. En casos més generalesla frontera de una region se correspondera con una
curva dada en polares medianteuna funcion p(y).

Por ejemplo, supongamosque queremos representarlos puntos que tienen radio p(¢)=2*sen(3p). Es decir, puntos del plano x=2*
sen(3p)*cos(p), y=2*sen(3p)*sin(p). Estos puntos se representancon la siguiente instruccion.
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In[70]:= ParametricPlot[{2 Sin[3 ¢] *Cos[¢], 2Sin[3 ¢] *Sin[¢]}, {¢, 0, 2xPi}, AspectRatio - 1]

Out [70]= = Graphics =

En ocasiones es convenienteusar otra notacion. Por ejemplo el mismo grafico anterior se puede representarmediante esta
instruccion.

19
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In[71]:= r[t_] :=28in[3t]

ParametricPlot[{r[t] *Cos[t], r[t] *Sin[t]}, {t, O,

2%xPi}, AspectRatio-» 1]

\(\)
1,
0.5¢
-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

—_ .5,

_l,
-1.5¢

Out [73]= = Graphics =

Out [75]=

De igual forma representamosestas otras funciones.
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In[76] := ParametricPlot[{2* (1 +Cos[t]) *Cos[t], 2% (1 +Cos[t]) *Sin[t]}, {t, 0, 2xPi},
AspectRatio-» 1]

Out[76]= = Graphics =

21
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In[77]:= ParametricPlot[{‘\/Z*3"2*Cos[2t] *Cos[t], ‘\/2*3"2*Cos[2t] *Sin[t]},
{t, 0, Pi/ 4}, AspectRatio-» 1]

Out[77]= = Graphics =

Ejercicio: Representela curva dada por la funcidn en polares r(t)=3sin(t)*cos(t),para 0<t<2 Pi. Idem r(t)=4cos(t)sen”2(t)
para O<t<Pi

22



