Practica 8 (Calculo)

(Segunda Parte)

Funciones de varias variables

In[1]:= Clear["Global "]

Plano tangente.

Dada una funcién de dos variables f(x,y), podemos definir la superficie formada por los puntos (X,y,z) que verifican que z=f(x,y).

Esta superficie puede dibujarse usando la orden Plot3D vista anteriormente.
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In[2]:= f£[x_, y_] :=Exp[-(x"2+y"2)]
Plot3D[f[x, y], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
Gl = Plot3D[f[x, y], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, ViewPoint » {0, 1, -.1}]

Out [3]= = SurfaceGraphics =

Out[4]= = SurfaceGraphics =

Si f es diferenciable en un punto (a,b), podemos definir el plano tangente a la superficie z=f(x,y) en el punto (a,b) mediante la
formula z:f(a,b)-i-(x—a)(% (a, b))+(y-b)( % (a, b)). Asi para la funcion f definida, se tiene que su plano tangente en el punto (0.1
, 0.1), se define como a continuacion.

In[5]:= a=0.1;

b=0.1;
z=1f[a, b] + (x-2a) « (D[f[x, y], x] /. {x>a, y->Db}) + (y-b) » (D[f[x, y], y] /. {x>a, y->Db})
Expand[z]

out[7]= 0.980199-0.19604 (0.1 +x) -0.19604 (-0.1+7v)

out[8]= 1.01941-0.19604x-0.19604y

Representamos conjuntamente la funcion f'y el plano tangente definido.
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In[9]:= G2 =Plot3D[z, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, ViewPoint -» {0, 1, -0.1}]

1 0.5 -0.5 -1

Out[9]= = SurfaceGraphics =

In[10]:= Show[Gl, G2]

Out[10]= = Graphics3D =
EjerCiCiO: Dada la funcion g(x,y)=-x"2-y"2+x, halle el plano tangente a la superfice z=g(x,y) en el punto (0,0).

Ejercicio: Dada la funcion h(x,y)=-x"2-y"2+x+y, halle el plano tangente en el punto x=0.5, y=0.5. Compruebe que el
plano tangente es constante (paralelo al plano z=0). Dibuje las curvas de nivel de la funcién h en un dominio que contenga al
punto citado (x,y)=(0.5,0.5).

Puntos criticos de una funcion de varias variables.

Dada una funcion f(x,y), su puntos criticos son aquellos puntos en los que la funcion es diferenciable y todas las parciales se
anulan. Por ejemplo, comprobamos que la funcién h(x,y)= - x*2-y"2+x+y tiene un punto critico en (x,y)=(0.5,0.5). En primer
lugar vemos que la funcion h es diferenciable, ya que es un polinomio, se pueden calcular sus parciales, y las parciales son

continuas. En segundo lugar, calculamos sus derivadas parciales.

In[11]:= h[x_, y_] :=-x"2-y*2+x+y
D[h[x, y], x]
D[h[x, y], ¥]

Out[12]= 1-2x

out[13]= 1-2vy

Y evaluamos en el punto (x,y)=(0.5,0.5).
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In[14]:= D[h[x, y], x] /. {x>0.5, y-> 0.5}
D[h[x, y], y]1 /. {x>0.5, y-> 0.5}

Out[14]= 0.

out [15]= 0.
De igual forma, comprobamos que el punto (x,y)=(-1,0) es un punto critico de la funcion t que se define.

In[16]:= t[x_, y_ ] :=x"3*y+y*"3*x+y
D[t[x, y], x] /. {x> -1, y-» 0}
D[t[xr Y]I Y] /- {x_)_ll Y-’O}

Oout[17]= 0

out[18]= 0

Nos planteamos ahora el problema de encontrar los puntos criticos de una funcion diferenciable. Para lo cual debemos hallar
puntos (x,y) que verifiquen que las parciales en esos puntos valgan cero. Es decir debemos resolver el sistema

9f g 9L
ox > 0y

In[19]:= f[x_, y_ ] :=3x"2+2y*2+x*y+2*x+1
Solve[{D[f[x, y], x] == 0, D[f[x, vl, y] = 0}, {x, v}]

out [20]= {{xe—%, y > 22—3}}

EjerCiCiO: Compruebe que el punto (x,y)=( (-1 + A5 ) /2, 0) es un punto critico de la funcion g(x,y)=e"(1-x"2-
yA2)*(1+x/2+y"2+2*x). (Use la orden Simplify para simplificar los resultados)

j iclO: Halle os puntos criticos de la funcion w(x,y)=-x"3*y"2+4 x-In(y"2).
Ejercicio: Hallke1 de la fu (X,y)=-x"3*y"2+4 x-In(y"2)

Extremos relativos. (Condicion necesaria)

Sabemos que para que una funcién f tenga en el punto a un extremo relativo, es necesario que f tenga en a un punto critico. Es
decir, los extremos relativos de la funcion f se encuentran entre los puntos criticos de f. Veamos un ejemplo particular, primero
definimos f, y hallamos los puntos criticos.

Inf21]:= f£[x_, y_] := (x*4+y*4) *xExp[(-(x*2+y*2)/3)]
Sol = Solve[{D[f[x, y], x] =0, D[f[x, y], y] =0}, {x, y}]
out [22]= {{x%O,y%O}, {x->0, y-»0}, {x>0, y»>0}, {x->0, y>0},
{x->0, y=>0}, {x->0, y->0}, {x»O,y%O},{xao,ye—\/_g},{xeo,y»\/_é},
{xaf\/_?;r yﬁf\/_g}r {xaf\/_?;r Y%\/_g}r {X%\/gr yﬁf\/g}r {X%\/_B‘r y%\/_?;}r

{y»>0, x>0}, {y->0, x=>0}, {y»O, x%—\/g}, {y»O, xe\/g}}

Obtenemos 7 puntos criticos distintos, pero no todos son maximos o minimos relativos. En concreto, hay cuatro maximos, cuatro
puntos de silla y un minimo, como puede verse en la grafica. Como hemos dicho, entre los puntos criticos de la funcion se

encuentran sus extremos relativos; aunque aparecen también puntos criticos que no son extremos relativos.
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In[23]:= Plot3D[f[x, y], {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, PlotPoints - 40]
ContourPlot[f[x, y], {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, PlotPoints -» 40]
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Out [23]= = SurfaceGraphics =

Out[24]= = ContourGraphics =

Extremos relativos. (Condicion suficiente)

Hemos visto, en el ejemplo anterior que el hecho de que un punto sea critico no significa que sea extremo relativo. Es decir, ser
punto critico no es suficiente para ser extremo. Veamos unos ejemplos mas, para lo que definimos las funciones f1, f2 y 3.

In[25]:= fl[x_, y_ ] :=x"2+y"2
f2[x , y ] :=x%2-y*2
f3[x_, y_ ] :=-x"2-y*2

Estas tres funciones tienen un punto critico en el punto (x,y)=(0,0), pero fl tiene en esepunto un minimo, f2 tiene un punto de

silla y f3 tiene un maximo. Lo comprobamos viendo sus graficas.
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Plot3D[f1[x, y]r {xr _2r 2}! {YI _2r 2}]

In[28]:

- SurfaceGraphics =

out [28]

Plot3D[f2[x, Y]I {xl '21 2}1 {YI '21 2}]

In[29]:

- SurfaceGraphics =

out [29]
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In[30]:= Plot3D[£f3[x, y], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Out [30]= = SurfaceGraphics =

Como se vid en teoria (condicion suficiente), para determinar si en un punto hay un maximo, un minimo, o un punto de silla hay
que estudiar la matriz hessiana de la aplicacion en dicho punto. Por ejemplo, para la funcién f1 obtenemos su matriz hessiana,
que tiene dos filas y dos columnas, y la evaluamos en el punto (0,0).

In[31]:= mhessianal =

{{D[f1[x, y], {x, 2}], D[fl[x, y], %, y]}, {D[f1l[x, y], v, x], D[f1[x, y], {y, 2}]}}
M1l = mhessianal /. {x> 0, y-» 0}
MatrixForm[M1]

out[31]= {{2, 0}, {0, 2}}
out[32]= {{2, 0}, {0, 2}}
out [33]//MatrixForm=
2 0

lo 2]
In[34]:= Det[M1l]
Out [34]= 4
In[35]:= M1[[1, 1]]
out[35]= 2
Como el determinante de la matriz hessiana es positivo, y el primer elemento es positivo, deducimos (ya que la funcion tiene

m=2 variables) que la funcion f1 tiene un minimo relativo en el punto (0,0).

De forma similar para {2, hallamos su matriz hessiana en el punto critico.
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In[36] := mhessiana2 =

{{D[f2[x, y], {x, 2}], D[f2[x, y], %, y]}, {D[f2[x, y], v, x], D[£f2[x, y], {y, 2}]}}
M2 = mhessiana2 /. {x-> 0, y-» 0}
MatrixForm[M2]

out[36]= {{2, 0}, {0, -2}}
out[37]= {{2, 0}, {0, -2}}
Out [38]//MatrixForm=

(5 22)

0 -2
Tn(39]:= Det[M2]

out[39]= -4

In[40]:= M2[[1, 1]]
out [40]= 2
Como el determinante de la matriz hessiana es negativo, se puede deducir que en el punto (0,0) no hay un extremo local, sino un

punto de silla (es decir, ni maximo, ni minimo local).

Para la funcion f3, su matriz hessiana en el punto (0,0) es la que se calcula a continuacion.

In[41]:= mhessiana3 =

{{D[£3[x, y1, {x, 2}], D[£f3[x%, y]l, x, y]1}, {D[£3[x, y], v, x], D[£3[x, y], {y, 2}]1}}
M3 = mhessiana3 /. {x-> 0, y-» 0}
MatrixForm[M3]

out[41]= {{-2, 0}, {0, -2}}
Out [42]= {{721 O}r {OI 72}}
out [43]//MatrixForm=

(o 2

In[44]:= Det[M3]

Out[44]= 4
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In[45]:= M3[[1, 1]]

Out [45]= -2

En este caso, el determinante de la matriz hessiana es positivo, y el primer elemento de la matriz es negativo, por lo tanto, en el

punto (0,0) hay un méaximo relativo.

EjerCiCiO: Halle y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y)=x+x*y-x"2*y, asi como de la funcién g(x,y)=x"2-6 x
y+3y"2-6x+3y

Extremos condicionados. Método de Lagrange. (Condicion necesaria)

Nos planteamos ahora el problema de hallar el maximo (o el minimo) de una funcion f(x,y) sujeto a unas restricciones gl(x,y)=0,
22(x,y)=0. Sabemos que para que un punto a=(al,a2,..) sea extremo de f sujeto a las restricciones dadas por gl, g2 es necesario
que el punto a sea punto critico de la funcion L=f-A1 g1-12 g2 .

Como ejemplo, vamos a hallar los posibles puntos criticos de la funcion f(x,y)=3x"2+2x*y-2*y”2, entre los puntos que verifican
la restriccion x"2+y”2=1. Comenzamos definiendo la funcién y dibujando la grafica.

In[46]:= f£[x_, y_ ] :=3x%2+2x%xy-2%xy”"2
A =Plot3D[f[x, y], {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, Mesh » False]

Out[47]= = SurfaceGraphics =

A continuacién, dibujamos la funcién restringiendola al conjunto x*2+y”2=1. La instruccion ParametricPlot3D dibuja una
funcion donde las tres componentes (X,y,z) dependen de un mismo parametro. Se han empleado coordenadas polares, y asi x(t)=
Cos[t], y(t)= Sin[t], z(t)=f(x,y)=f (Cos[t],Sin[t]).
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In[48]:= B = ParametricPlot3D[{Cos[t], Sin[t], £[Cos[t], Sin[t]], RGBColor[1l, 0, 0]},
{t, 0, 2Pi}, AxesLabel » {"X", "Y", "Z"}]

Out [48]= = Graphics3D =
Observando la grafica, podemos esperar dos maximos relativos, y dos minimos relativos

Dibujamos ahora las dos graficas conjuntamente, y observamos la restriccion que consideramos y la funcion f.

10
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In[49]:= Show[A, B]

Out[49]= = Graphics3D =

Para calcular los extremos de f restringidos a x*2+y”2=1, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, expresamos la

restriccion en la forma g(x,y) =0.

In[50]:= g[x_, y_] := x*2+y*2-1

Y definimos la funcion L de la siguiente manera.

In[51]:= L[x_,y_, A_] :=£f[x, y] -A*xg[x, y]

Buscamos los puntos criticos de L, empleando la orden Solve, y luego hallamos una aproximacion numérica.

In[52]:= PCriticos = Solve[{D[L[x, y, A], x] ==0, D[L[x, y, A], y] ==0, D[L[x, y, A], A] == 0}, {x, y, A}]
1 1 5
(l—\/29>,x%?[5\/?+2 \/

{/\%%(1—\/29>,x9m(29\/2 29+5+/29) -54/58 (29+5+/29) ,y%—, T

2

out [52]= {{/\ BN

NI

{/\e%<1+\/E>,X%%[5J%<29—5\@) +\/%(29—5@) ,ye\/%(Z9—5@)},
{/\%%(1+\/E>,

x> (—29\/2 (29-5+29) -54/58 (29-5+29) ), y%—\/% (20-5+29) })

116
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In[53]:= N[PCriticos]

out[53]= {{A—>-2.19258, x> -0.189108, y > 0.981956}, {A—-2.19258, x> 0.189108, y > -0.981956},
{A>3.19258, x> 0.981956, y > 0.189108}, {A—3.19258, x> -0.981956, v > -0.189108}}

12

A la vista de la grafica debemos esperar que el primer y segundo puntos criticos sean minimos relativos, y el tercero y el cuarto

sean maximos relativos.

] icio: Ha e los extremos relativos de la funcion f(x,y)=x"2+y"2-2*x restringida a la condicion x=y+1.
Ejercicio: Hallk! 1 de la fi f(x,y)=x 2+y 2-2% gida a la cond y+1

Extremos condicionados. Método de Lagrange. (Condicién suficiente)

Como ejemplo vamos a estudiar si cada uno de los puntos criticos de la secciéon anterior es maximo condicionado, minimo

condicionado o no es extremo. Para ello emplearemos la condicion suficiente para el método de Lagrange vista en clase. Por lo

cual necesitaremos una base de la aplicacion lineal dada por la diferencial de g.

In[54]: flx_,y ] :=3x"2+2x%xy-2%xy"2

glx_, y_]:=x*"2+y*2-1

In[56]:= dg[x_, y_] := {D[g[x, y], x], D[g[x, y], y]}

El vector PCriticos, definido en la seccidn anterior, contiene los cuatro puntos criticos de la funciéon L. Podemos hacer referencia

al primero de ellos mediante la primera componente del vector.

In[57]:= PCriticos[[1]]

1 — 1 1 5 1 5
out[57]= {)&%E(l—\/29),x+?[5\/?+m—\/29(?4-%]

Y calcular la diferencial de g en dicho punto.

14

In[58]:= dgl =dg[x, y] /. PCriticos[[1]]

1 5 1 5 1 5
Oout[58]= {5 | —+ ——— - 29(~ t),Z —_
: { J2+2\/29 J 2+2\/29 2+2\/29}
Para calcular una base del nticleo de la aplicacion dgl, usamos la orden NullSpace.

In[59]:= nucleol = NullSpace[{dgl}][[1]]

2/29 1]
—29+5+/29 '

out [59]= {—

La siguiente orden comprueba que el vector hallado esta en el ntcleo de la aplicacion dgl.

In[60]:= N[ dgl.nucleol ]

out[60]= 2.22045x107%

Calculamos ahora el hessiano en el punto critico.
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In[61]:= mhessianal = {{D[L[x, y, A], {x, 2}], D[L[x, y, A1, %, y1},
{D[L[x, y, A], ¥, x], D[L[x, y, A], {y, 2}]1}} /. PCriticos[[1]]

out [61]= {{5+\/ﬁ, 2}, {2, —5+\/ﬁ}}

Y multiplicamos el vector del nucleo, por la matriz hessiana, y de nuevo por el vector del nticleo. Como el resultado es positivo,
concluimos que el primer punto critico es un minimo.

In[62]:= N[nucleol.mhessianal.nucleol]

out[62]= 301.17

De igual forma, estudiamos el segundo punto critico, que resulta ser otro minimo relativo.

In[63]:= dg2 =dg[x, y] /. PCriticos[[2]];
nucleo2 = NullSpace[{dg2}][[1]];
mhessiana2 = {{D[L[x, y, A], {x, 2}], D[L[x, y, A]l, x, y]},
{D[L[x, y, A], ¥, x], D[L[x, vy, A], {y, 2}]}} /. PCriticos[[2]];
N[nucleo2.mhessiana2.nucleo2]

out [66]= 301.17
Realizamos el mismo proceso con el tercer punto critico, que resulta ser un maximo relativo.

In[67]:

dg3 =dg[x, y] /. PCriticos[[3]];
nucleo3 = NullSpace[{dg3}][[1]];
mhessiana3 = {{D[L[x, y, A], {x, 2}], D[L[x, vy, A]l, %, y]},
{D[L[x, y, A], ¥, x], D[L[x, vy, A], {y, 2}]}} /. PCriticos[[3]];
N[nucleo3.mhessiana3.nucleo3]

Out [70] -11.1698

Y por ultimo el cuarto punto critico, otro maximo relativo.
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In[71]:= dg4 =dg[x, y] /. PCriticos[[4]];
nucleo4 = NullSpace[{dg4}][[1]];
mhessiana4 = {{D[L[x, y, A], {x, 2}], D[L[x, y, A]l, x, y]},
{D[L[x, y, A], ¥, x], D[L[x, y, A], {y, 2}]}} /. PCriticos[[4]];
N[nucleo4.mhessiana4.nucleo4]

Out[74]= -11.1698

Ejercicios

) en el punto (1,3).

1- Calcule el plano tangente a la superficie z:f(x,y):—cos(WlA2+1

2- Halle y estudie los puntos criticos de la funcién w(x,y)=27x"3+8y"3-xy , determinando los extremos locales de la funcién.

(Descarte los puntos criticos complejos)

3- Estudie los puntos criticos de la funcion, que se dibujé anteriormente, f(x,y)=(x"4+y"4)*e (-(x"2+y"2)/3) .
4- Halle los extremos relativos de la funcion f(x,y)=x"2+y”2 sujetos a la condicion x"2/4+y”2/9=1 .

5- Halle los extremos absolutos de la funcion f(x,y)=x"2+2*x*y+y”2 en el dominio x"2+y"2<9 .

6- Se quiere conectar un punto (X,y) a dos conducciones de forma que el coste sea minimo. La primera conduccion tiene la forma
de la grafica y=x"2+2, y la segunda tiene la forma y=x-1. Calcule el punto (x,y) sabiendo que el coste lineal a la primera conduc-
cion es de 1000 euros por unidad de longitud, y el coste a la segunda es de 2000 euros por unidad de longitud.



