practica”.nb 1

PRACTICA DE ALGEBRA LINEAL
ISOMETRIAS

1. Isometrias y matrices asociadas

A lo largo de la practica, consideraremos un tipo particular de aplicaciones lineales definidas en los
espacios vectoriales euclideos R? y R?, las isometrias. En concreto estamos interesados en
describir sus matrices asociadas en la base canoénica correspondiente. Las isometrias se identifican a
partir de cualquiera de sus matrices asociadas en bases ortonormales. Mas concretamente, las
matrices asociadas a una isometria en bases ortonormales del espacio vectorial (de dimensi6n finita)
son matrices ortogonales. Recordamos que una matriz 4 es ortogonal si AA4"=1.

m Ejemplo:
Consideramos |2 aplicacidn lineal fde R siguiente
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Para comprobar si s trata de una isometria calculamaos an primer lugar la malriz asociada a f en la base candnica (base orloncrmal):

f[{K_, ¥ z_]’] =

1 1 x z 1 1
{— {-2+ﬁ]x—£+— {2+\-‘?} Z, —+ = +o—_, — |[2+’\.|'2}x-£+— [-2+'\-‘2:'|z}
4 2 4q 2 \I.'? 2 4 2 4
B={{1, 0, 0}, {0, 1, O}, {0, O, 1}};
A = Transpose[Table[£[B[il]., {i, 3}]]
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. para verla major
MatrixForm[A]
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Comprobames a continuacidn si la matriz ablenida es orlogonal

Simplifvy[A.Transposala]]
{41707 0}, {0, 1 0, {0, 0, 1}}

Deducimos que F es una isometria.
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2. Isometrias en el plano

En esta seccion describimos los dos tipos de isometrias en el plano: los giros de angulo ¢ (£ €
[0,27) ) v las simetrias respecto de una recta r de ecuacion y=a x, estudiando las matrices asociadas
a las mismas en la base canonica.

m Giro de anqulo ¢

La matriz asociada a un giro T de angulo # en la base candnica es

, _ [cos8 —sene'-l

M (T, B
L lsend cosg |

Tl |

En el ejemplo siguiente representamos el efecto de tal isometria sobre un vector

m Ejemplo

Consideramos en B2 el giro de angule =6, Represeniamos el sfects de diche giro aplicado al vector de coordenadas (2,1). Para representar el vector
consideramos el segmento con origen (0,0) y extremo (2,1)

v={0, 0};u= {2, 1};
du = Graphics[Lina[{v, u}]]

= Graphics -

Show[du, Axas -> Automatic)

o]

LA

0.5 i 1.5 2

= Graphics -

Calculamos la imagen del vector u (imu) ¥ representamaos junios el vector (du) ¥ su imaganigu}

G={{Cos[Pi/6], -Sin[Pi/ 6]}, {Sin[Pi/6], Cos[Pi/&]}}

A iy gl R

1 [
Tl A
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imu=G.u
(-5 4T, 10 22

gu = Graphics[Line[{v, imu}]]

= Graphics =

Show([{du, gu}, Axes -»> Automatic]

= Graphics =

B Simetria respecto de una rectar

Consideremos la recta » de ecuacion y=ax y la simetria &, respecto de dicha recta. Si elegimos una
base B={u,v} donde # es un vector en la direccion de la recta y v un vector ortogonal a u es claro
que S (u) = uy §(v) = —v. La matriz M( §,.B) asociada a 5, en la base B es entonces

i1 l:l Y
(5., B) = |
Mldee Bl 5 0p oq)

La matriz asociada a la base candnica se obtiene a continuacion realizando el adecuado cambio de
base:

m Ejemplo

Consideramos la simetria da RY respacio de la racta de ecuacion y=1/3 x. Una base adecuada al problema o5, por ejemplo,
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B={{3, 1}, {-1, 3}}
({3, 1}, {-1, 3}}
La matriz, que llamamos A, asociada a la simetria en dicha base es

A={{1, 0}, {0, -1}}:

Para tarminar la matriz que representa a la simetria en la base candnica, que notamos Ac se cbtiens como producto de las tres matrices cam [matriz del
cambio de base de la base B a la base candnica, A, y cam2 (mainz del cambio de base de la base candnica a la base B):

caml = Transposea[B]

(63, =1%:f1, 313

cam2 = Inversa[Transposa[B] ]

1 1 3
{__, BT {_ 10 " ﬁ}}

r 4 3 3 4
B e o el
Comprobamos que se trala da una matriz artogonal:
Ac.Transpose[Ac]
{{1, 0}, {0, 11}
Representamas a continuacian el efecto de dicha simetria sobre el vector u=(1,2).
w o= -[I:I, 0}:u={l, 2}:
du = Graphics[Line[{v, u}]]
= Graphics =
Calculamos la imagen del vector u (imu) y representames juntos la recta de simedria [rec) el veclor (du) v su Imagen (gu)
imu = Ac.u
|.- 2 [ e 1 :
gu = Graphics [Line[{v, imu}]]
- Graphics =

rec = Plot[1/3x, {x, 0, 3}, Plot3tyle -> Thickneass[0.01], DisplayFuncticn -> Identity]

= Graphics =



h
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Show[{du, gu, rec}, Axes -> RAutomatic, AspectRatio -» Automatic]

-
L

= Graphics -

3. Isometrias en el espacio

En esta seccion describimos los tres tipos de isometrias de R, referidas a la base candnica. Para
ello, haremos uso, al igual que en la simetria respecto a una recta en R?, del comportamiento de la
composicion de aplicaciones lineales en términos de sus matrices asociadas en convenientes bases.

m Simetria respecto a un plano

Consideremos el plano m de ecuacién ax+by+cz=0 y la simetria T respecto al mismo. En este caso,
una base B gue permite obtener de forma inmediata la matriz M(T,B) asociada a la simetria en
dicha base de forma inmediata es B={v;, v2, v3}, donde v;es un vector perpendicular al plano y
1v2,v31 } es una base del plano . De esta forma,

-1 00
M(T,B)=| O 10]
G 01

Finalmente, un simple cambio de base proporciona la matriz de la simetria T respecto a la base
canonica B, -

Mk Py Bel =Cpg M T B)Chins
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m Ejemplo:
Sea T la simefria de B? respecto al plano de ecuacion 3x+y-z=0. Una bass adecuada al problama sera, por ejemplo,
B={{3,1, -1}, {0, 1,1}, {1, -2, 1}}
{{3:; 1, =1}:; {0, 1y 1}, {1, -2, 1}}
Por tanto, si nofamas por A a la matiz M(T,B), entonces
A={{-1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}}
{{=1, O, O}, {0, 1, O}; {0, O, 1}]}

Finalmanie, la mairiz que representa a T en |a base candnica viene dada por gl preducto

Ac = Transposa[B] .A.Inverse [Transpose[B] ]

bl o 2k I o

R .8 8 o 11
LFTgs S A Gl T s 1 11" I aTdd

[

Az, | imagen del vector [1,2,4/3) se calcula mediants el preducto

Ac.{1l, 2, 3/4}

Dado que la base candnica es ortoncrmal, pedemas comprobar que la matriz Ac es ortogonal:
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Ac.Transposal[Ac]

[{Es 0w 0}, 010 0% (0,05 13)

m Giro respecto a una recta

Sir es larecta de R® generada por el vector (a,b,c) y 0=6<2m, entonces una base respecto a la cual
la matriz asociada a | giro T de angulo @ vy gje r es B={v|, w2, v3 }, donde v|es un vector de la recta
(por ejemplo, vi=(a,b,c)) ¥ ¥ {v2,v1} es una base ortonormal del plano vectorial 7 formado por los
vectores perpendiculares a 1, esto es, €l plano de ecuacion ax+by+cz=0. Para determinar estos dos
ultimos vectores podemos hacer uso del proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Asi pues, la
geometria de T da en este caso

1 0 0
M(T,B)=| 0 cos8 =-sen @
0 Zen & cos 8

La matriz asociada al giro T en la base candnica B; no es mas que

M (T, B:) =Csa. M (T, BY-Crz-
m Ejercicio:

Determina |a malriz que representa al giro en R*3 de angula =7 respecio a la recta generada por el vector (2,0,6.25), asi como la imagen de los veclores
[7.59.-5) v [2.0,6.25). Comprueba ademas que la mainz antericr es criogonal.

m Composicion del giro respecto a una recta con la simetria respecto al plano
perpendicular a dicha recta

Dado un vector (a,b,c) de R3, consideramos la recta r=L({(a,b,c)}) v el plano  perpendicular a r, :
ax+by+cz=0. La simetria que describimos seguidamente es la composicion S o T del giro S
respecto a la recta r de angulo # con la simetria T respecto al plano . Fijando una base similar a
la considerada en el caso del giro obtenemos

-1 0 0 1 0 0
M[T,Ej-[ﬂ il 'D], M(5 B)=| 0 cos8 —sans],
o 0 1 0 send cos@
con lo que
-1 o 0
M(2=T, B) = 0 ecos8 -seng |,
0 sen® cos8

Al igual que en los casos anterioires, un simple cambio de base permite obtener la matriz de la
ismoetria Se Ts respecto a la base canonica B, :



practica ".nb 8

m Ejercicio:

Calcula la matriz asociada a la composiciin del gira de angubo r’r-; respecto a la recta r=={2.-2,0.3> con la simetria respecto al plano perpendicular a r.

Ejercicios

1. a) Calcula la matriz que representa la simetria en R? respecto a la recta » de ecuacién y=5x en la
base canonica.

b) Calcula el simétrico del vector v=(-2,5) respecto de la recta r.

¢) Calcula el subespacio de vectores fijos de la simetria anterior.

2. a) Calcula la matriz que representa el giro en R? de dngulo #=n/6 en la base candnica.
) Calcula la imagen del vector v=(-2,5) por el giro anterior.

3. Calcula la matriz que representa la simetria en R? respecto a la recta L({(2,3)}) en la base
canonica.

4. g) Calcula la matriz que representa la simetria en R? respecto del plano de ecuacién x+2y+3z=0
en la base canonica.
b) Calcula el simétrico del vector v=(1,-2,3) respecto del plano anterior.

5. a) Calcula la matriz que representa el giro en R? de angulo 8 =n/3 y eje la recta generada por el
vector (1,2,4) en la base candnica.
b} Calcula la imagen del vector v=(1),-1,1)) por el giro anterior.

6. Calcula la matriz que representa la simetria en R® respecto del plano L({(2,1,-1),(1,1,0)}) en la
base canoénica.

7. Calcula la matriz que representa la composicion del giro en R? de éngulo 6=57/4 y eje la recta r
generada por el vector (1,0,-2) con la simetria respecto del plano ortogonal a r.



