Premio Euler - 2011/12
Soluciones

Problema 1. Supongamos que f : [0,00) = R es una funcidn tres veces derivable tal que lim,_, o f(x) =
a € R ylim, o " (x) = 0. Demostrar que

lim f'(z) =0, lim f"(z) = 0.

Tr—00 Tr—00

Solucion. El teorema de Taylor nos asegura que

f@+1) = f(x) + f'(x) + %f”(x) + %f”’(é&(w))
flx=1) = f(x) = f'(2) + 51" (2) — 51" (&2(2))

para cualquier > 1, donde x < &1 (z) <z + 1y xz—1 < &(x) < z. Sirestamos ambas igualdades,
podemos despejar f'(x) como

1

(fle+1) = fle = 1) + 55 (&) = [ (&)

N | =

f'(x) =

Evidentemente, el miembro de la derecha de la igualdad anterior tiene limite cero cuando = — oo,
lo que prueba que lim;_, . f'(z) = 0. Si en cambio sumamos las dos igualdades, podemos despejar

ffa)=fle+1)+ fle—1) = 2f(z) - é (f" (@) = £ (&(x)),

que también tiene limite cero cuando x — oo.



Problema 2. Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes reales y sea B la matriz

adjunta de A. Demostrar que
det(B) = det(A)" " .

Solucién. Es bien sabido que el producto de una matriz por la traspuesta de su adjunta es igual al
determinante multiplicado por la matriz identidad, esto es, ABT = det(A)I,, donde I,, denota la
matriz identidad de orden n. En consecuencia, si tomamos determinantes en la expresién anterior,
obtenemos que det(A)det(B) = det(A)™ y, por tanto, si det(A) # 0, se sigue la férmula del
enunciado.

Resta probar que si det(A) = 0, entonces det(B) = 0. Dos formas distintas de salvar este tltimo
detalle son las siguientes:

a) Si det(A) = 0, entonces una combinacién lineal no trivial de filas de A es cero y es facil ver
que las correspondientes columnas de su adjunta satisfacen la misma combinacién lineal.

b) Otra forma de probar esto tltimo es darse cuenta de que det(A)det(B) = det(A)™ es una
igualdad entre polinomios en las n? variables a;;. Como el anillo de polinomios en n? inde-
terminadas es un dominio de integridad, puede simplificarse (como polinomios) el término
det(A) en los dos miembros y tenemos finalmente que det(B) = det(A)"~ 1.



Problema 3. Determinar todas las ternas (a,b,p) de nimeros enteros, siendo p un nimero primo,

verificando la ecuacion
a’b? = p*(a—1)(b—1).

Solucién. Los tnicos casos en que la igualdad del enunciado es cerosona =0,b=1ya=1,b=0,
con p cualquier niimero primo. Ahora bien, en el caso en que no es cero, como a? no tiene factores
en comtin con a — 1 y b2 no tiene factores en comiin con b — 1, a — 1 tiene que dividir a b2 y
b— 1 tiene que dividir a a?. Distingamos dos casos dependiendo de cémo se reparte el factor p? del
miembro de la derecha:

a) Sia? =p*(b— 1)y > =a—1, entonces a = b> + 1y (b2 + 1)? = p?(b— 1) (lo que implica
que b — 1 es un cuadrado perfecto) pero el tinico posible factor primo comin a (b% + 1)? y
(b—1) es el 2 lo que implica que b — 1 es una potencia par de dos, esto es b = 22" + 1 para
cierton € N. Sin =0, entonces b =2y a =5, con lo que p = 5. Si n > 0, sustituyendo y
simplificando en la igualdad (b*>+1)% = p?(b— 1), tenemos que 2"~ 'p = 227=1 4+ 27 + 1. Como
el miembro de la derecha es impar, necesariamente n =1, luego b=5,a =26 y p = 13.

El caso en que a®> =b— 1y b? = p?(a — 1) se razona de forma similar y se llega a que b = 5,
a=2yp=>5,0bienb=26,a=5yp=13..

b) Sia? = p(b—1) y b?> = p(a—1), entonces a y b son miiltiplos de p, lo que lleva a que p(b—1) = a?
sea multiplo de p? y, por tanto, b — 1 es multiplo de p, lo cual es una contradiccién, ya que
no serfa primo relativo con b.

En cualquier caso, hemos probado que las tinicas ternas de niimeros que son solucién del problema
son las de la forma (0,1, p), (1,0,p) para p cualquier niumero primo y (5,2,5), (2,5,5), (5,26, 13)
y (26,5,13).



Problema 4. Supongamos que dividimos un cuadrado de lado unidad en dos subconjuntos disjun-

tos. Demostrar que uno de los dos subconjuntos tiene didmetro mayor o igual que %

Solucién. Llamemos A, B, C'y D a los vértices del cuadrado en este orden y consideremos M
el punto medio de CD y N el punto medio de AD. Ahora bien, al dividir el cuadrado en dos
subconjuntos uno de ellos tiene que contener a tres de los puntos del conjunto {A, B,C, M, N}.
Es facil darse cuenta de que tomando tres puntos de este conjunto siempre tenemos que coger dos
que disten al menos \/5/ 2, luego el subconjunto que los contenga tendra didmetro al menos esta
cantidad.

Nota. Es fdcil darse cuenta de que esta cota no pude ser mejorada ya que puede dividirse el

cuadrado en dos subconjuntos con didmetro exactamente %



Problema 5. Consideremos nimeros enteros p,q € Z tales que

1 1 1 1 1
Pyl 11

5 T3 1 1350 T 1351

Demostrar que 2027 divide a p.

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear).
Observemos que

1351 el 1351 675 1351
p (—1)"+ 1 1 1
LA ) - Z_9 o -
D D D D D BE D Dl

n=1 n=1 k=1 n=676

B 1%:13 ( 1,1 ) B wzl:?’ 2027
e\ 2027 —n S 12027 — n)

Dado que todos los niimeros que aparecen en el denominador, 676 < n < 1351, son primos con
2027 (por ser menores que 2027, que es primo) se deduce que p es multiplo de 2027.



Problema 6. Sea A el conjunto de aplicaciones de {1,2,...,n} en si mismo. Dadas dos aplicacio-
nes f,g € A, denotemos por 6(f,g) al nimero de aplicaciones h € A tales que ho f = g. Calcular
los posibles valores de 6(f,g) cuando f y g varian en A.

Solucién (de Francisco Montiel). Para empezar, observemos que para que exista una tal h las
aplicaciones f y g deben cumplir la siguiente condicién de compatibilidad: Dados i # j € {1,...,n}
se tiene que f(i) = £(j) = g(i) = g(j), ya que g(i) = h(£())) = h(f(j)) = g(j). Por tanto, si f
y ¢ no verifican esa condicién, no existe tal h y 0(f,g) = 0. Si f y g verifican la condicidn,
entonces si existe una aplicacién h. Para definirla, sea {1,...,n} = Im(f) U Im(f)°. Definimos h
sobre el conjunto Im(f) como h(f (7)) = g(¢) y arbitrariamente en el complementario Im(f)°. Esta
aplicacion estd bien definida por la condicién de compatibilidad.

.Y cudntas de esas aplicaciones puede haber? Sobre Im(f) la aplicacién h estd univocamente
definida, asi que podré variar en su complementario. Supongamos que el cardinal de Im(f) es r < n.
Podremos definir tantas aplicaciones h como aplicaciones haya en un conjunto de n — r elementos
en otro de n elementos (la definicién de h fuera de Im(f) no afecta a la condicién del enunciado),
es decir, n™~". Asi pues, se tiene que §(f, g) toma los valores 0 (si f y g no verifican la condicién
de compatibilidad), 1,7n,n2,...,n"" L

Para comprobar que efectivamente todos los valores se alcanzan, fijemos 0 < r < n y constru-
yamos aplicaciones [ y g que cumplan §(f,g) = n™~". Definimos f(i) =isii <ry f(i) =1si
1 > r. Sea ahora la aplicacién g(i) = 1 para todo i. Es claro que para que la aplicacién h cumpla
lo pedido en el enunciado basta con que h(i) = 1 si ¢ < r, luego habrd tantas de tales aplicaciones
h como aplicaciones se puedan definir del conjunto {r + 1,7 + 2,...,n} en {1,2,...,n}, esto es,
n™ "y ya hemos encontrado aplicaciones f y g tales que 6(f,g) =n""".

En resumen, los posibles valores de §(f,g) son 0,1,n,n2,...,n" L.



Problema 7. Pepe se encuentra en la esquina de una piscina cuadrada. Si la velocidad de Pepe
andando es a y nadando es b (donde suponemos que b < a), scudl es el camino que debe tomar
Pepe (parte nadando y parte andando) para alcanzar la esquina opuesta en el menor tiempo posible
(en funcién de a y b)?

Solucién. Observemos en primer lugar que los tramos en que va andando o nadando ha de hacerlo
en linea recta. Descartando algunas posibilidades por simetria de la figura, es facil darse cuenta de
que las Unicas trayectorias posibles para minimizar el tiempo son, en funcién de dos pardmetros x
e y, las que pueden verse en la imagen, donde el cuadrado en linea punteada representa el borde
de la piscina.

y

Usando que el espacio recorrido es igual al producto de la velocidad por el tiempo empleado,
y suponiendo sin perder generalidad que el lado de la piscina es de una unidad de longitud, es
facil ver que el tiempo empleado en el recorrido de la izquierda, t1(x,y), y el empleado en el de la
derecha, to(x,y), vienen dados por

sty 2P+ (=P

tl(x,y): a + b
r+y l—z—y)?+1
t2(x5y>: a + ( b )

donde z,y € [0,1]. Una comparacién directa nos dice que t1(z,y) < to(x,y) para cualesquiera
x,y € [0,1] y la igualdad se alcanza si, y sélo si, x = 0 6 y = 0. Esto nos dice que podemos
descartar la situacién de la derecha pues siempre da un tiempo mayor salvo en el caso z = 0
6 y = 0 en el que ambos recorridos coinciden.

Hemos reducido el problema a hallar el minimo de la funcién t; (z,y) en el cuadrado [0, 1] x [0, 1],
que es compacto y, por tanto, la existencia del minimo estd asegurada.

= Para encontrar los posibles minimos interiores, supongamos que (xg, yo) satisface Vit (xo, yo) =
0. Haciendo los célculos, es facil ver que esta condicién es equivalente a las dos siguientes:

a® )
Zo = Yo, bj—Q (1—20)"=0

Esto nos lleva a decir que, si @ = by/2, todos los puntos de la forma (x,2) son puntos criticos
para t1. De hecho, todos ellos son minimos relativos como puede comprobarse facilmente. Si
a # b\/2, entonces t; no tiene puntos criticos interiores.

= Para analizar los posibles extremos de t; en la frontera, simplemente tendremos que ver los
casos * = 0y x = 1 dada la simetria de ¢; en x e y.



e Siz =1, entonces Pepe recorre todo el contorno de la piscina y, por tanto, lo mejor que
puede hacer es ir andando, con un tiempo de 2/a.

e Siz =0, entonces bastard derivar la funcién y — ¢1(0,y), definida en el intervalo [0, 1].
Se comprueba que

o Sia> b\/ﬁ, entonces tiene su minimo en

b b+ Va2 2
— 2 donde t;(0,¢) = YL 0

—e=1—
y=c¢ a2 —p2’ ab a

)

luego es conveniente andar por todo el perimetro de la piscina.
o Si a < by/2, entonces tiene su minimo en y = 0, donde

tl (0, 0) =

2 2

vz _2
b a

luego la mejor opcién es cruzar nadando en diagonal por la piscina.

o Si a = b\/2, entonces en cualquier camino del tipo z = y se invierte el mismo
tiempo, que es el minimo y tenemos asi discutidos todas las posibilidades



Problema 8. ;Puede expresarse el intervalo (0,1) como unidn numerable de intervalos cerrados
disjuntos?

Solucién (tomada del blog de Terence Tao). By mapping (0, 1) homeomorphically to the real
line, it suffices to show that the real line R cannot be partitioned into closed intervals. As each
interval is bounded, we need an infinite number of intervals I, = (an,by,) to cover the real line.
Now consider the set

E= G {an,bn}
n=1

consisting of the endpoints of the intervals I,,. Clearly, F is countably infinite. Also, as the I,
form a disjoint cover of E, E is the complement of the open set U2, (ay,by,) and is hence closed.
Finally, we claim that E is perfect: that not only is E closed, but every point in F is a limit point
in E. Indeed, if z lies in E, then x is either the left or right endpoint of an interval , but it is not
both. If it is, say, the right-endpoint of an interval, then by approaching = from the right we see
that x is the limit of the left endpoint of intervals to the right of =.

Now we appeal to a general theorem (a special case of the even more general Baire category
theorem) that asserts that a perfect subset of a complete metric space cannot be countably infinite.

Nota. En el articulo original de Terence Tao, que se encuentra en la siguiente direccién
http://terrytao.wordpress.com/2010/10/04/covering-a-non-closed-interval-by-disjoint-closed-intervals/

pueden encontrarse mas detalles sobre la demostracién.



Problema 9. Calcular el valor de la siguiente suma en funcién de n € N:
n n—j

—1)*k
>3 T

§=0 k=0

Solucién. Vamos a probar por induccién sobre n que el valor de la suma es constante uno vy,
en particular, no depende de n. Para n = 0, la suma tiene un tnico sumando, correspondiente a
j =k =0, que vale uno. Supuesto cierto para n — 1, veamos que también se cumple para n, lo que
equivale a mostrar que los sumandos que se anaden al cambiar n — 1 por n suman cero. Dichos
sumandos que se anaden corresponden con los valores de j, k > 0 para los que j+ k = n y su suma
viene dada por

-DF K (=) 1 < e 1—1)"
> =Y iy = () = =

|
jk=n r=0 T r=0

donde hemos hecho el cambio kK =17, j = n —r y en el dltimo paso hemos usado que la sumatoria
es la correspondiente por el binomio de Newton al desarrollo de (1 — 1)™.



Problema 10. Hallar todas las matrices A € M, (C), esto es, las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes complejos, que cumplen que si x € C" es un vector que tiene dos entradas iguales,
entonces el vector Ax € C" tiene las mismas dos entradas iguales.

Solucién. Llamemos a;; a la entrada (4, j) de la matriz A. Si A cumple la condicién del enunciado,
entonces, dados 4,7,k € {1,...,n} distintos, consideremos el vector v de C™ que tiene ceros en
todas las posiciones salvo un uno en la k-ésima. Este vector tiene las componentes i-ésima y j-
ésima iguales luego Av también ha de tenerlas, lo que nos dice que a;; = aj,. Variando 4, j,k en
estas condiciones, llegamos a que, dado h € {1,...,n}, todos los elementos de la columna h-ésima
de A salvo app, son iguales entre si. A este valor lo llamaremos A\, € C.

Por otro lado, dados 4, j € {1,...,n} distintos, consideremos ahora el vector v que tiene unos en
las posiciones i-ésima y j-ésima y cuyo resto de componentes son cero. El vector Av tiene que tener
iguales las componentes i-ésima y j-ésima por la condiciéon del enunciado luego esto se traduce en
que a;; + a;; = aj; + ajj, esto es, a;; + A\j = a;; + \; 0, equivalentemente, a;; — A; no depende de
cudl sea i € {1,...,n}.

Todo esto prueba que una matriz cumpliendo el enunciado se puede expresar como A = B+d- I,
para cierto d € C, donde I,, es la matriz identidad y B es una matriz con columnas constantes (es
decir, b;, = bj), para cualesquier 4, j, k € {1,...,n}). Es facil comprobar ahora que toda matriz de
este tipo cumple la condicién del enunciado luego son las tnicas que la cumplen.

Nota: es facil probar directamente a partir del enunciado que las matrices que cumplen esta
condicién forman un subespacio vectorial de M,,(C). De acuerdo a la discusién anterior, esto
prueba que la dimensién (compleja) de dicho subespacio es n + 1.



Problema 11. Hallar todas las sucesiones estrictamente crecientes de numeros naturales que cum-
plen que cualquier numero natural se escribe de forma unica como suma de términos distintos de
la sucesion.

Solucién. Probaremos que la tinica sucesién que cumple las condiciones del enunciado es la de las
potencias de 2, esto es, {1,2,4,8,16,...}. Que esta sucesién cumple el enunciado es obvio puesto
que cada nuimero natural se expresa, de forma tinica, en base 2, lo que corresponde a expresarlo
como suma de términos de esta sucesion.

Supongamos que {a,} es una sucesién cumpliendo el enunciado. El niimero 1 se tiene que expre-
sar como suma de términos de {a,}, luego no queda otra posibilidad que a; =1 (es estrictamente
creciente). Probemos ahora por induccién que a,, = 2"~! para lo que supondremos que a; = 281
para 0 < k < n. Todo niimero menor que 2" ! se puede expresar como suma de términos distintos
de {a1,...;an—1} yar +as+ ...+ ap_1 = 27~ _ 1 es el mayor nimero asi construido luego
necesariamente a,, = 2""!. En caso contrario, 2”~! no podria expresarse como suma de términos
distintos de la sucesién y hemos demostrado que esta es la tinica solucién.



Problema 12. Dado un numero real a > 1, determinar si la siguiente serie es o no convergente.

> 1

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear).
La serie es convergente si y sélo si a > e.

La suma parcial de la serie propuesta es

n
1
Sn = E a Z;cnzl %,
m=1

La suma armoénica puede acotarse superior e inferiormente mediante integrales de la siguiente

forma:
m+1 d.’l: m

1 ™ dx
og(m+1) /1 - <]§ 5 < +/1 - +logm

=1

Por tanto,
+1
18 1 n L n - n 1
- § . _ § a 1—logm <8, < § a log(m+1) _ E ; )
a mloga mloga
m=1 m=1 m=1 m=2

Consideremos el limite cuando n — 0o. Si loga < 1 la cota inferior tiende a +o0o y por tanto en
este caso la serie es propiamente divergente. Por otro lado, si loga > 1 la cota superior tiene limite
finito . Dado que el término general de la serie es positivo, se concluye que en este caso la serie es
converge absolutamente.



Problema 13. Un ano es bisiesto si es multiplo de 4 pero no maltiplo de 100, excepto que sea
maltiplo de 400. Por ejemplo, 1984, 2000 y 2012 son anos bisiestos, mientras que 1900 no lo es.
Consideremos un dia cualquiera del ano, distinto del 29 de febrero. Demostrar que los dias de la
semana (lunes, martes,...) en que puede caer dicho dia no son equiprobables (cuando se toma un
ano al azar).

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear).
Cada 400 anos se repite el ciclo de bisiestos. En ese periodo hay 97 dias bisiestos (los 100 multiplos
de 4 excepto 100, 200 y 300) y por tanto el niimero total de dias (400 x 365 4 97) es multiplo de 7.
Esto quiere decir que cada 400 anos se repite el calendario: idéntica sucesién de dias del ano con
el mismo dia de la semana.

Sea un dia del ano dado, distinto del 29 de febrero. Ese dia ocurre 400 veces en 400 anos. Como
400 no es multiplo de siete, cada dia de la semana no puede ocurrir con igual frecuencia.



Problema 14. En un tridngulo ABC, supongamos que las rectas tangentes a su circunferencia
circunscrita en B y en C se cortan en un punto P. Demostrar que la recta AP es la simétrica de
la mediana del lado BC' respecto de la bisectriz del dngulo A.

Solucién. Consideremos la recta simétrica de AP respecto de la bisectriz del dngulo A y sea M
el punto en que ésta corta al lado BC'. Si probamos que M es el punto medio del segmento BC),
habremos terminado. Usando el Teorema del Seno, tenemos que

sen ZBAM sen ZCAM
BM =AM sen ZABC'’ CM =AM sen ZACB '

Usando que ZACB =7 — LABP y ZABC = 7 — ZACP (4ngulos semiinscritos) y la propiedad
de simetria, llegamos a que

BM  sen /BAM -sen ZABP _sen LCAP -sen ZABP
CM  sen ZACP -sen Z/CAM  sen ZACP -sen /BAP

Usando otra vez el Teorema del Seno en los tridngulos ABP y ACB y observando que CP = BP,

obtenemos finalmente
BM  CP-AP

CM ~ AP-BP

1.



Problema 15. Dado un tridngulo en el plano euclideo, determinar un punto tal que

1. la suma de los cuadrados de las distancias a los tres vértices sea minima.

2. la suma de los cuadrados de las distancias a los tres lados sea minima.

Solucién. Consideremos coordenadas cartesianas (x,y) en el plano y supongamos que los vértices
tienen por coordenadas (24, Ya), (Tp,ys) ¥ (Zc, ye). La suma S de los cuadrados de las distancias
de un punto (z,y) a los tres vértices viene dada por

S=(@—2)*+W—va)+(@—2)+ Y-+ (@—z)°+ (y — ¥)°
= [32% = 2(xq + 6 + z)x — (T + 7 + 22)] + [3Y” — 2(Ya + yp + Ye)y — (Yo + Y + Y7)]

Esta claro que minimizar S equivale a minimizar el primer y el segundo corchete por separado ya
que las variables x e y estan separadas, pero cada uno de ellos es un polinomio de segundo grado
en su correspondiente variable, de donde facilmente se deduce que el minimo absoluto se alcanza
en el punto

(%(xa + xp + ), %(ya +yp + yc)) )

que no es otro que el baricentro del tridngulo y hemos resuelto el apartado (1).

Para resolver el apartado (2), llamemos d,, dy y d. a las distancias orientadas de un punto
arbitrario del plano a los correspondientes lados, de forma que la distancia es positiva para los
puntos interiores al triangulo. Notemos que siempre se verifica la ecuacién ad,+bdp~+cd. = A, donde
a,b,c son los lados del tridngulo y A su drea (para probarlo basta con considerar los tridngulos
formados por el punto arbitrario y cada pareja de vértices y hacer un calculo de areas, donde
es fundamental que las reas tenga signo). Reciprocamente, para cada terna (dg,dp,d.) € R¥
cumpliendo ad, + bdy + cd. = A, es facil ver que existe un punto del plano tal que dg, dp, d. son
las distancias a los lados desde este punto. Por tanto, hemos reducido el problema a minimizar
di—l—d%—l—dg bajo la restriccién ad,+bdy,+cd. = A, esto es, si tomamos (dg, dp, d.) como coordenadas
en R3, buscamos el punto del plano ad, + bd, + cd. = A mas cercano al origen. Resolviendo este

problema llegamos a que el punto que minimiza la cantidad buscada satisface

B Aa g — Ab B Ac
Estas tres ecuaciones determinan al punto. Como las tres distancias son positivas, deducimos que
es interior al tridngulo.

Nota 1: Observemos que si hubiéramos considerado las distancias en valor absoluto a las rectas,
es decir, distancias no orientadas, entonces la cantidad a minimizar es la misma luego no hay
problema en considerar tales distancias orientadas.

Nota 2: Como apunta L.L. Salcedo en su solucién al apartado (2), el punto en cuestién es el
conocido como punto simediano. Esto se prueba ficilmente introduciendo coordenadas trilineales.
Un punto del plano tiene coordenadas trilineales (x : y : z) respecto de un tridngulo dado ABC' de
lados a, b, ¢ si las distancias d,, dp y d. del punto a los correspondientes lados satisfacen

r oy oz

da B db - dc'
En otras palabras, cuando z, y, z son proporcionales a d, dy, d.. (si alguna distancia es cero, entonces
la correspondiente coordenada trilinal es también cero). Ademds, todo punto del plano estd deter-
minado por sus coordenadas trilineales. Entonces, se ha probado que las coordenadas trilineales
del punto solucién de (2) son (a : b : ¢) y puede probarse que el punto simediano (interseccién de
las simedianas, ver Problema 14) también tiene coordenadas trilineales (a : b : ¢), lo que resuelve
finalmente el problema.



Problema 16. Determinar el valor de la siguiente integral definida:

/1 (\5/1—11317— 1{/1—355)(1:1:.
0

Solucién. Si tomamos la funcién f : [0,1] — [0, 1] definida por f(x) = V1 — 217, es facil ver
que f es biyectiva y su inversa es f~1:[0,1] — [0,1], f~!(z) = W1 — 25. Como quiera que f es
decreciente y f(0) = 1y f(1) = 0, es inmediato que fol f= fol f~! pues el drea que comprenden
las gréficas de ambas funciones es la misma. De ahi deducimos que el valor pedido es cero.



Problema 17. Dado un numero natural n € N, tenemos una cuadricula de dimensiones 3 X n.
¢De cudntas formas se pueden rellenar las 3n casillas de la cuadricula con fichas de tamario 3 x 17

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear).
Sea A, el nimero de formas de poner las n fichas 3 x 1 (indistinguibles y no orientadas) en el
tablero de 3 x n casillas. Por inspeccién, se establece A1 = As =1y A3 = 2. Ademas es facil ver
que

An = An,1 + Anfg, n Z 4.

En efecto, la columna n-ésima o bien estd ocupada por una sola ficha dispuesta verticalmente (y la
otras n — 1 columnas se ocupan de A, _; maneras) o bien estd ocupada por tres fichas dispuestas
horizontalmente (y las otras n — 3 columnas se ocupan de A,,_3 maneras).

Para obtener una expresién explicita consideramos la funcién generatriz

fl@) = D A" =) (Ap1+ An_z)2”
n=0 n=0

= A +af(x)+A s+ A x4+ A_12? +23f(2),

donde la sucesién se ha extendido usando la recurrencia de forma que Ag =1, A1 =A4A_>2=0y
A_3 = 1. Esto implica que

1 oo . o0 m
)=y = e = S5 (§) e

donde se ha usado la férmula del binomio de Newton. Se concluye que’

[n/3]
n — 2k
A= > ( L )

k=0

1|n/3] indica parte entera de n/3.



Problema 18. Encontrar todas las funciones f : R — R tales que

fla=fW) =) +xfly) + flx) -1

para cualesquiera x,y € R

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear). Si
se define la funcién auxiliar g(z) = f(z)—1+ %, la condicién puede reescribirse como g(x— f(y)) =

g(z)+g(f(y)). Cambiando x por =+ f(y), llegamos a que g(x) = g(z+ f(y)) +g(f(y)) y, haciendo
2 = 0, esta condicién implica g(f(y)) = %g(O). De ahi

vy eR  glet f(9) = g(x) — 59(0)

Se deduce que

3900) = g(f(z—f(W)) =g(f(@)+ f(f(y) — 1+ zf(y))
= —5900)+g(f(fW) =1+ zf(y)) = —g(0) + g(=1 + zf(y)).

Como f = 0 no es una solucién de la ecuacién inicial, se puede elegir f(y) # 0y entonces —1+zf(y)
puede ser cualquier ntimero real. Esto implica Vo € R g(x) = % ¢(0). Finalmente, tomando x =0
se obtiene g(0) =0y de ahi g = 0.

.’L‘2

Por tanto la tinica solucién es f(z) =1 — %-.



Problema 19. En cierto pais hay 21 ciudades conectadas por autobuses de varias companias.
Cada compania opera en sélo 5 ciudades de forma que tiene lineas que unen cualesquiera dos de
las cinco ciudades. No hay problema en que dos companias compartan algunas de sus ciudades, pero
sabemos que cada par de ciudades estd unido por, al menos, una linea directa (sin pasar por otra
ciudad intermedia). 5Cudl es el minimo nidmero de companias necesario para que esta situacion
sea posible?



Problema 20. Consideremos la sucesion recurrente definida por ag =0 y

1
o QE(an_l) — Up—1 + 1

(n>1),

an

donde E(x) representa la parte entera de (x € R. Demostrar que la sucesion {a,} recorre todos los
racionales positivos, tomando cada valor una unica vez.

Solucién (de L. L. Salcedo, departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear)
Sea 1,2,1,3,2,3,1,4, ..., la sucesiéon en N definida por la recurrencia

Es inmediato comprobar que b; > 0y a; = b;_;/b; para todo j > 1.

La idea es probar que al variar j, (b;_1,b;) pasa exactamente una vez por todos los pares de
nimeros naturales primos entre si: Al ser primos entre si no habra cancelacién de factores entre
bj_1 y b; y cada nimero racional positivo aparecerd exactamente una vez en a;.

» Los pares (bj_1,b;) son primos entre si. Por induccién: by, b; lo son y de la recurrencia se
deduce que si (bj_1,b;) son primos entre si, (b;,b;41) también.

= Los pares no se repiten. Por reduccién al absurdo: Supongamos que b;1x = b; ¥ biyr+1 = bit1
para ciertos i, k positivos. La recurrencia es invertible:

bj—1 = (2E'(bj41/bj) — 1)bj — bj11,

donde E’(z) denota el menor entero mayor o igual que z. Aplicando la recurrencia inversa
una vez se deduce que también b; 1,1 = b;—1. Aplicando la recurrencia inversa i + 1 veces
se concluye b1 = b_1 =0, lo cual contradice la propiedad b; > 0 para j > 0.

n

k

e et v el R 91 o R S B

Por tanto la generacién n = 1 es (1,1), lan = 2 es (1,2,1),lan = 3 es (1,3,2,3,1), lan =4
es (1,4,3,5,2,5,3,4,1), etc. La ley de formacion es que cada nueva generacién se obtiene de la
anterior insertando entre cada dos niimeros su suma. El punto crucial es el siguiente

Sea la coleccién de niimeros naturales [ }, kE=0,1,...,27"' n =0,1,2,..., definida por la

recurrencia

Afirmacién. La sucesién b; coincide con la sucesién

R AR P

Si nos creemos la afirmacién, se puede ahora comprobar que (b;, b;+1) acaba pasando por todos
los pares de nimeros primos: Por la ley de formacién, un par de términos sucesivos (a,b) (por
ejemplo a > b, el orden no importa porque cada generacién es simétrica bajo reflexién) aparece
en una generacion si y sélo si el par (a — b,b) aparece en la generacién anterior. Recursivamente
(algoritmo de Euclides) por ser primos entre si se llegard a un par de tipo (n,1). Como en efecto
(n,1) si estd en la sucesién, (a,bd) también.



Demostracion de la afirmacion. Dado que [ﬂ , [ﬂ , [;} ey {ﬂ ey [anl] , ..., coincide en los

primeros términos a {b;} , basta ver que esta sucesién también satisface la recurrencia (1) para

probar que siempre coincide con b;. La recurrencia (1) se satisface para los cuartetos [QH? 1] =

n, {2,1”1] =1, {ni 1} =n+1ly n;t 1 = n, a caballo sobre dos generaciones. También se

le obvi : | trf n+1| |n n—i—linjL n n+1l| | n
cumple obviamente para el trio | o) "1 = | 1, |50 L = |, il |2k ol = lexl

n+1 n+1 n+1 . )
2k—1}’ 9% | |2k 4 1| usamos induccién sobre n. Supongamos que la

n+1| In+1
2k1] _C[ 2%
n+1
2k

Para el caso que falta, {

recurrencia se cumple hasta la generacion n-ésima y sea [ } +r (donde ¢ y r son

el cociente y el resto de la divisién, es decir, ¢,r € Z, 0 < r < ). Entonces (usando la ley de

. no| o n n . no|_ n|_
formacién) {k - J =(c—1) {k} +rcon0<r< {k} , v la recurrencia implica Lﬂ N J =c [k} T

. n+1| _ n+1 L+l o n+ 1]
A su vez, por la ley de formacién, {2k+2} c{ ok ]7",0 {Qk—&—l} = (c 1)[ o ] T,y se

verifica (1).



