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5. Observables
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Observables Normalización de estados relativistas y no relativistas

En mecánica cuántica no relativista, la función de onda de una partícula de
momento ~p que se mueve libremente en el interior de una caja de volumen
V = L3 es

ψ~p(~x) = 〈~x |~p〉 = C ei~p·~x con
ˆ

V
d3x |ψ~p(~x)|2 = 1⇒ C =

1√
V

y los posibles momentos pi están cuantizados, pi = (2π/L)ni con
ni = 0,±1,±2, . . . . Entonces, en el espacio de momentos,

〈~p|~q〉(NR) =

ˆ
d3x 〈~p|x〉〈x |~q〉 =

ˆ
d3x ψ∗~p(~x)ψ~q(x) = δ~p~q .
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Observables Normalización de estados relativistas y no relativistas

En TQC, que es una teoría cuántica relativista, la normalización anterior no es
invariante Lorentz. Por eso habíamos introducido la normalización

〈~p|~q〉 = 2E~p(2π)3δ3(~p−~q) ,

que es el límite cuando el volumen se hace infinito de

〈~p|~q〉 = 2E~pVδ~p~q

pues recordemos que

lı́m
~p→~q

(2π)3δ3(~p−~q) = lı́m
~p→~q

ˆ
dx3 e−i(~p−~q)·~x = V(→ ∞) .

Comparando ambas normalizaciones, vemos que

|~p〉 = (2E~pV)1/2 |~p〉(NR)

|~p1~p2 · · ·~pn〉 =
n

∏
i=1

(2E~pi
V)1/2 |~p1~p2 · · ·~pn〉(NR) .
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Observables Normalización de estados relativistas y no relativistas

En mecánica cuántica no relativista, se escribe la matriz S = 1 + iT entre |i〉 y | f 〉

S f i = δ f i + (2π)4δ4(Pf − Pi) iT f i

donde se extrae por conveniencia el factor (2π)4δ4(Pf − Pi) que expresa la
conservación de la energía y el momento.

En TQC hemos introducido de forma análoga la matriz invarianteM entre dos

estados relativistas |i〉 =
∣∣∣~k1~k2 · · ·~km

〉
y | f 〉 = |~p1~p2 · · ·~pn〉, así que está claro que

M f i =
m

∏
`=1

(2E~k`V)1/2
n

∏
j=1

(2E~pj
V)1/2T f i . (1)
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Observables Anchura de desintegración

Supongamos que el estado inicial es |i〉 =
∣∣∣~k〉, una partícula de masa M y

momento~k, y el estado final | f 〉 = |~p1~p2 · · ·~pn〉 son n partículas de masas mj y
momentos ~pj.

La probabilidad de que la partícula inicial se desintegre en n partículas (1→ n)
con | f 〉 6= |i〉 será

dw = |(2π)4δ4(Pf − Pi)iT f i|2dN f = (2π)4δ4(Pf − Pi)VT|T f i|2dN f

donde se ha sustituido simbólicamente (2π)4δ4(0) = VT a partir de

lı́m
p→q

(2π)4δ4(p− q) = lı́m
p→q

ˆ
d4x ei(p−q)x = VT(→ ∞)

y dN f es el número de estados de n partículas con momentos entre ~pi y ~pi + d~pi.
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Observables Anchura de desintegración

B Hallemos primero el número de estados entre ~p y ~p + d~p, que corresponden al
caso de solo una partícula final. Para ello usaremos la relación de completitud

1 =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
|~p〉〈~p|

que se comprueba fácilmente, pues

|~q〉 =
ˆ

d3p
(2π)32E~p

|~p〉〈~p|~q〉 =
ˆ

d3p
(2π)32E~p

|~p〉 2E~p(2π)3δ3(~p−~q) = |~q〉

y que nos permite escribir dN como el producto de la probabilidad de que la
partícula tenga un momento entre ~p y ~p + d~p, que viene a ser 〈~p|~p〉 = 2E~pV, y la
densidad de estados en ese intervalo,

dN = 2E~pV
d3p

(2π)32E~p
=

Vd3p
(2π)3 .
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Observables Anchura de desintegración

B Por tanto, en el caso de n partículas en el estado final,

dN f =
n

∏
j=1

Vd3pj

(2π)3 .

B Así que la probabilidad de desintegración por unidad de tiempo, que llamaremos
anchura de desintegración, viene dada por

dΓ =
dw
T

= (2π)4δ4(Pf − Pi)V|T f i|2
n

∏
j=1

Vd3pj

(2π)3 (2)

que, usando (1), puede expresarse como

dΓ =
1

2E~k
|M f i|2dΦn

donde se ha introducido el elemento de volumen de espacio fásico de n cuerpos,

dΦn = (2π)4δ4

(
n

∑
j=1

pj − Pi

)
n

∏
j=1

d3pj

(2π)32Ej
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Observables Anchura de desintegración

La anchura tiene dimensiones de energía o de inverso de tiempo en nuestro
sistema de unidades naturales.

Si trabajamos en el sistema de referencia en reposo de la partícula que se
desintegra, la energía es E~k = M, la masa de esa partícula.

La anchura total se obtiene sumando las anchuras parciales a todos los canales de
desintegración.

Su inversa es la vida media de la partícula,

τ = Γ−1
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Observables Anchura de desintegración 1→ 2

Consideremos por ejemplo la desintegración 1→ 2:
~p1, m1

~p2, m2

~P, M

La integral sobre el espacio fásico de n = 2 partículas finales en el sistema centro
de masas (CM) se reduce a una integral sobre el ángulo sólido de una de ellas (la
otra sale en la misma dirección y sentido contrario):

ˆ
dΦ2 = (2π)4

ˆ
δ4(p1 + p2 − P)

d3p1

(2π)32E1

d3p2

(2π)32E2

=

ˆ
δ(E1 + E2 − ECM)

d3p1

(2π)22E12E2

=

ˆ |~p|2dΩ
(2π)24E1E2

E1E2

|~p|(E1 + E2)
=

ˆ |~p|dΩ
16π2ECM

, (3)
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Observables Anchura de desintegración 1→ 2

donde se ha usado

d3p1 = |~p1|2d|~p1|dΩ

δ(E1 + E2 − ECM) = δ( f (|~p1|) =
δ(|~p1| − |~p|)
| f ′(|~p1| = |~p|)|

E1 =
√

m2
1 + |~p1|2 , E2 =

√
m2

2 + | − ~p1|2

f ′(|~p1|) =
∂ f
∂E1

∂E1

∂|~p1|
+

∂ f
∂E2

∂E2

∂|~p1|
=
|~p1|
E1

+
|~p1|
E2

= |~p1|
(

E1 + E2

E1E2

)
.

B Como estamos estudiando la desintegración de una partícula, ECM = M. Nótese
que las masas M, m1 y m2 determinan completamente la energía y los momentos
finales:

E1 =
M2 −m2

2 + m2
1

2M
, E2 =

M2 −m2
1 + m2

2
2M

,

|~p| ≡ |~p1| = |~p2| =
{
[M2 − (m1 + m2)

2][M2 − (m1 −m2)
2]
}1/2

2M
.
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Observables Sección eficaz

Haz

Blanco

N
H

N
B

A

vt

v

La sección eficaz σ es el área efectiva de una partícula (blanco) vista por un
proyectil (en el haz incidente).

B Supongamos que en el blanco hay NB partículas y que la superficie de colisión es
A. Entonces, la probabilidad de colisión es

P =
NBσ

A
.
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Observables Sección eficaz

B Si en el haz hay NH partículas, entonces el número de sucesos es NHP,

(# sucesos) = NH
NBσ

A
⇒ σ =

(# sucesos)
NH NB

A .

B En la práctica, el haz está formado por una nube de partículas de densidad ρ que
se mueven con velocidad v, así que

NH = ρvtA⇒ σ =
(# sucesos)

ρvtANB
A =

(# sucesos)
ρv tNB

=
probabilidad de transición por unidad de tiempo

flujo incidente

⇒ dσ =

(2π)4δ4(Pf − Pi)V|T f i|2
n

∏
j=1

Vd3pj

(2π)3

ρv
, (4)

donde hemos sustituido la probabilidad de transición por unidad de tiempo
(número de sucesos por cada dispersor) por la misma expresión de la anchura en
(2) (equivalente al # de desintegraciones si el estado inicial es una sola partícula).
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Observables Sección eficaz

B Hallemos ahora el flujo incidente ρv correspondiente a una partícula por unidad
de volumen,

ρv =
1
V
|~v1 −~v2| =

1
V

∣∣∣∣∣~k1

EH
−

~k2

EB

∣∣∣∣∣ = |EB~k1 − EH~k2|
VEHEB

=
{(k1k2)

2 −M2
1 M2

2}1/2

VEHEB
(5)

donde (~v1 −~v2) es la velocidad relativa entre una partícula del haz y otra del
blanco, de masas M1 y M2 respectivamente, que supondremos colineales (~k1||~k2),a

de modo que, en efecto, obtenemos una expresión para el flujo que es invariante
bajo boosts en la dirección colineal,

k1 = (EH,~k1) , k2 = (EB,~k2)

⇒ (k1k2)
2 −M2

1 M2
2 = (EHEB + |~k1||~k2|)2 −M2

1 M2
2 = |EB~k1 − EH~k2|2 ,

donde hemos supuesto que los dos haces son colineales al tomar
~k1 ·~k2 = −|~k1||~k2|.

aAsí nos vale tanto para colisiones de blanco fijo, como el de la figura, como para colisionadores de
partículas en los que se hacen chocar dos haces.
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Observables Sección eficaz

B Por tanto, a partir de (4) y (5), la sección eficaz |i〉 =
∣∣∣~k1~k2

〉
→ | f 〉 = |~p1~p2 · · ·~pn〉

queda

dσ =
(2π)4δ4(Pf − Pi)|T f i|2

4 {( k1k2)2 −M2
1 M2

2}1/2
2EH2EBV2

n

∏
j=1

Vd3pj

(2π)3 .

y sustituyendo (1), tenemos finalmente

dσ =
1

4 {( k1k2)2 −M2
1 M2

2}1/2
|M f i|2dΦn

B Si hay nr partículas idénticas de la especie r en el estado final la sección eficaz
total (integral sobre espacio fásico) debe dividirse por el factor de simetría

S = ∏
r

nr! .

B Si el estado incial no está polarizado y/o la polarización del estado final no se
mide debe promediarse sobre las pols iniciales y/o sumarse sobre las finales.
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Observables Sección eficaz 2→ 2

Consideremos ahora el caso particular del scattering 2→ 2 en el sistema CM:

~p1, m1

~p2, m2

~k1, M1

~k2, M2

B La integral sobre el espacio fásico aparece en (3). El factor de flujo se obtiene de

k1 ≡ (E1,~k) , k2 = (E2,−~k) , ECM = E1 + E2 , 4 {( k1k2)
2 −M2

1 M2
2}1/2 = 4ECM|~k| .

Así que

dσ

dΩ
=

1
64π2E2

CM

|~p|
|~k|
|M f i|2 .
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Observables Sección eficaz

Finalmente, un comentario sobre las dimensiones de las magnitudes utilizadas:

S f i = δ f i + (2π)4δ4(Pf − Pi)iT f i ⇒ [S f i] = [energía]0 , [T f i] = [energía]4

M f i =

ni+n f

∏
j=1

(2EjV)1/2T f i ⇒ [M f i] = [energía]4−ni−n f

dΦn = (2π)4δ4(Pf − Pi)
n

∏
j=1

d3pj

(2π)32Ej
⇒ [dΦn] = [energía]−4+2n

dσ(ni = 2→ n) =
|M f i|2dΦn

4 {( k1k2)2 −M2
1 M2

2}1/2
⇒ [σ] = [energía]−2 = [longitud]2

dΓ(ni = 1→ n) =
1

2M
|M f i|2dΦn ⇒ [Γ] = [energía] = [tiempo]−1

Resultan convenientes los factores de conversión:

h̄ ≈ 6.582× 10−22 MeV s , (h̄c)2 ≈ 0.389 GeV2 mbarn

que son fáciles de recordar a partir de:

1 ≡ h̄c ≈ 200 MeV fm , c ≈ 3× 108 m/s , 1 fm = 10−15 m , 1 barn ≡ 10−24 cm2.
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Límite no relativista: potenciales de interacción

En el límite no relativista (NR) los cálculos realizados mediante diagramas de
Feynman (TQC) deben reproducir los resultados de la mecánica cuántica no
relativista, donde la interacción entre partículas se describe en términos de un
potencial V(~x).

~k

~k′

θ
V(~x)

Para hallar el potencial recordemos que la sección eficaz elástica de dispersión de
una partícula de masa m por un potencial V(~x) es

dσ

dΩ
= | f (θ)|2 (6)

donde θ es el ángulo de scattering y f (θ) es la amplitud de scattering no
relativista, que puede calcularse perturbativamente.
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Límite no relativista: potenciales de interacción

B A primer orden (aproximación de Born),

f (θ) = − m
2π

ˆ
d3x e−i~q·~xV(~x) , ~q =~k′ −~k , k = |~k| = |~k′| . (7)

Si el potencial es central, V = V(r), la expresión anterior se convierte en

f (θ) = −2m
q

ˆ ∞

0
dr rV(r) sin qr , q = |~q| = 2k sin

θ

2
.

Consideremos k� m (propio del límite NR) y sea el blanco que genera el
potencial una partícula muy pesada de masa MA � m. Ésta es, por ejemplo, la
situación típica cuando un electrón es dispersado por un núcleo, de modo que
podemos despreciar el retroceso del núcleo. Diagramáticamente:

k k′ k k′
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Límite no relativista: potenciales de interacción

B La sección eficaz elástica (k = |~k| = |~k′|, ECM ≈ MA) es

dσelást =
1

64π2E2
CM

|~k′|
|~k|
|M f i|2dΩ ≈ 1

64π2M2
A
|M f i|2dΩ .

Para encontrar la expresión no relativista correspondiente, recordemos que

M f i = (2E~kV)1/2(2E~k′V)1/2(2EAV)1/2(2EAV)1/2T f i ≈ 4mMAV2T f i ,

de modo que en el límite NR, ignorando los factores de V que sabemos deben
cancelarse en la fórmula correcta,

dσelást ≈
m2

4π2 |T f i|2dΩ

lo que, comparando con (6), nos dice que

f (θ) =
m
2π
T f i ,

donde el signo global es el apropiado según demostrará un cálculo concreto.
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Límite no relativista: potenciales de interacción

B A partir de (7),

T f i(~q) = −
ˆ

d3x e−i~q·~xV(~x)⇒ V(~x) = −
ˆ

d3q
(2π)3 ei~q·~xT f i(~q)

⇒ V(~x) = − 1
4mMA

ˆ
d3q
(2π)3 ei~q·~xM f i(~q). (8)

Nótese que el potencial de interacción es un concepto no relativista, que describe
una interacción instantánea. Sin embargo, la descripción más precisa de la TQC se
basa en el intercambio y propagación de partículas, como hemos visto a lo largo
del curso.
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