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4. Interacciones de campos
y diagramas de Feynman
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La matriz S
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= Hemos cuantizado campos libres. Ahora supondremos interaccion:

H = HO + Hmt y mt /d3x Hmt /d3x £1nt
(si Lint no contiene derivadas de campos)
Por ejemplo: en QED, Lin = epy#PpA, y en la teoria Ap?*, Lint = —%gb‘l

> Supondremos siempre constante de acoplamiento pequefia = perturbacion

(pardmetro relevante en QED: & = €2/ (47) ~ 1/137 < 1)

» Objetivo: hallar probabilidad de transicion en un proceso de scattering
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La matriz S

» En la imagen de Schrodinger los estados dependen del tiempo:

|a(t)) la evolucion en un tiempo t de un estado inicial |a) = |a(¢;))
etiquetado por observables compatibles con autovalores a (e.g. p; y S;)
a un estado final |b) = |b(tf)) tras la colision

> La amplitud de probabilidad de que |a) evolucione hasta |b) es entonces
(bla(ts)) = (b| e HUr=1) |q)

Se llama matriz S al operador evolucién e (t/=4) en el limite (& F—ti) = o,
donde H es el hamiltoniano de la teoria de campos. La amplitud de scattering
viene dada por

(b|S|a) = lim (b|e HE =) |g)
(tf—ti)—>oo

ww.ugr.es/local/jillana
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La matriz S
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> Notese que si (a]a) =1y |n) es una base completa de estados, ) _ |n)(n| =1,

n
tenemos

1=)_|(n|Sla)|*=}_(al ST |n){n|S |a) = (a] S'S |a)

n n

lo que significa que SST = 1, es decir, S es unitaria. Por tanto, la unitariedad de S
expresa la conservacion de la probabilidad. Conviene escribir

S=1+i1T

= —i(T-T") =TT"
SSst =1

Entonces, definiendo Ty, = (b| T |a) tenemos que
_i<Tba - ;b) — ZTbnT;n = 2ImT,;, = Z |Tan|2
n n

que conduce al teorema 6ptico
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La matriz S

» En la imagen de Heisenberg son los operadores y no los estados los que

dependen del tiempo, més apropiado para la TQC en la que los campos son
operadores ¢(t, X).

> Los estados |a) = [a(t;)) y |b) = |b(tf)) son en la imagen de Heisenberg
a) ;= e a(t)) y |b); = e’ |b(t)), independientes del tiempo

> Por tanto, definiendo los estados en la imagen de Heisenberg |a;t;) = e'fli |a) y

bity) = e'''f |b), la matriz S sera

b|S|a) = i ple HUE) gy = 11 b; ¢
bl =, Im Ol S A

a, ti>

ww.ugr.es/local/jillana
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La formula de reduccion de LSZ
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= Vamos a ver que la matriz S entre estados iniciales y finales de la misma especie :

etiquetados por sus momentos (supongamos por simplicidad que no tienen
indices de espin),

(P1P2 - Pnl S |E17_€2 = Em> = <ﬁ1ﬁ2 Pt ko - °Em;ti>

donde se sobreentiende que t; — —oo y tr — 400, puede expresarse en funcion de
valores esperados en el vacio de productos de campos ordenados temporalmente
(que enseguida definiremos).

> Para ello, notemos en primer lugar que si tenemos un campo escalar real libre,

3
d p (a_)e—ipx _|_a'l'eipx)

qbfree(x)_/(zn_)s\@ p p

entonces
ZE—’ ar — 1 d X eik a() (P X ZE—» al — 1 d3x e_ikx a
k "k free( ) / k "k 1 0 quree(x) . (1)

210



La formula de reduccion de LSZ

> En efecto,

/d3x el 8 Gpree(X) = 1/d3 / —ZE (aﬁelkx dp e ¥ + a;-;»elkx do elpx>

(—m (Ez + Ep)e’ ik )x+ia;§»(Eﬁ—

_1/d3/ \E

ZE% LZE .

ww.ugr.es/local/jillana

)ei(k+p)x)
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La formula de reduccion de LSZ

= Hsperamos que

ww.ugr.es/local/jillana

(P(x) — Z1/2¢in(x) ’ ¢(x) . Zl/quout(x) , (2)5

f—>—o00 t——+o00

donde ¢in(x) ¥ Pout(x) son campos libres (antes y después de la interaccion, resp.)
y Z es un factor constante denominado renormalizacion de la funcién de onda
(cuyo significado comprenderemos mas adelante). Por tanto, usando (1),

\@ a;(m) _ i1 lim_ P o ik BHO o(x) 3)
\/Z—EIQ’ a?out) = —jz" /2 tEIJPoo d3x e k¥ BHO (x) . (4)
Asi que
<ﬁ1 A ﬁn,tf‘k’ll_éz km,ti> = \2E; (P17 ﬁn/tf‘a%fm) 4 Em,-tl->
— _jz1/2 tErpw d3x e ¥ (P1P2 ’ﬁnﬁf! aHo $(x) ’kz %m,tl>



La formula de reduccion de LSZ
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> Conviene escribir esta expresion en forma covariante notando que
- — —= '|'(1n) 7 7 .
\/2EE1 <P1P2"'Pn/tf ak’l k2"'kﬂ1/ti>

:\/ﬁﬁﬁzmﬁnﬁf (all;(in) _a%(out)) |§2...Em;ti>
t(out)

pues a. acttia sobre (1P - - - Pu; t¢| destruyendo una particula en el estado
1

www.ugr.e

final de momento k; y como supondremos que en el proceso de scattering no hay

particulas que se comporten como meros espectadores (ningin k; coincide con un
P;) esta operacion da cero.

Es decir, en realidad estamos calculando la parte iT de la matriz S.
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La formula de reduccion de LSZ
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> Y, por otro lado, a partir de (3) y (4),

. PN
/ZEE (ﬂ%(m) o a;(OUQ): iz—l/Z/d4x ao (e—lkx ao ¢)

— iz 1/2 / d*x 9y (e_ikxaogb — <paoe—ikx)
— jz71/? / d*x |e ™ R2p + (9pe =50 — dppdge ™ — <page—i’<x}

_ iZ—l/Z/délx ’e—ikxa%(l) _ (/)(V2 _ m2)e—ikx}

— iz~ 1/2 / d*x eI (B%cp — V% + mch)

—iz1/2 / dbx e (0 4+ m2)p(x) | (6)
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La formula de reduccion de LSZ

donde en la primera igualdad se ha usado que

1 3 o [ 3 4
(tgr_noo tgrfw)/dxftx /dt /dxftx /dxatftx)

D
con f(t,¥) = —iZ71/2e ¥ 9, ¢

en la antepentltima se ha sustituido

¢82 —ikx __ 4)(v2 .

mZ)e—ikx

ya que k* = m? y en la pendltima se ha usado que

/d3x V(e V) =0= /d3x

4

Ve M)V¢ =

—/d3x e—ikaZ(P

ww.ugr.es/local/jillana

(7)
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La formula de reduccion de LSZ

de donde
0= /d3x V2 (e Fp) = /d3x \% [(

1kx)4)+e 1kxv('b}

_ /d3x ’(vze—ikx)¢+2(ve—ikx)v(l)+e—ikxv2(l)

:/d3x :(VZ

e—ikx)(P o e—ikxvng}

ww.ugr.es/local/jillana
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La formula de reduccion de LSZ

> Por tanto, podemos en efecto escribir (5) en forma covariante,

<I31}72 ce ﬁn}tf|E1]—€2 Ko ti>

_ iz—l/Z/d4x XD ) (Frp - sty 9(0) [F Kty

s/local/jillana
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Se trata ahora de iterar el procedimiento hasta eliminar todas las particulas de los

estados inicial y final, dejando solamente combinaciones de campos actuando
sobre el vacio.
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La formula de reduccion de LSZ

> Para ello, escribamos ahora

ww.ugr.es/local/jillana

<ﬁ1ﬁ2°°'ﬁn;tf\¢(x)‘E2 > \/ 2Ep (P2 Pn/ff\ﬂom %z---ﬁm;ti>
=\ J2B5, (Po- - Bty THaS™ = ai™)p(x)} Ko - Kot )
(8)

o)

donde hemos usado que agln) ‘kz e

producto ordenado temporal,

x), 1y > xY
T{9W)p(x)} = { ;’Z(y)‘” S

m; ti> = 0 y hemos tenido que introducir el

que implica

T{ay"p(x)} = p(x)ay™ , T{aVp(x)} = a"p(x) .
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La formula de reduccion de LSZ

> A partir de (6) tenemos

ww.ugr.es/local/jillana

2E5(ay" —ag™) =iz 712 / dy eV (Cy + m*)p(y)
y sustituyendo en (8) llegamos a
(Prp2- - Pusts| ¢(x) ‘Ez . 'Em}ti>
_i7-1/2 / dy e (O, + m?) (Py - - Bus ty| T{(y)(x)} |E2 . 'Em;ti> .
De donde ya es directo deducir

<ﬁ1ﬁ2 s ﬁn}tf|E1E2 Ko ti>

— (iZ—l/z)m+n/ (ﬁ d*x; eikixi> (ﬁ d4yj ein}/J)
j=1

=1

X Oy, +m?) -+ (Qy, +m?) (O] T{p(x1) - p(xm)¢p(y1) -+ p(yn)} |0) -
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La formula de reduccion de LSZ
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> Si definimos ahora la funcién de Green de N puntos,

G(x1,- ., xn) = (0] Tig(xn) -~ ¢p(xn) 3 |0)

y la escribimos en términos de su transformada de Fourier G,

Noddg o\ _
G(xl,...,xN) = / (H (27_()46 q1x1> G(ql,...,qN) p

i=1

vemos que (sustituyendo Oet9% = —qzeiiqx)

<ﬁ1]72 X ﬁn;tf‘%ll_éz - ‘Em}ti>

j=1 t
m-+n m n —
== ( IZ_l/Z) <H(k12 — m2)> (H(p]z - m2>> G(_kll ’ _kTH/ Plr v Pn)
=1 j=1
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La formula de reduccion de LSZ

y despejando G(—ki,...,—km, p1,---, Pn),

m?2

moiZ niNZ R
(sz_m2> < 2 _ ><P1P2"'Pn|1Tk1k2“'km>

j=1

- [ (1T k) / (ﬁ dty, e*”ﬂﬂf) (O] T{p(x1) - ¢(xa)p(y1) - - $(yu) } |0)

©)

Esta es la formula de reduccién de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann).
Recuérdese que para una particula fisica se cumple la relacién p? — m? = 0 (se dice
que esta on-shell o sobre su capa de masas). Por tanto, el miembro de la derecha de la
férmula LSZ tendrd polos cuando las particulas entrantes o salientes estén on-shell,
pero (como veremos y es de esperar) se cancelaran con los polos del prefactor del
elemento de matriz S de la izquierda, de modo que la matriz S tiene un valor finito.

ww.ugr.es/local/jillana
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Teoria de perturbaciones

gr.es/local/jillana

» Los campos ¢ de la férmula LSZ son soluciones de H = Hy + Hjnt y por tanto no -
son combinaciones de ondas planas, cuyos coeficientes interpretamos como |
operadores creacion y destruccion de particulas a nivel cuantico.

» Sin embargo, podemos definir el campo en la imagen de interaccion,
p1(t, %) = elHolt=) g (1, 7)e~iHolt=to) (10)

que es un campo que coincide con el campo ¢(t, X¥) de la imagen de Heisenberg

solamente en un tiempo de referencia t = ty y que por definicién es un campo
libre,

d3 i .
P _aTlpx t ipx
(a e +ape ) ,

o= | (2mPf2E5

cuya evolucion con el tiempo viene, por tanto, determinada por el hamiltoniano
libre Hj.
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Teoria de perturbaciones
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> Recordemos que un campo en la imagen de Heisenberg evoluciona con el tiempo -
segun

ot %) = o)y 7)eH—h)
Asi que, despejando de (10)
Pty %) = & (1) gy 1, 7)elHhlt-
vemos que ¢(x) y ¢r(x) estan relacionados mediante
(1, 7) = eiflt—to)g=iHo(t=to) (1 F)eiHo(t=to)e=iH(t=t0) — 11t (¢ 1) (£, R)U(E o) ,
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Teoria de perturbaciones
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> Vamos ahora a escribir perturbativamente ¢ en funcién de ¢;. Para ello notemos
que

12 Ut o) = el (H — Hy)e M0

— eiHo(t—t())Hint e—iHo(t—to)eiHo(t—to)e—iH(t—to)
= H(t)U(t, to) (11)
donde hemos introducido el hamiltoniano en la imagen de interaccion?®

H;(t) = eiHO(t_tO)Hint o~ iHo(t—to)

aNotese que en general [Hy, H| = [Hy, Hint| # 0.
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Teoria de perturbaciones
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> La solucién de la ecuacion diferencial (11) con la condicién de contorno
U(t,t) =1 es (compruébese sustituyéndola en la ecuacion):

U(t to) = 1 + (—i) / dty Hy(h) + (—i) / dty / " dty Hy (1) Hy (1)

ty
—1 / dt1/ dtz dtg H[(tl)H[(tz)HI(tg) + ...

=1+ ah H1<t1>+<—i>2§ [an [ an () i)

to to

1 t t t
_1)3§ / dt; / dt, dts T{Hj(tl)HI(tz)H[(tg)} +...
< Ji to to

=T {exp [_i/t: dt’ Hl(t’)] }

(serie de Dyson)
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Teoria de perturbaciones

> Otra forma de escribir U que nos permite deducir propiedades ttiles es

U(t,t') = eiHo(t—to) o —1H(t—t") o —iHo(t'~to)
que efectivamente satisface U(f,t) =1y (11) pues

i%U(t, t’) _ eiHO(t—tO)(H . Ho)e—iH(t—t’)e—iHO(t’—tO)

_ eiHo(f—fo)H.

. e—iHo(t—to)eiHo(t—to)e—iH(t—t’) —iHy(t' —tg)

int

= H(t)U(t,t) .

e

> De aqui se deduce facilmente que U es unitario y que

U(ty, o) U(ty, t5) = oiHo(t1—to) o —iH (t1—t2) o —iHo(t2—to) giHo (f2—t0) o —1H (t2—13) s —1Ho(t3—t0)

— u(tll t3)
?U(tl, t3)U+(t2, t3) — U(tl, tz)
:>U+(t2, tl) = U(tl, tz) .

ww.ugr.es/local/jillana
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Teoria de perturbaciones

> Veamos como calcular (0| ¢(x1) - - - ¢(x5) |0), donde ya hemos tomado las x;

ww.ugr.es/local/jillana

ordenadas temporalmente (t; > t, >... > t,),
(0] p(x1) - - ¢(xn) 0)
= (0| U™ (t1, to)pr (x1)U (b1, to) U™ (2, to)pr(x2) Utz to) - - - U (tn, to)pr(xa) U (tn, to) |O)
= (0] U (t1, to)pr(x1)U(tr, t2)p1 (x2)U(t2, t3) - - Ultn—1, tu)pr(xn)U(tu, to) |0)
Ol U™ (t, t)U(t, t1)pr(x1)U(t1, ) - - - U(ty_1, tn)pr(xn ) U (£, —)U(—t, ty) |0)
(O U (¢, t0) T{¢p1(x1) -+ pr(xa)U(t, t)U(t1, £2) - - - U(tu, —1)} U(~t, 1) |O)

= (0| U (¢, to) T{cpl(xl) - pr(xy) exp [—i/_tt dt’ Hl(t’)]} U(—t,tg) |0)

donde hemos introducido t > t; > tp >... > t,; > —t y sustituido

Ut (t1,t0) = UT(Et)U(t, t1) , Uty to) = U(ty, —t)U(—t, to)

Ut b)) U (b)) - Uty —t) = U(t, —t) = T {exp [—i /_ tt dr Hl(t’)] } |
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Teoria de perturbaciones

> Tomando ahora g = —t con t — oo y sustituyendo el adjunto de

U (o, —00) [0) = €% [0) , &' = (0 T{exp [—1/0; dr HI(t’)] } 0)

tenemos finalmente que

ww.ugr.es/local/jillana

O T{ o) (e exp | =i [ x| o

0| T {exp [—i / dix %I(x)] } 0)

> Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresion y

O] T{p(x1) - - - Pp(xu)  0) =

(12)

utilizando el teorema de Wick, segin veremos, podremos calcular orden a orden

en teoria de perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la férmula LSZ
(9) con ayuda de los diagramas de Feynman, que también veremos.
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Teoria de perturbaciones

> Conviene notar que la dependencia funcional de H; en ¢; es la misma que la de
Hint en ¢. Por ejemplo,

Ay
4!
f}_[l — eiHo(t—to)%cplle—iHo(t—to)

Hint —

A
4

o (eiHo(t—to)(Pe—iHo(t—to)) (eiHo(t—to)(Pe—iHo(t—to)) _ %qﬁ.

(eiHo(t—fo)(Pe—iHo(f—fo)) (eiHo(f—fo)¢e—iHo(t—to>)

ww.ugr.es/local/jillana
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Propagador de Feynman

» Hallemos el propagador de Feynman, definido como

(O] T{p1(x)¢1(y)} [0) -

De ahora en adelante omitiremos el subindice I, pues siempre nos referiremos a
campos en la imagen de interaccion, que se pueden descomponer en

#(x) = ¢t (x) + ¢~ (x) con

3
d’p alelP¥

= &p aze 'P¥ “(x) =
=] arpyag, " / (2 /285 *

ww.ugr.es/local/jillana
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Propagador de Feynman

> Recuérdese que ¢ ]0) =0y (0|~ = 0. Entonces,®
sixd —y?>0:
T{gp(x)p(y)} = ¢(x)p(y
= ¢ ()T W) + 97" (Y) + 9~ ()T (¥) + ¢ ()¢ (y)
=:p(xX)Pp(y) : + [ (x). ¢~ ()],

donde se ha sustituido

¢ ()" (v) = ¢~ (V)¢" (x) + 97 (x), ¢~ (v)]
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= ¢ (x)¢" (v) : +oT (x), 90~ (y)] (13)

aGi xY = 4/¥ entonces los campos ya estdn ordenados temporalmente, asi que también se cumple

T{p(x)p(y)} = p(x)P(y) =: ¢(x)¢(y) : +[¢" (x), 9™ (y)]

ya que entonces [¢1(x), ¢~ (v)] = [¢7 (v), ¢~ (x)], como puede comprobarse explicitamente en (17, 18).

231



Propagador de Feynman i

> Analogamente,
-y <0:
T{o(x)p(y)} = ¢(y)¢(x)
=" (Y)PT(x) +¢T (W) (x) + P (Y97 (x) + ¢ ()¢ (x)
=:¢(x)p(y) : + (9" (y), ¢~ (x)],
ya que : ¢(x)p(y) : = : ¢(y)P(x) .
Por tanto, T{p(x)p(y)} =: ¢(x)$(y) : +Dr(x — y)
donde

Dr(x —y) = 0(x" —y”)A(x —y) + 6(y° — x))A(y — x) (14)
!

y como [a,az] = (27)°6°(F — 7),

Ax=y) = [ (00" 0] = [ g e 7O
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Propagador de Feynman

> Asi que el propagador de Feynman es
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0] T{p(x)¢(y)}0) = (0] (: p(x)¢(y) : +Dr(x —¥)) |0) = Dp(x = y)

Veamos que podemos escribir (prescripcion de Feynman)

g i e
DF(x_y):/(Zn};‘Lpz—mZ%—ise P=y) | cone — 0% . (15)

> En efecto,

/ d*p i ipley) _ / dp_ i z-9) / *dp° ie WY (16)
(271)% p?2 — m? + ie ) (2n)3 oo 271 (p0)? — EZ +ie

donde se ha escrito p?* — m? = (p°)? — 7* — m? = (pY)? — E% pues recordemos que
Eﬁ = —I—\/le + ﬁz.
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Propagador de Feynman

> Por otro lado, nétese que

3 3 —iE5(x"—y")
Aw—y%:/q dp {WWWOZ/ﬁdP oif-(E-7) €7
(271)%2E5 (27)3 2E;
3 3 +HiEp(x*—y”)
AW—x):/P il ywuwtz/‘dp Qi &
(27)%2E5 (27)3 2E;
(en la segunda linea se ha cambiado p por —p).
> Asi que basta demostrar que
00 0 ;—ip?(x0—y?) —iE5(x0—10) +iE5 (20—
Q/ dr o = 0(x* — ) ° p +0(y° — %) S
—oo 271 (p)? — Eﬁ—l—w 2E5 2E;

donde nétese que, cuando ¢ — O,

oo (o)

(P°)? — E2 + i =

ww.ugr.es/local/jillana

(17)

(18)

(19)

(20)
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Propagador de Feynman
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> Para evaluar la integral sobre p anterior hay que elegir el contorno apropiado -
sobre el plano de p' complejo. El factor i aleja ligeramente los polos del eje real.
El polo p' = Ej; se desplaza hacia abajo, p’ = E; —ie/(2E3) y el polo p? = —Ej; se
desplaza hacia arriba, p* = —E5 +ie/(2E5).

. &
_Eﬁ+12Eﬁ
o
¢ &
E-—1
P S
ZEP
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Propagador de Feynman
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> Asi si x¥ —y” > 0 conviene cerrar el contorno en el plano inferior, rodeando el
polo p’ = Ez —i0™ en sentido horario de modo que

§I§f(z) dz = —27mi Res(f,z = zp) si(x"—yY) >0

© 3,0 ;,—ip?(x0—y9) io—ip’(x"—y) —iEp(x"—y")
/ dp 1§ > s—— = —27mi lim (p¥ — E5) 1% 0 ==
N T R i COP+E) ) 2E;

Y si x” — y¥ < 0 conviene cerrar el contorno en el plano superior, rodeando el
polo p¥ = —E; +i07 en sentido antihorario de modo que

ygf(z) dz = 27ti Res(f,z = zo) si (x°—1") <0
ie—ipo(xo—yo) e+iE5(x0—y0)

00 dp() ie—iP()(xO—]/O) i i 0 E
/oo 27 (p0) — E3 +ie ﬂlpo—lfilEﬁ(P +Ep) @m)(P"+Ep)(p° —Ep)  2E;
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Propagador de Feynman

> Por tanto,

d4]9 1 —ip(x—
Dp(x—y):/<2n)4p2_m2+ige px—y)

3
— / (27(:)317213 eiﬁ.(f—y’) [Q(xo _ yO)e—iEﬁ(xO_yO) 4 9(]/0 . xo)eiEﬁ(xO_yoq
p

=0(x" —y)A(x —y) +0(y° — )A(y — %),

como queriamos demostrar.?

> La expresion (15) es conveniente porque de ella se lee directamente el propagador
de Feynman en el espacio de momentos, Dr(p),

dtp = - i

4Ahora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalizacién covariante relati-
vista de los estados.

ww.ugr.es/local/jillana
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Propagador de Feynman

» Notese también que Dr(x — i) es una funcion de Green del operador de
Klein-Gordon (Cy + m?) pues

ww.ugr.es/local/jillana

d*p i
(271)% p? — m? + ie

(—p* +m?) e Y = —igh(x —y)

(O + mz)Dp(x — 1Y) = /

(independientemente de la prescripcion adoptada para sortear los polos) lo que
justifica por qué hemos llamado funcién de Green de N puntos a

(0] T{p(x1) - - - ¢(xn) } [0).

> Notese ademads que el propagador de Feynman no es la tinica funcién de Green
del operador de Klein-Gordon, pues cambiando la prescripcién se obtienen otras.
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» El propagador de Feynman Dp(x — i) expresa la amplitud de probabilidad de
que una particula que se crea en y se propague libremente hasta x donde es
0 O — ¥ < 0. En efecto,

(0] ¢(x)p(y) [0) = Dp(x —y) = Alx —y) = [p" (x),¢” (y)] = (0 ¢" (x)¢™ (v) |0) .

> Veamos que, aparentemente, surge un problema: la probabilidad de propagacion

aniquilada, si ¥ —4° > 0, o que se propague y a x, si x

de una particula desde y hasta x con (x — y)? < 0 (intervalo espacial), es decir,
fuera de su cono de luz no es cero sino que cae exponencialmente para distancias
grandes.

> En efecto, en tal caso podemos elegir un sistema de referencia en el que
(x —y) = (0,7) y entonces (aqui llamaremos p = |p| y r = |7|)

d3]9 ol 7 1 27 plprcosd
A(x_y):/(ZﬂPZEﬁ 270)° / dgo/ dcos(?/ dp p? N

o) 2 ipr __ ,—1pr ipr
_ 1 : / dp 4 e —e™F _ = / dp pe |
(27)% Jo 2./ p% + m? 1pr 2r /P2 + m?
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CR, CRq

» Podemos evaluar esta integral en el plano de p complejo siguiendo el contorno de
la figura (el integrando tiene cortes de rama comenzando en los polos p = +im).

Aplicando el teorema de los residuos:

(/CO+/CR of +/Cp+/q+/cz) i (1),

En el limite ¢ — 0, o — 0, R — oo las integrales sobre c,, cg, y cr, se anulan.?

La integral sobre ¢, se anula cuando p — 0 porque lim (p —im)f(p) = 0.
p—im
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> Por tanto,

Alx —y) = lim Codpf( =—}}g}) (/ /)dr)f

R—00

_ (27_(1)22r (/ dp peipr(p2_|_m2)1/2+/ dp peipr(p2+m2)l/2e%2ﬂi>

B i 100 peipr
B (271)2272/im dp P+ m?

donde el factor e22™ = —1 tiene en cuenta que la segunda integral se hace al
otro lado del corte de rama,® y se han intercambiado sus limites de integracion
cambiando el signo global. Conviene ahora hacer el cambio de variable p = ip,

pe "
Mx =) = G2 [ o P = T

aRecordemos que log z = log |z| +iarg(z) tiene una discontinuidad de 27i al cruzar el corte de rama
y que podemos escribir (p? + m?)~1/2 = exp{—3 log(p* + m?)}.

ww.ugr.es/local/jillana

poe "

VpE—m?

241



Propagador de Feynman || Causalidad

> Y finalmente hacemos el cambio p = mt,

m o te—mrt m m T
Al — 1) — — s —_ Mg , — -
(x =) 4702y /1 Vi2 -1 4702y 1(mr) w1 42\ 2mr s

s/local/jillana

www.ugr.e

(21)

donde se ha usado el limite de la funciéon de Bessel modificada Kj.

» Este resultado parece indicarnos que se viola causalidad. Sin embargo no es asi.

En mecéanica cudntica lo importante es si conmutan dos observables medidos en x

e y separados espacialmente, i.e. con (x — y)? < 0. En tal caso ambas medidas no

estdn correlacionadas y por tanto no pueden afectar una a la otra.
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» En la préctica, el principio de causalidad se preserva siempre que se anule el
conmutador de dos campos evaluados en dos puntos separados por un intervalo *
espacial. Veamos que en efecto, en ese caso, el conmutador se anula.

—i(px—qy> a5, at] + (P[4t aq]}

/ (277) \/E / (277)3 2E~ e
_ / (‘231:;3 {e—ip(x—y) _ eip<x—y>} = Ax—vy) — Ay —x), (22)

donde se ha usado |a5, azli] = (2)%83% (7 — 7).
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> Ahora, si (x — y)? < 0 podemos elegir un sistema de referencia en el que ‘
(x —y) = (0,7) y entonces (y — x) = (0, —7), y como hemos visto que para puntos;
separados un intervalo espacial A(x — y) solamente depende del médulo de 7 (21)
tenemos que A(x —y) = Ay —x) y

p(x),¢(y)] =0, si(x—y)*<0,

como queriamos demostrar.?

aSj (x —y)? > 0 (intervalo temporal) podemos elegir un sistema de referencia en el que (x —y) = (¢,0
y P p & q y
y entonces

A B d3p e—iEﬁt B 477 ood ) e—i\/p2—|-m2t B 1 0
(x_y)_/(Zn)3 2E; (27()3/0 W _H/m

asi que A(x —y) — A(y — x) # 0 en este caso.

dEVE2 — m2e 1 e (t 5 o)
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» En este punto es conveniente hacer varios comentarios importantes:

1. Para un campo escalar complejo el propagador se define como

Dr(x —y) = (0] T{¢(x)¢" ()} |0)
= 6(x" = ") (0 9(x)¢" (v) [0) + 6(y” — ") (01" (¥)¢(x) [0)  (23)
que expresa la amplitud de probabilidad de que una particula que se crea en y
se propague libremente hasta x donde es aniquilada, si x¥ —y” > 0, o bien la

amplitud de probabilidad de que una antiparticula que se crea en x se
propague libremente hasta y donde es aniquilada, si x° — 3 < 0.

Recordemos que si el campo es real, particula y antiparticula coinciden.
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» En este punto es conveniente hacer varios comentarios importantes:

2. Para entender mejor el significado de las dos contribuciones al propagador de
Feynman (14) que se cancelan en (22) cuando (x — y)? < 0, hallemos el
conmutador andlogo para campos escalares complejos,

[@(x), 9" ()] / / a ge P + blel ) (b e+ af qu)}
(27) ,/215 (277)3 2E~
/ —i(r)x—qy) 2z, al] + el [yt bﬂ]}
(27) ,/215 / (27)3 2E~ P P’

= (0[¢(x)¢ ()\0>—<0\¢() (x)10) =A(x—y) Ay —x) (24

donde vemos que A(x — y) es la amplitud de probabilidad de que una
particula creada en y se propague hasta x mientras que A(y — x) es la amplitud
de probabilidad de que una antiparticula creada en x se propague hasta y.
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» En este punto es conveniente hacer varios comentarios importantes:

© www.ugr.es/local /jillana

> Sino existieran las antiparticulas se violaria el principio de causalidad! pues
ambas contribuciones son necesarias y gracias a que tienen valores idénticos el
conmutador (22) (o el (24) si el campo escalar es complejo) puede anularse
fuera del cono de luz impidiendo correlaciones entre observaciones no
conectadas causalmente.

3. Finalmente, nétese que en lo anterior ha sido fundamental que los campos
escalares satisfacen relaciones de conmutacion y no de anticonmutacién, pues
de lo contrario el principio de causalidad no se habria preservado. Puede verse
que los campos fermionicos han de anticonmutar por la misma razén. Se pone
de manifiesto entonces la estrecha conexion entre el teorema espin-estadistica

y la causalidad a nivel cuéntico.
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= Hemos visto que el producto ordenado temporal de dos campos en la imagen de -

interaccion es T{¢(x1)p(x2)} = : dp(x1)P(x2) : +Dr(x1 — x2). Queremos ahora
hallar el producto ordenado temporal de n campos ¢; = ¢(x;).

» El teorema de Wick, que demostraremos a continuacion, establece que

todas las combinaciones de orden normal

y contracciones de dos campos
(25)

donde contracciones de dos campos ¢(x;) y ¢(x;) significa

— —
gb(xi)c/)(x]-) = Dp(x; — x]-) , o abreviadamente ¢;¢; = D;;,
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y todas las combinaciones de orden normal y contracciones de dos campos
significa, por ejemplo,

1 1 1 1
T{p1¢2p3pa} = : P1P293¢s = + 1 (P102P3Ps + P1P2P3Ps + P1P2P3P4 + P1P2P3¢4
— | [ ]

+ 4’1¢24>3<P4 + <P1¢2<P3¢4 + <P1¢2¢34>4 + 9;514524’3454 + ¢14>2<P3<P4)
donde

— —
L P1P2P3Ps - = P13 - oy i = D1z i pods i, P13y - = D1pD3y,  etc.

Por tanto, al valor esperado en el vacio del producto ordenado temporal de
campos so6lo contribuyen términos con todos los campos contraidos, por ejemplo,

—— 1 [ =
(O] T{p12¢3¢4} [0) = fPl(Pz(P?»flM + P1P2p3¢4 + 4’14)24734)4

= D12D34 + D13D2g + D14D03

y para un ntmero impar de campos es cero.
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> Para demostrar el teorema de Wick se procede por induccién. Ya sabemos que se -
cumple para n = 2. Supongamos que es cierto para n — 1 campos. :

Entonces, si ponemos los campos ya ordenados temporalmente (x) > ... > x}),

Tiprp2- - Pn} = P12 = P1T{¢2- - Pu}

B todas las contracciones de dos
= (¢ +¢1): Q2 Put ;. (26)

campos que no involucren a ¢

Por otro lado,
¢r P2 Puf = APy P2 Pu)
pues ¢; indroduce un a' a la izquierda, que ya estd ordenado normal, y
7 AP2- - put i = {2 Pud o + P17 {P2e e Pu} ]

contracciones simples ) )

que involucren a ¢,

N -
= {¢ o put it [ aags o+
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> Comprobemos esto ultimo con un ejemplo:
o, s ] = (9], 5 P + q>54>5 +¢5 05 + ¢35 ¢ ]
ST et T o+ oy [0 93]+ [0 97 195 + ¢ (o T
+ 07 07 103 + o5 [t T+ (07, 93 )¢
B 1 1 n 1 B 1 n 1 1
= ¢y P13 + P1P3P, + P1P2¢; + PrpaPs =: (P1P2¢3 + P1P2¢h3)

donde se ha usado [A, BC] = B|A,C|+ |A,B|Cy gbl(/)] [ona (/)_] pues xV > x ?
Por tanto,

(QD;L + 4;1—) . {4)2 . ¢n} =1 Py ( contracciones simples ) e

que involucren a ¢,

L . . . [ todas las contracciones de dos
Repitiendo el procedimiento para (¢;” + ¢; ): :

campos que no involucren a ¢,
obtendremos los términos con contracciones dobles, triples, etc., que faltan.
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» La féormula de reduccion de LSZ nos permite escribir la matriz S en términos de

v.ugr.es/local/jillana

]

valores esperados en el vacio de productos de campos en la imagen de interaccion”

ordenados temporalmente,

O T {prg) - plxn)exp | i [ @t #i(x) |} 10)

que se calculan orden a orden en teoria de perturbaciones (IP), desarrollando en

serie la exponencial.
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= A orden cero (no hay interacciones) s6lo necesitamos (0| T{¢(x1) - - - $(x) } |0)
que, aplicando el teorema de Wick, involucra productos de propagadores de
particulas entre puntos espaciotemporales distintos x; # x;.

Esto nos da una imagen fisica que admite una representacion grafica sencilla:

—
P12 = D12
1 2

_

(O] T{p1p2¢3¢4} [0) = P1P2¢3Ps + P1P2P3Ps + P1P23¢4 = D12D34 + D13D2g + D14D23

1 2 1 2 1 2

_ AN
/

3 1 3 1 3 4

(0] T{¢192} |0)

y asi sucesivamente. Son los diagramas de Feynman en el espacio de posiciones.
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» A partir del primer orden en TP obtendremos interacciones locales que involucran
productos de campos en el mismo punto espaciotemporal x, que también tendrén -
una representacion gréfica sencilla en forma de diagramas de Feynman.

El célculo perturbativo es muy complejo pero puede sistematizarse con ayuda de
reglas de Feynman. La mejor manera de entender todo esto es con un ejemplo

sencillo.
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> Consideremos el scattering 2 — 2
(dos particulas en el estado inicial y dos en el final)
en la teoria de campos escalares autointeractuantes A¢*.

La férmula LSZ en funciéon de campos en la imagen de interaccion es:

) .
H Zl_mZH plpzllT‘k1k2>

i=1 Pi

Y Pp— o {otmatapamiot e [-ig; [ ] o

wrfenl o v

(28)

255



Diagramas de Feynman || 2 — 2 | (A¢*)

ww.ugr.es/local/jillana

— Orden cero. En ausencia de interaccion el denominador es 1. El numerador es

4 .
Np — / dtx; el (Prtrv—kivs—kos) (0] T{g(x )¢ (x2)(x3)¢ (xa) } |0)
=1

4
_ /Hd4xi e1(p1x1+P2xz—k1X3—k2x4) (D12D34 + D13D24 —+ D14D23)
=1

~
-
!
<
~

/d4x J4 Xd4y d4Y el(P1+p2)X+i(p1—p2) 5 —ilki+k2) Y —i(ki—k2) 3 Dr(x

n / dtx d4X dty diy ellpr—k)X+i(pitk) 3 +ilp—k)YHilp2 k2§ D

!
=
~
-
!
A~
<

)
+ / dhx dt Xdby dty el —k)X+i(ptke) =il —p2)Y=ilki+p2) % D (x)Dp(y)

1 1

_ 44 4 ¢4
— (27'() ) (p1—|—p2)(27'() ) (k1+k2)p%—_m2 k%—.mz

1 1
+ (27)*6*(p1 — k1) (27)*6* (p2 — k2)
’ ’ pt —m? p3 —m?

4 54 4 54 ! :
+ 0 (1~ k) 21) 0 (P2 =)y G

(29)
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donde en el primer sumando de la tercera igualdad hemos hecho el cambio

X=X1—X2, Y=X3—X4 x1:X+g, x3:Y+%
=
X1+ X2 X3 1 X4 X Yy
X 7 2 2 o’ M 2
8x1 8x1 1 1
dx 0X 2
dx; dx, = dxdX = dxdX =dxdX, etc.,
BXQ sz 1 1
ox 09X 2

el segundo sumando es analogo al primero si x; <+ x3 lo que implica p < —ky;
y el tercer sumando es analogo al primero si xp <+ x4 lo que implica p, <+ —ks.

En (29) hay términos con solamente dos polos, que no son suficientes para
cancelar los cuatro polos del miembro de la izquierda de (28), asi que

(P1pP2|iT |E1EZ> =0 a orden cero.
Este resultado (amplitud nula) es general para diagramas disconexos
(aquellos en los que algtn punto externo no estd conectado a los demas).

ww.ugr.es/local/jillana
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— Primer orden. Desarrollando la exponencial del numerador vemos que a O(A)
obtenemos productos de campos evaluados en el mismo punto espaciotemporal, *
lo que, aplicando el teorema de Wick, da lugar a un vértice de interaccion.

La tnica forma de obtener diagramas conexos es contraer cada ¢(x;) con ¢(x):

. =1
(0] T{p(x1)p(x2)P(x3)P(xa)p* (x)} |0), = 4! : P1P2p3PapxPxpxpy :

X1 X3

X2 X4

Hay 4! posibles combinaciones de tales contracciones, todas idénticas: ¢(x1) con

uno de los 4 ¢(x), ¢(xp) con uno de los 3 ¢(x) restantes, ¢(x3) con uno los 2 ¢(x)
restantes y ¢(x4) con el ¢(x) restante. El 4! resultante cancela el 4! introducido en
el denominador de la constante de acoplamiento (vemos su conveniencia).
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De modo que, a primer orden, la tnica contribucién relevante al numerador de la -

amplitud 2 — 2 viene dada por el siguiente diagrama de Feynman en el espacio
de momentos:

ki p1
4 .
— /Hd4xi el(P1x1+P2x2—k1x3—k2x4)
=1

X <—ﬂ> 4! /d4x Dp(x1 — x)Dp(xy — x)Dp(x3 — x) Dp (x4 — x)
4
_ —iA/Hd4yi d4x ei(P1+P2—k1—kz)xei(Pﬂh+P2]/2—k1]/3—k2y4)DF(yl)DF(yZ)DF(y3)DF(y4:
i=1
= —i/\(27r)454(p1 +p2— k1 — kz)ﬁF(Pl)ﬁF(PZ)ﬁF(kl)ﬁF(kZ) (30)

donde se ha hecho el cambio de variables y; = x; — x.
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A

. . 4. 4
— Hallemos ahora el denominador (0| T {exp [—14—! / d*x ¢ (x)] } |0), que orden a

orden estd compuesto por diagramas desconectados y sin puntos externos
formados por combinaciones de diagramas vacio-vacio:

Vi€<8, § @ O@ LY (3

Supongamos uno de estos diagramas con n; piezas de cada tipo V;. Si llamamos

también V; al valor de la pieza de tipo i, es facil convencerse de que ese tipo de

v
1

Tli! ’

diagramas Contribuye al denominador con Z
n;

donde el n;! proviene de la

simetria de intercambio de n; copias de V.

v.ugr.es/local/jillana

]

=
=z
=
>
=
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Para comprobar esto, consideremos sélo un tipo V;, y que éste sea el primero de
los diagramas vacio-vacio listados en (31).

Entonces

8 —1§ d*x c/)xc/)xc/)x(px X3 = %V = év =V,
1 1 1
8 8 <_1_) /d4x ¢x¢x¢x¢x/d4y 4’y(/)y§by4’y X 32 gvz

y asi sucesivamente.

ww.ugr.es/local/jillana

261



Diagramas de Feynman || 2 — 2 | (A¢*)

La contribucién total al denominador serd por tanto,
(T ) ~TTe =ew{xv
AT i i

que viene dada por la exponencial de la suma de todos los posibles diagramas
vacio-vacio.

s/local/jillana

www.ugr.e
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Diagramas de Feynman || 2 — 2 | (A¢*)

— Notese que en el numerador tendremos, por cada diagrama conexo, la
contribucion de un nimero arbitrario de diagramas vacio-vacio.

www.ugr.e

Por ejemplo,

C X D O@

> ST N

X+ ==

1
X

Asi que la contribucién general al numerador puede escribirse como
Z(conexos) X exp Z %
i
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> Por tanto, las contribuciones vacio-vacio a numerador y denominador de la

www.ugr.e

férmula LSZ se cancelan y podemos concluir que para hallar la amplitud de
scattering m — n basta con calcular, orden a orden, la suma de diagramas
conexos con m + n puntos externos.

Usando estos resultados e ignorando por el momento los factores Z (pronto
veremos que Z = 1+ O(A?)), podemos calcular la amplitud de scattering 2 — 2 a
primer orden, que se deduce de (28) y (30),

A R [ :
Hint = 54)4 : (P1P2]iT |k1k2> = —iA(27)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) + O(A?) .

> Ya podriamos escribir algunas reglas que nos permiten obtener
diagraméticamente la amplitud de scattering, pero atin no podemos deducirlas

todas ya que todavia no nos hemos encontrado con diagramas con lineas internas
ni loops.
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> Para ilustrar el caso de diagramas con lineas internas, vamos a suponer que
nuestro proceso 2 — 2 se debe a una interaccion distinta, Hint = %gb3(x).

Si buscamos los diagramas conexos a orden més bajo que den una contribucién
no nula encontramos que la primera contribucién es a O(A?) y viene dada por los

siguientes diagramas:

X1 Y1 X1 X Y1 X1 X / Y1

X y + + +(x <> y)
X Yo X2 Y Yo X2 Y Yo

Calculemos en detalle la contribucién del primero (se incluye la suma del mismo
intercambiando x e y) que representaremos mediante el correspondiente
diagrama de Feynman en el espacio de momentos:
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k1 P1

Nbsh/
SN,

— /d4x1d4x2d4y1d4y2 ei(P1x1+p22—kiy1—kay»)

ww.ugr.es/local/jillana

1 (—id)?
X (3—1,) (3!)22/d4xd4y Dr(x1 — x)Dp(x2 — x)De(x —y)Dr(y — y1) Dr(y — 2)

7

. — = 1
1P (x1)P(x2)P(y1)P(y2)P(x)p(x)p(x)P(y)P(y)P(y):

_ (—i)\)zfd4f1d4f2d4g1d4g2d43(fd4y ei(m+p2)x—i(k1—l—kz)]ﬂ—i(plfl—l—pzfz—kl]}l—kzgz)
x Dp(%1)Dp(%2) Dr(§1) D (72) Dr(x — )

(—i)»)zf)p(p1)f)p(pz)5p(k1)f)p(k2)/d4fd4y ei(P1+pz)f+i(p1+pz—k1—kz)yDF(55)

(—iA)?(271)*0*(p1 + p2 — k1 — ka) De (k1 + ka) De(p1) De(p2) D (k1) De(k2) (32)
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donde el factor (3!)? proviene de todas las contracciones de Wick equivalentes a
la dada y el factor 2 del intercambio de x con y. También se ha hecho el cambio de
variables X; = x; — x, §J; = y; — y y posteriormente ¥ = x — v.

Como en (30), hemos obtenido:

e un factor (—iA) por cada vértice,

e un factor (2771)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) que expresa la conservacién del
cuadrimomento, y

* el producto de los cuatro propagadores de las patas externas que se cancelaran
al despejar la amplitud de scattering de la férmula LSZ.

e Vemos que ademds hay que introducir el propagador de cada linea interna.

Notese finalmente que el factor 3! en el denominador de la constante de
acoplamiento se ha cancelado al sumar todas las contracciones de Wick
equivalentes.
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Por tanto, sumando los tres diagramas en el espacio de momentos

kl\ /p1 ™ Sk /IO1
/ kl ;|' kz\ + kl — P1 -+ k1 — P2y
k2 ok =" ~p kh—" p2 (33)
obtenemos
A N [ .
Hiw= 507 (PRIT i) = (<A@ (pr + p2 —ka — )

x [Dp(ky + k2) + Dp(ky — p1) + Dr(ky — p2)] + O(A*

Notese que las integrales sobre las coordenadas de los puntos de interaccion
implican la conservacion del cuadrimomento en cada vértice.
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> Veamos ahora qué ocurre cuando hay loops en los diagramas.

Volvamos a la teoria A¢*. Para hallar la contribucién de O(A?) a la amplitud
2 — 2 necesitamos calcular los siguientes diagramas conexos:

X1 Y1 X1 X Y1 X1 X }yl
X y + + +(x <> y)
X2 Yz X2 Y Yz X2 Y Y2

En todos aparece un loop formado por dos lineas internas que comparten punto
inicial y final.?
Miremos con detalle la contribucién del primero de estos diagramas (incluyendo

la suma del mismo intercambiando x e y) que representaremos mediante el
siguiente diagrama de Feynman en el espacio de momentos:

s/local/jillana
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AUn loop también puede provenir de una linea interna que empieza y acaba en el mismo punto.

Véase e.g. el diagrama de (34).
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k1 g P1
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21\ 4!

/d4x1d4x2d4y1d4yze(P1x1+P2xz kiy1—koys) 1 <_1A>

k1—|—k2—6] P2

x (4 x 3)% x 2 x 2/d4xd4y Dp(x1 —x)Dp(x2 — x)D%(x —y)Dr(y — y1)Dr(y — y2;

| |
D) (2P 1) (1)) PR (V)W) P V)P ()

(-1)\)2 d4f1d4f2d4y1d4g2d49€d4y ei(p1—|—p2)x—i(k1 +ko ) y+i(p1X1+p2ir—ki1G1—koijn)

x Dp(%1)Dr(%2) Dr(§1) Dr(92) D7 (x — y)
(— 1)\) DF(Pl)DF(PZ)DF(kl)DF (ko) /d4xd4ye(P1+P2)x+1(P1+P2 ki— kz)b’DZ(f)

(—ir)*(27)*6*(p1 + p2 — k1 — k2) Dr(p1) Dr(p2) Dr (k1) Dr(k2)

4 ~ ~
X / <SHC§4DF(Q)DP(’<1 +ky —q)

1

N |

I\JIP—‘I\)l)—‘
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donde hemos sustituido

4 o~
/d4~ i(k1+k2)¥ D2 () /d4~ i(ky+hy)% (f)/ (;17:;4 e TDr(q)

:/(27:; 5F(k1+k2_Q)DF(Q)

Vemos que, ademads del habitual factor (277)*6*(p1 + p2 — k1 — ko) de la
conservacion del cuadrimomento, el factor (—iA) por cada vértice y el propagador
de cada linea interna, aparece una integral sobre el cuadrimomento del loop
dividida por (277)%.

Obtenemos asimismo un factor de simetria % procedente del recuento de factores
1/4!y contracciones de Wick equivalentes (estos factores de simetria son
frecuentemente una fuente de errores en el cdlculo). También aparecen los
propagadores de cada pata externa en el espacio de momentos cuyos polos se
cancelardn al despejar la amplitud de la férmula LSZ.
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> Repitiendo el procedimiento para los tres diagramas en el espacio de momentos: -

g P1 k1 P1 k1 Pi

/

p2 ko p2 ko )

+ p1—k1+g q + p2—ki+g q

ki+ky—q
obtenemos (Hint = %CP4)

(P1P2|iT ‘E1E2> = (2m)**(p1 + p2 — k1 — k)

= B ~
X { —iA+ %(—i/\)z/ (;17:§4 [De(q)DE(ky + k2 — q)

+ Dr(q)Dr(ky — p1 — 9)

+ De(q)Dr (ks — pa — q)]} Lo,
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s Si evaluamos las integrales del loop veremos que son divergentes en el
ultravioleta, pues tienden a infinito cuando g se hace grande. Para dotar de
sentido a esta correccion infinita a la prediccion que habiamos obtenido a orden
més bajo en TP tendremos que renormalizar la teoria.

es /local /jillana
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» Hasta ahora hemos ignorado los factores Z (renormalizacién de la funcién de
onda) que aparecen en la férmula LSZ. También hemos ignorado diagramas en

los que el propagador de alguna de las patas externas sufre una correccién como,
por ejemplo:®

k1 q P1
k1 = (2m)*6* (k1 + kp — p1 — PZ)(—i/\)ﬁF(k2>5F(Pl)ﬁF(P2>
. (34)
~ 1, . d*g 1 ~
K - x Dp(ky) x 5(—1)\)/ 2m) 2 — m? x Dp(ky)

que, aparte de la correccion debida al loop (que resulta ser divergente en el
ultravioleta), tiene un polo doble en Dy (k1) que no se cancela con el
correspondiente polo simple de la férmula LSZ, y por tanto nos da infinito.

%En adelante omitiremos el ie de la prescripciéon de Feynman, que asumiremos implicitamente.

ww.ugr.es/local/jillana
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> Notese que la correccion a la pata externa factoriza y se puede leer directamente
del siguiente diagrama:

_ - 4 i
qQ = Dr(p)(~iB)Dr(p), —iB = 2(~iA) / (Sﬂ@qz_mz- (35)

p v s p

Podemos resumar todas las correcciones de este tipo al propagador,

&M

= Dr(p) + Dr(p)(—iB)Dr(p) + Dr(p)( Dr(p)(—iB)Dr(p) +
F(p) [1+(—iBDp(p>)+(—iBDP(p)> +}

_ Be(p) 1 i 1 B i
A ¥iBDr(p) P22 \1- 2 p?—m?2—B°

|
wh

ww.ugr.es/local/jillana
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> Vemos que el efecto neto de este tipo de correcciones consiste en desplazar la
masa de m? a m? + B.

> Podemos afiadir otras correcciones, como por ejemplo la correccién O(A?)

+@+ (que, a diferencia de la anterior, depende de p?)

y todas las demas.

> Para ello, sumamos todos los diagramas con dos patas externas que sean
one-particle irreducible (aquellos diagramas que no se separan en dos si cortamos
s6lo una linea interna) y llamamos —iM?(p?) a la contribucién de todos los
diagramas 1PI (eliminando los propagadores externos),

_._@_.._ — iM2(p?) . (36)
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> Ahora podemos resumar todas las correcciones al propagador por el mismo

ww.ugr.es/local/jillana

procedimiento de antes. Llamemos mg al pardmetro de masa que hemos
introducido en el lagrangiano. Entonces el propagador completo es
(a todo orden en TP):

_>_O_>_: ; +_._@_,._+_.._@_,_@_,_+

1 1

1

== —iM?(p? ..
Pz—m%+192—m%[ M )]Pz—m3+
. [ 2 i
_ b MY (M)
02 2 2 .2 2 .2
p- — my p= — my p= — my
i 1 i
pr—mg.  MAp®)  p?—mg— M2(p?)

2 2
ps — my
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» [a masa fisica m se define como el polo del propagador completo,

www.ugr.e

~0. (38)

p2=m?

p* —mg — M*(p?)

Desarrollando en serie alrededor de p? = m? obtenemos

p* —mg— M (p?) = p* —my — M(m?) — —— | (p*—m?)+...
p p2=m2
2
= (p2 — mz) 1— dM- (cerca de p* = m?) .
dpz p2=m?
Por tanto,
1/, 2 2
_>_Q_>_ — m + regular cerca de p~ = m (39)
—1

donde 2

m* = m§ + M*(m?), Z= 1—dﬂ2 (40)

d]? p2=m?2

Este residuo Z es el mismo factor que introdujimos en (2) para dar cuenta de la renormalizaciéon del campo debido a las
interacciones. En el Tema 7 veremos que relaciona el campo desnudo con el campo renormalizado.
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> Vemos en particular que la primera correccién a Z = 1 es de orden A%, como

habiamos anticipado, pues la correccion de orden A al propagador (35)
no depende de p?.

» En vista de lo que sucede con las correcciones a las patas externas, conviene
definir diagramas amputados como aquellos en los que quitamos todos los
subdiagramas asociados a las patas externas que se pueden separar cortando sdélo

una linea. Es decir, eliminamos el propagador completo de cada pata externa.
Por ejemplo,

amputar
—

/N
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> Entonces la funcién de cuatro puntos de campos interactuantes

2
/H d4xi
i=1

dy; @=Lk (0] T{p(x1)P(x2)p(y1)p(y2) } 0),
1

2
]:

tiene la forma diagramatica siguiente

ww.ugr.es/local/jillana
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> Y en general, usando (39) podemos reescribir la férmula LSZ (9) como

k1 P1

(Fr - BuliT [y o) = (ﬁ)m+n (41)
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= Con esto ya podemos dar las reglas de Feynman para campos escalares reales en -

es /local /jillana
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el espacio de momentos. Consideremos que la interaccién de los campos es de la -

forma Hint = %qu . Entonces para calcular la amplitud del proceso de scattering
de m — n particulas:

1. Dibujar todos los diagramas conexos amputados con m patas entrantes y n
salientes unidos en vértices de N patas.

2. Imponer conservacion del cuadrimomento en cada vértice.
3. Asociar un factor (—iA) a cada vértice.

: L ~ i
4. Asociar a cada linea interna de momento p un factor Dr(p) =

p? —m? +ie
5. Integrar sobre los cuadrimomentos g no fijados por conservacion del
d4
cuadrimomento (uno por cada loop) con medida (27;; I

6. Multiplicar por el factor de simetria correspondiente.
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7. La suma de las contribuciones de todos los diagramas de Feynman conduce a -
la llamada amplitud invariante iM (751 . Em — D1+ Pn) que se relaciona con

el elemento de matriz S = 1 + iT mediante

(1 Pl iT |E1 . -Em> = (2m)*s* (Zpi ~ Zk]) iM, (42)
i j

m—+n
donde iM incluye los factores (\/Z ) , que son irrelevantes en cdlculos a

orden maés bajo en teoria de perturbaciones, pero son importantes para hallar
correcciones de orden superior.
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» Consideremos un diagrama con lineas internas, por ejemplo (32). La formula LSZ -
exige poner las particulas entrantes y salientes sobre su capa de masas, ;

ki =ks =pi=ps=m

y ademads impone conservacion del cuadrimomento en los vértices, con lo que la
particula intermedia que se propaga entre dos vértices estard off-shell,

Pinterm = (k1 +k2)> = ki + k3 + 2(kik2) = 2(m” + kik2) -
> Si elegimos, por ejemplo, el sistema centro de masas de las particulas entrantes,
ki = (E,0,0,k), k»=(E,0,0,—k) = kiko = E2 + k* = m? + 2k?
= Pinerm = 4(m* + k%) # m?.

£ hd 2 pd . .
Es facil comprobar que el pi ..., de las lineas internas de los otros dos diagramas
en (33) es incluso negativo. Asi que en TQC los estados intermedios que se
propagan entre vértices de interaccion son particulas virtuales, i.e. fuera de su
capa de masas.
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s Los campos fermionicos aparecerdn en los hamiltonianos de interaccién por
parejas y formando parte de bilineales covariantes.

www.ugr.e

s Los campos fermidnicos satisfacen relaciones de anticonmutacién que nos han
obligado a definir el orden normal para operadores de fermiones de forma
consistente. Asi, por ejemplo,

; aﬁ,ra(j’,sa%’t = (—1)2a£taﬁlra¢5 = (—=1)%a? a-.a;

Del mismo modo, debemos definir de forma consistente el orden temporal de dos
campos fermionicos,

x1 )W (x , Pl 50
T{p(x1)Pp(x2)} = f( )P(x2) , x> x;

—P(x2)P(x1), ) <x)

y andlogamente para T{(x1)i(x2)} y T{(x1)$(x2)}
Asi, por ejemplo, si x§ > x¥ > x} > xJ entonces

Tup(x)pla2)Pp(xs)P(xa) } = —p(x3)p(x1)Pp(xa)p(x2) -
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= Veamos ahora como definir la contraccion de Wick de dos campos fermionicos,
para obtener una expresioén analoga a la de campos escalares,

D)} = pE)F0) : HED)

Separando las componentes de energia positiva y negativa,

_ —» olPX

W(x)_/ (277)3 \/E ;aq e 1/2_(x)—/ (277)3 \/E Zs:b (P

e P, § (x) =

¢+(x) :/(27T) \E;bpsv /(27r) \E;aljsu (P)e ipx

tenemos que®

aSi ¥ = y¥ entonces los campos ya estdn ordenados temporalmente, asi que también se cumple

T{p()F()} = pOBY) = p@F() : +{p* (1), T @)} = $)Py) - +9(0P(v)

ya que entonces {7 (x), ¢ (y)} = —{¥" (x), (1)}, como puede comprobarse explicitamente en (43).
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T{p(x)P(y)} = 0(x° — ") p(x)P(y) — 0(° — O)P(y)p(x)
= 0 =) [P (P W) + TP (y
DY)+ (W)Y (x

)9 (0P (W) + ¢ (@F ()
)+ ¢

_|_

(Y™ (x) + l/)_(y)gb_(x):
TP W) YT, W T (1)
TP W)+ (0P () 1]

4
W) e (), W W)y (x)
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donde al final hemos usado que : ¢(y)P(x) := — : P(x)P(y) : y hemos definido

P(0P(y) = 0" =y {g* (1), 9 (1)} — 00 — ") {y~ (x), 9" (1)}

> Es facil comprobar que, como {4, b*}r} = 0, las siguientes contracciones se

anulan,

ww.ugr.es/local/jillana
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> Puede mostrarse que el teorema de Wick tiene la misma forma para campos
fermidnicos. Hay que tener cuidado porque el orden normal de contracciones de *
Wick fermiodnicas puede llevar aparejado un cambio de signo. Por ejemplo,

M1

_ r_1
Pt = —othy
1T _1 _| 1 I _1
1Pyt = =Py, .

Como el valor esperado en el vacio del orden normal de operadores es cero,
tenemos que, andlogamente al caso de campos escalares, el propagador de
Feynman para fermiones es

Ol T{yp(x)$(y)} |0) = p(x)P(y) = Sr(x —y),

que puede escribirse, usando las relaciones de completitud, como:
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Se(x — 1) = 9<x0—y0>/ E e v
d3 1
. o .0 p (s) 1p(x )
oly" —x )/ (27)3 2E~ZU* oy e

3

—

P

3 .
~00° -0 [ (Sﬂ’j s (F = mer

. Py 1
= 00—t m) [ sy

. d®p 1
—G(yo—xo)(—lax—m)/(27532qu”( y)
p
= (idy + m)Dp(x —y)

d*p i -
—  (id, - —ip(x—y)
(19% m)/ Qr)ipr—mZ+ie '
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> Por tanto,

4 : _ 4 . .
SF(x _y) _ / (d p 1(Ié+m) e—lp(x_y) _ / <d p 1 e_lp(x_]/)

27)% p2 — m? + ie 27)* Y — m + ie
(43)
y, en el espacio de momentos,
S (p) — 4 —)elPr—y) — i
Sr(p) /d x Sp(x —y)e E—

donde hemos usado que ¥y = p*. Vemos que el propagador de fermiones es una
funcién de Green del operador de Dirac pues

(i9x — m)Sp(x —y) = —(Ox +m*)Dp(x —y) = 16" (x — ) .

Es muy importante notar que Sg(p) # Sp(—p), asi que hay que tener cuidado con
el signo del momento.
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s Para hallar la matriz S entre estados fermidnicos necesitamos despejar los
operadores creacion y destruccion del campo libre 1y,

d3p

ree(t) = a5 u' (B)e " + bt o) (7)elr
i) = [ o L e 1,00 e

lo que conduce a

\/ ZE_’ ag . /d3x u (E)eikx70¢free<x)

2B ] = [ o) (B 0 e (4

V2Eat, = [ @ P (mrte =l @

2E; by, = /d3x Vroe ()70 (k)

ww.ugr.es/local/jillana
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> En efecto,

/ L 7 (e O pgen ()

S

d’ —(r) (1 S) (3 Llk—p)x —(r) (1 S) (3l X
:/ d3x(zn)3\pzﬁi[“ﬁ,su‘><k>vou“(zﬂ>e(k 4 b 0 )y 0 (el
p

1 —=(r) (1 S) (T —=(r) (T 5 T
@ ZS: [a,—{»/su( )(k)')/ou< )(k) + b%lsu< )(k)”yov( )(—k)} = /2E; ar,
donde se ha usado que
1" (k) "ul) (k) = 2E:6,s, ") (K)7%0) (—k) = 0

y lo mismo para los demas.
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> Igual que para campos escalares, esperamos que

p(x) —— Z%in(x), (1) —— Z  our(x) ,

f——o00 f—s1 oo

donde esta Z es la constante de renomalizacién del campo 3. Entonces,

in) 1. ~1/2 3 o —ik 7
2B a; ™ = lim 7 /d x P (x “u) (k)

> =+

2E-> a

Lo

t(out) — lim Z_l/Z/dSXIIJ O —1kx )(l_c’)

l_éir t—>—|—00

y su diferencia nos da una expresion covariante que necesitaremos como paso
inicial para obtener la férmula LSZ

s/local/jillana
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> Usando (7),

ZEE (a;m) B a;(out)) _

7172 ( lim — lim ) /d3x (x)y e % u () (k)

f——o0 f——4o00

1/2/d4xa 1kx) (r)(k’)

— integrando por partes y usando (¥ — m)u(k) =

_iz-1/2 / dhx B(x) (i 9 +m)e Fu (F)

> Del mismo modo se puede obtener

AN ba
glout

2, (o)~ al

kr kr

V/2Ez (08 - bﬁou”)

— i7" 1/2/d4 —1kx(1a(x )¢(x)’

iz 72 [ dbea) ({13~ myp(x),
_i7~ 1/2/d4x1,b )(1 ax +771) 1kxv(r)(E) .

ww.ugr.es/local/jillana

295



[la cuenta]

Usamos, integracion por partes:

/ A4V - (FFe F (k) = 0 = / VT - e R (k) = —i / A4y - Fe ey ()
y la ecuacién de Dirac:
(¥ —m)u(k) = (v’k° =7 -k —m)u(k) = 0

Asi que:

w.ugr.es/local /jillana
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> Asi que en la matriz S podemos sustituir un fermién entrante de momento k; y
espin r por

(vt o) = B o (40 =) )

=1/ 1/2/d4x e im <P1 Pn,tf‘ll) X1 ‘kz >(1 Jx, +m)u <)(k1)
(44)

y puede verse que, podemos sustituir a continuacién, por ejemplo, un antifermion
entrante de momento k; y espin s por

(1 Purts| P(x1) ‘Ez - 'Em}ti>
2z, (Fr -+ Puity] T{P(x) (01 — b7} Ky s 1)

_ izl/Z/d4x2 o~ ik2x; 5(5)(;}'2)(iax2 —m) <ﬁ1 <+ D; tf\ T{Y(x1)¥(x2)} |E3 e 'Em}ti>
(45)
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> Iterando el procedimiento puede encontrarse la férmula LSZ para fermiones.
Supongamos que de las m (n) particulas entrantes (salientes) hay m ¢ (n¢)

fermiones con espines 7; (r;-) y el resto son antifermiones con espines s; (s;-).
Entonces:

ww.ugr.es/local/jillana

iz mo iz YiVZ o iWZ .
5175 - - By |iT |Kiko - - - Koy
(1) (01, (H5) (f1, ) i )
m n m nyg .
:/ (Hd‘lxze lkm>/ (Hd4yj e+ipjyj> o) (k) [ T2 ()
i=1 j=1 i=mp+1 j=1
m mf_ nf n B mf n r/’
><<0T{ [T v [I9a)TTew) 11 w<y]->}o>nu<ff><ki> [T 2" ()
i=mys+1 i=1 j=1 j=ns+1 i=1 j=ns+1
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= Veamos un caso particular sencillo, que es aplicacion directa del resultado que
hemos encontrado en (44) y (45). Estudiemos el scattering 2 — 2,

fermion(kq, r) + antifermion(ky, s) — escalar(py) + escalar(p;)
en la teoria de Yukawa, que tiene como lagrangiano
L= £Dirac + ﬁKG _ g¢¢¢ - Hint — g@lPQD .

Supongamos, para aliviar la notacion, que todos los campos tienen la misma
masa 1.

s/local/jillana
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> La amplitud de scattering viene dada por

(P1P2|1T |kikz)

_ (iz¢l/2)2 (izlpl/Z)z/d4x1d4x2d4x3d4x4 ei(Prxatpaa—kivs—koxy) (O, 4 2) (O, + m?)
< 300 (k) (i, — m) (0] T{(x1)(x2)P(x3)(x4) } [0) (i Ty +m)u?) (ky)

_ (—iqul/z)z (izl;1/2)2 (p% B mz)(p% B mz) /d4x1d4x2d4x3d4x4 ol(P1x1+paxa—kix3—kaxy)

< D) (k) (—Ha — m) (0] T{p(x1)p(x2) P x3) (x4 } 10) (—Hs + ) (ky)

donde se ha empleado la transformada de Fourier de la funcién de Green, de
forma analoga a como hicimos para llegar a (9).

Estos campos no son libres.
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> Para escribir los campos en la imagen de interaccion reemplazamos

(0] T{p(x1)9(x2) () (x4)}0) por
O T {orpea)flxa)plxa) exp | =i [ty 1| o

Aplicamos el th Wick y nos fijamos en las contribuciones conexas (surgen a O(g?))

ww.ugr.es/local/jillana

(A) ¥ y e
+ (x < y)
X4 X T e gy
Il — | | [ |
15t Phat Pyt  u2ats B Yty

|
= —gblqby (PZQDJC ll)4¢x ¢x¢y¢y¢3 — —</|)1Cl|>x CII)Z‘/I)y I}J4¢y ¢y¢x¢x¢l3
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(B) 3 y » 1
+ (x < y)
X4 x; Nn_ Xo
Il — | | [ |
* Q1029394 P PxPx l/Jyl/Jyflfy : : glblg?z%tm P _y¢y4|>y :
BRI b b 4 AT

> Consideremos el primero de los dos diagramas posibles, cuya contribucién basta
multiplicar por 2 para incluir el diagrama resultante de intercambiar x por y.

Notese que aparece un cambio de signo al hacer el orden normal de las
contracciones:

ww.ugr.es/local/jillana
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(P1P2|1T |k1k2) 4 |
. —1/2)? 172\ /.2 2\ (2 2 44 4. 14 _i( —k —ki
=2 (=2, 2)" (=12, %) (9} = m?) (g3 — m >/Hd xid*xdy ellProtpax =i o)
1 i=1
X (— 1§)2 X (=1) X Dp(x1 —y)Dp(x2 — x)
x o) (k 2)(5/2 +m)Se(xs — x)Sp(x — y)Se(y — x3) (K1 — m)ul” (k)
4

— —(—ig>2(l9% _ mz)(p% _ mZ) /Hd49?id4xd4y ei(P1f1+P2f2+k1f3—sz4)ei(Pz—kz)x+i(P1—k1)3/

x Dp(%1)Dp(%2)0") (k2) (M2 + m)Sp(24)Sp(x — y) Sp(%3) (#y — m)u') (ky)
— —(—ig)ziZ/d4xd4y ol(P2—k2)x+i(p1—ki)y

x 5) (ko) (Ko + m)

Sp(x — )

1 -
= % —(H —m)u ") (ky)
_ig) / dteddy ellPke)Eeilpitpa—ki—k)yg(s) () Sp (£)u (B

1 -

Yo —lr —m

= (—ig)*(2m)*0*(p1 + p2 — k1 — k2)0') (k)
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donde se han hecho los cambios 1 = x; —y, ¥ = xp — x, ¥3 =y — x3,
X4 = x4 — x, después ¥ = x — y, y se han puesto todas las Z = 1, pues sus
correcciones no contribuyen hasta un orden maés alto en g.

es /local /jillana
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> El otro diagrama, incluyendo x <> y:

4 ©
(P1P2|iT |kik2) g = —(—ig)z(p% — mz)(p% — m?) /Hd4xid4xd4y ol(P1x1+p2xo—kix3—koxy)
x Dg(x1 — x)D(x2 — y)o') (ko) (Ha + m) S (x4 — x)Sp(x — y)Sp(y — x3) (b — m)u') (ky )

4
—(—ig>2(p% — mz) (p% — mz) /Hd4fid4xd4y ei(P1f1+P2fz+k1f3—k2f4)ei(pl—kz)x—l—i(pz—kl)y
=1

x D (1) Dr(%2)0") (k2) (K2 +m)Sp(%4)Sp(x — y)Sk(%3) (1 — m)u”) (ky)
— —(—ig)ZiZ/d4xd4y ol(P1—=k2)x+i(p2—k1)y

1

(") (%
W —m 1= )

— (_ig)2/d4fd4y elP1—k)xel(prtra—ki=k2)yg(s) (k) S p (%) u™) (k7))

x 00 (k) (Ko + m) Sp(x —y)

1 -

= (g5 (1 + p2 — 1 —ka)o® (ko) O ()
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donde se han hecho los cambios 1 = x; — x, ¥o = x2 — Yy, ¥3 =y — x3,
X4 = x4 — x, y después ¥ = x — y.
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> Podemos expresar ambos diagramas en el espacio de momentos:

ki P ki P
i W EH‘H"‘“E i«

+ kl — pz Y
..--"'"-..r -".,‘
ko — Y P2

ki —p1 1

> La direcciéon del momento en una linea fermidnica es relevante. Se toma entrante
para estados iniciales y saliente para estados finales. El momento coincide con la
direccion del flujo de ntimero fermidnico para las lineas internas y para los
estados de particula (para un electrén se toma la direccién de la carga negativa),
pero el momento tiene sentido contrario al flujo para las antiparticulas.

> Las lineas fermidnicas se representan mediante lineas continuas y el flujo
fermionico mediante una flecha insertada en la linea.

© www.ugr.es/local /jillana
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> Desde ahora reservaremos las lineas discontinuas para los bosones escalares.

> Para escribir las reglas de Feynman hay que recorrer cada linea fermiénica en
sentido contrario al flujo fermiénico, asignando espinores, vértices y
propagadores segiin vayan apareciendo.

> Veamos cudles son las reglas de la teoria de Yukawa, que pueden deducirse del
calculo anterior:

1. Para hallar la amplitud de scattering, no hay que escribir los propagadores
externos ni para escalares ni para fermiones, pues se cancelan en la férmula
LSZ. Basta dibujar todos los diagramas conexos amputados. Podemos ignorar
los factores v/Z a orden mds bajo en TP, pero habra que incluirlos en
correcciones de orden superior. Los consideraremos incluidos dentro de la

amplitud invariante iM que se define, como ya hemos visto, extrayendo de la
matriz S el factor (271)*5*(%; p; — >ikj).
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2. Asociar espinores a las patas fermionicas externas del siguiente modo
(supondremos que el tiempo fluye de izquierda a derecha):

fermidn entrante: fermion saliente:

”

antifermidn entrante: antifermidn saliente:

O —sp N ot

p—» . 2P —»

3. Vértice (imponer conservacion de momento en cada vértice):

s/local/jillana
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4. Propagadores:

(Teoria de Yukawa)
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5. Hay que tener cuidado con los signos relativos entre diagramas que involucren
varias lineas fermionicas debido a las contracciones de Wick. Por ejemplo, los
siguientes diagramas contribuyen con signos opuestos a la amplitud porque
entre ellos hay una permutaciéon impar de los campos fermiénicos:

k1 P1 k1 P1
‘i’ * ":
kp =T Ry k> P2
iM = (—ig)? H(p2)u(k2) = pll)z —ai(pr)ulks) —i(p2)ulki) = p:)z —au(p1)u(kz)
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6. Asignar un factor (—1) a cada loop cerrado de fermiones, pues

RN =TT aEnRalsl o
O — PO = ~Tc |99 99 9 9| = ~Tr eSSy
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