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1.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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ii Índice
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Tema 1

Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en
Teoŕıa Cuántica de Campos

1.1 Introducción

1.1.1 ¿Por qué campos cuánticos?

La teoŕıa cuántica de campos (TQC) surge al combinar la relatividad especial y la mecá-
nica cuántica. Es posible escribir una versión relativista de la ecuación de Schrödinger. De
hecho fue él el primero en encontrar lo que hoy se conoce como ecuación de Klein-Gordon,
pero la desechó por no describir correctamente la estructura fina del átomo de hidrógeno,
aśı que se quedó con su ĺımite no relativista.

Sin embargo, las ecuaciones de ondas (sean o no relativistas) no pueden explicar proce-
sos en los que cambia el número de part́ıculas. Además las ecuaciones de ondas relativistas
sufren patoloǵıas, como la aparición de densidades de probabilidad negativa, la existen-
cia soluciones de enerǵıa negativa y la violación de causalidad (probabilidad no nula de
encontrar part́ıculas propagándose fuera del cono de luz).

La TQC proporciona un marco natural para manejar estados con un número arbitrario
de part́ıculas (espacio de Fock), da sentido a las soluciones de enerǵıa negativa (anti-
part́ıculas), resuelve el problema de la causalidad (la propagación de un part́ıcula fuera
del cono de luz es indistinguible de la de su antipart́ıcula viajando en dirección opuesta,
y sus amplitudes se cancelan), explica la relación entre esṕın y estad́ıstica, y permite cal-
cular observables (secciones eficaces, vidas medias, momentos magnéticos) con elevad́ısima
precisión y de acuerdo con el experimento.

1.1.2 Notación, unidades y convenciones

Usaremos unidades naturales ~ = c = 1. Entonces las siguientes magnitudes tienen las
mismas dimensiones: [longitud] = [tiempo] = [enerǵıa]−1 = [masa]−1.

Una relación muy útil es:

~c = 197.326 9631(49) MeV fm⇒ 25 GeV−2 ' 10−30 m2 = 10 mbarn , (1.1)

donde 1 fm = 10−15 m (un Fermi, del orden del radio del protón) y 1 barn = 10−24 cm2.

1



2 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

Nuestra convención de signos para la métrica de Minkowski es

gµν = gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , gµν = gµαgαν = δµν . (1.2)

Usaremos la convención de Einstein de suma sobre ı́ndices repetidos, de modo que

AµB
µ =

3∑
µ=0

AµB
µ = gµνA

µBν = A0B0 −A1B1 −A2B2 −A3B3 , (1.3)

donde se han usado ı́ndices contravariantes Aµ = (A0, ~A) = (A0, A1, A2, A3) e ı́ndices cova-
riantes Aµ = gµνA

ν = (A0,− ~A) = (A0,−A1,−A2,−A3) = (A0, A1, A2, A3). En particular,
xµ = (x0, ~x) = (t, ~x) y

∂µ =
∂

∂xµ
, ∂µ =

∂

∂xµ
, (1.4)

2 = ∂µ∂
µ = ∂2

0 −∇2 , ∇2 = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z . (1.5)

Los ı́ndices griegos (µ, ν, . . . ) toman valores 0,1,2,3. Reservaremos ı́ndices latinos (i, j, . . . )
para las componentes espaciales. El cuadrimomento es entonces

pµ = i∂µ = (p0, ~p) = (E, ~p) , pµp
µ = E2 − ~p2 = m2 , (1.6)

p0 = i∂0 = i
∂

∂t
, pk = i∂k = i

∂

∂xk
= −i

∂

∂xk
= −i∂k ≡ −i∇k . (1.7)

Usaremos el sistema de unidades de Heaviside-Lorentz para el electromagnetismo, en
el que la constante de estructura fina es

α =
e2

4π~c
= 1/137.035 999 11(46) . (1.8)

Aśı la unidad de carga eléctrica si ~ = c = 1 es e =
√

4πα (adimensional), las ecuaciones
de Maxwell se escriben

∇ · ~E = ρ , ∇× ~B − ∂t ~E = ~j , (1.9)

y el potencial de Coulomb entre dos cargas Q1 = eq1 y Q2 = eq2 es

V (r) =
Q1Q2

4πr
= q1q2

α

r
. (1.10)

1.2 Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto de elementos G, no necesariamente numerable, con una ley de
composición interna que satisface las propiedades asociativa, existencia de un elemento
neutro e, y existencia del elemento inverso a−1 de cada elemento a.

Los elementos g de un grupo de Lie dependen de forma continua y diferenciable de un
conjunto de parámetros reales θa, a = 1, . . . , N , es decir g(θ), siendo el elemento neutro
g(0) = e y el elemento inverso g−1(θ) = g(−θ). N es la dimensión del grupo.

© www.ugr.es/local/jillana 2



1.2. Grupos de Lie 3

Un subgrupo es un subconjunto de G que también es grupo. Un subgrupo invariante H
es tal que ∀h ∈ H y ∀g ∈ G, ghg−1 ∈ H. Un grupo simple es aquel que no tiene ningún
subgrupo invariante propio.a Por ejemplo SU(n) es simple y U(n) no es simple.

Una representación R asigna a cada elemento g un operador lineal DR(g) de un espacio
vectorial, g 7→ DR(g), tal que: (i) DR(e) = 1 (operador identidad), (ii) DR(g1)DR(g2) =
DR(g1g2). En un espacio vectorial de dimensión finita, g está representado por una matriz
n×n, [DR(g)]ij , que induce una transformación lineal del espacio vectorial cuya actuación

sobre la base (φ1, . . . , φn) viene dada por φi 7→ [DR(g)]ijφ
j .

Dos representaciones R y R′ son equivalentes si ∃S tal que DR(g) = S−1DR′(g)S, ∀g.
Es decir, están relacionadas mediante un cambio de base.

La representación R es reducible si deja invariante un subespacio no trivial. De lo
contrario es irreducible (irrep). Se dice que R es completamente reducible si ∀g, DR(g)
puede escribirse a bloques, es decir, si puede elegirse una base {φi} de forma que existan
subespacios de vectores que no se mezclan con otros bajo la acción del grupo. En ese caso,
R puede escribirse como suma directa de varias irreps: DR = D1 ⊕D2 ⊕ . . .

Si un elemento del grupo de Lie es infinitesimalmente próximo a la identidad entonces
DR(δθ) = 1 − iδθaT

a
R. Los operadores T aR = i∂DR/∂θa|θ=0, con a = 1, . . . , N , son los ge-

neradores del grupo en la representación R. El número de generadores es la dimensión del
grupo. Para una transformación arbitraria: DR(θ) = exp{−iθaT

a
R}. Nótese que si DR es

una representación unitaria (el inverso de cada elemento es su adjunto) entonces los gene-
radores son hermı́ticos. Además toda representación unitaria es completamente reducible.
Recordemos que en f́ısica los observables son operadores hermı́ticos.

Los generadores satisfacen el álgebra de Lie: [T a, T b] = ifabcT c, donde fabc son las
constantes de estructura del grupo, que son independientes de la representación. Para hallar
la representación del grupo basta con encontrar las representaciones del álgebra. Si el grupo
es abeliano, [T a, T b] = 0 y exp{−iαaT a} exp{−iβbT b} = exp{−i(αc +βc)T c}. Las irreps de
un grupo abeliano son unidimensionales.

Los operadores de Casimir son aquellos que conmutan con todos los generadores. Son
múltiplos de la identidad y la constante de proporcionalidad λ sirve para etiquetar las irreps.
Por ejemplo, SU(2) (grupo de las rotaciones en tres dimensiones) tiene tres generadores, los
operadores momento angular Jk con k = 1, 2, 3, que satisfacen el álgebra de Lie [Jk, J `] =
iεk`mJm y un operador de Casimir, ~J2 = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2 = λ1, con λ = j(j + 1) y
j = 0, 1

2 , 1, . . . etiquetando las irreps (cuya dimensión es 2j + 1). El tensor ε es el tensor
totalmente antisimétrico de Levi-Civita,

εijk =


+1 si (ijk) es una permutación par de (123),
−1 si (ijk) es una permutación impar de (123),

0 en otro caso.
(1.11)

Hablamos de grupo compacto si su variedad paramétrica es compacta. Por ejemplo, el
grupo de las rotaciones es compacto pero el de las traslaciones no lo es. Si el grupo es
compacto el parámetro que etiqueta cada irrep toma valores discretos (e.g. el esṕın j del
grupo de las rotaciones) y si no es compacto toma valores continuos (e.g. el momento p de
las traslaciones espaciales). Las representaciones de dimensión finita de un grupo compacto
son unitarias. Las representaciones de dimensión finita de un grupo no compacto simple

aUn subgrupo propio es uno no trivial, es decir, ni el formado solo por el elemento neutro, ni todo G.

3 © www.ugr.es/local/jillana



4 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

no son unitarias.b

El grupo de Lorentz, que repasaremos a continuación, es simple y no compacto. Sus
representaciones de dimensión finita no son unitarias y sus representaciones unitarias son
de dimensión infinita (espacio de Hilbert de una part́ıcula).

1.3 Grupo de Lorentz

Se define como el grupo de las transformaciones lineales de coordenadas

xµ 7→ x′µ = Λµνx
ν , µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}, xµ = (t, x, y, z) (1.12)

que dejan invariante la cantidad

xµx
µ = gµνx

µxν = t2 − x2 − y2 − z2. (1.13)

Es por tanto isomorfo al grupo O(1, 3). Formalmente,

gµνx
′µx′ν = gµν(Λµρx

ρ)(Λνσx
σ) = gρσx

ρxσ (∀x) (1.14)

⇒gρσ = gµνΛµρΛ
ν
σ = (ΛT ) µ

ρ gµνΛνσ (1.15)

⇒g = ΛT gΛ. (1.16)

Por otro lado, mirando la componente 00 de (1.15),

1 = (Λ0
0)2 −

3∑
i=1

(Λi0)2 ⇒ (Λ0
0)2 ≥ 1⇒

{
Λ0

0 ≥ 1
Λ0

0 ≤ −1
(1.17)

y a partir de (1.16),

(det Λ)2 = 1⇒ det Λ = ±1. (1.18)

Aśı que podemos distinguir cuatro tipos de transformaciones de Lorentz:

1. Ortocronas (Λ0
0 ≥ 1) propias (det Λ = +1)

Forman grupo. Es isomorfo a SO(1,3). En adelante llamaremos “grupo de Lorentz” a
este grupo. Sus elementos son transformaciones continuas (grupo de Lie) que se pue-
den conectar con la identidad mediante sucesivas transformaciones infinitesimales.
Sus elementos son rotaciones en las tres dimensiones espaciales y boosts (transfor-
maciones de Lorentz puras). Véase figura 1.1. Estas últimas relacionan los sistemas
de coordenadas de dos observadores inerciales (que se mueven con velocidad relativa
constante).

Las demás transformaciones obviamente no forman grupo y se pueden escribir como
producto de inversiones (transformaciones discretas) y transformaciones de Lorentz
ortocronas propias ΛP . Son las siguientes.

bPero si no es simple pueden ser unitarias o no. Ejemplo de grupo no compacto no simple con representa-
ciones de dimensión finita unitarias son las traslaciones espaciales en una dimensión; y con representaciones
no unitarias son los boosts a lo largo de una dirección dada. Nótese que éste último es un subgrupo no
invariante, no simple, del grupo de Lorentz, que es simple.

© www.ugr.es/local/jillana 4



1.3. Grupo de Lorentz 5

y′

x′

y

x

θ
(
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)

β
t′

x′

t

x

(
t′

x′

)
=

(
γ γβ
γβ γ

)(
t
x

)
γ = cosh η , γβ = sinh η

Figura 1.1: Rotaciones y boosts.

2. No ortocronas (Λ0
0 ≤ −1) propias (det Λ = +1)

Transformaciones tipo ΛP × {diag(−,−,−,−), diag(−,−,+,+), diag(−,+,−,+),
diag(−,+,+,−)}. Incluye a las inversiones totales, diag(−,−,−,−).

3. Ortocronas (Λ0
0 ≥ 1) impropias (det Λ = −1)

Transformaciones tipo ΛP × {diag(+,+,+,−), diag(+,+,−,+), diag(+,−,+,+),
diag(+,−,−,−)}. Incluye a las inversiones espaciales, diag(+,−,−,−).

4. No ortocronas (Λ0
0 ≤ −1) impropias (det Λ = −1)

Transformaciones tipo ΛP × {diag(−,−,−,+), diag(−,−,+,−), diag(−,+,−,−),
diag(−,+,+,+)}. Incluye a las inversiones temporales, diag(−,+,+,+).

Veamos cuántos parámetros tiene el grupo de Lorentz (de transformaciones ortocronas
propias). Tomando una transformación infinitesimal arbitraria Λµν = δµν +ωµν , la ecuación
(1.15) implica:

gρσ = gµνΛµρΛ
ν
σ = gµν(δµρ + ωµρ)(δ

ν
σ + ωνσ)

= gρσ + ωρσ + ωσρ +O(ω2)⇒ ωρσ = −ωσρ. (1.19)

Por tanto, ω es antisimétrica y tiene 6 parámetros independientes. Cualquier Λ puede
escribirse como producto de rotaciones (R), que se pueden parametrizar con 3 ángulos θ ∈
[0, 2π] en torno a ejes x, y, z en sentido dextrógiro, y boosts (L), que se pueden parametrizar
especificando las 3 componentes de la velocidad β ∈ (−1, 1) a lo largo de los ejes x, y, z.
En particular,

Rx =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cθ −sθ
0 0 sθ cθ

 , Ry =


1 0 0 0
0 cθ 0 sθ
0 0 1 0
0 −sθ 0 cθ

 , Rz =


1 0 0 0
0 cθ −sθ 0
0 sθ cθ 0
0 0 0 1

 , (1.20)

Lx =


γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Ly =


γ 0 γβ 0
0 1 0 0
γβ 0 γ 0
0 0 0 1

 , Lz =


γ 0 0 γβ
0 1 0 0
0 0 1 0
γβ 0 0 γ

 , (1.21)

5 © www.ugr.es/local/jillana



6 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

con cθ = cos θ, sθ = sin θ y γ = 1/
√

1− β2. Conviene sustituir el parámetro de velocidad
β por la rapidity η ∈ (−∞,∞)

η =
1

2
ln

1 + β

1− β (1.22)

que es un parámetro aditivo, como lo es también θ. Es decir, si hacemos dos boosts con
rapidities ηA y ηB a lo largo de una misma dirección n̂ entonces Ln̂(ηA)Ln̂(ηB) = Ln̂(ηA +
ηB). Esto es fácil de comprobar a partir de las propiedades de las funciones hiperbólicas,
pues

γ = cosh η, γβ = sinh η. (1.23)

Hallemos el álgebra de los generadores para encontrar las irreps del grupo de Lorentz.
Para ello tomemos transformaciones de Lorentz infinitesimales:

Rx(δθ) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −δθ
0 0 δθ 1

 = 1− iδθJ1 ⇒ J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 (1.24)

Ry(δθ) =


1 0 0 0
0 1 0 δθ
0 0 1 0
0 −δθ 0 1

 = 1− iδθJ2 ⇒ J2 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 (1.25)

Rz(δθ) =


1 0 0 0
0 1 −δθ 0
0 δθ 1 0
0 0 0 1

 = 1− iδθJ3 ⇒ J3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 (1.26)

Lx(δη) =


1 δη 0 0
δη 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = 1− iδηK1 ⇒ K1 =


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (1.27)

Ly(δη) =


1 0 δη 0
0 1 0 0
δη 0 1 0
0 0 0 1

 = 1− iδηK2 ⇒ K2 =


0 0 i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 (1.28)

Lz(δη) =


1 0 0 δη
0 1 0 0
0 0 1 0
δη 0 0 1

 = 1− iδηK3 ⇒ K3 =


0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 (1.29)

Nótese que, como la variedad paramétrica de los boosts no es compacta, sus generadores
no son hermı́ticos ((Km)† = −Km). El álgebra de Lie es

[Jk, J `] = iεk`mJm, [Kk,K`] = −iεk`mJm, [Jk,K`] = iεk`mKm (k, `,m ∈ {1, 2, 3})
(1.30)

Vemos que las rotaciones cierran álgebra, pues SU(2) es un subgrupo del grupo de Lorentz.
Sin embargo, los boosts no son un subgrupo. Conviene reescribir estos 6 generadores como

Am =
1

2
(Jm + iKm), Bm =

1

2
(Jm − iKm). (1.31)
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1.4. Representaciones tensoriales y espinoriales 7

Am y Bm son hermı́ticos y verifican el álgebra de Lie:

[Ak, A`] = iεk`mAm, [Bk, B`] = iεk`mBm, [Ak, B`] = 0. (1.32)

Es decir, el grupo de Lorentz es localmente isomorfo a SU(2)×SU(2) pues tienen el mismo
álgebra. Esto nos permite etiquetar sus irreps como (j1, j2), de dimensión (2j1 +1)(2j2 +1).
Nótese que hemos encontrado irreps del grupo de Lorentz de dimensión finita, pero no son
unitarias, porque no es compacto:

Λ = exp{−i(θmJm + ηmKm)} ≡ exp{−i(~θ · ~J + ~η · ~K)}, (1.33)

Λ−1 = exp{i(~θ · ~J + ~η · ~K)} 6= Λ† = exp{i(~θ · ~J − ~η · ~K)}. (1.34)

Otra forma de escribir los generadores del grupo de Lorentz es la siguiente. Tomamos
como parámetros los 6 elementos independientes de una matriz antisimétrica ωµν = −ωνµ.
Los generadores son entonces las 6 componentes independientes del operador antisimétrico
Jµν = −Jνµ,

Λ = exp

{
− i

2
ωµνJ

µν

}
(1.35)

(el factor 1
2 compensa el hecho de que sumamos ∀µ, ν en vez de ∀µ < ν) con

Jk =
1

2
εk`mJ `m ⇒


J1 = J23 = −J32

J2 = J31 = −J13

J3 = J12 = −J21
(1.36)

Kk = J0k = −Jk0. (1.37)

Los parámetros se relacionan con ángulos y rapidities mediante

θk =
1

2
εk`mω`m ⇒


θ1 = ω23 = −ω32 = ω23 = −ω32

θ2 = ω31 = −ω13 = ω31 = −ω13

θ3 = ω12 = −ω21 = ω12 = −ω21

(1.38)

ηk = ω0k = −ωk0 = −ω0k = ωk0. (1.39)

y los generadores pueden escribirse de forma covariante como

(Jµν)ρσ = i(gµρδνσ − gνρδµσ). (1.40)

El álgebra de Lie de estos generadores es:

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ). (1.41)

1.4 Representaciones tensoriales y espinoriales

Lo que acabamos de ver es la representación en cuatro dimensiones del grupo de Lorentz,
que nos ha servido para definir el grupo. Podemos plantearnos si es irreducible (lo es) y si
es su representación no trivial de dimensión más pequeña (veremos que no lo es). Se llama
representación vectorial del grupo de Lorentz:

4 : Λµν =
[
exp{−i(~θ · ~J + ~η · ~K)}

]µ
ν

=

[
exp

{
− i

2
ωαβJ

αβ

}]µ
ν

(1.42)
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8 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

Un cuadrivector V µ (ó Vµ) es un vector del espacio vectorial invariante e irreducible sobre
el que actúa Λ,

V µ 7→ ΛµνV
ν , Vµ 7→ Λ ν

µ Vν . (1.43)

Nótese que Λµν y Λ ν
µ son representaciones equivalentes, pues están relacionadas mediante

una transformación de semejanza S = gµν ,

Λµν = gµρΛ σ
ρ gσν . (1.44)

Con frecuencia se identifica el término representación con el de espacio de representación.
Aśı, diremos que V µ y Vµ son irreps equivalentes. Vµ es el vector asociado al V µ en el
espacio dual, aśı que la matriz Λ ν

µ es la inversa de Λµν . En efecto, usando (1.15):

Λ ν
τ Λµν = Λ ν

τ g
µρΛ σ

ρ gσν = Λ ν
τ gνσΛ σ

ρ g
µρ = gτρg

µρ = δµτ . (1.45)

Pueden construirse representaciones de dimensiones mayores mediante el producto ten-
sorial 4 ⊗ 4 ⊗ · · · . Se llaman representaciones tensoriales y sus vectores son tensores con
varios ı́ndices (su número se llama rango). Aśı, un tensor de dos ı́ndices (contravariantes)
Tµν se transforma como:

4⊗ 4 : Tµν 7→ Λµµ′Λ
ν
ν′T

µ′ν′ . (1.46)

La representación producto tensorial es reducible. En particular, si Tµν es simétrico (an-
tisimétrico) su transformado también es simétrico (antisimétrico). Además, su traza es
invariante (escalar).c De hecho, los tensores de rango dos pueden escribirse como suma
directa de subespacios invariantes e irreducibles:

4⊗ 4 = 1⊕ 6⊕ 9, (1.47)

de modo que cualquier tensor de rango dos puede descomponerse en

Tµν =
1

4
gµνT +Aµν + Sµν , (1.48)

T = gµνT
µν = Tµµ (traza), (1.49)

Aµν =
1

2
(Tµν − T νµ) (parte antisimétrica), (1.50)

Sµν =
1

2
(Tµν + T νµ)− 1

4
gµνT (parte simétrica de traza nula). (1.51)

Por el mismo razonamiento de antes, Tµν , Tµν , T ν
µ y Tµν son representaciones (reducibles)

equivalentes del grupo de Lorentz. Un ejemplo de tensor de rango dos es el tensor gµν que
además es invariante, por definición de transformación de Lorentz (1.15).

Una irrep importante de cualquier grupo de Lie es la representación adjunta, cuya
dimensión es igual al número de generadores, que se construye a partir de las constantes
de estructura,

(T aadj)
bc = −ifabc. (1.52)

Esta representación no es en general antisimétrica (pues fabc es antisimétrico en los dos
primeros ı́ndices pero no siempre en el segundo y el tercero). Puede comprobarse que,

cEn efecto, T = gµνT
µν 7→ gµνΛµρΛ

ν
σT

ρσ = gρσT
ρσ = T , donde se ha usado (1.15).
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1.4. Representaciones tensoriales y espinoriales 9

en general, las constantes de estructura satisfacen el álgebra de Lie del grupo usando la
identidad de Jacobi:

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0, (1.53)

sustituyendo A = T a, B = T b, C = T c, lo que implica

fabdf cde + f bcdfade + f cadf bde = 0. (1.54)

En el caso del grupo de Lorentz, que es localmente isomorfo a SU(2)×SU(2), la representa-
ción adjunta es precisamente la de los tensores antisimétricos Aρσ, que son combinaciones
lineales de la base de generadores (Jµν)ρσ de la ecuación (1.40). (Las constantes de estruc-
tura de SU(n) son antisimétricas en los tres ı́ndices.)

Es interesante ver cómo se transforman las irreps del grupo de Lorentz bajo el subgrupo
de las rotaciones. En general, son representaciones reducibles que se pueden escribir como
suma directa de varias irreps del grupo de la rotaciones, etiquetadas cada una de ellas por
un valor del esṕın j (recordemos que su dimensión es 2j + 1). Aśı,

V µ = (V 0, ~V ) ∈ 4 bajo el grupo de Lorentz, (1.55)

V µ ∈ 0⊕ 1 etiquetadas por j = 0, 1 bajo el grupo de las rotaciones, (1.56)

i.e. V 0 es un escalar bajo rotaciones (esṕın 0) y ~V un 3–vector (esṕın 1). Por otro lado,

Tµν ∈ 4⊗ 4 = 1⊕ 6⊕ 9 bajo Lorentz (1.57)

= (0⊕ 1)⊗ (0⊕ 1) = 0⊕ (1⊕ 1)⊕ (0⊕ 1⊕ 2) bajo rotaciones, (1.58)

donde se ha usado que el producto directo de irreps del grupo de las rotaciones es

j1 ⊗ j2 = |j1 − j2| ⊕ |j1 − j2 + 1| ⊕ · · · ⊕ |j1 + j2|. (1.59)

De modo que,

1 : T ∈ 0 (es también un escalar bajo rotaciones) (1.60)

6 : Aµν ∈ 1⊕ 1

{
A0i

1
2ε
ijkAjk

(dos 3–vectores independientes bajo rotaciones
que se mezclan bajo Lorentz)

(1.61)

Por ejemplo, el tensor electromagnético Fµν contiene a los 3-vectores campo eléctrico
Ei = −F 0i y campo magnético Bi = −1

2ε
ijkF jk. Otro ejemplo son los propios genera-

dores (1.36,1.37).

9 : Sµν ∈ 0⊕ 1⊕ 2


S00

S0i

Sij con
∑
i

Sii = −S00

(1.62)

En general, un tensor Tµνρ... con N ı́ndices contiene espines j = 0, 1, . . . , N .

Como curiosidad, un tensor antisimétrico de rango 4, Aµνρσ, solo tiene una componente
independiente, Aµνρσ = aεµνρσ, y es por tanto un invariante pues

εµνρσ 7→ Λµµ′Λ
ν
ν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′ε

µ′ν′ρ′σ′ = (det Λ)εµνρσ = εµνρσ. (1.63)
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10 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

Hemos visto que la representación vectorial y todas las representaciones tensoriales del
grupo de Lorentz contienen representaciones de esṕın j entero (0, 1, . . . ) bajo el grupo
de las rotaciones. Estrictamente, las representaciones de j semientero (1

2 , 3
2 , . . . ) no son

válidas, pues para ellas Rj(0) 6= Rj(2π) = −1. Sin embargo, como los observables en
mecánica cuántica son cuadráticos en la función de onda, un signo menos global es admisible
y podemos aceptarlas. El grupo de las rotaciones f́ısicamente relevante no es entonces
SO(3) sino SU(2) (ambos tienen el mismo álgebra y, por tanto, las mismas irreps). La
representación fundamental de SU(2) (grupo de las matrices 2×2 unitarias de determinante
unidad) tiene j = 1

2 (dimensión 2) y se llama representación espinorial o espinor. Sus
generadores son

Jk =
1

2
σk, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(matrices de Pauli).

(1.64)

Todas las representaciones de SU(2) pueden obtenerse a partir del producto tensorial de
espinores. Por ejemplo,

1

2
⊗ 1

2
= 0⊕ 1. (1.65)

Del mismo modo, las representaciones (j1, j2) del grupo de Lorentz pueden construirse a
partir del producto tensorial de las representaciones espinoriales (1

2 , 0) y (0, 1
2), que tienen

dimensión (2j1 + 1)(2j2 + 1) = 2. Sus vectores se llaman espinores de Weyl ψL ∈ (1
2 , 0),

ψR ∈ (0, 1
2) y tienen dos componentes. Por razones que veremos pronto se denominan

left-handed y right-handed. Hallemos su forma expĺıcita:

~A =
1

2
( ~J + i ~K), ~B =

1

2
( ~J − i ~K)⇒ ~J = ~A+ ~B, ~K = −i( ~A− ~B) (1.66)

y recordando (1.33) tenemos entonces que

ψL : ~A =
~σ

2
, ~B = 0⇒ ~J =

~σ

2
, ~K = −i

~σ

2

ΛL = exp

{
(−i~θ − ~η) · ~σ

2

}
(1.67)

ψR : ~A = 0, ~B =
~σ

2
⇒ ~J =

~σ

2
, ~K = i

~σ

2

ΛR = exp

{
(−i~θ + ~η) · ~σ

2

}
(1.68)

Nótese que (1
2 , 0) y (0, 1

2) son representaciones conjugadas:

σ2Λ∗Lσ
2 = ΛR. (1.69)

Para comprobarlo, úsese que σ2σiσ2 = −σi∗. Podemos entonces definir el espinor conjugado
de ψL, que se transforma como un ψR, del siguiente modo:

ψcL ≡ iσ2ψ∗L ∈ (0, ½) (se introduce i por convenio) (1.70)

pues σ2ψ∗L 7→ σ2(ΛLψL)∗ = σ2Λ∗Lσ
2σ2ψ∗L = ΛR(σ2ψ∗L). Entonces tenemos que definir

consistentemente el conjugado de ψR, que se transforma como un ψL del siguiente modo,
usando σ2∗ = −σ2,

ψcR ≡ −iσ2ψ∗R ∈ (½, 0). (1.71)
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1.5. Representaciones sobre campos 11

Es importante notar que las representaciones espinoriales son complejas, ya que

ψL 7→ exp

{
(−i~θ − ~η) · ~σ

2

}
ψL, (1.72)

ψR 7→ exp

{
(−i~θ + ~η) · ~σ

2

}
ψR, (1.73)

de modo que, aunque ψL y ψR sean reales en un sistema de referencia no lo serán en otro.
Sin embargo, en la representación vectorial y sus representaciones tensoriales de rango
superior se puede imponer la condición V ∗µ = Vµ, T ∗µν = Tµν , etc., que es consistente para
cualquier sistema de referencia pues Λµν es real.

Por cierto, la representación espinorial (1
2 ,

1
2) tiene dimensión compleja 4. Sus vectores

están compuestos por dos espinores de Weyl independientes ((ψL)α, (ξR)β), α, β ∈ {1, 2}.
Puede verse que

ξ†Rσ
µψR y ξ†Lσ

µψL

se transforman como cuadrivectores contravariantes donde

ξL ≡ −iσ2ξ∗R, ψR ≡ iσ2ψ∗L, σµ ≡ (1, ~σ), σµ ≡ (1,−~σ).

1.5 Representaciones sobre campos

Un campo es una función de las coordenadas con propiedades de transformación bien
definidas bajo el grupo de Lorentz. En general, si las coordenadas se transforman

xµ 7→ x′µ = Λµνx
ν (infinitesimalmente: x′µ = xµ + δxµ) (1.74)

un campo φ(x) (que puede tener o no ı́ndices Lorentz u otros) se transforma

φ(x) 7→ φ′(x′). (1.75)

Nuestro objetivo es construir teoŕıas de campos invariantes Lorentz. Para hallar las repre-
sentaciones del grupo de Lorentz en este espacio de funciones tenemos que comparar φ(x)
con su transformación infinitesimal φ′(x) = φ′(x′ − δx):

δφ(x) ≡ φ′(x)− φ(x) = φ′(x′ − δx)− φ(x)

= φ′(x′)− δxρ∂ρφ(x)− φ(x)

= φ′(x′)− φ(x) +
i

2
ωµν(Jµν)ρσx

σ∂ρφ(x) ≡ − i

2
ωµνJ

µν
φ φ(x), (1.76)

donde Jµνφ son los generadores de la representación infinito-dimensional del grupo de Lo-
rentz sobre el campo φ. En el penúltimo paso hemos aproximado ∂ρφ

′(x) por ∂ρφ(x), pues
difieren a siguiente orden en δx, y en el último hemos escrito

δxρ = − i

2
ωµν(Jµν)ρσx

σ, (Jµν)ρσ = i(gµρδνσ − gνρδµσ). (1.77)
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12 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

1.5.1 Campos escalares

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos escalares cumplen

φ′(x′) = φ(x). (1.78)

Entonces, a partir de (1.76),

δφ(x) =
i

2
ωµν(Jµν)ρσx

σ∂ρφ(x) ≡ − i

2
ωµνL

µνφ(x) (1.79)

⇒Lµν = −(Jµν)ρσx
σ∂ρ = i(xµ∂ν − xν∂µ). (1.80)

Recordando que pµ = i∂µ, vemos que los generadores son Lµν = xµpν−xνpµ. En particular,
el generador de las rotaciones es el momento angular orbital, como era de esperar:

Li =
1

2
εijkLjk = εijkxjpk. (1.81)

Nótese que las representaciones de dimensión infinita del grupo de Lorentz śı pueden ser
unitarias y ésta es unitaria porque los Lµν son hermı́ticos.

1.5.2 Campos de Weyl, Dirac y Majorana

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos de Weyl cumplen

ψL(x) 7→ ψ′L(x′) = ΛLψL(x), ψR(x) 7→ ψ′R(x′) = ΛRψR(x). (1.82)

Entonces, a partir de (1.76) y centrándonos en ψL(x),

δψL(x) = (ΛL − 1)ψL(x) +
i

2
ωµν(Jµν)ρσx

σ∂ρψL(x)

= − i

2
ωµνS

µν
L ψL(x)− i

2
ωµνL

µνψL(x) ≡ − i

2
ωµνJ

µν
L ψL(x), (1.83)

donde hemos aplicado (1.79) al segundo sumando y hemos sustituido

ΛL − 1 ≡ −
i

2
ωµνS

µν
L = −i(~θ · ~J + ~η · ~K), ~J =

~σ

2
, ~K = −i

~σ

2
. (1.84)

Por tanto, los generadores en la representación de campos de Weyl son JµνL = Lµν + SµνL .
En particular, los generadores de las rotaciones (momento angular total) son J iL = Li+Si,
que tiene dos contribuciones: la orbital, Li = εijkxjpk, y la debida al esṕın, Si = 1

2σ
i.

Los generadores de los boosts son J0k
L = L0k − i

2σ
k, que no son hermı́ticos, y por tanto

la representación infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de Weyl ψL no es
unitaria.

Del mismo modo, puede verse que para el ψR(x),

δψR(x) = − i

2
ωµνJ

µν
R ψR(x), JµνR = Lµν + SµνR , (1.85)

donde

ΛR − 1 ≡ −
i

2
ωµνS

µν
R = −i(~θ · ~J + ~η · ~K), ~J =

~σ

2
, ~K = i

~σ

2
. (1.86)
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1.5. Representaciones sobre campos 13

Figura 1.2: La reflexión de un vector y un pseudovector apuntando perpendicularmente a un
espejo ilustran una transformación de paridad en esa dirección.

Sus generadores de las rotaciones, J iR = Li + Si, son los mismos que para el ψL(x). Los
generadores de los boosts son J0k

R = L0k + i
2σ

k, que no son hermı́ticos, y por tanto la
representación infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de Weyl ψR no es
unitaria tampoco.

Nótese que bajo una inversión de las coordenadas espaciales (figura 1.2), que llamamos
transformación de paridad (la hemos excluido en nuestra definición de grupo de Lorentz),

(t, ~x) 7→ (t,−~x)⇒ ~β 7→ −~β ⇒ ~J 7→ ~J, ~K 7→ − ~K ⇒ ~A↔ ~B (1.87)

Esto significa que la representación (j1, j2) del grupo de Lorentz no es una representa-
ción válida si incluimos la paridad, a no ser que j1 = j2, pues el transformado bajo paridad
de un vector de (j1, j2) es un vector de (j2, j1). En particular, los espinores de Weyl, ya
sean de (1

2 , 0) o de (0, 1
2), no forman subespacios invariantes bajo paridad.

Sin embargo, podemos definir el campo de Dirac, de cuatro componentes complejas:

ψ(x) =

(
ψL(x)
ψR(x)

)
(1.88)

que bajo transformaciones de Lorentz (ortocronas, propias), xµ 7→ x′µ = Λµνxν ,

ψ(x) 7→ ψ′(x′) = ΛDψ(x), ΛD =

(
ΛL 0
0 ΛR

)
(1.89)

y bajo paridad, xµ = (t, ~x) 7→ x̃µ = (t,−~x),

ψ(x) 7→ ψ′(x̃) =

(
ψR(x̃)
ψL(x̃)

)
=

(
0 1

1 0

)
ψ(x̃). (1.90)

El conjugado de carga de un espinor de Dirac es otro espinor de Dirac,

ψc =

(
ψcR
ψcL

)
=

(
−iσ2ψ∗R
iσ2ψ∗L

)
= −i

(
0 σ2

−σ2 0

)
ψ∗ (1.91)

y, por supuesto, (ψc)c = ψ. Nótese que las coordenadas xµ no cambian bajo conjugación
de carga.

Los campos de Dirac y no los de Weyl son los objetos básicos en las teoŕıas de campos
invariantes bajo paridad, como la QED y la QCD.

Finalmente, un espinor de Majorana es un espinor de Dirac en el que ψL y ψR no son
independientes sino que

ψR = ζiσ2ψ∗L ⇒ ψM =

(
ψL

ζiσ2ψ∗L

)
, |ζ|2 = 1. (1.92)
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14 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

Tiene dos grados de libertad, como un espinor de Weyl, pero es autoconjugado de carga,

ψcM =

(
ζ∗ψL
iσ2ψ∗L

)
= ζ∗ψM . (1.93)

1.5.3 Campos vectoriales

Bajo transformaciones de Lorentz, los campos vectoriales cumplen

V µ(x) 7→ V ′µ(x′) = ΛµνV
ν(x). (1.94)

Entonces, a partir de (1.76) y (1.79),

δV µ(x) = (Λµν − δµν )V ν(x)− i

2
ωρσL

ρσV µ(x) ≡ − i

2
ωρσJ

ρσ
V V µ(x). (1.95)

Si escribimos, como antes, JρσV = Lρσ + SρσV , vemos que

Λµν − δµν ≡ −
i

2
ωρσ(SρσV )µν = − i

2
ωρσ(Jρσ)µν ⇒ SρσV = Jρσ. (1.96)

1.6 Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré incluye las transformaciones de Lorentz y las traslaciones espacio-
temporales,

xµ 7→ x′µ = xµ + aµ. (1.97)

Si tomamos una traslación infinitesimal aµ = εµ,

x′µ ≡ (1− iερP
ρ)xµ ⇒ δxµ = εµ = −iερP

ρxµ

⇒ P ρ = i∂ρ. (1.98)

Aśı que los generadores de las traslaciones son las 4 componentes del operador cuadrimo-
mento Pµ. La traslación (1.97) se escribe, por tanto, exp{−iaµP

µ}.
El álgebra de Poincaré, escrita en forma covariante, es

[Pµ, P ν ] = 0, (1.99)

[Pµ, Jρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ), (1.100)

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ). (1.101)

La última ĺınea corresponde al álgebra del subgrupo de Lorentz (1.41). Las traslaciones
son también un subgrupo. Conviene explicitar las relaciones de conmutación entre los
generadores de las traslaciones y los de rotaciones y boosts:

[P 0, Jk] = 0, (1.102)

[P k, J `] = iεk`mPm, (1.103)

[P 0,Kk] = iP k, (1.104)

[P k,K`] = iP 0δk`. (1.105)

© www.ugr.es/local/jillana 14



1.6. Grupo de Poincaré 15

Aśı que, como el hamiltoniano es H = P 0 (generador de las traslaciones temporales), tene-
mos que [H,P k] = [H,Jk] = 0 pero [H,Kk] 6= 0. Esto no significa que solo momento lineal
y momento angular total son cantidades conservadas, porque Ki depende expĺıcitamente
del tiempo de tal forma que

d

dt
Kk = i[H,Kk] +

∂

∂t
Kk = 0. (1.106)

Aśı que también hay cantidades conservadas asociadas a los boosts, como veremos al estu-
diar el teorema de Noether en el siguiente tema.

1.6.1 Representaciones sobre campos

Ya hemos visto que los campos forman representaciones de dimensión infinita del grupo de
Lorentz, con generadores

Jµν = Lµν + Sµν , (1.107)

donde Lµν = i(xµ∂ν−xν∂µ) y Sµν depende de si el campo es escalar, espinorial, etc. Halle-
mos ahora la representación de las traslaciones. Para ello, imponemos que para cualquier
componente, ya sea tensorial o espinorial del campo, se cumple

φ′(x′) = φ(x), x′µ = xµ + aµ. (1.108)

Entonces, haciendo una translación infinitesimal aµ = εµ,

δφ(x) = φ′(x′ − ε)− φ(x) = φ′(x′)− εµ∂µφ(x)− φ(x) = −εµ∂µφ(x). (1.109)

Por tanto, comparando esta expresión con

φ′(x′ − ε) = exp{−i(−εµ)Pµ}φ′(x′)⇒ δφ(x) = iεµP
µφ(x) (1.110)

tenemos que

Pµ = i∂µ. (1.111)

Para ver que lo que hemos obtenido es consistente, podemos comprobar la regla de
conmutación (1.100) usando la representación sobre campos de los generadores del grupo de
Lorentz (1.107) y de las traslaciones (1.111) y teniendo en cuenta que Sµν es independiente
de las coordenadas espaciotemporales y por tanto conmuta con ∂µ,

[Pµ, Jρσ] = [Pµ, Lρσ] = [i∂µ, i(xρ∂σ − xσ∂ρ)]
= −(gµρ∂σ − gµσ∂ρ) = i(gµρP σ − gµσP ρ), (1.112)

donde hemos aplicado la regla [A,BC] = [A,B]C +A[B,C] y sustituido [∂µ, xν ] = gµν .

1.6.2 Representaciones sobre estados de una part́ıcula

Ya hemos visto todo lo que necesitamos para construir lagrangianos de campos invarian-
tes bajo Poincaré. Cuando cuanticemos los campos veremos que estos crean y destruyen
part́ıculas (y antipart́ıculas). Es conveniente entonces identificar el espacio de Hilbert de
estados de una part́ıcula, invariante bajo Poincaré,es decir, irreps del grupo de Poincaré

15 © www.ugr.es/local/jillana



16 Tema 1: Simetŕıas de Lorentz y Poincaré en Teoŕıa Cuántica de Campos

etiquetadas por sus operadores de Casimir cuyos vectores vienen especificados por números
cuánticos que son autovalores de un conjunto de generadores que conmuten entre śı,

|ψ〉 = |~p, j3, . . . 〉
Estas irreps tienen que ser unitarias, para que los productos escalares entre estados sean
invariantes bajo cambios de sistema de referencia,

〈ψ1 |ψ2〉 = 〈ψ1| P†P |ψ2〉
Por lo tanto, las transformaciones de Poincaré P vienen representadas por operadores
unitarios en este espacio, y sus generadores J i (rotaciones), Ki (boosts) y Pµ (traslaciones)
por operadores hermı́ticos.

Como el grupo de Poincaré no es compacto sus representaciones unitarias son de dimen-
sión infinita. Por tanto el espacio de Hilbert de estados de una part́ıcula tiene dimensión
infinita. Sin embargo las representaciones bajo las que se transforman nuestros campos no
son necesariamente unitarias. Aśı que es importante no confundir las representaciones de
los campos con las representaciones de los espacios de Hilbert de una part́ıcula.

El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir:

m2 = PµP
µ y WµW

µ, (1.113)

donde Wµ es el cuadrivector de Pauli-Lubanski definido por

Wµ = −1

2
εµνρσJνρPσ. (1.114)

Ambos operadores conmutan, pues

[Wµ, Pα] = −1

2
εµνρσ[JνρPσ, P

α]

= −1

2
εµνρσ(Jνρ[Pσ, P

α] + [Jνρ, P
α]Pσ)

= − i

2
εµνρσ(gαρPν − gαν Pρ)Pσ

= − i

2
εµνασPνPσ +

i

2
εµαρσPρPσ = 0. (1.115)

Ademásm2 = PµP
µ yWµW

µ son invariantes Lorentz. Por tanto, son operadores de Casimir
(conmutan con P ρ y Jρσ) y podemos usar sus autovalores para etiquetar las irreps y
calcularlos en el sistema de referencia que queramos. Tenemos que distinguir dos casos
(clasificación de Wigner):

Caso m 6= 0

Usemos el sistema de referencia en reposo, pµ = (m, 0, 0, 0). Entonces,

W 0 = 0

W i = −m
2
εijk0J jk =

m

2
εijkJ jk = mJ i

}
⇒WµW

µ = −m2j(j + 1). (1.116)

Es decir, las irreps están etiquetadas por m, j y los vectores por |j3 = −j . . . j〉, donde j es
el esṕın. Vemos que las part́ıculas masivas de esṕın j tienen 2j+ 1 grados de libertad. Esto
es aśı porque, una vez que hemos hecho un boost para llevar la part́ıcula masiva al sistema
de referencia en el que su cuadrimomento es pµ = (m, 0, 0, 0), tenemos total libertad para
rotar en tres dimensiones el sistema. Decimos que el grupo SU(2) es su grupo de Lorentz
pequeño (conjunto de transformaciones de Lorentz que dejan invariante una elección dada
de pµ).
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1.6. Grupo de Poincaré 17

Caso m = 0

No existe el sistema de referencia en reposo. Podemos elegir uno en el que pµ = (ω, 0, 0, ω),
que describe una part́ıcula sin masa que se mueve en la dirección del eje z. Entonces,

−W 0 = W 3 = ωJ3

W 1 = ω(J1 +K2)
W 2 = ω(J2 −K1)

⇒ WµW
µ = −ω2[(J1 +K2)2 + (J2 −K1)2]. (1.117)

En este caso el grupo pequeño son las rotaciones en el plano perpendicular a la dirección
del movimiento (el plano (x, y) en nuestra elección), que es SO(2), cuyas irreps son unidi-
mensionales (grupo abeliano) y se etiquetan por un número h ∈ {0,±1

2 ,±1, . . . } llamado
helicidad (proyección del momento angular en la dirección del movimiento):d

h = ~̂p · ~J. (1.118)

Nótese que h = j3 en nuestra elección de dirección del movimiento, con j3 = ±j. Las
irreps h y −h son distintas (no se mezclan bajo transformaciones de Poincaré), aunque
en las teoŕıas simétricas bajo paridad las part́ıculas sin masa correspondientes reciben el
mismo nombre y se dice que están en dos estados distintos de helicidad. Aśı se habla de
fotón (m = 0, j = 1) dextrógiro/levógiro si h = ±1. También decimos que el fotón es
una part́ıcula sin masa de esṕın 1, aunque en realidad no existe el estado con j3 = 0. Del
mismo modo, veremos que los campos de Weyl sin masa ψL y ψR (m = 0, j = 1

2) tienen
helicidad h = −1

2 , h = +1
2 , respectivamente y representan a part́ıculas distintas si la teoŕıa

no es simétrica bajo paridad (e.g. en el modelo estándar si los neutrinos no tienen masa el
neutrino es νL y el νR podŕıa no existir).

Y para terminanr este tema introductorio, dos comentarios finales:

� Siempre podemos hablar de helicidad como la proyección del momento angular en la
dirección del movimiento, pero solamente es una cantidad invariante bajo transfor-
maciones de Poincaré para part́ıculas sin masa. A veces se usa el término quiralidad,
que tiene que ver con si la part́ıcula se transforma bajo la representación left-handed
o la right-handed del grupo de Lorentz. La quiralidad coincide con la helicidad para
part́ıculas sin masa.

� Encajar representaciones unitarias del grupo de Poincaré (las part́ıculas) en una
teoŕıa de campos no es trivial. Por ejemplo, el vector Vµ describe tanto esṕın 0 como
esṕın 1 (sobran grados de libertad).

– Para construir una teoŕıa unitarios de campos de esṕın 1 con masa tenemos
que elegir cuidadosamene el lagrangiano para que no se excite la componente de
esṕın 0.

– Y para campos de esṕın 1 sin masa tenemos que elegir un lagrangiano que solo
propague los estados con polarización transversa (helicidades left y right). Esto
se logra introduciendo la invariancia gauge, un especie de simetŕıa conectada
con la conservación de la carga y que es además el origen de las interacciones.

dLos elementos de SO(2) en la irrep h vienen dados por R(θ) = exp{−ihθ}.
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Tema 2

Teoŕıa Clásica de Campos

2.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Vamos a repasar primero el principio básico de la mecánica clásica para un sistema de N
part́ıculas en el formalismo lagrangiano. Este sistema tiene 3N grados de libertad descritos
por un conjunto de coordenadas qi(t), i = 1, 2, . . . , 3N .

El lagrangiano L es una función de las qi y de sus derivadas respecto del tiempo q̇i,
L = L(q, q̇). Generalmente, L(q, q̇) =

∑
i

1
2miq̇

2
i − V (q) (término cinético menos poten-

cial). Supondremos que el sistema es conservativo, de modo que el lagrangiano no depende
expĺıcitamente del tiempo. La acción S se define como

S =

ˆ
dt L(q, q̇). (2.1)

El principio de mı́nima acción establece que la trayectoria del sistema entre un estado
inicial qin = q(tin) y otro final qfi = q(tfi) fijos (figura 2.1) es un extremo (generalmente un
mı́nimo) de la acción:

δS = δ

ˆ tfi

tin

dt L(q, q̇) =

ˆ tfi

tin

dt δL(q, q̇) = 0. (2.2)

Podemos desarrollar

δL =
∑
i

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

]
=
∑
i

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
δqi

]
, (2.3)

tin

tfi

Figura 2.1: Posibles caminos qi(t) que puede seguir un sistema en el espacio de las coordenadas
entre un instante inicial tin y otro final tfi.
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20 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

donde se ha usado que

δq̇i =
∂q̇i
∂α

δα =
∂

∂α

(
dqi
dt

)
δα =

d

dt

(
∂qi
∂α

)
δα =

d

dt
δqi (2.4)

siendo α un conjunto discreto de parámetros tal que qi = qi(α, t) es suficientemente suave
de modo que las derivadas respecto a α y respecto a t conmutan, pues podemos discretizar
ambas variaciones. Por otro lado, integrando por partes:a

ˆ tfi

tin

dt
∂L

∂q̇i

d

dt
δqi =

�
���

��
[
∂L

∂q̇i
δqi

]tfi
tin

−
ˆ tfi

tin

dt
d

dt

∂L

∂q̇i
δqi. (2.5)

Por tanto,

δS =

ˆ tfi

tin

dt
∑
i

[
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

]
δqi = 0, ∀δqi (2.6)

⇒ ∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 (Ecuaciones de Euler-Lagrange) (2.7)

Recordemos también que en el formalismo hamiltoniano el objeto básico es

H(p, q) =
∑
i

piq̇i − L, pi =
∂L

∂q̇i
. (2.8)

Diferenciando esta expresión obtenemos

dH =
∑
i

{
q̇idpi + pidq̇i −

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)}
(2.9)

=
∑
i

{q̇idpi − ṗidqi} (2.10)

donde se han usado las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.7) y la definición de momento en
(2.8). Esto demuestra que el hamiltoniano H es una función de p y q. La expresión anterior
conduce a:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(ecuaciones de Hamilton) (2.11)

Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos variables dinámicas cualesquiera f1 y f2

[f1, f2]P =
∑
i

{
∂f1

∂qi

∂f2

∂pi
− ∂f1

∂pi

∂f2

∂qi

}
(2.12)

es fácil comprobar que

[qr, ps]P = δrs (2.13)

y las ecuaciones de Hamilton pueden reescribirse como

q̇r = [qr, H]P , ṗr = [pr, H]P (2.14)

aEn efecto:

ˆ b

a

dt u
dv

dt
= [uv]ba −

ˆ b

a

dt v
du

dt
.
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2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange 21

y en general para cualquier variable dinámica f se tiene

ḟ ≡ df

dt
= [f,H]P +

∂f

∂t
(2.15)

donde ∂f/∂t aparece si f depende expĺıcitamente del tiempo.

Supongamos ahora que, en vez de un sistema con un número finito de grados de libertad,
tenemos un medio continuo. Entonces el sistema viene descrito por un campo φ(x),

qi(t) −→ φ(t, ~x) = φ(x) (2.16)

y su dinámica por un lagrangiano,

L =

ˆ
d3x L(φ, ∂µφ). (2.17)

En adelante, llamaremos lagrangiano a la densidad lagrangiana L. La acción es entonces

S =

ˆ
dt L =

ˆ
d4x L(φ, ∂µφ). (2.18)

El principio de mı́nima acción se escribe:

δS =

ˆ
d4x

[
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

]
=

ˆ
d4x

[
∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

]
δφ = 0, (2.19)

donde la condición de contorno ahora no es que qi(tin) y qi(tfi) fijos sino que los campos
permanecen constantes en el infinito, pues

ˆ
d4x

∂L
∂(∂µφ)

δ(∂µφ) =
�����������ˆ

d4x ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
−
ˆ

d4x ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
δφ (2.20)

y se ha usado el teorema de Stokes,

ˆ
V

d4x ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
=

ˆ
Σ

dA nµ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
(2.21)

(nµ es el vector normal a la superficie) y la mencionada condición de contorno

δφ|Σ = 0. (2.22)

Aśı que tenemos:

∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

=0 (Ecuación de Euler-Lagrange para el campo φ). (2.23)

Nótese que si se añade al lagrangiano un término de la forma (derivada total)

L −→ L+ ∂µK
µ(φ) (2.24)

las ecuaciones de movimiento no cambian debido a la condición de contorno de que los
campos sean constantes en el infinito, pues usando de nuevo el teorema de Stokes,

ˆ
V

d4x ∂µK
µ =

ˆ
Σ

dA nµK
µ, (2.25)

se añade una constante a la acción y la ecuación (2.2) queda inalterada.
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22 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

En el formalismo hamiltoniano definimos el momento conjugado del campo φ,

Π(x) =
∂L(x)

∂(∂0φ)
(2.26)

y la densidad hamiltoniana (o simplemente hamiltoniano),

H(x) = Π(x)∂0φ(x)− L(x) (2.27)

siendo,

H =

ˆ
d3x H(x). (2.28)

2.2 Teorema de Noether

Vamos a discutir la relación existente entre simetŕıas continuas y leyes de conservación en
teoŕıa clásica de campos.

Una transformación infinitesimal global, i.e. con |εa| � 1 independiente de las coorde-
nadas, de los campos φi de lo que depende la acción S(φ) se escribe

φi(x) 7→ φ′i(x
′) ≡ φi(x) + εaFi,a(φ, ∂φ) (2.29)

y para las coordenadas

xµ 7→ x′µ = xµ + δxµ ≡ xµ + εaAµa(x), (2.30)

donde “a” puede ser un ı́ndice, dos, . . . o ninguno. Decimos que esta transformación es
una simetŕıa si deja invariantes las ecuaciones del movimiento, i.e. si la acción no vaŕıa:

S(φ) 7→ S(φ′) = S(φ). (2.31)

Entonces, a primer orden en δx,

0 = S(φ′)− S(φ) =

ˆ
d4x′ L′(x′)−

ˆ
d4x L(x) =

ˆ
d4x

[
L′(x′)− L(x) + ∂µδx

µL(x)
]
,

(2.32)

donde se ha usado

d4x′ =

∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣d4x,

∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

∂δx0

∂x0

∂δx0

∂x1
. . .

∂δx1

∂x0
1 +

∂δx1

∂x1
. . .

. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + ∂µδx

µ +O(δx)2.

(2.33)

Ahora bien, como

L′(x′) = L′(x) + δxµ∂µL(x) +O(δx)2 (2.34)

y δL(x) = L′(x)− L(x), la ecuación (2.32) queda

0 =

ˆ
d4x {δL(x) + ∂µ [δxµL(x)]} . (2.35)
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2.2. Teorema de Noether 23

Por otro lado,

δL(x) =
∑
i

[
∂L
∂φi

δφi +
∂L

∂(∂µφi)
δ(∂µφi)

]
=
∑
i

{[
∂L
∂φi
− ∂µ

∂L
∂(∂µφi)

]
δφi + ∂µ

[
∂L

∂(∂µφi)
δφi

]}
(2.36)

y a partir de

φ′i(x
′) = φi(x) + εaFi,a = φi(x

′µ − εaAµa) + εaFi,a (2.37)

tenemos

φ′i(x) = φi(x
µ − εaAµa) + εaFi,a = φi(x)− εaAµa∂µφi(x) + εaFi,a (2.38)

de modo que

δφi(x) = φ′i(x)− φi(x) = −εa[Aµa∂µφi(x)− Fi,a] (2.39)

Por tanto, si φ = φcl es una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, (2.35) queda

0 =

ˆ
d4x ∂µ

[∑
i

∂L
∂(∂µφi)

δφi + δxµL(x)

]
(2.40)

y sustituyendo δxµ de (2.30) y δφ de (2.39) tenemos

0 = εa
ˆ

d4x ∂µj
µ
a (φcl), (2.41)

donde

jµa (φ) ≡
∑
i

∂L
∂(∂µφi)

[Aνa(x)∂νφi(x)− Fi,a(φ, ∂φ)]−Aµa(x)L(x) (2.42)

Supongamos por un momento que hacemos una transformación local, εa = εa(x), sobre
esta acción invariante solo bajo transformaciones globales. Entonces no quedará invariante
sino que

S(φ′) = S(φ) +

ˆ
d4x[εa(x)Ka(φ)− (∂µε

a)jµa (φ)] +O(∂∂ε) +O(ε2), (2.43)

donde el coeficiente Ka(φ) es cero, porque en el caso particular de εa constantes la inva-
riancia global implica

´
d4x Ka(φ) = 0, para cualquier φ. Veamos por qué hemos llamado

precisamente −jµa (φ) al otro coeficiente. Si los εa(x) van suficientemente rápido a cero en
el infinito, podemos deducir del teorema de Stokes que

ˆ
d4x ∂µ (εajµa (φ)) = 0⇒ −

ˆ
d4x (∂µε

a)jµa (φ) =

ˆ
d4x εa(x)∂µj

µ
a (φ) (2.44)

de donde

S(φ′)− S(φ) =

ˆ
d4x εa(x)∂µj

µ
a (φ). (2.45)
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24 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

Ahora bien, si tomamos en particular φ = φcl, una solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que es un extremo de la acción, la ecuación anterior expresa una variación lineal
de la acción en torno a ese extremo y por tanto se anula. Es decir,

0 =

ˆ
d4x εa(x)∂µj

µ
a (φcl). (2.46)

Como esto ocurre para cualquier εa(x), tenemos que

∂µj
µ
a (φcl) = 0, (2.47)

es decir, jµa (φcl) son corrientes conservadas. Aśı que (2.41) no solo implica que la integral
se anula, sino también el integrando.

Si definimos las cargas

Qa ≡
ˆ

d3x j0
a(t, ~x) (2.48)

vemos que la conservación de la corriente jµa (x) implica que la carga Qa se conserva, i.e. es
independiente del tiempo, pues

∂tQa =

ˆ
d3x ∂0j

0
a(t, ~x) = −

ˆ
d3x ∂ij

i
a(t, ~x) = 0, (2.49)

ya que los campos decrecen suficientemente rápido en el infinito (de nuevo el teorema de
Stokes).

Las simetŕıas pueden ser internas, si no cambian las coordenadas, i.e. Aµa(x) = 0, o
espaciotemporales. La conservación de la carga eléctrica, el isoesṕın, el número bariónico,
etc., son consecuencias de las primeras. Veamos ahora todos los ejemplos de las segundas:
invariancias bajo traslaciones espaciotemporales, rotaciones y boosts.

Traslaciones espaciotemporales

Vienen dadas por las siguientes transformaciones de coordenadas y campos (cualquier
componente, si tienen alguna):

xµ 7→ x′µ = xµ + εµ ⇒ εa = εν , Aµa(x) = δµν (2.50)

φi(x) 7→ φ′i(x
′) = φi(x)⇒ Fi,a(φ, ∂φ) = 0. (2.51)

Por tanto, hay cuatro corrientes conservadas que conforman el tensor enerǵıa-momento,

θµν =
∑
i

∂L
∂(∂µφi)

∂νφi − δµνL, ∂µθ
µ
ν = 0 (2.52)

y cuatro “cargas” que permanecen constantes, la enerǵıa y las tres componentes del mo-
mento,

Pν =

ˆ
d3x θ0

ν =

ˆ
d3x

[∑
i

∂L
∂(∂0φi)

∂νφi − δ0
νL
]
. (2.53)

Es decir, la invariancia bajo traslaciones espaciotemporales implica la conservación del
cuadrimomento,

∂tP
ν = 0 , ν = 0, 1, 2, 3 . (2.54)

Nótese que el P0 definido en (2.53) coincide con el Hamiltoniamo, definido en (2.28).
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2.2. Teorema de Noether 25

Rotaciones y boosts

Consideremos por simplicidad un campo escalar. Las transformaciones de Lorentz son de
la forma

xµ 7→ x′µ = xµ +
1

2
ωρσ(δµρ δ

ν
σ − δµσδνρ)xν ⇒εa = ωρσ = −ωσρ,

Aµa(x) =
1

2
(δµρ δ

ν
σ − δµσδνρ)xν (2.55)

φ(x) 7→ φ′(x′) = φ(x)⇒Fa(φ) = 0. (2.56)

Por tanto,

jµρσ =
∂L

∂(∂µφ)

1

2
(δνρxσ − δνσxρ)∂νφ−

1

2
(δµρxσ − δµσxρ)L

=
∂L

∂(∂µφ)

1

2
(∂ρφxσ − ∂σφxρ)−

1

2
(δµρxσ − δµσxρ)L

=
1

2

(
θµρxσ − θµσxρ

)
, ∂µj

µ
ρσ = 0. (2.57)

Es decir, el siguiente tensor contiene seis corrientes conservadas:

Tµρσ ≡ −(θµρxσ − θµσxρ), ∂µT
µνρ = 0 (2.58)

y hay seis cargas o constantes del movimiento,

Mρσ =

ˆ
d3x T 0ρσ =

ˆ
d3x (xρθ0σ − xσθ0ρ), ∂tM

ρσ = 0. (2.59)

de las cuales M ij (momento angular) se deben a la invariancia bajo rotaciones y M0i a la
invariancia bajo boosts. Conviene ahora hacer dos comentarios:

1. Nótese que la ecuación (2.58) implica que el tensor enerǵıa-momento debe ser simétri-
co, pues ∂µθ

µν = 0 y

0 = ∂µ(xρθµσ − xσθµρ) = xρ∂µθ
µσ − xσ∂µθµρ + θµσδρµ − θµρδσµ = θρσ − θσρ. (2.60)

Como el θµν definido en (2.52) no es necesariamente simétrico, hay que añadirle una
derivada total de la forma ∂λf

λµν , con fλµν = −fµλν , para que

θ̃µν = θµν + ∂λf
λµν , ∂µθ̃

µν = ∂µθ
µν + ∂µ∂λf

λµν = ∂µθ
µν = 0 (2.61)

y como
ˆ

d3x ∂λf
λ0ν =

ˆ
d3x ∂if

i0ν = 0⇒ P ν =

ˆ
d3x θ̃0ν =

ˆ
d3x θ0ν , (2.62)

las cargas conservadas son las mismas, siempre que los campos, de los que depende
f , se anulen suficientemente rápido en el infinito.

2. Estamos acostumbrados a la conservación del momento angular (∂tM
ij = 0) pero

no a la conservación de cantidades asociadas a los boosts (∂tM
0i = 0). En efecto, en

mecánica cuántica,

Kk = M0k = P kt−
ˆ

d3x xkθ00 = M0k(t) (imagen de Heisenberg) (2.63)
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26 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

y, como vimos en (1.106), ∂tM
0k ≡ dM0k/dt = i[H,Kk] + ∂Kk/∂t = i2P k +P k = 0.

Sin embargo, a diferencia de enerǵıa, momento y momento angular, estas cantidades
conservadas no sirven para etiquetar estados, ya que los operadores que representan
a los generadores de los boosts no siempre son hermı́ticos y además no conmutan con
el hamiltoniano. Nótese que estos Kk son la representación de los generadores en el
espacio infinitodimensional de campos escalares y que, a diferencia de los operado-
res matriciales 4 × 4 introducidos en el primer tema, dependen de las coordenadas
espaciotemporales.

2.3 Campos escalares

2.3.1 Ecuación de Klein-Gordon

Consideremos para empezar un campo escalar real, φ(x) = φ∗(x). Una acción que describa
una dinámica no trivial del campo debe contener derivadas, ∂µφ. Los ı́ndices Lorentz deben
estar contráıdos, pues la acción es un escalar. La acción más sencilla es

S =
1

2

ˆ
d4x (∂µφ∂

µφ−m2φ2) =

ˆ
d4x L(x). (2.64)

La ecuación de Euler-Lagrange para φ es entonces la ecuación de Klein-Gordon,

∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

= 0⇒ (2 +m2)φ(x) = 0, 2 ≡ ∂µ∂µ. (2.65)

Sus soluciones son ondas planas, e±ipx, con px ≡ pµx
µ y p2 ≡ pµp

µ = (p0)2 − ~p2 = m2. El
parámetro m es la masa, que por definición tomaremos m > 0. La solución más general de
la ecuación de Klein-Gordon es por tanto,

φ(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
a~pe
−ipx + a∗~pe

ipx
)∣∣∣∣∣
p0=E~p≡+

√
m2+~p2

(2.66)

La normalización de los campos se ha elegido por conveniencia. Vemos que entre las so-
luciones hay modos de enerǵıa positiva (e−ipx) y modos de enerǵıa negativa (e+ipx), cuya
interpretación surgirá solo al cuantizar el campo. El signo de la acción se ha elegido de
modo que obtengamos un hamiltoniano definido positivo:

Πφ =
∂L

∂(∂0φ)
= ∂0φ⇒ H = Πφ∂0φ− L =

1

2

[
(∂0φ)2 + (∇φ)2 +m2φ2

]
> 0. (2.67)

El tensor enerǵıa-momento es directamente simétrico,

θµν = ∂µφ∂νφ− gµνL (2.68)

y, en efecto, H = θ00. En cuanto a las cargas conservadas asociadas a las rotaciones,

M ij =

ˆ
d3x (xiθ0j − xjθ0i) =

i

2

ˆ
d3x [φLij∂0φ− ∂0φL

ijφ], (2.69)

donde se ha usado la definición de Lij en (1.80) y se ha integrado por partes con i 6= j,

ˆ
d3x ∂j [φxi∂0φ] = 0⇒

ˆ
d3x ∂jφxi∂0φ = −

ˆ
d3x φxi∂j∂0φ, (2.70)
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2.3. Campos escalares 27

ˆ
d3x ∂j [∂0φx

iφ] = 0⇒
ˆ

d3x ∂j∂0φx
iφ = −

ˆ
d3x ∂0φx

i∂jφ. (2.71)

Si definimos el producto escalar de dos campos reales como

〈φ1 |φ2〉 ≡
i

2

ˆ
d3x φ1

↔
∂0φ2, f

↔
∂g ≡ f∂g − ∂fg, (2.72)

tenemos que

M ij = 〈φ|Lij |φ〉 , (2.73)

que es lo que uno esperaŕıa, pues Lij es la representación del operador J ij sobre el espacio
vectorial de los campos. Veamos que 〈φ1 |φ2〉 es independiente del tiempo si φ1 y φ2 son
soluciones de la ecuación de Klein-Gordon, lo que está de acuerdo con que M ij es una
cantidad conservada. En efecto,

∂0 〈φ1 |φ2〉 =
i

2

ˆ
d3x ∂0[φ1∂0φ2 − ∂0φ1φ2]

=
i

2

ˆ
d3x

{
∂0φ1∂0φ2 + φ1∂

2
0φ2 − ∂2

0φ1φ2 − ∂0φ1∂0φ2

}
=

i

2

ˆ
d3x

{
φ1∇2φ2 −∇2φ1φ2 −m2φ1φ2 +m2φ1φ2

}
=

i

2

ˆ
d3x {−∇φ1 · ∇φ2 +∇φ1 · ∇φ2} = 0, (2.74)

donde se ha usado

(2 +m2)φ1,2 = 0⇒ ∂2
0φ1,2 = ∇2φ1,2 −m2φ1,2ˆ

d3x ∇ · (φ1,2∇φ2,1) = 0⇒
ˆ

d3x φ1,2∇2φ2,1 = −
ˆ

d3x ∇φ1,2 · ∇φ2,1. (2.75)

Análogamente, podemos escribir

Pµ =

ˆ
d3x θ0µ = 〈φ| i∂µ |φ〉 . (2.76)

En efecto, usando de nuevo la ecuación de Klein-Gordon e integrando por partes,

P 0 = 〈φ| i∂0 |φ〉 = 〈φ| i∂0 |φ〉 = −1

2

ˆ
d3x [φ∂2

0φ− (∂0φ)2]

= −1

2

ˆ
d3x [φ∇2φ−m2φ2 − (∂0φ)2]

=
1

2

ˆ
d3x [(∇φ)2 +m2φ2 + (∂0φ)2] =

ˆ
d3x θ00, (2.77)

P i = 〈φ| i∂i |φ〉 = −1

2

ˆ
d3x [φ∂i∂0φ− ∂0φ∂

iφ]

=

ˆ
d3x ∂iφ∂0φ =

ˆ
d3x θi0 =

ˆ
d3x θ0i. (2.78)

Y también,

M0i = 〈φ|L0i |φ〉 =

ˆ
d3x (x0θ0i − xiθ00). (2.79)
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28 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

En efecto,

M0i = 〈φ|L0i |φ〉 = −1

2

ˆ
d3x [φ(x0∂i − xi∂0)∂0φ− ∂0φ(x0∂i − xi∂0)φ]

=

ˆ
d3x

{
x0∂0φ∂

iφ+
xi

2
[φ∂2

0φ− (∂0φ)2]

}
=

ˆ
d3x

{
x0∂0φ∂

iφ− xi

2
[(∂0φ)2 − φ∇2φ+m2φ2]

}
. (2.80)

Nótese que, como hab́ıamos anticipado, Lµν y i∂µ son operadores hermı́ticos, por lo que
tenemos una representación unitaria de dimensión infinita del grupo de Poincaré. Aśı que
Mµν y Pµ son cantidades reales.

Finalmente, podemos generalizar la acción de Klein-Gordon para incluir interacciones
del campo escalar introduciendo un potencial V (φ),

S =

ˆ
d4x

{
1

2

[
∂µφ∂

µφ−m2φ2
]
− V (φ)

}
. (2.81)

Términos proporcionales a φ3, φ4, . . . en el potencial dan lugar a contribuciones no lineales
en las ecuaciones de movimiento, que corresponden a auto-interacciones del campo:b

(2 +m2)φ = −∂V
∂φ

. (2.82)

2.3.2 Campos complejos. Conservación de la carga

Supongamos ahora un campo escalar complejo,

φ =
1√
2

(φ1 + iφ2) (2.83)

donde φ1 y φ2 son dos campos reales con la misma masa m. Entonces

S =

ˆ
d4x (∂µφ

∗∂µφ−m2φ∗φ)

=
1

2

ˆ
d4x (∂µφ1∂

µφ1 −m2φ2
1) +

1

2

ˆ
d4x (∂µφ2∂

µφ2 −m2φ2
2)

=

ˆ
d4x L(x). (2.84)

Está claro que la ecuación de Klein-Gordon para φ es la misma que (2.65), pues tanto la
parte real como la imaginaria la satisfacen. La solución más general es

φ(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
a~pe
−ipx + b∗~pe

ipx
)∣∣∣∣∣
p0=E~p≡+

√
m2+~p2

(2.85)

La acción de este campo complejo es invariante bajo las transformaciones globales de
simetŕıa del grupo U(1),

φ(x) 7→ φ′(x) = e−iθφ(x), φ∗(x) 7→ φ′∗(x) = eiθφ∗(x) (2.86)

bAñadir un término lineal c3φ al potencial es equivalente a reparametrizar φ→ φ− c3/m2, que conduce
a la misma dinámica.
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2.4. Campos espinoriales 29

lo que significa que existe una corriente conservada asociada (tomar φi = (φ, φ∗)):

xµ 7→ x′µ = xµ ⇒ Aµa(x) = 0 (2.87)

φ(x) 7→ φ′(x) = φ(x)− iθφ(x)
φ∗(x) 7→ φ′∗(x) = φ∗(x) + iθφ∗(x)

⇒ εa = θ,
Fφ,a = −iφ
Fφ∗,a = iφ∗

(2.88)

jµ = − ∂L
∂(∂µφ)

Fφ,a −
∂L

∂(∂µφ∗)
Fφ∗,a = i(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) = iφ∗

↔
∂µφ. (2.89)

La carga conservada es

Q =

ˆ
d3x j0 = i

ˆ
d3x φ∗

↔
∂0φ = 〈φ|φ〉 , ∂tQ = 0, (2.90)

consistente con que el generador de las simetŕıas e−iθ es el operador identidad y definiendo
el producto escalar de dos campos complejos φA y φB como

〈φA |φB〉 ≡ i

ˆ
d3x φ∗A

↔
∂0φB. (2.91)

2.4 Campos espinoriales

2.4.1 Ecuación de Weyl

Consideremos espinores de Weyl ψR y ψL. Entonces

ψ†Rσ
µψR, ψ†Lσ

µψL (2.92)

con σµ ≡ (1, ~σ), σµ ≡ (1,−~σ), son cuadrivectores Lorentz. Para demostrar esto recordemos
que

ψR 7→ exp

{
(−i~θ + ~η) · ~σ

2

}
ψR. (2.93)

Consideremos, por ejemplo, un boost infinitesimal de rapidity η en la dirección x,

ψ†Rσ
µψR 7→ ψ†Rσ

µψR + ηψ†R
σ1

2
σµψR + ηψ†Rσ

µσ
1

2
ψR

⇒ ψ†RψR 7→ ψ†RψR + ηψ†Rσ
1ψR

ψ†Rσ
iψR 7→ ψ†Rσ

iψR + ηδi1ψ†RψR,
(2.94)

pues σiσj + σjσi = 2δij . Vemos que ψ†Rσ
µψR se transforma bajo ese boost igual que un

cuadrivector vµ, 
v0

v1

v2

v3

 7→


1 η 0 0
η 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



v0

v1

v2

v3

 . (2.95)

Consideremos ahora una rotación infinitesimal θ alrededor del eje z,

ψ†Rσ
µψR 7→ ψ†Rσ

µψR + iθψ†R
σ3

2
σµψR − iθψ†Rσ

µσ
3

2
ψR
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30 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

⇒

ψ†RψR 7→ ψ†RψR
ψ†Rσ

1ψR 7→ ψ†Rσ
1ψR − θψ†Rσ2ψR

ψ†Rσ
2ψR 7→ ψ†Rσ

2ψR + θψ†Rσ
1ψR

ψ†Rσ
3ψR 7→ ψ†Rσ

3ψR,

(2.96)

pues σiσj −σjσi = 2iεijkσk. Vemos que ψ†Rσ
µψR se transforma bajo esa rotación igual que

un cuadrivector vµ, 
v0

v1

v2

v3

 7→


1 0 0 0
0 1 −θ 0
0 θ 1 0
0 0 0 1



v0

v1

v2

v3

 . (2.97)

Y análogamente para ψ†Lσ
µψL.

Concentrémonos en ψL. Podemos construir la acción más sencilla para estos campos,c

S = i

ˆ
d4x ψ†Lσ

µ∂µψL =

ˆ
d4x L(x). (2.98)

El factor i se introduce para que el lagrangiano sea hermı́tico. Hallemos sus ecuaciones de
Euler-Lagrange, considerando ψL y ψ∗L como campos independientes:

[ψ∗L] : iσµ∂µψL = 0

[ψL] : −i∂µψ
†
Lσ

µ = 0
⇒ σµ∂µψL = 0⇒ (∂0 − σi∂i)ψL = 0. (2.99)

Esta ecuación de Weyl para ψL es equivalente a una ecuación de Klein-Gordon sin masa
para sus dos componentes,

∂0ψL = σi∂iψL ⇒ ∂2
0ψL = ∇2ψL ⇒ 2ψL = 0 (2.100)

y además aporta información sobre la helicidad de los distintos modos del campo. Si tomamos
un modo de enerǵıa positiva (negativa) de ψL,

ψL(x) = uLe−ipx (uLeipx) (2.101)

con uL un espinor constante y pµ = (E, ~p) donde E = |~p| (masa cero), recordando que

~J =
~σ

2
⇒ (~̂p · ~J) uL =

1

2
~̂p · ~σ uL ≡ huL (2.102)

vemos que

σµ∂µψL = (∂0 − σi∂i)uLe∓ipx = ∓i(E + ~σ · ~p)uLe∓ipx = 0⇒ ~σ · ~̂p uL = −uL, (2.103)

lo que significa que los modos de ψL son todos de helicidad negativa h = −1
2 . Por otro lado,

el tensor enerǵıa-momento es

θµν =
∂L

∂(∂µψL)
∂νψL − gµνL = iψ†Lσ

µ∂νψL, (2.104)

cAcabamos de probar que ψ†Lσ
µψL 7→ Λµρψ

†
Lσ

ρψL = ψ†LΛµρσ
ρψL, pues Λ y σ actúan en distintos

espacios. Por otro lado, ∂µ 7→ Λ σ
µ ∂σ. Entonces, el siguiente término es un escalar Lorentz pues usando

(1.15):
ψ†Lσ

µ∂µψL 7→ ψ†Lσ
ρΛµρΛ

σ
µ ∂σψL = ψ†Lσ

ρgσρ ∂σψL = ψ†Lσ
µ∂µψL.
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2.4. Campos espinoriales 31

donde se ha usado que para los campos que satisfacen la ecuación de Euler-Lagrange
(2.99) el lagrangiano L = 0. El hamiltoniano es H = θ00 = iψ†L∂

0ψL. Además la acción es
invariante bajo transformaciones globales de simetŕıa del grupo U(1),

ψL 7→ e−iθψL, (2.105)

aśı que existe una corriente conservada

jµ = − ∂L
∂(∂µψL)

iψL = ψ†Lσ
µψL, ∂µj

µ = 0 (2.106)

y una carga conservada

Q =

ˆ
d3x j0 =

ˆ
d3x ψ†LψL, ∂tQ = 0. (2.107)

Análogamente puede verse que la ecuación de Weyl para ψR es

σµ∂µψR = 0⇒ (∂0 + σi∂i)ψR = 0, (2.108)

que es equivalente a una ecuación de Klein-Gordon sin masa para sus dos componentes,

∂0ψR = −σi∂iψR ⇒ ∂2
0ψR = ∇2ψR ⇒ 2ψR = 0. (2.109)

Los modos de ψR tienen helicidad positiva h = 1
2 . El tensor enerǵıa-momento, la corriente

y la carga conservada correspondientes son, respectivamente,

θµν = iψ†Rσ
µ∂νψR, jµ = ψ†Rσ

µψR, Q =

ˆ
d3x ψ†RψR. (2.110)

2.4.2 Ecuación de Dirac

Nótese que, bajo una transformación de Lorentz,

ψL 7→ ΛLψL, ψR 7→ ΛRψR, y Λ†LΛR = Λ†RΛL = 1. (2.111)

Por tanto, ψ†LψR y ψ†RψL son escalares Lorentz.

Bajo paridad (ψL ↔ ψR) las siguientes combinaciones hermı́ticas se transforman:

(ψ†LψR + ψ†RψL) 7→ (ψ†LψR + ψ†RψL) (escalar)

i(ψ†LψR − ψ
†
RψL) 7→ −i(ψ†LψR − ψ

†
RψL) (pseudoescalar) (2.112)

Aśı que el lagrangiano de Dirac,

LD = iψ†Lσ
µ∂µψL + iψ†Rσ

µ∂µψR −m(ψ†LψR + ψ†RψL) (2.113)

es invariante bajo paridad. El lagrangiano de Weyl no lo es. Hallemos las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

[ψ∗L] : iσµ∂µψL −mψR = 0

[ψL] : −i∂µψ
†
Lσ

µ −mψ†R = 0
[ψ∗R] : iσµ∂µψR −mψL = 0

[ψR] : −i∂µψ
†
Rσ

µ −mψ†L = 0

⇒ iσµ∂µψL = mψR
iσµ∂µψR = mψL,

(2.114)
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32 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

que es la ecuación de Dirac en términos de espinores de Weyl. Nótese que ψL y ψR ya
no son autoestados de helicidad y que las dos componentes de ψL y también las de ψR
satisfacen una ecuación de Klein-Gordon de masa m, pues

iσµ∂µψL = mψR ⇒ (iσν∂ν)iσµ∂µψL = miσν∂νψR

⇒ −1

2
(σµσν + σνσµ)∂µ∂νψL = m2ψL

⇒ (2 +m2)ψL = 0, (2.115)

donde se ha usado (2.108) y la identidad σµσν + σνσµ = 2gµν . Lo mismo ocurre para ψR,

(2 +m2)ψR = 0. (2.116)

Es conveniente introducir el campo de Dirac, de 4 componentes,

ψ(x) =

(
ψL(x)
ψR(x)

)
(representación quiral) (2.117)

y definir las matrices gamma de Dirac,

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
⇒ γµ =

(
0 σµ

σµ 0

)
(representación quiral), (2.118)

que satisfacen el álgebra de Clifford,

{γµγν + γνγµ} = 2gµν . (2.119)

La ecuación de Dirac queda entonces

(i/∂ −m)ψ = 0, /A ≡ γµAµ. (2.120)

También podemos escribir el lagrangiano de Dirac de forma compacta introduciendo

ψ ≡ ψ†γ0 (espinor adjunto). (2.121)

En la representación quiral, ψ = (ψ†R, ψ
†
L) y

LD = ψ(i/∂ −m)ψ. (2.122)

También se define la matriz γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 que es

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
(representación quiral) (2.123)

Por tanto, los operadores

PL =
1

2
(1− γ5), PR =

1

2
(1 + γ5) (2.124)

proyectan sobre los espinores de Weyl ψL y ψR, respectivamente,

PLψ =

(
ψL
0

)
, PRψ =

(
0
ψR

)
. (2.125)
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Pueden elegirse otras representaciones,

ψ′(x) = Uψ(x), γ′µ = UγµU †, ψ
′
(x) = ψ′†(x)γ′0, (2.126)

donde U es una matriz unitaria constante. De este modo,

LD = ψ′†Uγ0(iγµ∂µ −m)U †ψ′ = ψ
′
(iγ′µ∂µ −m)ψ′, (2.127)

tiene la misma forma que el lagrangiano original. Además el álgebra de Clifford permanece
invariante, {γ′µγ′ν + γ′νγ′µ} = 2gµν . Una representación que se usa con frecuencia es la
representación estándar o representación de Dirac, que se obtiene a partir de la quiral
mediante

U =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
. (2.128)

El campo y las matrices de Dirac quedan

ψ =
1√
2

(
ψR + ψL
ψR − ψL

)
, (2.129)

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1
1 0

)
. (2.130)

La representación de Dirac resulta cómoda en el ĺımite no relativista, mientras que la quiral
es más conveniente en el ĺımite ultrarrelativista.

La solución general de la ecuación de Dirac es una superposición de ondas planas,

ψ(x) ≡ u(~p)e−ipx (modos de enerǵıa positiva E > 0), (2.131)

ψ(x) ≡ v(~p)eipx (modos de enerǵıa negativa −E < 0), E = +
√
m2 + ~p2. (2.132)

Aplicando (2.120) a estas soluciones tenemos

(/p−m)u(~p) = 0, (/p+m)v(~p) = 0. (2.133)

Hallemos ahora la forma expĺıcita de estas soluciones en la representación quiral:

u(~p) =

(
uL(~p)
uR(~p)

)
, v(~p) =

(
vL(~p)
vR(~p)

)
. (2.134)

Tomemos primero el caso m 6= 0. Entonces, en el sistema de referencia en reposo,

pµ = (m, 0, 0, 0)

(/p−m)u(0) = 0⇒ (γ0 − 1)u(0) = 0⇒ uL(0) = uR(0), (2.135)

(/p+m)v(0) = 0⇒ (γ0 + 1)v(0) = 0⇒ vL(0) = −vR(0). (2.136)

Entonces, centrándonos en el espinor de enerǵıa positiva u(~p), podemos elegir

u
(s)
L (0) = u

(s)
R (0) =

√
m ξ(s), s ∈ {1, 2}, ξ(r)†ξ(s) = δrs,

ξ(1) =

(
1
0

)
, ξ(2) =

(
0
1

)
. (2.137)
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Las soluciones para ~p arbitrario se hallan haciendo un boost en la dirección ~̂p = ~p/|~p|,

u(s)(~p) =

(
e−

1
2
η~̂p·~σu

(s)
L (0)

e+ 1
2
η~̂p·~σu

(s)
R (0)

)
. (2.138)

Desarrollando las exponenciales,

e±η~̂p·~σ =
∞∑
k=0

1

(2k)!
η2k ± ~̂p · ~σ

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
η2k+1

= cosh η ± ~̂p · ~σ sinh η =
1

m
(E ± ~p · ~σ), (2.139)

donde se ha sustituido

cosh η = γ =
E

m
, sinh η = γβ =

|~p|
m

(2.140)

e insertando

(pσ) = pµσ
µ = E − ~p · ~σ, (pσ) = pµσ

µ = E + ~p · ~σ, (2.141)

obtenemos

u(s)(~p) =
1√
m

(√
(pσ) u

(s)
L (0)√

(pσ) u
(s)
R (0)

)
=

(√
(pσ) ξ(s)√
(pσ) ξ(s)

)
. (2.142)

Otra forma de escribir estas soluciones es

u(s)(~p) =


[√

E + |~p|
(

1− ~̂p · ~σ
2

)
+
√
E − |~p|

(
1 + ~̂p · ~σ

2

)]
ξ(s)[√

E + |~p|
(

1 + ~̂p · ~σ
2

)
+
√
E − |~p|

(
1− ~̂p · ~σ

2

)]
ξ(s)

 , (2.143)

donde se ha usado,

e±
η
2
~̂p·~σ = cosh

η

2
± ~̂p · ~σ sinh

η

2
= e

η
2

(
1± ~̂p · ~σ

2

)
+ e−

η
2

(
1∓ ~̂p · ~σ

2

)
(2.144)

e±
η
2 =

√
cosh η ± sinh η =

√
γ ± γβ =

√
E ± |~p|
m

. (2.145)

Si hacemos el ĺımite ultrarrelativista (E � m), pµ → (E, 0, 0, E),

u(1)(~p)→
√
E

2

(
(1− σ3)ξ(1)

(1 + σ3)ξ(1)

)
=
√

2E

(
0

ξ(1)

)
u(2)(~p)→

√
E

2

(
(1− σ3)ξ(2)

(1 + σ3)ξ(2)

)
=
√

2E

(
ξ(2)

0

)
(2.146)

vemos que u(1) solo tiene componente right-handed y u(2) solo tiene componente left-handed,
es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida (quiralidad), como corresponde a
campos de masa nula.
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Si repetimos el procedimiento para el espinor de enerǵıa negativa v(~p) obtenemos

v(s)(~p) =
1√
m

( √
(pσ) v

(s)
L (0)

−
√

(pσ) v
(s)
R (0)

)
=

( √
(pσ) η(s)

−
√

(pσ) η(s)

)
, η(r)†η(s) = δrs, (2.147)

o bien

v(s)(~p) =


[√

E + |~p|
(

1− ~̂p · ~σ
2

)
+
√
E − |~p|

(
1 + ~̂p · ~σ

2

)]
η(s)

−
[√

E + |~p|
(

1 + ~̂p · ~σ
2

)
+
√
E − |~p|

(
1− ~̂p · ~σ

2

)]
η(s)

 . (2.148)

Resulta conveniente elegir (véase discusión al final de §3.2.1)

η(s) = −iσ2ξ(s)∗ ⇒ η(1) =

(
0
1

)
, η(2) = −

(
1
0

)
. (2.149)

Entonces, en el ĺımite ultrarrelativista (E � m), pµ → (E, 0, 0, E),

v(1)(~p)→
√
E

2

(
(1− σ3)η(1)

−(1 + σ3)η(1)

)
=
√

2E

(
η(1)

0

)
v(2)(~p)→

√
E

2

(
(1− σ3)η(2)

−(1 + σ3)η(2)

)
= −
√

2E

(
0

η(2)

)
(2.150)

lo que significa que v(1) solo tiene componente left-handed y v(2) solo tiene componente
right-handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida y masa nula.

Introduciendo ahora los correspondientes espinores adjuntos,d

u = u†γ0, v = v†γ0, (2.151)

que satisfacen las ecuaciones de Dirac,

u(~p)(/p−m) = 0, v(~p)(/p+m) = 0, (2.152)

pueden demostrarse las siguientes relaciones de ortonormalidad,

u(r)(~p)u(s)(~p) = 2mδrs, v(r)(~p)v(s)(~p) = −2mδrs (2.153)

u(r)†(~p)u(s)(~p) = 2E~pδrs, v(r)†(~p)v(s)(~p) = 2E~pδrs, (2.154)

u(r)(~p)v(s)(~p) =v(r)(~p)u(s)(~p) = 0 (2.155)

y las relaciones de completitud,∑
s=1,2

u(s)(~p)u(s)(~p) = /p+m,
∑
s=1,2

v(s)(~p)v(s)(~p) = /p−m. (2.156)

Es importante notar que las 16 matrices,

1, γ5, γ
µ, γµγ5, σ

µν ≡ i

2
[γµ, γν ] (2.157)

dÚsese la identidad γµ† = γ0γµγ0.
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36 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

son linealmente independientes y forman una base para las matrices 4 × 4. Aśı que se
pueden definir los siguientes bilineales fermiónicos con propiedades de transformación bien
definidas (covariantes) bajo transformaciones de Lorentz,

ψψ, ψγ5ψ, ψγ
µψ, ψγµγ5ψ, ψσ

µνψ. (2.158)

Puede comprobarse también que las transformaciones de Lorentz del campo de Dirac ψ
pueden escribirse, en cualquier representación de las matrices gamma, de la forma

ψ 7→ exp

{
− i

4
ωµνσ

µν

}
ψ, i.e. Jµν =

1

2
σµν . (2.159)

(Basta comprobar que Jµν = 1
2σ

µν satisface el álgebra de Lorentz (1.41).)

Una simetŕıa global interesante que posee el lagrangiano de Dirac sin masa es la simetŕıa
quiral,

ψL 7→ e−iθLψL, ψR 7→ e−iθRψR (θL y θR independientes), (2.160)

que, en términos del espinor de Dirac, puede escribirse

ψ 7→ e−iαψ, ψ 7→ e−iβγ5ψ (α y β independientes). (2.161)

En efecto, haciendo transformaciones infinitesimales,

ψ =

(
ψL
ψR

)
7→ e−iαψ =

(
(1− iα)ψL
(1− iα)ψR

)
⇒ θR = θL ≡ α (2.162)

ψ =

(
ψL
ψR

)
7→ e−iβγ5ψ =

(
(1 + iβ)ψL
(1− iβ)ψR

)
⇒ θR = −θL ≡ β. (2.163)

Como

ψ 7→ e−iαψ ⇒ψ 7→ ψeiα (2.164)

ψ 7→ e−iβγ5ψ ⇒ψ 7→ ψ†eiβγ5γ0 = ψ†γ0e−iβγ5 = ψe−iβγ5 , (2.165)

pues γ†5 = γ5, {γµ, γ5} = 0, (2.166)

la invariancia del lagrangiano bajo ambas transformaciones independientes es clara:

ψ 7→ e−iαψ ⇒ L = iψ/∂ψ 7→ iψeiα/∂e−iαψ = iψ/∂ψ = L (2.167)

ψ 7→ e−iβγ5ψ ⇒ L = iψ/∂ψ 7→ iψe−iβγ5γµ∂µe−iβγ5ψ = iψ/∂ψ = L. (2.168)

Hay por tanto dos corrientes conservadas,

jµV = ψγµψ (corriente vectorial), jµA = ψγµγ5ψ (corriente axial). (2.169)

Si m 6= 0 solo la corriente vectorial se conserva. Basta usar la ecuación de Dirac para
comprobarlo:

(i/∂ −m)ψ = 0⇒ iγµ∂µψ = mψ

−i∂µψγ
µ = mψ, pues γ0γµ†γ0 = γµ

(2.170)

⇒
∂µj

µ
V = ∂µ(ψγµψ) = ∂µψγ

µψ + ψγµ∂µψ = imψψ − imψψ = 0

∂µj
µ
A = ∂µ(ψγµγ5ψ) = ∂µψγ

µγ5ψ + ψγµγ5∂µψ = imψγ5ψ + imψγ5ψ = 2imψγ5ψ.

(2.171)
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2.5. Campo electromagnético 37

2.4.3 Masa de Majorana

Un campo de Majorana es un campo de Dirac autoconjugado,

ψM =

(
ψL
ψR

)
, ψR = ζiσ2ψ∗L, |ζ|2 = 1. (2.172)

Es evidente que ψM puede tener masa a pesar de estar generado por un solo espinor de
Weyl. Basta con escribir

(i/∂ −m)ψM = 0⇒ iσµ∂µψL = mψR = iζmσ2ψ∗L (2.173)

que conduce a una ecuación de Klein-Gordon con masa para ψL,

(2 +m2)ψL = 0 (2.174)

independientemente de que ψR venga o no dado por ψL. No escribiremos el lagrangiano
clásico para ψM porque su término de masa seŕıa proporcional a

ψMψM = (ψ†L,−iζ∗ψT
Lσ

2)

(
0 1
1 0

)(
ψL

iζσ2ψ∗L

)
= iζψ†Lσ

2ψ∗L − iζ∗ψT
Lσ

2ψL = −iζ∗ψT
Lσ

2ψL + h.c. (2.175)

que es nulo a no ser que las componentes de ψM sean tratadas como cantidades anticon-
mutantes (variables de Grassmann) pues

iψT
Lσ

2ψL = ψ1
Lψ

2
L − ψ2

Lψ
1
L. (2.176)

Pero lo más interesante es que, si bien el lagrangiano de Dirac es invariante bajo el grupo
U(1) de transformaciones globales

ψL 7→ e−iαψL, ψR 7→ e−iαψR, (2.177)

esta simetŕıa no pueden tenerla los campos de Majorana pues las componentes left y right
están conjugadas según (2.172). Esto significa que un campo de Majorana no puede tener
cargas U(1), como la carga eléctrica, el número bariónico o el número leptónico. ¿Es el
neutrino un fermión de Majorana?

2.5 Campo electromagnético

2.5.1 Forma covariante de las ecuaciones de Maxwell

El campo electromagnético viene descrito por el cuadrivector Aµ. Definiendo el tensor
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, el campo eléctrico ~E y el campo magnético ~B vienen dados por

Ei = −F 0i = −∂tAi −∇iA0, Bi = −1

2
εijkF jk = (∇× ~A)i, (2.178)

de donde F ij = −εijkBk, pues εijkεi`m = δj`δkm − δjmδk`.
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano de Maxwell,

L = −1

4
FµνF

µν =
1

2
( ~E2 − ~B2) (2.179)
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38 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

que también puede escribirse L = −1
2(∂µAν∂

µAν − ∂µAν∂νAµ), obtenemos las ecuaciones
de movimiento (ecuaciones de Maxwell en el vaćıo)

∂µF
µν = 0⇒ ∇ · ~E = 0, ∇× ~B = ∂t ~E (2.180)

Las otras dos ecuaciones de Maxwell se obtienen a partir del tensor dual F̃µν = 1
2ε
µνρσFρσ,

cuya cuadridivergencia es nula, pues ∂µF̃
µν = εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0, aśı que

∂µF̃
µν = 0⇒ ∇ · ~B = 0, ∇× ~E = −∂t ~B (2.181)

2.5.2 Simetŕıa gauge

El lagrangiano de Maxwell es simétrico bajo transformaciones locales θ = θ(x) de la forma

Aµ(x) 7→ Aµ(x)− ∂µθ(x) (transformación de gauge U(1)). (2.182)

La existencia de esta simetŕıa local implica que Aµ(x) hace una descripción redundante del
campo electromagnético, pues podemos usar la libertad de elección de gauge para restringir
Aµ(x).

Solemos llamar “simetŕıa” a una transformación que deja invariante el lagrangiano (o
más bien la acción), pero aunque la invariancia gauge implica la existencia de una simetŕıa
global, con consecuencias f́ısicas como la conservación de la carga (teorema de Noether),
la invariancia gauge no es una simetŕıa del sistema f́ısico (los estados no se transforman).

Recordemos que la invariancia gauge es necesaria para poder describir part́ıculas sin
masa de esṕın 1 (dos grados de libertad) mediante campos vectoriales de cuatro compo-
nentes (dos de ella son espúreas). La simetŕıa gauge es en realidad una libertad gauge.

Podemos tomar A0(x) = 0 eligiendo

Aµ(x) 7→ A′µ(x) = Aµ(x)− ∂µ
ˆ t

dt′ A0(t′, ~x), (2.183)

pues aśı A′0(x) = A0(x)−A0(x) = 0. Podemos también hacer otra transformación, que no
cambia la componente A0,

A′µ(x) 7→ A′′µ(x) = A′µ(x)− ∂µθ(~x), θ(~x) ≡ −
ˆ

d3y

4π|~x− ~y|
∂A′i(t, ~y)

∂yi
. (2.184)

Aunque no lo parezca, esta θ no depende de t, pues

Ei = −F 0i = −∂0A′i +���∂iA′0 = −∂0A′i (2.185)

y como ∇ · ~E = ∂iE
i = 0 en ausencia de fuentes tenemos que ∂0∂iA

′i = 0 y por tanto
∂0θ = 0. Aśı que también A′′0(x) = 0. Veamos qué consecuencias tiene esta transformación
de gauge:

∇2θ(~x) = −
ˆ

d3y
∂A′i(t, ~y)

∂yi
∇2
x

(
1

4π|~x− ~y|

)
=
∂A′i(x)

∂xi
= ∇ · ~A′, (2.186)

donde se ha usado que

∇2
x

(
1

4π|~x− ~y|

)
= −δ3(~x− ~y), (2.187)
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aśı que

∂µA′′µ(x) = ∂µA′µ(x)− ∂µ∂µθ(~x)⇒ ∇ · ~A′′ = ∇ · ~A′ −∇2θ = 0. (2.188)

Es decir podemos tomar también ∇ · ~A = 0. A esta elección,

A0 = 0, ∇ · ~A = 0 (2.189)

que solamente es posible en ausencia de fuentes, se le llama gauge de radiación.

Otra elección, que puede hacerse siempre, es

Aµ 7→ A′µ = Aµ − ∂µθ, ∂µ∂
µθ ≡ ∂µAµ (2.190)

de modo que podemos tomar

∂µA
µ = 0. (2.191)

Es el llamado gauge de Lorenz.e Entonces

∂µF
µν = 0⇒ ∂µ(∂µAν − ∂νAµ) = 2Aν = 0. (2.192)

Es decir, cada componente de Aµ satisface una ecuación de Klein-Gordon sin masa. Sus
soluciones son de la forma (Aµ es un campo real de masa cero)

Aµ(x) = εµ(k)e−ikx + ε∗µ(k)eikx, k2 = 0. (2.193)

La condición (2.191) implica que el vector de polarización εµ(k) satisface

kε = 0. (2.194)

En el gauge de radiación, compatible con el gauge de Lorenz, el campo es transverso pues
la polarización ε0 = 0 y ~k · ~ε = 0.

En este punto conviene hacer la siguiente aclaración. A diferencia de la condición ∇ ·
~A = 0, que solo puede imponerse en ausencia de fuentes, la condición A0 = 0 puede
usarse siempre, aunque no suele hacerse cuando hay fuentes. Por ejemplo, consideremos un
observador frente a una carga e en reposo a una distancia r. En ese caso se suele tomar

Aµ = (φ, ~A) =
( e

4πr
, 0
)
, (2.195)

que conduce al campo electromagnético

~E = −∂t ~A−∇φ =
e

4πr2
~̂r, ~B = ∇× ~A = 0. (2.196)

Sin embargo, podŕıamos haber elegido un gauge en el que

A′µ = (φ′, ~A′) =

(
0,− et

4πr2
~̂r

)
, (2.197)

eNo debe confundirse a L.V. Lorenz (f́ısico y matemático danés), autor del gauge de Lorenz, con
H.A. Lorentz (f́ısico holandés, premio Nobel en 1902), que propuso las transformaciones de Lorentz. Tam-
poco con E.N. Lorenz (matemático y meteorólogo norteamericano), fundador de la teoŕıa del caos, que
acuñó el “efecto mariposa” y propuso el atractor de Lorenz.
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40 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

que conduce al mismo campo electromagnético,

~E = −∂t ~A′ −∇φ′ =
e

4πr2
~̂r, ~B = ∇× ~A′ = 0. (2.198)

Ambas elecciones están conectadas mediante la transformación de gauge

A′µ(x) = Aµ(x)− ∂µθ(x), θ(x) =
et

4πr
. (2.199)

Hallemos ahora el tensor enerǵıa-momento. Aplicando el teorema de Noether obtenemos

θµν =
∂L

∂(∂µAρ)
∂νAρ − gµνL = −Fµρ∂νAρ +

1

4
gµνF 2, F 2 ≡ FµνFµν , (2.200)

que no es invariante gauge ni tampoco simétrico. Podemos simetrizarlo añadiéndole ∂ρ(F
µρAν),

que cumple ∂µ∂ρ(F
µρAν) = 0 y además lo convierte en invariante gauge,

Tµν = −Fµρ∂νAρ +
1

4
gµνF 2 + ∂ρ(F

µρAν)

= FµρF ν
ρ +

1

4
gµνF 2 , cuando ∂ρF

µρ = 0 . (2.201)

Las cargas conservadas bajo transformaciones espaciotemporales son por tanto

E =

ˆ
d3x T 00 =

1

2

ˆ
d3x ( ~E2 + ~B2) (enerǵıa) (2.202)

Pi =

ˆ
d3x T 0i =

ˆ
d3x ( ~E × ~B)i (vector de Poynting). (2.203)

2.5.3 Acoplamiento mı́nimo con la materia

En presencia de fuentes del campo electromagnético (cargas y corrientes) las ecuaciones de
Maxwell son

∂µF
µν = jν ⇒ ∇ · ~E = ρ, ∇× ~B = ∂t ~E +~j, jµ ≡ (ρ,~j), (2.204)

∂µF̃
µν = 0⇒ ∇ · ~B = 0, ∇× ~E = −∂t ~B. (2.205)

Nótese que las dos últimas son las mismas que en ausencia de fuentes, debido a que ∂µF̃
µν =

εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0 en cualquier caso. Estas ecuaciones se obtienen al minimizar la acción

S =

ˆ
d4x

(
−1

4
FµνF

µν − jµAµ
)

=

ˆ
d4x L(x), (2.206)

que es invariante gauge solo si jµ es una corriente conservada, ∂µj
µ = 0, pues

jµAµ 7→ jµAµ − jµ∂µθ (2.207)

y, como
´

d4x ∂µ(θjµ) = 0⇒
´

d4x jµ∂µθ = −
´

d4x θ∂µj
µ = 0, tenemos que

ˆ
d4x jµAµ 7→

ˆ
d4x jµAµ ⇔ ∂µj

µ = 0. (2.208)

La invariancia gauge es el principio que gúıa cómo deben ser las interacciones. Veamos
cómo funciona el método aplicándolo al lagrangiano de Dirac en presencia de un campo
electromagnético. El lagrangiano de Dirac

LD = ψ(i/∂ −m)ψ (2.209)
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2.5. Campo electromagnético 41

no es invariante bajo transformaciones de gauge U(1) (transformaciones de fase locales),

ψ 7→ e−iqθ(x)ψ, ψ 7→ ψeiqθ(x). (2.210)

Sin embargo, el lagrangiano de Maxwell,

LA = −1

4
FµνF

µν (2.211)

śı es invariante bajo la transformación de gauge

Aµ 7→ Aµ +
1

e
∂µθ(x). (2.212)

Podemos conseguir un lagrangiano total invariante gauge si cambiamos la derivada ∂µ por
la derivada covariante

Dµ = ∂µ + ieqAµ (2.213)

pues entonces

Dµψ = (∂µ + ieqAµ)ψ 7→(∂µ + ieqAµ + iq∂µθ)e
−iqθψ

= e−iqθ(−iq∂µθ + ∂µ + ieqAµ + iq∂µθ)ψ = e−iqθDµψ (2.214)

y el lagrangiano resultante,

L = ψ(i /D −m)ψ − 1

4
FµνF

µν

= ψ(i/∂ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − eqAµψγµψ (2.215)

es invariante gauge. De esta forma, hemos introducido una interacción de la forma jµAµ
(acoplamiento mı́nimo) entre la corriente fermiónica,

jµ = eqψγµψ (2.216)

y el campo electromagnético, que nos permite restaurar la simetŕıa local. Nótese que jµ

es una corriente conservada debida a la invariancia global de LD bajo transformaciones de
fase U(1). Por tanto,

Q =

ˆ
d3x j0(x) = eq

ˆ
d3x ψγ0ψ = eq

ˆ
d3x ψ†ψ (2.217)

es la carga eléctrica. Otras interacciones invariantes gauge son posibles, pero involucran
términos de interacción con dimensión canónica mayor que cuatro, que por tanto deben
ir multiplicados por constantes que tienen dimensiones de masa elevada a una potencia
negativa. Por ejemplo, la interacción dipolar magnética

L = aψσµνψFµν , [a] = M−1. (2.218)

Tales acoplamientos surgirán de forma natural al cuantizar la teoŕıa y constituyen correc-
ciones al acoplamiento mı́nimo de siguiente orden en teoŕıa de perturbaciones.

Nota: En general, si {T a} son los generadores del grupo de simetŕıas gauge, {W a
µ (x)} los

bosones de gauge asociados a cada generador y {θa(x)} los parámetros de la transformación,
es fácil comprobar que si los campos se transforman

ψ 7→ Uψ, U = exp{−iT aθa(x)} (2.219)
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42 Tema 2: Teoŕıa Clásica de Campos

W̃µ 7→ UW̃µU
† +

i

g
(∂µU)U †, W̃µ ≡ T aW a

µ , (2.220)

introduciendo la derivada covariante

Dµ = ∂µ + igW̃µ (2.221)

se tiene que

Dµψ 7→ UDµψ (2.222)

y el lagrangiano resultante

L = ψ(i /D −m)ψ (2.223)

queda invariante. Para un grupo de simetŕıas no abeliano, el lagrangiano invariante de los
campos de gauge (2.211) debe generalizarse e incluye, además de los términos cinéticos,
autointeracciones cúbicas y cuárticas fijadas por las constantes de estructura:

LG = −1

2
Tr
{
W̃µνW̃

µν
}

= −1

4
W a
µνW

a,µν (2.224)

= Lkin + Lcubic + Lquartic (2.225)

donde

Lkin = −1

4
(∂µW

a
ν − ∂νW a

µ )(∂µW a,ν − ∂νW a,µ)

Lcubic =
1

2
gfabc (∂µW

a
ν − ∂νW a

µ )W b,µW c,ν (2.226)

Lquartic = −1

4
g2fabef cde W a

µW
b
νW

c,µW d,ν (2.227)

y

W̃µν ≡ ∂µW̃µ − ∂νW̃µ + ig[W̃µ, W̃ν ] 7→ UW̃µνU
† (2.228)

⇒W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ − g fabcW b
µW

c
ν . (2.229)

En el caso del grupo U(1) del electromagnetismo el único generador es un múltiplo de la
identidad, T = q, la carga del campo en unidades del acoplamiento g = e. En adelante la
llamaremos Qf , pues será la carga eléctrica (en unidades de e) del fermión f que aniquila
el campo cuántico ψ.
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Tema 3

Cuantización de campos libres

3.1 Campos escalares

3.1.1 Espacio de Fock

Recordemos que para cuantizar un sistema clásico de coordenadas qi y momentos pi en
la imagen de Schrödinger promovemos qi y pi a operadores e imponemos las reglas de
conmutación (en unidades ~ = 1):

[qi, pj ] = iδij , [qi, qj ] = [pi, pj ] = 0. (3.1)

En la imagen de Heisenberg, en la que los operadores dependen del tiempo,

qjH(t) = eiHtqje−iHt, pjH(t) = eiHtpje−iHt (3.2)

(⇒∂tqjH = iHqjH − iqjHH = −i[qH , H], si ∂tq
j = 0)

imponemos las reglas de conmutación en tiempos iguales,

[qiH(t), pjH(t)] = iδij , [qiH(t), qjH(t)] = [piH(t), pjH(t)] = 0. (3.3)

En teoŕıa de campos hemos reemplazado qiH(t) por φ(t, ~x) y piH(t) por Π(t, ~x), aśı que
para cuantizar los campos los promovemos a operadores e imponemosa

[φ(t, ~x),Π(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y), [φ(t, ~x), φ(t, ~y)] = [Π(t, ~x),Π(t, ~y)] = 0 (3.4)

Estudiemos en primer lugar el caso del campo escalar real,

φ(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p
(a~pe

−ipx + a†~pe
ipx), p0 = E~p ≡ +

√
m2 + ~p2, (3.5)

donde ahora φ, a~p y a†~p son operadores. Recordando que

Π(t, ~y) = ∂tφ(t, ~y) =

ˆ
d3q

(2π)3

(
−i

√
E~q
2

)(
a~qe
−iqy − a†~qeiqy

)
(3.6)

aEste procedimiento se llama cuantización canónica. Existe un procedimiento alternativo, el formalismo
de integrales de camino que resulta particularmente útil para cuantizar teoŕıas de campos gauge.

43



44 Tema 3: Cuantización de campos libres

es fácil comprobar que (3.4) implica

[a~p, a
†
~q] = (2π)3δ3(~p− ~q), [a~p, a~q] = [a†~p, a

†
~q] = 0 (3.7)

En efecto,

[φ(t, ~x),Π(t, ~y)] =i

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3

√
E~q
2

(2π)3δ3(~p− ~q)

×
(

e−i(E~p−E~q)tei(~p·~x−~q·~y) + ei(E~p−E~q)te−i(~p·~x−~q·~y)
)

=
i

2

ˆ
d3p

(2π)3

(
ei~p·(~x−~y) + e−i~p·(~x−~y)

)
= iδ3(~x− ~y) (3.8)

donde se ha usado que

δ3(~x) =

ˆ
d3p

(2π)3
ei~p·~x, δ3(−~x) = δ3(~x). (3.9)

Las reglas de conmutación (3.7) nos recuerdan a los operadores creación y destrucción
de modos de enerǵıa ~ω de un oscilador armónico con hamiltoniano

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, (3.10)

cuyas soluciones se hallan introduciendo los operadores (reinsertamos las ~ para refrescar
mejor la memoria):

x =

√
~

2mω
(a+ a†), p = −i

√
~mω

2
(a− a†), (3.11)

que satisfacen las reglas de conmutación,

[x, p] = i~⇒ [a, a†] = 1, [a, a] = [a†, a†] = 0. (3.12)

De ellas se deduce que

H = ~ω(a†a+ 1
2). (3.13)

Definiendo el estado de mı́nima enerǵıa (el vaćıo) |0〉 como aquél que es aniquilado por el
operador a y aplicando (3.12)

[H, a†] = ~ωa†, [H, a] = −~ωa, (3.14)

tenemos que, normalizando 〈0|0〉 = 1,

a |0〉 = 0⇒ a†a |n〉 = n |n〉 , |n〉 ≡ 1√
n!

(a†)n |0〉 (3.15)

de donde a†a es el operador número de modos, |0〉 tiene enerǵıa E0 = 1
2~ω (enerǵıa del

punto cero) y |n〉 tiene enerǵıa En = ~ω(n + 1
2). Los autoestados {|n〉} del hamiltoniano

forman el espacio de Hilbert del sistema, llamado espacio de Fock.

Volviendo a nuestra teoŕıa de campos, vemos que (3.7) son las relaciones de conmutación
de un conjunto infinito de osciladores armónicos, uno por cada valor de ~p, excepto por un
factor de normalización que es el volumen (infinito) del sistema, pues

ĺım
~p→~q

(2π)3δ3(~p− ~q) = ĺım
~p→~q

ˆ
d3x e−i(~p−~q)·~x = V (→∞). (3.16)
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3.1. Campos escalares 45

Podemos construir entonces el espacio de Fock de estados usando los operadores creación
(a†~p) y destrucción (a~p) de modos de momento ~p, a partir de (3.7) y a~p |0〉 = 0. Aśı obtenemos
los estados multipart́ıcula:

|~p1, ~p2, . . . 〉 =
√

2E~p1

√
2E~p2

· · · a†~p1
a†~p2
· · · |0〉 . (3.17)

La normalización ha sido elegida convenientemente de modo que es invariante Lorentz. En
efecto, tomemos por simplicidad el estado de una part́ıcula de momento ~p,

|~p〉 =
√

2E~p a
†
~p |0〉 ⇒ 〈~q |~p〉 =

√
2E~q

√
2E~p 〈0| a~qa†~p |0〉 = 2E~p(2π)3δ3(~p− ~q) (3.18)

que es una normalización invariante pues si hacemos e.g. un boost en la dirección z,

E′ = γ(E + βpz), p′x = px, p′y = py, p′z = γ(βE + pz) (3.19)

vemos que

δ3(~p′ − ~q′) =
δ3(~p− ~q)

γ

(
β
∂E

∂pz
+ 1

) =
Eδ3(~p− ~q)
γ(βpz + E)

=
E

E′
δ3(~p− ~q)

⇒ E~p′δ
3(~p′ − ~q′) = E~pδ

3(~p− ~q) . (3.20)

En el primer paso se ha usado

δ(f(x)− f(x0)) =
δ(x− x0)∣∣∣∣dfdx

(x = x0)

∣∣∣∣ , f(x) = p′z(pz) = γ(βE + pz) , (3.21)

y en el segundo,

dE

dpz
=
pz
E

, pues E =
√
m2 + ~p2 . (3.22)

Veamos ahora cuál es la enerǵıa de los estados multipart́ıcula. Para ello expresaremos
primero el hamiltoniano en términos de operadores creación y destrucción (hacemos el
cálculo en t = 0 por simplicidad, pues el hamiltoniano es una constante del movimiento):

H =

ˆ
d3x H(x) =

ˆ
d3x

1

2

(
Π2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
=

1

2

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

×
{
− E~pE~q

(
a~pa~qe

i(~p+~q)·~x + a†~pa
†
~qe
−i(~p+~q)·~x − a~pa†~qei(~p−~q)·~x − a†~pa~qe−i(~p−~q)·~x

)
− ~p · ~q

(
a~pa~qe

i(~p+~q)·~x + a†~pa
†
~qe
−i(~p+~q)·~x − a~pa†~qei(~p−~q)·~x − a†~pa~qe−i(~p−~q)·~x

)
+m2

(
a~pa~qe

i(~p+~q)·~x + a†~pa
†
~qe
−i(~p+~q)·~x + a~pa

†
~qe

i(~p−~q)·~x + a†~pa~qe
−i(~p−~q)·~x

)}
=

1

2

ˆ
d3p

(2π)3
E~p(a

†
~pa~p + a~pa

†
~p) =

ˆ
d3p

(2π)3
E~p

(
a†~pa~p +

1

2
V

)
. (3.23)

El segundo término es la suma de la enerǵıa del punto cero de todos los osciladores,

Evac = V
1

2

ˆ
d3p

(2π)3
E~p ⇒ ρvac =

Evac

V
=

1

2

ˆ
d3p

(2π)3
E~p. (3.24)

No nos preocupa que la enerǵıa total del sistema, que tiene un volumen infinito, sea di-
vergente. Pero vemos que, además, la densidad de enerǵıa del vaćıo ρvac es infinita. Esto
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46 Tema 3: Cuantización de campos libres

tampoco es un problema, pues estamos interesados en diferencias de enerǵıa,b aśı que
podemos substraer la enerǵıa del punto cero y declarar que el hamiltoniano es

H ≡
ˆ

d3x :
1

2

(
Π2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
: =

ˆ
d3p

(2π)3
E~pa

†
~pa~p (3.25)

donde : O : es el orden normal de O, que consiste en escribir todos los operadores de
creación a la izquierda de los de destrucción. Aśı,

: a~pa
†
~p : ≡ a†~pa~p. (3.26)

De este modo el vaćıo tiene enerǵıa cero y

H |~p1~p2 . . . 〉 =

ˆ
d3p

(2π)3
E~pa

†
~pa~p
√

2E~p1

√
2E~p2

· · · a†~p1
a†~p2
· · · |0〉

= (E~p1
+ E~p2

+ · · · ) |~p1~p2 . . . 〉 , (3.27)

donde se ha aplicado a~pa
†
~pi

= (2π)3δ3(~p− ~pi) + a†~pia~p de (3.7) y a~p |0〉 = 0.

En cuanto al momento,

P i =

ˆ
d3x : ∂0φ∂iφ : =

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

× :
{
− E~pqia~pa~qe−i(p+q)x − E~pqia†~pa

†
~qe

i(p+q)x + E~pq
ia~pa

†
~qe
−i(p−q)x + E~pq

ia†~pa~qe
i(p−q)x

}
:

=
1

2

ˆ
d3p

(2π)3
pi : (−a~pa−~p − a†~pa

†
−~p + a~pa

†
~p + a†~pa~p) :

=

ˆ
d3p

(2π)3
pia†~pa~p, (3.28)

donde los dos primeros sumandos son nulos porque resultan de la integración de una función
impar en un intervalo simétrico. Por tanto,

P i |~p1~p2 . . . 〉 =

ˆ
d3p

(2π)3
pia†~pa~p

√
2E~p1

√
2E~p2

· · · a†~p1
a†~p2
· · · |0〉

= (pi1 + pi2 + · · · ) |~p1~p2 . . . 〉 . (3.29)

Nótese que los estados multipart́ıcula |~p1~p2 . . . 〉 son simétricos bajo el intercambio de
dos part́ıculas cualesquiera, porque los operadores creación conmutan entre śı. Por otro
lado, recordemos que del teorema de Noether se deduce que los campos escalares tienen
esṕın cero, aśı que los cuantos que crea y destruye un campo escalar son part́ıculas de
esṕın cero. Tenemos por tanto justificada la conexión esṕın-estad́ıstica que establece que
las part́ıculas de esṕın entero (0, 1, 2, . . . ) son bosones, es decir, obedecen la estad́ıstica
de Bose-Einstein, que implica que sus estados son simétricos bajo intercambio. Veremos
que la imposición de reglas de anticonmutación para la cuantización de campos de esṕın 1

2 ,
para evitar que el hamiltoniano no esté acotado inferiormente, conduce también de forma
automática a estados multipart́ıcula antisimétricos bajo intercambio, como corresponde a
los fermiones. Es decir, en Teoŕıa Cuántica de Campos la conexión esṕın-estad́ıstica no es
un postulado sino un teorema.

bEsto no puede hacerse si se incluye gravedad, pues entonces la enerǵıa del vaćıo es relevante. La enerǵıa
del punto cero está relacionada con la constante cosmológica. Véase la discusión de Maggiore [1], p. 141.
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3.1.2 Campos complejos. Antipart́ıculas

Si el campo escalar es complejo,

φ(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
a~pe
−ipx + b†~pe

ipx
)
, φ†(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
a†~pe

ipx + b~pe
−ipx

)
.

(3.30)

Entonces,

[φ(t, ~x),Π(t, ~y)] = iδ3(~x− ~y)

[φ(t, ~x), φ(t, ~y)] = [Π(t, ~x),Π(t, ~y)] = 0
⇒

[a~p, a
†
~q] = [b~p, b

†
~q] = (2π)3δ3(~p− ~q)

[a~p, a~q] = [b~p, b~q] = [a~p, b~q] = [a~p, b
†
~q] = 0.

(3.31)

De forma análoga al caso del campo real, construimos el espacio de Fock a partir de

a~p |0〉 = b~p |0〉 = 0, (3.32)

aplicando a†~p y b†~p sucesivamente. Es fácil demostrar que, tomando el orden normal,

H =

ˆ
d3p

(2π)3
E~p(a

†
~pa~p + b†~pb~p), P i =

ˆ
d3p

(2π)3
pi(a†~pa~p + b†~pb~p). (3.33)

Vemos que los cuantos de un campo escalar complejo son dos especies de igual masa creadas
por a†~p y b†~p, respectivamente.

La carga U(1) conservada es

Q = i

ˆ
d3x : φ†

↔
∂0 φ : = i

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

× :
{(

a†~pe
ipx + b~pe

−ipx
)
∂0

(
a~qe
−iqx + b†~qe

iqx
)
− ∂0

(
a†~pe

ipx + b~pe
−ipx

)(
a~qe
−iqx + b†~qe

iqx
)}

:

=

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

× :
{(

a†~pe
ipx + b~pe

−ipx
)
E~q

(
a~qe
−iqx − b†~qeiqx

)
+ E~p

(
a†~pe

ipx − b~pe−ipx
)(

a~qe
−iqx + b†~qe

iqx
)}

:

=

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3

ˆ
d3q

(2π)3
:
(
a†~pa~qe

i(q−p)x − b~pb†~qe−i(q−p)x
)

:

=

ˆ
d3p

(2π)3
(a†~pa~p − b

†
~pb~p). (3.34)

Por tanto, el estado a†~p |0〉 tiene carga Q = +1 y b†~p |0〉 tiene carga Q = −1. Ya estamos en
situación de interpretar las soluciones de la ecuación de Klein-Gordon de enerǵıa negativa.
El coeficiente de la solución de enerǵıa positiva de un campo complejo φ se convierte al
cuantizar el campo en el operador destrucción de una part́ıcula (carga unidad) mientras que
el coeficiente de la solución de enerǵıa negativa se convierte en el operador creación de su
antipart́ıcula (carga opuesta). Para el campo φ† ocurre lo contrario, pues se intercambian
los roles de part́ıcula y antipart́ıcula. Si el campo es real, a~p = b~p, entonces crea y destruye
part́ıculas que coinciden con su propia antipart́ıcula.
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3.2 Campos de esṕın 1
2

3.2.1 Campo de Dirac

Para cuantizar el campo de Dirac, que es un campo complejo,

ψ(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s=1,2

(
a~p,su

(s)(~p)e−ipx + b†~p,sv
(s)(~p)eipx

)
, (3.35)

ψ†(x) =

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

∑
r=1,2

(
a†~q,ru

(r)†(~q)eiqx + b~q,rv
(r)†(~q)e−iqx

)
, (3.36)

convertimos los coeficientes a~p,s, b~p,s y sus complejos conjugados en operadores y sus ope-
radores adjuntos, como hicimos con el campo escalar. Antes de imponer ninguna relación
de (anti)conmutación sobre los mismos, veamos qué forma tiene el operador hamiltoniano
resultante (de nuevo hacemos el cálculo en t = 0 por simplicidad):

H =

ˆ
d3x θ00 =

ˆ
d3x ψ†i∂0ψ =

ˆ
d3x

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

×
∑
r,s

{
a†~q,ra~p,se

−i(~q−~p)·~xu(r)†(~q)E~pu
(s)(~p)− b~q,rb†~p,sei(~q−~p)·~xv(r)†(~q)E~pv

(s)(~p)

− a†~q,rb
†
~p,se
−i(~q+~p)·~xu(r)†(~q)E~pv

(s)(~p) + b~q,ra~p,se
i(~q+~p)·~xv(r)†(~q)E~pu

(s)(~p)
}

=
1

2

ˆ
d3p

(2π)3

∑
r,s

{
a†~p,ra~p,su

(r)†(~p)u(s)(~p)− b~p,rb†~p,sv(r)†(~p)v(s)(~p)

− a†−~p,rb
†
~p,su

(r)†(−~p)v(s)(~p) + b−~p,ra~p,sv
(r)†(−~p)u(s)(~p)

}
=

ˆ
d3p

(2π)3
E~p
∑
s

(a†~p,sa~p,s − b~p,sb
†
~p,s), (3.37)

donde hemos usado

u(r)†(~p)u(s)(~p) = 2E~pδrs, v(r)†(~p)v(s)(~p) = 2E~pδrs,

u(r)†(−~p)v(s)(~p) = v(r)†(−~p)u(s)(~p) = 0. (3.38)

Si ahora impusiéramos las mismas reglas de conmutación que al campo escalar complejo
y aplicáramos el orden normal (substracción de la enerǵıa del vaćıo), obtendŕıamos un

hamiltoniano no acotado inferiormente, pues los estados creados por b†~p, que llamaremos
antipart́ıculas, contribuyen con enerǵıa negativa arbitrariamente grande. Para obtener un
espectro de enerǵıas que tenga sentido, debemos imponer las reglas de anticonmutación

{ψ(t, ~x),Πψ(t, ~y)} = iδ3(~x− ~y)

{ψ(t, ~x), ψ(t, ~y)} = {Πψ(t, ~x),Πψ(t, ~y)} = 0

⇒
{a~p,r, a†~q,s} = {b~p,r, b†~q,s} = (2π)3δ3(~p− ~q)δrs
{a~p,r, a~q,s} = {b~p,r, b~q,s} = {a~p,r, b~q,s} = {a~p,r, b†~q,s} = 0.

(3.39)

y definir, consistentemente, el orden normal para operadores fermiónicos,

: a~p,ra
†
~p,r : ≡ −a†~p,ra~p,r, : b~p,rb

†
~p,r : ≡ −b†~p,rb~p,r, (3.40)
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lo que conduce al hamiltoniano

H =

ˆ
d3x : ψ†i∂0ψ : =

ˆ
d3p

(2π)3
E~p
∑
s

(a†~p,sa~p,s + b†~p,sb~p,s). (3.41)

Análogamente, para el operador momento se obtiene

P i =

ˆ
d3x : θ0i : =

ˆ
d3x : ψ†i∂iψ : =

ˆ
d3p

(2π)3
pi
∑
s

(a†~p,sa~p,s + b†~p,sb~p,s). (3.42)

El momento angular (carga de Noether conservada asociada a la invariancia bajo rotacio-
nes) tiene una parte orbital (idéntica a la del campo escalar) y otra de esṕın (adicional).
Aplicando las expresiones generales para las corrientes de Noether, se puede demostrar que
la parte de esṕın en la representación quiral es

~S =

ˆ
d3x : ψ† 1

2
~Σψ : donde Σi =

(
σi 0
0 σi

)
. (3.43)

Expresado en el espacio de Fock, el esṕın en la dirección del eje z queda

Sz =
1

2

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

×
∑
r,s

:
{

e−i(~q−~p)·~xa†~q,ra~p,su
(r)†(~q)Σ3u(s)(~p) + ei(~q−~p)·~xb~q,rb

†
~p,sv

(r)†(~q)Σ3v(s)(~p)

+ e−i(~q+~p)·~xa†~q,rb
†
~p,su

(r)†(~q)Σ3v(s)(~p) + ei(~q+~p)·~xb~q,ra~p,sv
(r)†(~q)Σ3u(s)(~p)

}
: . (3.44)

Entonces el esṕın Jz del estado creado por a†~p,s |0〉 o b†~p,s |0〉 en su sistema de referencia en
reposo (~p = 0) se obtiene aplicando Sz a estos estados. Recordemos que

u
(s)
L (0) = u

(s)
R (0) =

√
m ξ(s), v

(s)
L (0) = −v(s)

R (0) =
√
m η(s) (3.45)

y que hemos introducido

ξ(1) =

(
1
0

)
, ξ(2) =

(
0
1

)
, η(1) =

(
0
1

)
, η(2) = −

(
1
0

)
. (3.46)

La última ĺınea en (3.44) se anula aplicando (3.38) y obtenemos

Sz a
†
0,1 |0〉 = +

1

2
a†0,1 |0〉 , Sz a

†
0,2 |0〉 = −1

2
a†0,2 |0〉 , (3.47)

Sz b
†
0,1 |0〉 = +

1

2
b†0,1 |0〉 , Sz b

†
0,2 |0〉 = −1

2
b†0,2 |0〉 , (3.48)

donde se ha tenido en cuenta que : b~p,sb
†
~p,s : = −b†~p,sb~p,s. Nótese que gracias a que dado

un s hemos introducido η(s) = −iσ2ξ(s)∗ para los espinores de las antipart́ıculas, que es
autovector de σ3 con autovalor opuesto al de ξ(s), los estados de part́ıcula y antipart́ıcula
con el mismo s tienen el mismo esṕın.

Como [Kz, Jz] = 0, el estado resultante de hacer un boost en la dirección del eje z (en
la que hemos definido el esṕın) sigue siendo un autoestado del esṕın. A la proyección del
esṕın en la dirección del movimiento se le llama helicidad y se puede comprobar usando
las expresiones expĺıcitas de los espinores (2.143) y (2.148) que

p̂ · ~Σ u(1)(~p) = +u(1)(~p) , p̂ · ~Σ u(2)(~p) = −u(2)(~p) (3.49)
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p̂ · ~Σ v(1)(~p) = −v(1)(~p) , p̂ · ~Σ v(2)(~p) = +v(2)(~p) , (3.50)

con lo que el resultado de (3.47) y (3.48) es extensible a los estados de helicidad:

p̂ · ~S a†~p,1 |0〉 = +
1

2
a†~p,1 |0〉 , p̂ · ~S a†~p,2 |0〉 = −1

2
a†~p,2 |0〉 (3.51)

p̂ · ~S b†~p,1 |0〉 = +
1

2
b†~p,1 |0〉 , p̂ · ~S b†~p,2 |0〉 = −1

2
b†~p,2 |0〉 , (3.52)

es decir, los estados de part́ıcula y antipart́ıcula con el mismo s tienen la misma helicidad.
Recordemos por último que las helicidades son invariantes Lorentz solamente para estados
sin masa (quiralidades).

En cuanto a la carga U(1),

Q =

ˆ
d3x : ψ†ψ : =

ˆ
d3p

(2π)3

∑
s

(a†~p,sa~p,s − b
†
~p,sb~p,s). (3.53)

Por tanto, el campo cuántico ψ destruye part́ıculas y crea antipart́ıculas de igual masa,
esṕın 1

2 y carga opuesta.

Veamos ahora qué significan las etiquetas s = 1, 2 de los autoestados de esṕın. Asocia-
mos s con el esṕın del fermión correspondiente a lo largo de una dirección dada. Conside-
remos una dirección cualquiera ~̂n(θ, ϕ). Entonces los autoestados de esṕın en esa dirección
son

ξ(s) = (ξ(↑), ξ(↓))

ξ(↑) ≡ D 1
2 (θ, ϕ)ξ(1) =

(
cos θ2

eiϕ sin θ
2

)
, pues (~̂n · ~σ)ξ(↑) = +ξ(↑), (3.54)

ξ(↓) ≡ D 1
2 (θ, ϕ)ξ(2) =

(
−e−iϕ sin θ

2

cos θ2

)
, pues (~̂n · ~σ)ξ(↓) = −ξ(↓). (3.55)

(En particular, ξ(s) = (ξ(1), ξ(2)) son los autoestados de esṕın a lo largo del eje z.) Pues
bien, el estado que tiene autovalor opuesto a cualquier ξ es η = −iσ2ξ∗, pues si (~̂n ·~σ)ξ = ξ
entonces

(~̂n · ~σ)η = (~̂n · ~σ)(−iσ2ξ∗) = iσ2~̂n · ~σ∗ξ∗ = −(−iσ2ξ∗) = −η, (3.56)

donde se ha usado que ~σσ2 = −σ2~σ∗. Aśı que podemos denotar también

ξ(−s) ≡ η(s) = −iσ2ξ(s)∗ = (ξ(↓),−ξ(↑)) (3.57)

para recordarnos que son autoestados con autovalor opuesto al dado. Nótese, por cierto,
que una doble inversión del esṕın de ξ lo lleva a

−iσ2η∗ = −iσ2(−iσ2ξ∗)∗ = σ2σ2∗ξ = −ξ (3.58)

que no coincide con ξ, lo que refleja el hecho de que un giro de 2π no devuelve un sistema
de esṕın 1

2 a su estado original (para ello hay que rotar 4π).

Resumiendo, los espinores que introdujimos en el tema anterior son

u(s)(~p) =

(√
pσ ξ(s)

√
pσ ξ(s)

)
, v(s)(~p) =

( √
pσ ξ(−s)

−√pσ ξ(−s)

)
. (3.59)

Aśı que, dado el campo ψ(x) de (3.35), el operador a~p,s destruye part́ıculas cuyo espinor

u(s)(~p) contiene a ξ(s) y el operador b†~p,s crea antipart́ıculas cuyo espinor v(s)(~p) contiene a

ξ(−s). Esto simplificará mucho las cosas. Por ejemplo, veremos en §3.2.3 que el conjugado
de carga del campo ψ(x) intercambia part́ıculas por antipart́ıculas preservando el mismo
estado s, es decir, con el mismo esṕın o la misma helicidad.
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3.2.2 Campo de Weyl sin masa

En el ĺımite ultrarrelativista (E � m) recordemos que (vid. (2.146) y (2.150))

u(1) =

(
0
uR

)
, u(2) =

(
uL
0

)
, v(1) =

(
vL
0

)
, v(2) =

(
0
vR

)
. (3.60)

Por tanto, el campo ψL destruye part́ıculas de helicidad h = −1
2 (espinor u(2)) y crea

antipart́ıculas de helicidad h = +1
2 (espinor v(1)). El campo ψR destruye part́ıculas de

helicidad h = +1
2 (espinor u(1)) y crea antipart́ıculas de helicidad h = −1

2 (espinor v(2)).

3.2.3 C, P, T

Conjugación de carga

El conjugado de carga del campo de Dirac clásico (representación quiral) es

ψc(x) =

(
−iσ2ψ∗R(x)
iσ2ψ∗L(x)

)
= −iγ2ψ∗(x) (= −iγ2γ0ψ

T
(x)). (3.61)

Veamos cómo actúa la operación conjugación de carga sobre los estados de una part́ıcula.
Para ello necesitamos introducir un operador unitario C, con C2 = 1, que transforme los
operadores creación de la siguiente manera,

Ca~p,sC = ηCb~p,s , Cb~p,sC = ηCa~p,s , (3.62)

donde η2
C = 1, aśı que ηC = ±1. Entonces, a partir de (3.59) tenemos

[v(s)(~p)]∗ =

( √
pσ(−iσ2ξ(s)∗)

−√pσ(−iσ2ξ(s)∗)

)∗
=

(
−iσ2

√
pσ∗ ξ(s)∗

iσ2√pσ∗ ξ(s)∗

)∗
=

(
0 −iσ2

iσ2 0

)(√
pσ ξ(s)

√
pσ ξ(s)

)
= −iγ2u(s)(~p), (3.63)

(en el primer paso hemos usado σ2~σσ2 = −~σ∗ con (σ2)2 = 1 y en el segundo σ2∗ = −σ2)
de donde

u(s)(~p) = −iγ2[v(s)(~p)]∗, v(s)(~p) = −iγ2[u(s)(~p)]∗ (3.64)

(pues (γ2)2 = −1.) De esta forma se satisface la versión operatorial de (3.61):

Cψ(x)C = ηC

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
b~p,su

(s)(~p)e−ipx + a†~p,sv
(s)(~p)eipx

)
= −iηCγ

2

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
b~p,s[v

(s)(~p)]∗e−ipx + a†~p,s[u
(s)(~p)]∗eipx

)
= −iηCγ

2ψ∗(x). (3.65)

Es decir, la conjugación de carga intercambia part́ıculas y antipart́ıculas preservando el
estado de esṕın, es decir, manteniendo las helicidades.

Para campos de Majorana, que a nivel clásico satisfacen

ψcM (x) = ζ∗ψM (x) (3.66)
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se tiene quec

CψM (x)C = ψM (x)

⇒ηC
ˆ

d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
b~p,su

(s)(~p)e−ipx + a†~p,sv
(s)(~p)eipx

)
=

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
a~p,su

(s)(~p)e−ipx + b†~p,sv
(s)(~p)eipx

)
⇒a~p,s = ηC b~p,s , (3.67)

es decir, part́ıcula y antipart́ıcula coinciden, pues

Ca†~p,s |0〉 = Ca†~p,sCC |0〉 = ηCb
†
~p,s |0〉 = a†~p,s |0〉 , (3.68)

donde se ha tomado C |0〉 ≡ |0〉.
Para un campo escalar complejo, basta ignorar espinores e ı́ndices de esṕın,

Cφ(x)C = ηCφ
∗(x)⇒ Ca†~pC = ηCb

†
~p , Cb†~pC = ηCa

†
~p. (3.69)

El campo de Majorana es el análogo al campo escalar real.

Paridad

El transformado bajo paridad del campo de Dirac clásico (representación quiral) es

ψ(x) =

(
ψL(x)
ψR(x)

)
7→
(
ψR(x̃)
ψL(x̃)

)
= γ0

(
ψL(x̃)
ψR(x̃)

)
= γ0ψ(x̃), donde x̃ = (t,−~x). (3.70)

Buscamos que sobre los estados de una part́ıcula la paridad actúe

Pa~p,sP = ηaa−~p,s , P b~p,sP = ηbb−~p,s , (3.71)

donde P es un operador unitario, con P 2 = 1, y ηa, ηb son fases que llamaremos paridades
intŕınsecas de part́ıcula y antipart́ıcula, respectivamente. Suponemos P |0〉 = |0〉. Como los
observables dependen de un número par de operadores fermiónicos, de la condición P 2 = 1
podemos tomar η2

a, η
2
b = ±1 (el signo menos será necesario para campos de Majorana).

Entonces,

Pψ(t, ~x)P =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
ηaa−~p,su

(s)(~p)e−ipx + η∗b b
†
−~p,sv

(s)(~p)eipx
)

=

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
ηaa~p,su

(s)(−~p)e−ipx̃ + η∗b b
†
~p,sv

(s)(−~p)eipx̃
)

= γ0

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
ηaa~p,su

(s)(~p)e−ipx̃ − η∗b b†~p,sv(s)(~p)eipx̃
)

= ηaγ
0ψ(t,−~x), si ηa = −η∗b , (3.72)

cLa fase compleja ζ∗ a la derecha de la igualdad (3.66) está incorporada en la definición (3.62) que se
introduce a la izquierda de la igualdad (3.67), de modo que podemos decir que ηC = ζ, y es por tanto
necesariamente real, pues ηC = ±1.
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donde en el primer paso se ha cambiado ~p por −~p que implica sustituir px por px̃ y en el
segundo se ha usado que

u(s)(−~p) = γ0u(s)(~p), v(s)(−~p) = −γ0v(s)(~p). (3.73)

Si el campo es de Majorana entonces a = b y la condición ηa = −η∗a obliga a tomar ηa = ±i
(η2
a = −1), como hab́ıamos anticipado. Para cualquier otro caso podemos tomar paridades

reales, siendo la paridad intŕınseca de un fermión ηa = ±1 opuesta a la de su antifermión
ηb = −ηa. Si bien el valor de ηa (o ηb) es irrelevante para cualquier observable que involucre
solo fermiones (o antifermiones), la diferencia de signo tiene consecuencias si ambos están
presentes (vid. el sistema del positronio, estado ligado de electrón y positrón).

Para un campo escalar, ignorando espinores e ı́ndices de esṕın, es fácil concluir que

Pφ(t, ~x)P = ηaφ(t,−~x), si ηa = ηb, (3.74)

es decir, la paridad intŕınseca de una part́ıcula de esṕın cero y la de su antipart́ıcula son
iguales.

Inversión temporal

Necesitamos que la inversión temporal T cambie

t 7→ −t, ~p 7→ −~p, ~J 7→ − ~J. (3.75)

Notemos primero que si H es invariante bajo inversión temporal entonces T ha de ser un
operador antiunitario pues T e−iHt = eiHtT . Entonces para dos estados cualesquiera,

〈Ta|Tb〉 = 〈a|b〉∗ = 〈b|a〉 , T (z |a〉) = z∗T |a〉 . (3.76)

La acción de T queda definida por

Ta~p,sT = a−~p,−s , T b~p,sT = b−~p,−s , (3.77)

donde

a−~p,−s ≡ (a−~p,2,−a−~p,1) , b−~p,−s ≡ (b−~p,2,−b−~p,1). (3.78)

Entonces,

Tψ(t, ~x)T =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

T
(
a~p,su

(s)(~p)e−ipx + b†~p,sv
(s)(~p)eipx

)
T

=

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
a−~p,−s[u

(s)(~p)]∗eipx + b†−~p,−s[v
(s)(~p)]∗e−ipx

)
= γ1γ3

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
a−~p,−su

(−s)(−~p)eipx + b†−~p,−sv
(−s)(−~p)e−ipx

)
= γ1γ3

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

(
a~p,su

(s)(~p)e−ipx′ + b†~p,sv
(s)(~p)eipx′

)
= γ1γ3 ψ(−t, ~x) , (3.79)
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donde primero se ha usado que

u(−s)(−~p) =

(√
pσ(−iσ2ξ(s)∗)√
pσ(−iσ2ξ(s)∗)

)
=

(
−iσ2√pσ∗ ξ(s)∗

−iσ2
√
pσ∗ ξ(s)∗

)
= −i

(
σ2 0
0 σ2

)
[u(s)(~p)]∗ = −γ1γ3[u(s)(~p)]∗

⇒ [u(s)(~p)]∗ = γ1γ3u(−s)(−~p), (3.80)

[v(s)(~p)]∗ = γ1γ3v(−s)(−~p), (3.81)

y después se ha cambiado s por −s y ~p por −~p que implica sustituir px por −px′ con
x′ = (−t, ~x).

Para un campo escalar, es fácil obtener

Tφ(t, ~x)T = φ(−t, ~x). (3.82)

3.3 Campo electromagnético

3.3.1 Cuantización en el gauge de radiación

Recordemos que en el gauge de radiación,

A0(x) = 0, ∇ · ~A = 0, (3.83)

las tres componentes no nulas de Aµ(x) satisfacen una ecuación de Klein-Gordon sin masa,

2Ai = 0. (3.84)

Sus soluciones son de la forma

~A(x) =

ˆ
d3k

(2π)3
√

2ω~k

∑
λ=1,2

(
~ε(~k, λ)a~k,λe−ikx + ~ε∗(~k, λ)a∗~k,λeikx

)
(3.85)

con

kµ = (ω~k,
~k), ω~k = |~k| ⇐ k2 = 0,

~k · ~ε(~k, λ) = 0 ⇐ ∇ · ~A = 0 (3.86)

y ~ε(~k, 1), ~ε(~k, 2) dos vectores de polarización ortogonales entre śı. Hallemos los momentos
conjugados,

Π0(x) =
∂L

∂(∂0A0)
= 0, pues L = −1

4
FµνF

µν (3.87)

Πi(x) =
∂L

∂(∂0Ai)
= −F 0i(x) = −∂0Ai(x) = Ei(x) (campo eléctrico). (3.88)

Vemos que A0(x) = 0 (en este gauge) y Π0(x) = 0 (en general), aśı que no son variables
dinámicas. Para cuantizar el campo electromagnético promovemos, como hasta ahora, ~A(x)
a operador e imponemos

[a~k,λ, a
†
~q,λ′ ] = (2π)3δ3(~k − ~q)δλλ′ , [a~k,λ, a~q,λ′ ] = [a†~k,λ

, a†~q,λ′ ] = 0, (3.89)
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donde a†~k,λ
(a~k,λ) son operadores sobre el espacio de Fock que crean (destruyen) fotones.

Nótese que las relaciones de conmutación anteriores implican

[Ai(t, ~x), Ej(t, ~y)] = −i

ˆ
d3k

(2π)3
√

2ω~k

ˆ
d3q

(2π)3
√

2ω~q
ω~q(2π)3δ3(~k − ~q)δλλ′

×
{

e−i(ω~k−ω~q)tei(~k·~x−~q·~y)
∑
λ,λ′

εi(~k, λ)εj∗(~q, λ′)

+ ei(ω~k−ω~q)te−i(~k·~x−~q·~y)
∑
λ,λ′

εi∗(~k, λ)εj(~q, λ′)
}

= − i

2

ˆ
d3k

(2π)3

{
ei~k·(~x−~y)

∑
λ

εi(~k, λ)εj∗(~k, λ)

+ e−i~k·(~x−~y)
∑
λ

εi∗(~k, λ)εj(~k, λ)
}

= −i

ˆ
d3k

(2π)3
ei~k·(~x−~y) 1

2

∑
λ

{
εi(~k, λ)εj∗(~k, λ) + εi∗(−~k, λ)εj(−~k, λ)

}
= −i

ˆ
d3k

(2π)3
ei~k·(~x−~y)

(
δij − kikj

~k2

)
≡ igijδtr(~x− ~y). (3.90)

En el último paso se ha usado que el término entre llaves debe ser covariante bajo rotaciones
y por tanto es una combinación de los tensores de dos ı́ndices bajo rotaciones que pueden
construirse con δij y ki, es decir,

Aδij +B
kikj

~k2
=

1

2

∑
λ

{
εi(~k, λ)εj∗(~k, λ) + εi∗(−~k, λ)εj(−~k, λ)

}
. (3.91)

Multiplicando por ki, a partir de (3.86) tenemos que

Akj +Bkj = 0⇒ A = −B , (3.92)

y tomando, por ejemplo, ~k = (0, 0, ω~k), ~ε(
~k, 1) = (1, 0, 0) y ~ε(~k, 2) = (0, 1, 0) basta mirar el

término i = j = 1 para fijar

A =
1

2
(1 + 1) = 1 . (3.93)

Si no fuera por el término kikj/~k2 en (3.90) habŕıamos obtenido

−iδij
ˆ

d3k

(2π)3
ei~k·(~x−~y) = −iδijδ(~x− ~y) = igijδ(~x− ~y) . (3.94)

Pero este término se encarga de mantener la condición de transversalidad del campo elec-
tromagnético en el gauge de radiación (~k · ~ε = 0), que proviene de ∇ · ~A = 0 y también
∇ · ~E = 0. Aśı,

[∇ · ~A(t, ~x), Ej(t, ~y)] = ∇x[ ~A(t, ~x), Ej(t, ~y)] = −i

ˆ
d3k

(2π)3
ei~k·(~x−~y)(kj − kj) = 0 , (3.95)

[Ai(t, ~x),∇ · ~E(t, ~y)] = ∇y[Ai(t, ~x), ~E(t, ~y)] = −i

ˆ
d3k

(2π)3
ei~k·(~x−~y)(ki − ki) = 0 . (3.96)

Por eso hemos introducido en (3.90) la delta transversa δtr(~x− ~y).
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Ya podemos construir el espacio de Fock actuando con a†~k,λ
sobre el vaćıo definido

por a~k,λ |0〉 = 0. Aplicando el orden normal a la expresión clásica, por razones que ya
conocemos, obtenemos entonces

H =
1

2

ˆ
d3x : ~E2 + ~B2 : =

ˆ
d3k

(2π)3

∑
λ=1,2

ω~k a
†
~k,λ
a~k,λ ,

~P =

ˆ
d3x : ~E × ~B : =

ˆ
d3k

(2π)3

∑
λ=1,2

~k a†~k,λ
a~k,λ . (3.97)

Por tanto
√

2ω~k a
†
~k,λ
|0〉 es el estado de una part́ıcula sin masa, enerǵıa ω~k y momento ~k

con dos estados de polarización que ahora analizaremos. Aplicando el teorema de Noether
puede encontrarse (demuéstrese) que la cantidad conservada bajo rotaciones es

M ij =

ˆ
d3x ∂0A

k(xi∂j − xj∂i)Ak +

ˆ
d3x (Ai∂0A

j −Aj∂0A
i). (3.98)

El primer término es el momento angular orbital y el segundo es la parte de esṕın. Con-
centrémonos en el esṕın:

Sij =

ˆ
d3x : Ai∂0A

j −Aj∂0A
i :

= i

ˆ
d3q

(2π)3

∑
λ′,λ′′

(
εi(~q, λ′′)εj∗(~q, λ′)− εi∗(~q, λ′)εj(~q, λ′′)

)
a†~q,λ′a~q,λ′′ . (3.99)

Por tanto, usando (3.89),

a~q,λ′′a
†
~k,λ
|0〉 = [a~q,λ′′ , a

†
~k,λ

] |0〉 = (2π)3δ3(~q − ~k)δλ,λ′′ |0〉 (3.100)

obtenemos

Sija†~k,λ
|0〉 = i

∑
λ′

(
εi(~k, λ)εj∗(~k, λ′)− εi∗(~k, λ′)εj(~k, λ)

)
a†~k,λ′

|0〉 . (3.101)

Tomemos ahora ~k = (0, 0, ω~k) y hallemos la helicidad de los fotones, es decir, el esṕın
en la dirección del eje z, S3 = S12. Elijamos la base de estados de polarización lineal
~ε(~k, 1) = (1, 0, 0) y ~ε(~k, 2) = (0, 1, 0), es decir, εi(~k, λ) = δiλ. Entonces,

S3a†~k,λ
|0〉 = i

∑
λ′

(δ1
λδ

2
λ′ − δ1

λ′δ
2
λ)a†~k,λ′

|0〉 ⇒
S3a†~k,1

|0〉 = +ia†~k,2
|0〉

S3a†~k,2
|0〉 = −ia†~k,1

|0〉
(3.102)

Vemos que las polarizaciones lineales no son autoestados de helicidad. Sin embargo, śı lo
son las polarizaciones circulares,

~ε(~k,±) =
1√
2

(~ε(~k, 1)± i~ε(~k, 2)) (3.103)

pues

S3a†~k,+
|0〉 = +a†~k,+

|0〉 , a†~k,+
=

1√
2

(a†~k,1
+ ia†~k,2

) , (3.104)

S3a†~k,−
|0〉 = −a†~k,− |0〉 , a†~k,−

=
1√
2

(a†~k,1
− ia†~k,2

) . (3.105)

Por tanto, los estados
√

2ω~k a
†
~k,±
|0〉 describen part́ıculas sin masa, esṕın 1 y helicidad ±1.

Conviene destacar finalmente que, a pesar de que la covariancia Lorentz está rota por la
elección de este gauge, se puede comprobar que si se escriben los generadores de Poincaré
en términos de operadores creación y destrucción se satisface el álgebra.
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3.3. Campo electromagnético 57

3.3.2 Cuantización covariante

Nos gustaŕıa poder imponer una cuantización covariante,

[Aµ(t, ~x),Πν(t, ~y)] = igµνδ3(~x− ~y) , [Aµ(t, ~x), Aν(t, ~y)] = 0 , (3.106)

sin embargo eso no es posible pues, como hemos visto en (3.87) y (3.88), Π0(x) = 0. En
cambio, si el lagrangiano fuera

L′ = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µA

µ)2 , (3.107)

que no es el langragiano de Maxwell, tendŕıamos

Πµ(x) =
∂L′

∂(∂0Aµ)
⇒

Π0(x) = −∂µAµ(x)

Πi(x) = −F 0i = Ei(x) (como antes)
(3.108)

y reescribiendo

L′ = −1

2
(∂µAν∂

µAν − ∂µAν∂νAµ)− 1

2
gµν∂µAν∂αA

α (3.109)

las ecuaciones de Euler-Lagrange son

∂L′
∂Aν
−∂µ

∂L′
∂(∂µAν)

= 0⇒ ∂µ

(
−1

2
Fµν − 1

2
gµν∂αA

α

)
= 0

⇒ 2Aν − ∂ν∂µAµ + ∂ν∂µA
µ = 0

⇒ 2Aν = 0 , (3.110)

es decir, Aµ tiene masa cero, donde se ha usado

∂µF
µν = ∂µ(∂µAν − ∂νAµ) = 2Aν − ∂ν∂µAµ

∂µ(gµν∂αA
α) = ∂ν∂µA

µ , (3.111)

cuyas soluciones son

Aµ(x) =

ˆ
d3k

(2π)3
√

2ω~k

3∑
λ=0

(
εµ(~k, λ)a~k,λe−ikx + εµ∗(~k, λ)a†~k,λ

eikx
)
. (3.112)

Como ahora no hemos impuesto ε0 = 0 ni kµε
µ = 0, el campo Aµ tiene cuatro grados

de libertad, que etiquetamos mediante λ = 0, 1, 2, 3. Obviamente el lagrangiano L′ no es
invariante gauge. En particular, si tomamos kµ = (k, 0, 0, k) entonces εµ(~k, λ) = δµλ , es

decir, εµ(~k, 0) = (1, 0, 0, 0), εµ(~k, 1) = (0, 1, 0, 0), εµ(~k, 2) = (0, 0, 1, 0), εµ(~k, 3) = (0, 0, 0, 1).
Solamente εµ(~k, 1) y εµ(~k, 2) satisfacen kµε

µ = 0.

Es fácil comprobar que las reglas de conmutación (3.106) implican

[a~k,λ, a
†
~q,λ′ ] = ζλδλλ′(2π)3δ3(~k − ~q) , [a~k,λ, a~q,λ′ ] = [a†~k,λ

, a†~q,λ′ ] = 0 , (3.113)

donde

ζ0 = −1 , ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1 . (3.114)
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58 Tema 3: Cuantización de campos libres

Los estados de una part́ıcula, ∣∣∣~k, λ〉 =
√

2ω~k a
†
~k,λ
|0〉 (3.115)

tienen norma negativa para λ = 0, ya que〈
~q, λ
∣∣∣~k, λ〉 = 2ω~k 〈0| a~q,λa

†
~k,λ
|0〉 = 2ω~k 〈0| [a~q,λ, a

†
~k,λ

] |0〉 = ζλ2ω~k(2π)3δ3(~k − ~q) . (3.116)

Esto no es aceptable, pues la normas se interpretan como probabilidades. De todas formas,

el lagrangiano L′ no es el del electromagnetismo y, si lo fuera, los estados
∣∣∣~k, 0〉 y

∣∣∣~k, 3〉
no son f́ısicos.

Nos podemos plantear recuperar el electromagnetismo imponiendo que sobre los estados
f́ısicos, 〈

fis′
∣∣ ∂µAµ |fis〉 = 0 . (3.117)

Es decir, en lugar de tomar ∂µA
µ = 0 a nivel del lagrangiano, supondremos que el lagran-

giano es L′ pero imponemos la ecuación anterior sobre los estados f́ısicos, lo que se conoce
como cuantización de Gupta-Bleuler. Veamos que en efecto esto es suficiente para eliminar
del espacio de Fock todos los estados no f́ısicos. Para ello, notemos que

∂µA
µ = (∂µA

µ)+ + (∂µA
µ)− (3.118)

donde hemos separado los estados de frecuencia positiva de los de frecuencia negativa,

(∂µA
µ)+ = −i

ˆ
d3k

(2π)3
√

2ω~k

3∑
λ=0

kµε
µ(~k, λ)a~k,λe−ikx

(∂µA
µ)− = i

ˆ
d3k

(2π)3
√

2ω~k

3∑
λ=0

kµε
µ∗(~k, λ)a†~k,λ

eikx . (3.119)

Como (∂µA
µ)− = [(∂µA

µ)+]†, la condición (3.117) se satisface siempre que

(∂µA
µ)+ |fis〉 = 0 . (3.120)

Además, como (∂µA
µ)+ es un operador lineal, si |fis1〉 y |fis2〉 son estados f́ısicos también

lo son una combinación arbitraria α |fis1〉 + β |fis2〉. Entonces, si tenemos un estado f́ısico
de una part́ıcula

|ψ〉 =
∑
λ

cλa
†
~k,λ
|0〉 (3.121)

la condición (3.120) implica

0 = (∂µA
µ)+ |ψ〉 = −i

ˆ
d3q

(2π)3
√

2ω~q

∑
λ,λ′

cλqµε
µ(~q, λ′)a~q,λ′a

†
~k,λ
|0〉

⇒ − i√
2ω~k

∑
λ

ζλcλkµε
µ(~k, λ) |0〉 = 0

⇒ i

√
ω~k
2

(c0 + c3) |0〉 = 0⇒ c0 + c3 = 0 (3.122)
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si kµ = (ω~k, 0, 0, ω~k) y εµ(k, λ) = δµλ . Es decir un estado f́ısico es una combinación arbitraria

|ψT 〉 de los estados transversos creados por a†~k,1
y a†~k,2

, como esperábamos. Pero también

es f́ısica una combinación de la forma

|φ〉 = (a†~k,0
− a†~k,3) |0〉 (3.123)

pues satisface la condición c0 + c3 = 0. Aśı que el subespacio de estados f́ısicos de una
part́ıcula de momento ~k más general es de la forma

|ψ〉 = |ψT 〉+ c |φ〉 , |ψT 〉 =
∑
λ=1,2

cλa
†
~k,λ
|0〉 . (3.124)

Sin embargo, vamos a ver que, primero

〈φ|φ〉 = 0 , 〈ψT |φ〉 = 0⇒ 〈ψ |ψ〉 = 〈ψT |ψT 〉 (3.125)

y, segundo, |ψ〉 y |ψT 〉 tienen la misma enerǵıa, momento, momento angular, etc. Por tanto,
podemos introducir una relación de equivalencia

|ψ〉 ∼ |ψT 〉 si |ψ〉 = |ψT 〉+ c |φ〉 (3.126)

y elegir cualquier |ψ〉 de la clase |ψT 〉 ya sea transverso o no, pues esta elección no tiene
consecuencias f́ısicas. En efecto, demostremos lo primero,

〈φ|φ〉 = 〈0| (a~k,0 − a~k,3)(a†~k,0
− a†~k,3) |0〉 = 〈0| (a~k,0a

†
~k,0

+ a~k,3a
†
~k,3

) |0〉

= 〈0| ([a~k,0, a
†
~k,0

] + [a~k,3, a
†
~k,3

]) |0〉 = 0 (3.127)

〈ψT |φ〉 = 〈0| (c∗1a~k,1 + c∗2a~k,2)(a†~k,0
− a†~k,3) |0〉 = 0 . (3.128)

y ahora demostremos lo segundo: la enerǵıa y el momento vienen dados por

H =

ˆ
d3k

(2π)3
ω~k

−a†~k,0a~k,0 +
∑

λ=1,2,3

a†~k,λ
a~k,λ

 (3.129)

~P =

ˆ
d3k

(2π)3
~k

−a†~k,0a~k,0 +
∑

λ=1,2,3

a†~k,λ
a~k,λ

 . (3.130)

Si calculamos los elementos de matriz de estos operadores, que contienen siempre la com-
binación (−a†~k,0a~k,0 + a†~k,3

a~k,3), entre dos estados f́ısicos, tengamos en cuenta que sobre un

estado f́ısico |ψ〉 = |ψT 〉+ c |φ〉,

(a~k,0 − a~k,3) |ψ〉 = c(a~k,0 − a~k,3) |φ〉 = c(a~k,0 − a~k,3)(a†~k,0
− a†~k,3) |0〉 = 0 (3.131)

y, por tanto〈
fis′
∣∣ (−a†~k,0a~k,0 + a†~k,3

a~k,3) |fis〉 =
〈
fis′
∣∣ (−a†~k,0a~k,0 + a†~k,0

(a~k,0 − a~k,3) + a†~k,3
a~k,3) |fis〉

=
〈
fis′
∣∣ (−a†~k,0a~k,3 + a†~k,3

a~k,3) |fis〉

= −
〈
fis′
∣∣ (a†~k,0 − a†~k,3)a~k,3) |fis〉 = 0 , (3.132)

lo que significa que a la enerǵıa y al momento solamente contribuyen los osciladores trans-
versos.
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3.3.3 C, P, T

Finalmente, hallemos las propiedades de transformación de Aµ(x) bajo C, P y T . Como
CψγµψC = −ψγµψ, para que C sea una simetŕıa del lagrangiano de QED necesitamos que
LQED ⊃ qψγµψAµ permanezca invariante, es decir

CAµ(x)C = −Aµ(x)⇒ Ca~k,±C = ηCa~k,± , (3.133)

de donde la conjugación de carga del fotón es ηC = −1. En cuanto a P , como ~A(x) es un
vector tenemos que

PAµ(t, x)P = Aµ(t,−~x)⇒ Pa~k,±P = ηPa−~k,± , (3.134)

donde la paridad intŕınseca del fotón es ηP = −1, como corresponde a un estado que
tiene momento angular J = 1, consistentemente con la paridad de un sistema de momento
angular orbital L = 1, cuya función de onda viene dada por el armónico esférico YLM (θ, φ),
que vale (−1)L = −1. Por último,

TAµ(t, ~x)T = Aµ(−t, ~x)⇒ Ta~k,±T = a−~k,∓ , (3.135)

del mismo modo que el vector T [ψ(t, ~x)γµψ(t, ~x)]T = ψ(−t, ~x)γµψ(−t, ~x).

Con esto completamos las propiedades de transformación bajo C, P y T de los campos
escalares (3.69, 3.74, 3.82), espinoriales (3.65, 3.72, 3.79)d y vectorialese (3.133, 3.134,
3.135), que son los ladrillos que se usan para construir los lagrangianos que describen la
f́ısica de part́ıculas elementales. Sus interacciones involucran productos invariantes Lorentz
de los campos y sus derivadas. Sabemos que las interacciones débiles violan C, P , CP y T ,
aunque las interacciones fuertes y electromagnéticas preservan las tres simetŕıas discretas.
Un resultado interesante es el teorema CPT que establece que cualquier teoŕıa cuántica de
campos (lagrangiano hermı́tico invariante Lorentz) es invariante bajo la acción combinada
de CPT ,

CPT L(x) CPT = L(−x) . (3.136)

Esto se puede comprobar sobre cualquier combinación hermı́tica de campos escalares y/o
bilineales covariantes contráıdos con derivadas y/o campos vectoriales.

dEn particular, es útil deducir de ellas las propiedades de transformación de los bilineales fermiónicos
(2.158) a partir de las de los campos espinoriales.

ePara un campo vectorial complejo la conjugación de carga no es (3.133) sino CAµ(x)C = −Aµ∗(x).
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Tema 4

Interacciones de campos y
diagramas de Feynman

4.1 La matriz S

En el tema anterior hemos cuantizado campos libres. Ahora supondremos interacción entre
los campos,

H = H0 +Hint , Hint =

ˆ
d3x Hint(x) = −

ˆ
d3x Lint(x) (4.1)

(si Lint no contiene derivadas de campos).

Por ejemplo, en QED, Lint = eψγµψAµ y en la teoŕıa λφ4, Lint = − λ
4!φ

4. Supondremos
siempre que la constante de acoplamiento es pequeña, lo que significa que podremos tratar
la interacción perturbativamente. (En realidad el parámetro relevante para el desarrollo
perturbativo en QED es α = e2/(4π) ≈ 1/137� 1.)

Nuestro objetivo es hallar la probabilidad de transición entre un estado inicial y otro
final en un proceso de colisión o scattering. En la imagen de Schrödinger los estados depen-
den del tiempo. Sea |a(t)〉 la evolución en un tiempo t de |a〉 ≡ |a(ti)〉, que en un instante
inicial ti es autoestado de un conjunto de observables compatibles cuyos autovalores a
sirven para etiquetarlo (e.g. momentos y espines de las part́ıculas incidentes). Sea |b〉 el
estado que en un instante de tiempo tf , tras la colisión, será autoestado con autovalores b,
|b〉 ≡ |b(tf )〉. La amplitud de probabilidad de que |a〉 evolucione hasta |b〉 es entonces

〈b|a(tf )〉 = 〈b| e−iH(tf−ti) |a〉 . (4.2)

Se llama matriz S al operador evolución e−iH(tf−ti) en el ĺımite (tf − ti)→∞, donde H es
el hamiltoniano de la teoŕıa de campos. La amplitud de scattering viene dada por

〈b|S |a〉 = ĺım
(tf−ti)→∞

〈b| e−iH(tf−ti) |a〉 . (4.3)

Nótese que si 〈a|a〉 = 1 y |n〉 es una base completa de estados,
∑
n

|n〉〈n| = 1, tenemos

1 =
∑
n

| 〈n|S |a〉 |2 =
∑
n

〈a|S† |n〉〈n|S |a〉 = 〈a|S†S |a〉 , (4.4)
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lo que significa que SS† = 1, es decir, S es unitaria. Por tanto, la unitariedad de S expresa
la conservación de la probabilidad. Conviene escribir

S ≡ 1 + iT
SS† = 1

⇒ −i(T − T †) = TT †. (4.5)

Entonces, definiendo Tba = 〈b|T |a〉 tenemos que

−i(Tba − T ∗ab) =
∑
n

TbnT
∗
an ⇒ 2 ImTaa =

∑
n

|Tan|2 (4.6)

que conduce al teorema óptico, cuyas implicaciones estudiaremos en §7.5.

En la imagen de Heisenberg son los operadores y no los estados los que dependen del
tiempo, lo cual es más apropiado para la TQC en la que los campos son operadores φ(t, ~x).
Los estados |a〉 ≡ |a(ti)〉 y |b〉 ≡ |b(tf )〉 son en la imagen de Heisenberg |a〉H = eiHt |a(t)〉 y
|b〉H = eiHt |b(t)〉, independientes del tiempo. Por tanto, definiendo los estados en la imagen
de Heisenberg |a; ti〉 = eiHti |a〉 y |b; tf 〉 = eiHtf |b〉, la matriz S será

〈b|S |a〉 = ĺım
(tf−ti)→∞

〈b| e−iH(tf−ti) |a〉 = ĺım
(tf−ti)→∞

〈b; tf |a; ti〉 . (4.7)

4.2 La fórmula de reducción de LSZ

Vamos a ver que la matriz S entre estados iniciales y finales de la misma especie etiquetados
por sus momentos (supongamos por simplicidad que no tienen ı́ndices de esṕın),

〈~p1 ~p2 · · · ~pn|S
∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km

〉
=
〈
~p1 ~p2 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
, (4.8)

donde se sobreentiende que ti → −∞ y tf → +∞, puede expresarse en función de valores
esperados en el vaćıo de productos de campos ordenados temporalmente (que enseguida
definiremos). Para ello, notemos en primer lugar que si tenemos un campo escalar real
libre,

φfree(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p
(a~pe

−ipx + a†~pe
ipx) (4.9)

entonces√
2E~k a~k = i

ˆ
d3x eikx

↔
∂0 φfree(x) ,

√
2E~k a

†
~k

= −i

ˆ
d3x e−ikx

↔
∂0 φfree(x) . (4.10)

En efecto,

i

ˆ
d3x eikx

↔
∂0 φfree(x) = i

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
a~pe

ikx
↔
∂0 e−ipx + a†~pe

ikx
↔
∂0 eipx

)
= i

ˆ
d3x

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

(
−ia~p(E~p + E~k)e

i(k−p)x + ia†~p(E~p − E~k)e
i(k+p)x

)
=
√

2E~k a~k . (4.11)

Esperamos que

φ(x) −−−−→
t→−∞

Z1/2φin(x) , φ(x) −−−−→
t→+∞

Z1/2φout(x) , (4.12)
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donde φin(x) y φout(x) son campos libres (antes y después de la interacción, respectivamen-
te) y Z es un factor constante denominado renormalización de la función de onda cuyo
significado comprenderemos más adelante (véase (4.121)). Por tanto, usando (4.10),√

2E~k a
†(in)
~k

= −iZ−1/2 ĺım
t→−∞

ˆ
d3x e−ikx

↔
∂0 φ(x) , (4.13)√

2E~k a
†(out)
~k

= −iZ−1/2 ĺım
t→+∞

ˆ
d3x e−ikx

↔
∂0 φ(x) . (4.14)

Aśı que〈
~p1 ~p2 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
=
√

2E~k1
〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf | a†(in)

~k1

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
= −iZ−1/2 ĺım

t→−∞

ˆ
d3x e−ik1x 〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf |

↔
∂0 φ(x)

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
. (4.15)

Conviene escribir esta expresión en forma covariante notando que√
2E~k1

〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf | a†(in)
~k1

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
=
√

2E~k1
〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf |

(
a
†(in)
~k1
− a†(out)

~k1

) ∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
(4.16)

pues a
†(out)
~k1

actúa sobre 〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf | destruyendo una part́ıcula en el estado final de

momento ~k1 y como supondremos que en el proceso de scattering no hay part́ıculas que
se comporten como meros espectadores (ningún ~ki coincide con un ~pj) esta operación da
cero. Es decir, en realidad estamos calculando la parte iT de la matriz S. Y, por otro lado,
a partir de (4.13) y (4.14),√

2E~k

(
a
†(in)
~k
− a†(out)

~k

)
= iZ−1/2

ˆ
d4x ∂0

(
e−ikx

↔
∂0 φ

)
= iZ−1/2

ˆ
d4x ∂0

(
e−ikx∂0φ− φ∂0e−ikx

)
= iZ−1/2

ˆ
d4x

[
e−ikx∂2

0φ+�������
(∂0e−ikx)∂0φ−������

∂0φ∂0e−ikx − φ∂2
0e−ikx

]
= iZ−1/2

ˆ
d4x

[
e−ikx∂2

0φ− φ(∇2 −m2)e−ikx
]

= iZ−1/2

ˆ
d4x e−ikx

(
∂2

0φ−∇2φ+m2φ
)

= iZ−1/2

ˆ
d4x e−ikx(2 +m2)φ(x) , (4.17)

donde en la primera igualdad se ha usado que(
ĺım

t→−∞
− ĺım
t→+∞

) ˆ
d3x f(t, ~x) = −

ˆ ∞
−∞

dt
∂

∂t

ˆ
d3x f(t, ~x) = −

ˆ
d4x ∂tf(t, ~x) ,

(4.18)

con f(t, ~x) = −iZ−1/2e−ikx
↔
∂0 φ; en la antepenúltima se ha sustituido

φ∂2
0e−ikx = φ(∇2 −m2)e−ikx , (4.19)

ya que k2 = m2; y en la penúltima se ha usado queˆ
d3x ∇(e−ikx∇φ) = 0⇒

ˆ
d3x (∇e−ikx)∇φ = −

ˆ
d3x e−ikx∇2φ (4.20)
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de donde

0 =

ˆ
d3x ∇2(e−ikxφ) =

ˆ
d3x ∇

[
(∇e−ikx)φ+ e−ikx∇φ

]
=

ˆ
d3x

[
(∇2e−ikx)φ+ 2(∇e−ikx)∇φ+ e−ikx∇2φ

]
=

ˆ
d3x

[
(∇2e−ikx)φ− e−ikx∇2φ

]
⇒
ˆ

d3x φ∇2e−ikx =

ˆ
d3x e−ikx∇2φ . (4.21)

Por tanto, podemos en efecto escribir (4.15) en forma covariante,〈
~p1 ~p2 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
= iZ−1/2

ˆ
d4x e−ik1x(2 +m2) 〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf |φ(x)

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
. (4.22)

Se trata ahora de iterar el procedimiento hasta eliminar todas las part́ıculas de los
estados inicial y final, dejando solamente combinaciones de campos actuando sobre el vaćıo.
Para ello, escribamos ahora

〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf |φ(x)
∣∣∣~k2 · · ·~kn; ti

〉
=
√

2E~p1
〈~p2 · · · ~pn; tf | a(out)

~p1
φ(x)

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
=
√

2E~p1
〈~p2 · · · ~pn; tf |T{(a(out)

~p1
− a(in)

~p1
)φ(x)}

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
(4.23)

donde hemos usado que a
(in)
~p1

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
= 0 y hemos tenido que introducir el producto

ordenado temporal,

T{φ(y)φ(x)} =

{
φ(y)φ(x) , y0 > x0

φ(x)φ(y) , y0 < x0 (4.24)

que implica

T{a(in)
~p φ(x)} = φ(x)a

(in)
~p , T{a(out)

~p φ(x)} = a
(out)
~p φ(x) . (4.25)

A partir de (4.17) tenemos√
2E~p(a

(out)
~p − a(in)

~p ) = iZ−1/2

ˆ
d4y eipy(2y +m2)φ(y) (4.26)

y sustituyendo en (4.23) llegamos a

〈~p1 ~p2 · · · ~pn; tf |φ(x)
∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
= iZ−1/2

ˆ
d4y eip1y(2y +m2) 〈~p2 · · · ~pn; tf |T{φ(y)φ(x)}

∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
. (4.27)

De donde ya es directo deducir〈
~p1 ~p2 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
=
(

iZ−1/2
)m+n

ˆ ( m∏
i=1

d4xi e−ikixi

) n∏
j=1

d4yj eipjyj
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×(2x1 +m2) · · · (2yn +m2) 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xm)φ(y1) · · ·φ(yn)} |0〉 . (4.28)

Si definimos ahora la función de Green de N puntos,

G(x1, . . . , xN ) = 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xN )} |0〉 , (4.29)

y la escribimos en términos de su transformada de Fourier G̃,

G(x1, . . . , xN ) =

ˆ ( N∏
i=1

d4q̃i
(2π)4

e−iq̃ixi

)
G̃(q̃1, . . . , q̃N ) , (4.30)

vemos que (sustituyendo 2e±iqx = −q2e±iqx)〈
~p1 ~p2 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
=
(
−iZ−1/2

)m+n
ˆ ( m∏

i=1

d4xi
d4k̃i
(2π)4

e−i(k̃i+ki)xi(k̃2
i −m2)

)

×
ˆ  n∏

j=1

d4yj
d4p̃j
(2π)4

e−i(p̃j−pj)yj (p̃2
j −m2)

 G̃(k̃1, . . . , k̃m, p̃1, . . . , p̃n)

=
(
−iZ−1/2

)m+n
(

m∏
i=1

(k2
i −m2)

) n∏
j=1

(p2
j −m2)

 G̃(−k1, . . . ,−km, p1, . . . , pn)

(4.31)

y despejando G̃(−k1, . . . ,−km, p1, . . . , pn),

(
m∏
i=1

i
√
Z

k2
i −m2

) n∏
j=1

i
√
Z

p2
j −m2

 〈~p1 ~p2 · · · ~pn| iT
∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km

〉

=

ˆ ( m∏
i=1

d4xi e−ikixi

)ˆ  n∏
j=1

d4yj e+ipjyj

 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xm)φ(y1) · · ·φ(yn)} |0〉

(4.32)

Ésta es la fórmula de reducción de LSZ (Lehmann-Symanzik-Zimmermann). Recuérdese
que para una part́ıcula f́ısica se cumple la relación p2 −m2 = 0 (se dice que está on-shell
o sobre su capa de masas). Por tanto, el miembro de la derecha de la fórmula LSZ tendrá
polos cuando las part́ıculas entrantes o salientes estén on-shell, pero (como veremos y es de
esperar) se cancelarán con los polos del prefactor del elemento de matriz S de la izquierda,
de modo que la matriz S tiene un valor finito.

4.3 Teoŕıa de perturbaciones

Los campos φ de la fórmula LSZ son soluciones de H = H0 + Hint y por tanto no vienen
dados por combinaciones de ondas planas, cuyos coeficientes hemos interpretado como
operadores creación y destrucción de part́ıculas a nivel cuántico. Sin embargo, podemos
definir el campo en la imagen de interacción,

φI(t, ~x) ≡ eiH0(t−t0)φ(t0, ~x)e−iH0(t−t0) , (4.33)
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que es un campo que coincide con el campo φ(t, ~x) de la imagen de Heisenberg solamente
en un tiempo de referencia t = t0 y que por definición es un campo libre,

φI(t, ~x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p
(a~pe

−ipx + a†~pe
ipx) , (4.34)

cuya evolución con el tiempo viene, por tanto, determinada por el hamiltoniano libre H0.
Recordemos que un campo en la imagen de Heisenberg evoluciona con el tiempo según

φ(t, ~x) = eiH(t−t0)φ(t0, ~x)e−iH(t−t0) . (4.35)

Aśı que, despejando de (4.33)

φ(t0, ~x) = e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)eiH0(t−t0) (4.36)

vemos que φ(x) y φI(x) están relacionados mediante

φ(t, ~x) = eiH(t−t0)e−iH0(t−t0)φI(t, ~x)eiH0(t−t0)e−iH(t−t0) = U †(t, t0)φI(t, ~x)U(t, t0) , (4.37)

U(t, t0) ≡ eiH0(t−t0)e−iH(t−t0) . (4.38)

Vamos ahora a escribir perturbativamente φ en función de φI . Para ello notemos que

i
∂

∂t
U(t, t0) = eiH0(t−t0)(H −H0)e−iH(t−t0)

= eiH0(t−t0)Hint e−iH0(t−t0)eiH0(t−t0)e−iH(t−t0)

= HI(t)U(t, t0) (4.39)

donde hemos introducido el hamiltoniano en la imagen de interaccióna

HI(t) ≡ eiH0(t−t0)Hint e−iH0(t−t0) . (4.40)

La solución de la ecuación diferencial (4.39) con la condición de contorno U(t, t) = 1 es
(compruébese sustituyéndola en la ecuación):

U(t, t0) = 1 + (−i)

ˆ t

t0

dt1 HI(t1) + (−i)2

ˆ t

t0

dt1

ˆ t1

t0

dt2 HI(t1)HI(t2)

+ (−i)3

ˆ t

t0

dt1

ˆ t1

t0

dt2

ˆ t2

t0

dt3 HI(t1)HI(t2)HI(t3) + . . .

= 1 + (−i)

ˆ t

t0

dt1 HI(t1) + (−i)2 1

2

ˆ t

t0

dt1

ˆ t

t0

dt2 T{HI(t1)HI(t2)}

+ (−i)3 1

3!

ˆ t

t0

dt1

ˆ t

t0

dt2

ˆ t

t0

dt3 T{HI(t1)HI(t2)HI(t3)}+ . . .

= T

{
exp

[
−i

ˆ t

t0

dt′ HI(t
′)

]}
. (4.41)

Otra forma de escribir U que nos permite deducir propiedades útiles es

U(t, t′) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0) (4.42)

aNótese que en general [H0, H] = [H0, Hint] 6= 0.
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que efectivamente satisface U(t, t) = 1 y (4.39) pues

i
∂

∂t
U(t, t′) = eiH0(t−t0)(H −H0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0)

= eiH0(t−t0)Hint e−iH0(t−t0)eiH0(t−t0)e−iH(t−t′)e−iH0(t′−t0)

= HI(t)U(t, t′) . (4.43)

De aqúı se deduce fácilmente que U es unitario y que

U(t1, t2)U(t2, t3) = eiH0(t1−t0)e−iH(t1−t2)e−iH0(t2−t0)eiH0(t2−t0)e−iH(t2−t3)e−iH0(t3−t0)

= U(t1, t3)

⇒U(t1, t3)U †(t2, t3) = U(t1, t2) . (4.44)

Veamos cómo calcular 〈0|φ(x1) · · ·φ(xn) |0〉, donde ya hemos tomado las xi ordenadas
temporalmente (t1 ≥ t2 ≥. . .≥ tn),

〈0|φ(x1) · · ·φ(xn) |0〉
= 〈0|U †(t1, t0)φI(x1)U(t1, t0)U †(t2, t0)φI(x2)U(t2, t0) · · ·U †(tn, t0)φI(xn)U(tn, t0) |0〉
= 〈0|U †(t1, t0)φI(x1)U(t1, t2)φI(x2)U(t2, t3) · · ·U(tn−1, tn)φI(xn)U(tn, t0) |0〉
= 〈0|U †(t, t0)U(t, t1)φI(x1)U(t1, t2) · · ·U(tn−1, tn)φI(xn)U(tn,−t)U(−t, t0) |0〉
= 〈0|U †(t, t0) T{φI(x1) · · ·φI(xn)U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,−t)} U(−t, t0) |0〉

= 〈0|U †(t, t0) T

{
φI(x1) · · ·φI(xn) exp

[
−i

ˆ t

−t
dt′ HI(t

′)

]}
U(−t, t0) |0〉 (4.45)

donde en sucesivos pasos hemos introducido t ≥ t1 ≥ t2 ≥. . .≥ tn ≥ −t y sustituido

U †(t1, t0) = U †(t, t0)U(t, t1) , U(tn, t0) = U(tn,−t)U(−t, t0) (4.46)

U(t, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn,−t) = U(t,−t) = T

{
exp

[
−i

ˆ t

−t
dt′ HI(t

′)

]}
. (4.47)

Tomando ahora t0 = −t con t→∞ y sustituyendo el adjunto de

U(∞,−∞) |0〉 = eiα |0〉 , eiα = 〈0|T
{

exp

[
−i

ˆ ∞
−∞

dt′ HI(t
′)

]}
|0〉 (4.48)

tenemos finalmente que

〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)} |0〉 =

〈0|T
{
φI(x1) · · ·φI(xn) exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)

]}
|0〉

〈0|T
{

exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)

]}
|0〉

(4.49)

Desarrollando en serie las exponenciales que aparecen en esta expresión y utilizando el
teorema de Wick, según veremos en §4.5, podremos calcular orden a orden en teoŕıa de
perturbaciones la amplitud de scattering a partir de la fórmula LSZ (4.32) con ayuda de
los diagramas de Feynman, que veremos en §4.6.

Conviene notar que la dependencia funcional de HI en φI es la misma que la de Hint

en φ. Por ejemplo,

Hint =
λ

4!
φ4 (4.50)
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HI = eiH0(t−t0) λ

4!
φ4e−iH0(t−t0)

=
λ

4!

(
eiH0(t−t0)φe−iH0(t−t0)

)(
eiH0(t−t0)φe−iH0(t−t0)

)
×
(

eiH0(t−t0)φe−iH0(t−t0)
)(

eiH0(t−t0)φe−iH0(t−t0)
)

=
λ

4!
φ4
I . (4.51)

4.4 Propagador de Feynman. Causalidad

Hallemos el propagador de Feynman, definido como

〈0|T{φI(x)φI(y)} |0〉 . (4.52)

De ahora en adelante omitiremos el sub́ındice I, pues siempre nos referiremos a campos en
la imagen de interacción, que se pueden descomponer en φ(x) = φ+(x) + φ−(x) con

φ+(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p
a~pe
−ipx , φ−(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p
a†~pe

ipx . (4.53)

Recuérdese que φ+ |0〉 = 0 y 〈0|φ− = 0. Entonces,b

si x0 − y0 > 0 :

T{φ(x)φ(y)} = φ(x)φ(y)

= φ+(x)φ+(y) + φ+(x)φ−(y) + φ−(x)φ+(y) + φ−(x)φ−(y)

= : φ(x)φ(y) : + [φ+(x), φ−(y)] , (4.54)

donde se ha sustituido

φ+(x)φ−(y) = φ−(y)φ+(x) + [φ+(x), φ−(y)]

=: φ+(x)φ−(y) : +[φ+(x), φ−(y)] (4.55)

Análogamente,

si x0 − y0 < 0 :

T{φ(x)φ(y)} = φ(y)φ(x)

= φ+(y)φ+(x) + φ+(y)φ−(x) + φ−(y)φ+(x) + φ−(y)φ−(x)

= : φ(x)φ(y) : + [φ+(y), φ−(x)] , (4.56)

ya que : φ(x)φ(y) : = : φ(y)φ(x) :. Por tanto,

T{φ(x)φ(y)} = : φ(x)φ(y) : +DF (x− y) (4.57)

donde

DF (x− y) = θ(x0 − y0)∆(x− y) + θ(y0 − x0)∆(y − x) (4.58)

bSi x0 = y0 entonces los campos ya están ordenados temporalmente, aśı que también se cumple

T{φ(x)φ(y)} = φ(x)φ(y) =: φ(x)φ(y) : +[φ+(x), φ−(y)] = : φ(x)φ(y) : +φ(x)φ(y)

ya que entonces [φ+(x), φ−(y)] = [φ+(y), φ−(x)], como puede comprobarse expĺıcitamente en (4.63, 4.64).
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y como [a~p, a
†
~q] = (2π)3δ3(~p− ~q),

∆(x− y) = [φ+(x), φ−(y)] =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
e−ip(x−y) . (4.59)

Aśı que el propagador de Feynman es

〈0|T{φ(x)φ(y)} |0〉 = 〈0| (: φ(x)φ(y) : +DF (x− y)) |0〉 = DF (x− y) (4.60)

Veamos que podemos escribir (prescripción de Feynman)

DF (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) , con ε→ 0+ . (4.61)

En efecto,

ˆ
d4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) =

ˆ
d3p

(2π)3
ei~p·(~x−~y)

ˆ ∞
−∞

dp0

2π

ie−ip0(x0−y0)

(p0)2 − E2
~p + iε

(4.62)

donde se ha escrito p2 −m2 = (p0)2 − ~p2 −m2 = (p0)2 − E2
~p pues recordemos que E~p ≡

+
√
m2 + ~p2. Por otro lado, nótese que

∆(x− y) =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
e−ip(x−y) =

ˆ
d3p

(2π)3
ei~p·(~x−~y) e−iE~p(x0−y0)

2E~p
(4.63)

∆(y − x) =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
e+ip(x−y) =

ˆ
d3p

(2π)3
ei~p·(~x−~y) e+iE~p(x0−y0)

2E~p
(4.64)

(en la segunda ĺınea se ha cambiado ~p por −~p). Aśı que basta demostrar que

ˆ ∞
−∞

dp0

2π

ie−ip0(x0−y0)

(p0)2 − E2
~p + iε

= θ(x0 − y0)
e−iE~p(x0−y0)

2E~p
+ θ(y0 − x0)

e+iE~p(x0−y0)

2E~p
(4.65)

donde nótese que, cuando ε→ 0,

(p0)2 − E2
~p + iε =

[
p0 +

(
E~p − i

ε

2E~p

)][
p0 −

(
E~p − i

ε

2E~p

)]
(4.66)

Para evaluar la integral sobre p0 en (4.62) hay que elegir el contorno apropiado sobre el
plano de p0 complejo (figura 4.1). El factor iε aleja ligeramente los polos del eje real. El
polo p0 = E~p se desplaza hacia abajo, p0 = E~p − iε/(2E~p) y el polo p0 = −E~p se desplaza
hacia arriba, p0 = −E~p + iε/(2E~p). Aśı si x0 − y0 > 0 conviene cerrar el contorno en el
plano inferior, rodeando el polo p0 = E~p − i0+ en sentido horario de modo que


f(z) dz = −2πi Res(f, z = z0) si (x0 − y0) > 0

ˆ ∞
−∞

dp0

2π

ie−ip0(x0−y0)

(p0)2 − E2
~p + iε

= −2πi ĺım
p0→E~p

(p0 − E~p)
ie−ip0(x0−y0)

(2π)(p0 + E~p)(p0 − E~p)
=

e−iE~p(x0−y0)

2E~p
.

(4.67)

Y si x0 − y0 < 0 cerramos por arriba, rodeando p0 = −E~p + i0+ en sentido antihorario
‰
f(z) dz = 2πi Res(f, z = z0) si (x0 − y0) < 0
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E~p − i
ε

2E~p

−E~p + i
ε

2E~p

Figura 4.1: Posición de los polos en el plano de p0 complejo.

ˆ ∞
−∞

dp0

2π

ie−ip0(x0−y0)

(p0)2 − E2
~p + iε

= 2πi ĺım
p0→−E~p

(p0 + E~p)
ie−ip0(x0−y0)

(2π)(p0 + E~p)(p0 − E~p)
=

e+iE~p(x0−y0)

2E~p
.

(4.68)

Por tanto,

DF (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y)

=

ˆ
d3p

(2π)32E~p
ei~p·(~x−~y)

[
θ(x0 − y0)e−iE~p(x0−y0) + θ(y0 − x0)eiE~p(x0−y0)

]
= θ(x0 − y0)∆(x− y) + θ(y0 − x0)∆(y − x) , (4.69)

como queŕıamos demostrar.c

La expresión (4.61) es conveniente porque de ella se lee directamente el propagador de
Feynman en el espacio de momentos, D̃F (p),

DF (x− y) ≡
ˆ

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)D̃F (p)⇒ D̃F (p) =

i

p2 −m2 + iε
. (4.70)

Nótese también que DF (x − y) es una función de Green del operador de Klein-Gordon
(2x +m2) pues

(2x +m2)DF (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
(−p2 +m2) e−ip(x−y) = −iδ4(x− y) (4.71)

(independientemente de la prescripción adoptada para sortear los polos) lo que justifica
por qué hemos llamado función de Green de N puntos a 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xN )} |0〉. Nótese
además que el propagador de Feynman no es la única función de Green del operador de
Klein-Gordon, pues cambiando la prescripción se obtienen otras.

Causalidad

El propagador de Feynman DF (x − y) expresa la amplitud de probabilidad de que una
part́ıcula que se crea en y se propague libremente hasta x donde es aniquilada, si x0−y0 > 0,
o que se propague y a x, si x0 − y0 < 0. En efecto,

〈0|φ(x)φ(y) |0〉 = DF (x− y) = ∆(x− y) = [φ+(x), φ−(y)] = 〈0|φ+(x)φ−(y) |0〉 . (4.72)

cAhora ya entendemos por qué hemos introducido el factor 2 en la normalización covariante relativista
de los estados.
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Figura 4.2: Contorno para integrar ∆(x− y) en un intervalo espacial.

Veamos que, aparentemente, surge un problema: la probabilidad de propagación de una
part́ıcula desde y hasta x con (x − y)2 < 0 (intervalo espacial), es decir, fuera de su cono
de luz no es cero sino que cae exponencialmente para distancias grandes. En efecto, en
tal caso podemos elegir un sistema de referencia en el que (x − y) = (0, ~r) y entonces
(aqúı llamaremos p ≡ |~p| y r ≡ |~r|)

∆(x− y) =

ˆ
d3p

(2π)3

ei~p·~r

2E~p
=

1

(2π)3

ˆ 2π

0
dϕ

ˆ 1

−1
d cos θ

ˆ ∞
0

dp p2 eipr cos θ

2
√
p2 +m2

=
1

(2π)2

ˆ ∞
0

dp
p2

2
√
p2 +m2

eipr − e−ipr

ipr
= − i

(2π)22r

ˆ ∞
−∞

dp
peipr√
p2 +m2

.

(4.73)

Podemos evaluar esta integral en el plano de p complejo siguiendo el contorno de la
figura 4.2 (el integrando tiene cortes de rama que comienzan en los polos p = ±im).
Aplicando el teorema de los residuos:

0 =

(ˆ
c0

+

ˆ
cR1

+

ˆ
cR2

+

ˆ
cρ

+

ˆ
c1

+

ˆ
c2

)
dp f(p). (4.74)

En el ĺımite ε→ 0, ρ→ 0, R→∞ las integrales sobre cρ, cR1 y cR2 se anulan.d Por tanto,

∆(x− y) = ĺım
ε,ρ→0

R→∞

ˆ
c0

dp f(p) = − ĺım
ε,ρ→0

R→∞

(ˆ
c1

+

ˆ
c2

)
dp f(p)

=
i

(2π)22r

(ˆ i∞

im
dp peipr(p2 +m2)−1/2 +

ˆ im

i∞
dp peipr(p2 +m2)−1/2e−

1
2

2πi

)
=

i

(2π)22r
2

ˆ i∞

im
dp

peipr√
p2 +m2

, (4.75)

donde el factor e−
1
2

2πi = −1 tiene en cuenta que la segunda integral se hace al otro lado
del corte de rama,e y se han intercambiado sus ĺımites de integración cambiando el signo
global. Conviene ahora hacer el cambio de variable p = iρ,

∆(x− y) =
i

(2π)22r
2i2
ˆ ∞
m

dρ
ρe−ρr

i
√
ρ2 −m2

= − 1

4π2r

ˆ ∞
m

dρ
ρe−ρr√
ρ2 −m2

, (4.76)

dLa integral sobre cρ se anula cuando ρ→ 0 porque ĺım
p→im

(p− im)f(p) = 0.

eRecordemos que log z = log |z| + i arg(z) tiene una discontinuidad de 2πi al cruzar el corte de rama y
que podemos escribir (p2 +m2)−1/2 = exp{− 1

2
log(p2 +m2)}.
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y finalmente el cambio ρ = mt,

∆(x− y) = − m

4π2r

ˆ ∞
1

dt
te−mrt√
t2 − 1

= − m

4π2r
K1(mr) −−−−→

mr�1
− m

4π2r

√
π

2mr
e−mr , (4.77)

donde se ha usado el ĺımite de la función de Bessel modificada K1.

Este resultado parece indicarnos que se viola causalidad. Sin embargo no es aśı. En
mecánica cuántica lo importante es si conmutan dos observables medidos en x e y separados
espacialmente, i.e. con (x − y)2 < 0. En tal caso ambas medidas no están correlacionadas
y por tanto no pueden afectar una a la otra. En la práctica, el principio de causalidad
se preserva siempre que se anule el conmutador de dos campos evaluados en dos puntos
separados por un intervalo espacial. Veamos que en efecto, en ese caso, el conmutador se
anula.

[φ(x), φ(y)] =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

[(
a~pe
−ipx + a†~pe

ipx
)
,
(
a~qe
−iqy + a†~qe

iqy
)]

=

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

{
e−i(px−qy)[a~p, a

†
~q] + ei(px−qy)[a†~p, a~q]

}
=

ˆ
d3p

(2π)3

{
e−ip(x−y) − eip(x−y)

}
= ∆(x− y)−∆(y − x) , (4.78)

donde se ha usado [a~p, a
†
~q] = (2π)3δ3(~p − ~q). Ahora, si (x − y)2 < 0 podemos elegir un

sistema de referencia en el que (x− y) = (0, ~r) y entonces (y−x) = (0,−~r), y como hemos
visto que para puntos separados un intervalo espacial ∆(x − y) solamente depende del
módulo de ~r (4.77) tenemos que ∆(x− y) = ∆(y − x) y

[φ(x), φ(y)] = 0 , si (x− y)2 < 0 , (4.79)

como queŕıamos demostrar.f En este punto es conveniente hacer varios comentarios impor-
tantes.

Para un campo escalar complejo el propagador se define como

DF (x− y) = 〈0|T{φ(x)φ†(y)} |0〉
= θ(x0 − y0) 〈0|φ(x)φ†(y) |0〉+ θ(y0 − x0) 〈0|φ†(y)φ(x) |0〉 (4.80)

que expresa la amplitud de probabilidad de que una part́ıcula que se crea en y se propague
libremente hasta x donde es aniquilada, si x0−y0 > 0, o bien la amplitud de probabilidad de
que una antipart́ıcula que se crea en x se propague libremente hasta y donde es aniquilada,
si x0 − y0 < 0.

Recordemos que si el campo es real, part́ıcula y antipart́ıcula coinciden.

Para entender mejor el significado de las dos contribuciones al propagador de Feynman
(4.58) que se cancelan en (4.78) cuando (x−y)2 < 0, hallemos el conmutador análogo para
campos escalares complejos,

[φ(x), φ†(y)] =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

[(
a~pe
−ipx + b†~pe

ipx
)
,
(
b~qe
−iqy + a†~qe

iqy
)]

fSi (x− y)2 > 0 (intervalo temporal) podemos elegir un sistema de referencia en el que (x− y) = (t, 0)
y entonces

∆(x− y) =

ˆ
d3p

(2π)3

e−iE~pt

2E~p
=

4π

(2π)3

ˆ ∞
0

dp p2 e−i
√
p2+m2 t

2
√
p2 +m2

=
1

4π2

ˆ ∞
m

dE
√
E2 −m2 e−iEt ∼ e−imt (t→∞)

aśı que ∆(x− y)−∆(y − x) 6= 0 en este caso.
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=

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

ˆ
d3q

(2π)3
√

2E~q

{
e−i(px−qy)[a~p, a

†
~q] + ei(px−qy)[b†~p, b~q]

}
= 〈0|φ(x)φ†(y) |0〉 − 〈0|φ†(y)φ(x) |0〉 = ∆(x− y)−∆(y − x) (4.81)

donde vemos que ∆(x− y) es la amplitud de probabilidad de que una part́ıcula creada en
y se propague hasta x mientras que ∆(y − x) es la amplitud de probabilidad de que una
antipart́ıcula creada en x se propague hasta y. Si no existieran las antipart́ıculas se violaŕıa
el principio de causalidad! pues ambas contribuciones son necesarias y gracias a que tienen
valores idénticos el conmutador (4.78) (o el (4.81) si el campo escalar es complejo) puede
anularse fuera del cono de luz impidiendo correlaciones entre observaciones no conectadas
causalmente.

Finalmente, nótese que en lo anterior ha sido fundamental que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutación y no de anticonmutación, pues de lo contrario el
principio de causalidad no se habŕıa preservado. Puede verse que los campos fermiónicos
han de anticonmutar por la misma razón. Se pone de manifiesto entonces la estrecha
conexión entre el teorema esṕın-estad́ıstica y la causalidad a nivel cuántico.

4.5 Teorema de Wick

Hemos visto que el producto ordenado temporal de dos campos en la imagen de interacción
es T{φ(x1)φ(x2)} = : φ(x1)φ(x2) : +DF (x1 − x2). Queremos ahora hallar el producto
ordenado temporal de n campos φi ≡ φ(xi). El teorema de Wick, que demostraremos a
continuación, establece que

T{φ1 · · ·φn} = : φ1 · · ·φn : +

(
todas las combinaciones de orden normal
y contracciones de dos campos

)
(4.82)

donde contracciones de dos campos φ(xi) y φ(xj) significa

φ(xi)φ(xj) = DF (xi − xj) , o abreviadamente φiφj = Dij , (4.83)

y “todas las combinaciones de orden normal y contracciones de dos campos” significa, por
ejemplo,

T{φ1φ2φ3φ4} = : φ1φ2φ3φ4 : + :
(
φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

+ φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

)
: , (4.84)

donde

: φ1φ2φ3φ4 : = φ1φ3 : φ2φ4 : = D13 : φ2φ4 : , : φ1φ2φ3φ4 : = D12D34 , etc. (4.85)

Por consiguiente, al valor esperado en el vaćıo del producto ordenado temporal de campos
sólo contribuyen los términos en los que todos los campos están contráıdos, por ejemplo,

〈0|T{φ1φ2φ3φ4} |0〉 = φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4

= D12D34 +D13D24 +D14D23 (4.86)

y el valor esperado en el vaćıo del producto ordenado temporal de un número impar de
campos es cero.
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Para demostrar el teorema de Wick se procede por inducción. Ya sabemos que se cumple
para n = 2. Supongamos que es cierto para n−1 campos. Entonces, si ponemos los campos
ya ordenados temporalmente (x0

1 ≥ ... ≥ x0
n),

T{φ1φ2 · · ·φn} = φ1φ2 · · ·φn = φ1T{φ2 · · ·φn}

= (φ+
1 + φ−1 ) :

{
φ2 · · ·φn +

(
todas las contracciones de dos
campos que no involucren a φ1

)}
: . (4.87)

Por otro lado,

φ−1 : {φ2 · · ·φn} : = : {φ−1 φ2 · · ·φn} : (4.88)

pues φ−1 indroduce un a† a la izquierda, que ya está ordenado normal, y

φ+
1 : {φ2 · · ·φn} : = : {φ2 · · ·φn} : φ+

1 + [φ+
1 , : {φ2 · · ·φn} : ]

= : {φ+
1 φ2 · · ·φn} : + :

(
φ1φ2φ3 · · ·+ . . . +

(
contracciones simples
que involucren a φ1

))
: (4.89)

Comprobemos esto último con un ejemplo:

[φ+
1 , : φ2φ3 : ] = [φ+

1 , φ
+
2 φ

+
3 + φ−2 φ

−
3 + φ−2 φ

+
3 + φ−3 φ

+
2 ]

= φ+
2 �����

[φ+
1 , φ

+
3 ]

=0
+�����

[φ+
1 , φ

+
2 ]

=0
φ+

3 + φ−2 [φ+
1 , φ

−
3 ] + [φ+

1 , φ
−
2 ]φ−3 + φ−2 �����

[φ+
1 , φ

+
3 ]

=0

+ [φ+
1 , φ

−
2 ]φ+

3 + φ−3 �����
[φ+

1 , φ
+
2 ]

=0
+ [φ+

1 , φ
−
3 ]φ+

2

= φ−2 φ1φ3 + φ1φ3φ
+
2 + φ1φ2φ

−
3 + φ1φ2φ

+
3 =: (φ1φ2φ3 + φ1φ2φ3) : (4.90)

donde se ha usado [A,BC] = B[A,C]+[A,B]C y φiφj = [φ+
i , φ

−
j ], pues x0

i ≥ x0
j . Por tanto,

(φ+
1 + φ−1 ) : {φ2 · · ·φn} : = : φ1φ2 · · ·φn : + :

(
contracciones simples
que involucren a φ1

)
: . (4.91)

Si ahora repetimos el procedimiento para (φ+
1 +φ−1 ) :

(
todas las contracciones de dos
campos que no involucren a φ1

)
:

obtendremos los términos con contracciones dobles, triples, etc., que faltan para demostrar
(4.82) a partir de (4.87) y (4.91).

4.6 Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman

La fórmula de reducción de LSZ nos permite escribir la matriz S en términos de valo-
res esperados en el vaćıo de productos de campos en la imagen de interacción ordenados
temporalmente,

〈0|T
{
φ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn) exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)

]}
|0〉 , (4.92)

que se calculan orden a orden en teoŕıa de perturbaciones (TP), desarrollando en serie la
exponencial.

A orden cero (ausencia de interacciones) sólo necesitamos 〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)} |0〉,
que, aplicando el teorema de Wick, involucra productos de propagadores de part́ıculas
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entre puntos espaciotemporales distintos xi 6= xj , lo que nos da una imagen f́ısica muy
clara que admite una representación gráfica sencilla:

〈0|T{φ1φ2} |0〉 = φ1φ2 = D12

= (4.93)

〈0|T{φ1φ2φ3φ4} |0〉 = φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 + φ1φ2φ3φ4 = D12D34 +D13D24 +D14D23

= (4.94)

y aśı sucesivamente. Éstos son los llamados diagramas de Feynman en el espacio de posi-
ciones.

A partir del primer orden en TP obtendremos interacciones locales que involucran pro-
ductos de campos en el mismo punto espaciotemporal x, que también tienen una represen-
tación gráfica sencilla en forma de diagramas de Feynman, como veremos a continuación.
El cálculo perturbativo es muy complejo pero puede sistematizarse con ayuda de reglas de
Feynman. La mejor manera de entender todo esto es con un ejemplo sencillo.

Consideremos el scattering 2 → 2 (dos part́ıculas en el estado inicial y dos en el final)
en la teoŕıa de campos escalares autointeractuantes λφ4. La fórmula LSZ en función de
campos en la imagen de interacción es:

2∏
i=1

i
√
Z

p2
i −m2

2∏
j=1

i
√
Z

k2
j −m2

〈~p1~p2| iT
∣∣∣~k1
~k2

〉

=

ˆ 4∏
i=1

d4xi ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)

〈0|T
{
φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4) exp

[
−i
λ

4!

ˆ
d4x φ4(x)

]}
|0〉

〈0|T
{

exp

[
−i
λ

4!

ˆ
d4x φ4(x)

]}
|0〉

(4.95)

Orden cero. En ausencia de interacción el denominador de (4.95) es 1. El numerador es

N0 =

ˆ 4∏
i=1

d4xi ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4) 〈0|T{φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)} |0〉

=

ˆ 4∏
i=1

d4xi ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)(D12D34 +D13D24 +D14D23)

=

ˆ
d4x d4Xd4y d4Y ei(p1+p2)X+i(p1−p2)x

2
−i(k1+k2)Y−i(k1−k2) y

2 DF (x)DF (y)

+

ˆ
d4x d4X d4y d4Y ei(p1−k1)X+i(p1+k1)x

2
+i(p2−k2)Y+i(p2+k2) y

2 DF (x)DF (y)

+

ˆ
d4x d4Xd4y d4Y ei(p1−k2)X+i(p1+k2)x

2
−i(k1−p2)Y−i(k1+p2) y

2 DF (x)DF (y)
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= (2π)4δ4(p1 + p2)(2π)4δ4(k1 + k2)
i

p2
1 −m2

i

k2
1 −m2

+ (2π)4δ4(p1 − k1)(2π)4δ4(p2 − k2)
i

p2
1 −m2

i

p2
2 −m2

+ (2π)4δ4(p1 − k2)(2π)4δ4(p2 − k1)
i

p2
1 −m2

i

k2
1 −m2

(4.96)

donde en el primer sumando de la tercera igualdad hemos hecho el cambio de variables

x = x1 − x2 , y = x3 − x4

X =
x1 + x2

2
, Y =

x3 + x4

2

⇒
x1 = X +

x

2
, x3 = Y +

y

2

x2 = X − x

2
, x4 = Y − y

2

dx1 dx2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂x

∂x1

∂X
∂x2

∂x

∂x2

∂X

∣∣∣∣∣∣∣dx dX =

∣∣∣∣∣
1
2 1

−1
2 1

∣∣∣∣∣dx dX = dx dX , etc. ,

el segundo sumando es análogo al primero intercambiando x2 ↔ x3 lo que implica p2 ↔
−k1; y el tercer sumando es análogo al primero intercambiando x2 ↔ x4 lo que implica
p2 ↔ −k2. En (4.96) hay términos con solamente dos polos, que no son suficientes para
cancelar los cuatro polos del miembro de la izquierda de (4.95), aśı que

〈~p1~p2| iT
∣∣∣~k1
~k2

〉
= 0 a orden cero. (4.97)

Este resultado (amplitud nula) es general para diagramas disconexos (aquéllos en los que
algún punto externo no está conectado a los demás).

Primer orden. Desarrollando la exponencial del numerador vemos que a O(λ) obtenemos
productos de campos evaluados en el mismo punto espaciotemporal, lo que, aplicando el
teorema de Wick, da lugar a un vértice de interacción. La única forma de obtener diagramas
conexos consiste en contraer cada φ(xi) con φ(x):

〈0|T{φ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)φ4(x)} |0〉c = 4! : φ1φ2φ3φ4φxφxφxφx :

=

x1

x2

x3

x4

x
(4.98)

Hay 4! posibles combinaciones de tales contracciones, todas ellas idénticas: φ(x1) con uno
de los 4 φ(x), φ(x2) con uno de los 3 φ(x) restantes, φ(x3) con uno los 2 φ(x) restantes y
φ(x4) con el φ(x) restante. El factor 4! resultante cancela el 4! que hemos introducido en
el denominador de la constante de acoplamiento (ahora vemos su conveniencia) de modo
que, a primer orden, la única contribución relevante al numerador de la amplitud 2 → 2
viene dada por el siguiente diagrama de Feynman en el espacio de momentos:

k1

k2

p1

p2

=

ˆ 4∏
i=1

d4xi ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)

×
(
− iλ

4!

)
4!

ˆ
d4x DF (x1 − x)DF (x2 − x)DF (x3 − x)DF (x4 − x)
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= −iλ

ˆ 4∏
i=1

d4yi d4x ei(p1+p2−k1−k2)xei(p1y1+p2y2−k1y3−k2y4)DF (y1)DF (y2)DF (y3)DF (y4)

= −iλ(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)D̃F (p1)D̃F (p2)D̃F (k1)D̃F (k2) (4.99)

donde se ha hecho el cambio de variables yi = xi − x.

Hallemos ahora el denominador 〈0|T
{

exp

[
−i
λ

4!

ˆ
d4x φ4(x)

]}
|0〉, que orden a orden

está compuesto por diagramas desconectados y sin puntos externos formados por combi-
naciones de diagramas vaćıo-vaćıo:

Vi ∈


,,,, . . .


(4.100)

Supongamos uno de estos diagramas con ni piezas de cada tipo Vi. Si llamamos también Vi
al valor de la pieza de tipo i, es fácil convencerse de que ese tipo de diagramas contribuye

al denominador con
∑
ni

V ni
i

ni!
, donde el ni! proviene de la simetŕıa de intercambio de ni

copias de Vi. Para comprobar esto, consideremos sólo un tipo Vi, y que éste sea el primero
de los diagramas vaćıo-vaćıo listados en (4.100). Entonces

= −i
λ

4!

ˆ
d4x φxφxφxφx × 3 =

3

4!
V =

1

8
V ≡ Vi (4.101)

=
1

2!

(
−i
λ

4!

)2 ˆ
d4x φxφxφxφx

ˆ
d4y φyφyφyφy × 32 =

1

2!
V 2
i (4.102)

=
1

3!
V 3
i (4.103)

y aśı sucesivamente. La contribución total al denominador será por tanto,

∏
i

(∑
ni

V ni
i

ni!

)
=
∏
i

eVi = exp

{∑
i

Vi

}
, (4.104)

que viene dada por la exponencial de la suma de todos los posibles diagramas vaćıo-vaćıo.

Nótese que en el numerador tendremos, por cada diagrama conexo, la contribución de
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un número arbitrario de diagramas vaćıo-vaćıo. Por ejemplo,

×
( )

· · ·

· · ·

(4.105)

Aśı que la contribución general al numerador puede escribirse como∑
(conexos)× exp

{∑
i

Vi

}
. (4.106)

Por tanto, las contribuciones vaćıo-vaćıo a numerador y denominador de la fórmula LSZ se
cancelan y podemos concluir que para hallar la amplitud de scattering m → n basta con
calcular, orden a orden, la suma de diagramas conexos con m+ n puntos externos.

Usando estos resultados e ignorando por el momento los factores Z (pronto veremos
que Z = 1 + O(λ2)), podemos calcular la amplitud de scattering 2 → 2 a primer orden,
que se deduce de (4.95) y (4.99),

Hint =
λ

4!
φ4 : 〈~p1~p2| iT

∣∣∣~k1
~k2

〉
= −iλ(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2) +O(λ2) . (4.107)

Ya podŕıamos escribir algunas reglas que nos permiten obtener diagramáticamente la am-
plitud de scattering, pero aún no podemos deducirlas todas ya que todav́ıa no nos hemos
encontrado con diagramas con ĺıneas internas ni loops.

Para ilustrar el caso de diagramas con ĺıneas internas, vamos a suponer que nuestro
proceso 2→ 2 se debe a una interacción distinta,Hint = λ

3!φ
3(x). Si buscamos los diagramas

conexos a orden más bajo que den una contribución no nula encontramos que la primera
contribución es a O(λ2) y viene dada por los siguientes diagramas:

x1 y1

x2 y2

x y +

x1 y1

x2 y2

x

y

+

x1 y1

x2 y2

x

y

+(x↔ y)

Calculemos en detalle la contribución del primero (se incluye la suma del mismo intercam-
biando x e y) que representaremos mediante el correspondiente diagrama de Feynman en
el espacio de momentos:

k1

k2

p1

p2

k1 + k2
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=

ˆ
d4x1d4x2d4y1d4y2 ei(p1x1+p2x2−k1y1−k2y2)

× 1

2!

(−iλ

3!

)2

(3!)22

ˆ
d4xd4y DF (x1 − x)DF (x2 − x)DF (x− y)DF (y − y1)DF (y − y2)︸ ︷︷ ︸

:φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)φ(x)φ(x)φ(x)φ(y)φ(y)φ(y):

= (−iλ)2

ˆ
d4x̃1d4x̃2d4ỹ1d4ỹ2d4xd4y ei(p1+p2)x−i(k1+k2)y+i(p1x̃1+p2x̃2−k1ỹ1−k2ỹ2)

×DF (x̃1)DF (x̃2)DF (ỹ1)DF (ỹ2)DF (x− y)

= (−iλ)2D̃F (p1)D̃F (p2)D̃F (k1)D̃F (k2)

ˆ
d4x̃d4y ei(p1+p2)x̃+i(p1+p2−k1−k2)yDF (x̃)

= (−iλ)2(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)D̃F (k1 + k2)D̃F (p1)D̃F (p2)D̃F (k1)D̃F (k2) (4.108)

donde el factor (3!)2 proviene de todas las contracciones de Wick equivalentes a la dada y el
factor 2 del intercambio de x con y. También se ha hecho el cambio de variables x̃i = xi−x,
ỹi = yi − y y posteriormente x̃ = x − y. Como en (4.99), hemos obtenido un factor (−iλ)
por cada vértice, un factor (2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2) que expresa la conservación del
cuadrimomento y el producto de los cuatro propagadores de las patas externas que se
cancelarán al despejar la amplitud de scattering de la fórmula LSZ. Vemos que además
hay que introducir el propagador de cada ĺınea interna. Nótese finalmente que el factor
3! en el denominador de la constante de acoplamiento se ha cancelado al sumar todas las
contracciones de Wick equivalentes. Por tanto, sumando los tres diagramas en el espacio
de momentos

k1

k2

p1

p2

k1 + k2 +

k1

k2

p1

p2

k1 − p1 +

k1

k2

p1

p2

k1 − p2

(4.109)

obtenemos

Hint =
λ

3!
φ3 : 〈~p1~p2| iT

∣∣∣~k1
~k2

〉
= (−iλ)2(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)

× [D̃F (k1 + k2) + D̃F (k1 − p1) + D̃F (k1 − p2)] +O(λ4) .
(4.110)

Nótese que las integrales sobre las coordenadas de los puntos de interacción implican la
conservación del cuadrimomento en cada vértice.

Veamos ahora qué ocurre cuando hay loops en los diagramas. Volvamos a la teoŕıa
λφ4. Para hallar la contribución de O(λ2) a la amplitud 2 → 2 necesitamos calcular los
siguientes diagramas conexos:

x1

x2

y1

y2

x y +

x1

x2

y1

y2

x

y

+

x1

x2

y1

y2

x

y

+(x↔ y)
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En todos aparece un loop formado por dos ĺıneas internas que comparten punto inicial y
final.g Miremos con detalle la contribución del primero de estos diagramas (incluyendo la
suma del mismo intercambiando x e y) que representaremos mediante el siguiente diagrama
de Feynman en el espacio de momentos:

k1

k2

p1

p2

q

k1 + k2 − q

=

ˆ
d4x1d4x2d4y1d4y2 ei(p1x1+p2x2−k1y1−k2y2)

× 1

2!

(−iλ

4!

)2

× (4× 3)2 × 2× 2

ˆ
d4xd4y DF (x1 − x)DF (x2 − x)D2

F (x− y)DF (y − y1)DF (y − y2)︸ ︷︷ ︸
:φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)φ(x)φ(x)φ(x)φ(x)φ(y)φ(y)φ(y)φ(y):

=
1

2
(−iλ)2

ˆ
d4x̃1d4x̃2d4ỹ1d4ỹ2d4xd4y ei(p1+p2)x−i(k1+k2)y+i(p1x̃1+p2x̃2−k1ỹ1−k2ỹ2)

×DF (x̃1)DF (x̃2)DF (ỹ1)DF (ỹ2)D2
F (x− y)

=
1

2
(−iλ)2D̃F (p1)D̃F (p2)D̃F (k1)D̃F (k2)

ˆ
d4x̃d4y ei(p1+p2)x̃+i(p1+p2−k1−k2)yD2

F (x̃)

=
1

2
(−iλ)2(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)D̃F (p1)D̃F (p2)D̃F (k1)D̃F (k2)

×
ˆ

d4q

(2π)4
D̃F (q)D̃F (k1 + k2 − q) (4.111)

donde hemos sustituidoˆ
d4x̃ ei(k1+k2)x̃D2

F (x̃) =

ˆ
d4x̃ ei(k1+k2)x̃DF (x̃)

ˆ
d4q

(2π)4
e−iqx̃D̃F (q)

=

ˆ
d4q

(2π)4
D̃F (k1 + k2 − q)D̃F (q) . (4.112)

Vemos que, además del habitual factor (2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2) de la conservación del
cuadrimomento, el factor (−iλ) por cada vértice y el propagador de cada ĺınea interna,
aparece una integral sobre el cuadrimomento del loop dividida por (2π)4. Obtenemos asi-
mismo un factor de simetŕıa 1

2 procedente del recuento de factores 1/4! y contracciones
de Wick equivalentes (estos factores de simetŕıa son frecuentemente una fuente de errores
en el cálculo). También aparecen los propagadores de cada pata externa en el espacio de
momentos cuyos polos se cancelarán al despejar la amplitud de la fórmula LSZ. Repitiendo
el procedimiento para los tres diagramas en el espacio de momentos:

k1

k2

p1

p2

q

k1 + k2 − q

+

k1

k2

p1

p2

p1 − k1 + q q +

k1

k2

p1

p2

p2 − k1 + q q

gUn loop también puede provenir de una ĺınea interna que empieza y acaba en el mismo punto. Véase
e.g. el diagrama de (4.114).
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obtenemos

Hint =
λ

4!
φ4 :

〈~p1~p2| iT
∣∣∣~k1
~k2

〉
= (2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)

×
{
− iλ+

1

2
(−iλ)2

ˆ
d4q

(2π)4
[D̃F (q)D̃F (k1 + k2 − q)

+ D̃F (q)D̃F (k1 − p1 − q) (4.113)

+ D̃F (q)D̃F (k1 − p2 − q)]
}

+O(λ3) .

Si evaluamos las integrales del loop veremos que son divergentes en el ultravioleta, pues
tienden a infinito cuando q se hace grande. Para dotar de sentido a esta corrección infinita
a la predicción que hab́ıamos obtenido a orden más bajo en TP tendremos que renormalizar
la teoŕıa. Abordaremos este problema en el Tema 7.

Hasta ahora hemos ignorado los factores Z (renormalización de la función de onda) que
aparecen en la fórmula LSZ. También hemos ignorado diagramas en los que el propagador
de alguna de las patas externas sufre una corrección como, por ejemplo:h

k1

k2

p1

p2

k1

q

= (2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − p2)(−iλ)D̃F (k2)D̃F (p1)D̃F (p2)

×D̃F (k1)× 1

2
(−iλ)

ˆ
d4q

(2π)4

i

q2 −m2
× D̃F (k1)

(4.114)

que, aparte de la corrección debida al loop (que resulta ser divergente en el ultravioleta),
tiene un polo doble en D̃F (k1) que no se cancela con el correspondiente polo simple de
la fórmula LSZ, y por tanto nos da infinito. Nótese que la corrección a la pata externa
factoriza y se puede leer directamente del siguiente diagrama

pp

q = D̃F (p)(−iB)D̃F (p) , −iB =
1

2
(−iλ)

ˆ
d4q

(2π)4

i

q2 −m2
. (4.115)

Podemos resumar todas las correcciones de este tipo al propagador,

p + + + · · ·

= D̃F (p) + D̃F (p)(−iB)D̃F (p) + D̃F (p)(−iB)D̃F (p)(−iB)D̃F (p) + . . .

= D̃F (p)
[
1 + (−iBD̃F (p)) + (−iBD̃F (p))2 + . . .

]
= D̃F (p)

1

1 + iBD̃F (p)
=

i

p2 −m2

(
1

1− B
p2−m2

)
=

i

p2 −m2 −B . (4.116)

hEn adelante omitiremos el iε de la prescripción de Feynman, que asumiremos impĺıcitamente.
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Vemos que el efecto neto de este tipo de correcciones consiste en desplazar la masa de m2

a m2 + B. Podemos añadir también otras correcciones, como por ejemplo la corrección

de O(λ2) (que, a diferencia de la anterior, depende de p2) y todas las

demás. Para ello, sumamos todos los diagramas con dos patas externas que sean one-
particle irreducible (aquellos diagramas que no se separan en dos si cortamos sólo una ĺınea
interna) y llamamos −iM2(p2) a la contribución de todos los diagramas 1PI (eliminando
los propagadores externos),

1PI = −iM2(p2) . (4.117)

Ahora podemos resumar todas las correcciones al propagador por el mismo procedimiento
de antes. Llamemos m0 al parámetro de masa que hemos introducido en el lagrangiano.
Entonces el propagador completo (a todo orden en TP) es

= + 1PI + 1PI1PI + · · ·

=
i

p2 −m2
0

+
i

p2 −m2
0

[−iM2(p2)]
i

p2 −m2
0

+ . . .

=
i

p2 −m2
0

[
1 +

M2(p2)

p2 −m2
0

+

(
M2(p2)

p2 −m2
0

)2

+ . . .

]

=
i

p2 −m2
0

1

1− M2(p2)

p2 −m2
0

=
i

p2 −m2
0 −M2(p2)

. (4.118)

La masa f́ısica m se define como el polo del propagador completo,

p2 −m2
0 −M2(p2)

∣∣
p2=m2 = 0 . (4.119)

Desarrollando en serie alrededor de p2 = m2 obtenemos

p2 −m2
0 −M2(p2) = p2 −m2

0 −M2(m2)− dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

(p2 −m2) + . . .

= (p2 −m2)

(
1− dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

)
(cerca de p2 = m2) . (4.120)

Por tanto,

=
iZ

p2 −m2
+ regular cerca de p2 = m2 (4.121)

donde

m2 = m2
0 +M2(m2) , Z =

(
1− dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

)−1

. (4.122)

Este residuo Z es el mismo factor que introdujimos en (4.12) para dar cuenta de la renor-
malización del campo debido a las interacciones. En el Tema 7 veremos que relaciona el
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campo desnudo con el campo renormalizado. Vemos en particular que la primera correc-
ción a Z = 1 es de orden λ2, como hab́ıamos anticipado, pues la corrección de orden λ al
propagador (4.115) no depende de p2.

En vista de lo que sucede con las correcciones a las patas externas, conviene definir
diagramas amputados como aquéllos en los que quitamos todos los subdiagramas asociados
a las patas externas que se pueden separar cortando sólo una ĺınea. Es decir, eliminamos
el propagador completo de cada pata externa. Por ejemplo,

amputar

Entonces la función de cuatro puntos de campos interactuantes

ˆ 2∏
i=1

d4xi

2∏
j=1

d4yj ei(
∑
i pixi−

∑
j kjyj) 〈0|T{φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)} |0〉c (4.123)

tiene la forma diagramática siguiente

Amputada

Y en general, usando (4.121) podemos reescribir la fórmula LSZ (4.32) como

〈~p1 . . . ~pn| iT
∣∣∣~k1 . . .~km

〉
=
(√

Z
)m+n

Amp.

...
...

...
...

p1

pn

k1

km

(4.124)

Con esto ya podemos dar las reglas de Feynman para campos escalares reales en el
espacio de momentos. Consideremos que la interacción de los campos es de la forma Hint =
λ
N !φ

N . Entonces para calcular la amplitud del proceso de scattering de m→ n part́ıculas:

1. Dibujar todos los diagramas conexos amputados con m patas entrantes y n salientes
unidos en vértices de N patas.

83 © www.ugr.es/local/jillana



84 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

2. Imponer conservación del cuadrimomento en cada vértice.

3. Asociar un factor (−iλ) a cada vértice.

4. Asociar a cada ĺınea interna de momento p un factor D̃F (p) =
i

p2 −m2 + iε
.

5. Integrar sobre los cuadrimomentos q no fijados por conservación del cuadrimomento

(uno por cada loop) con medida
d4q

(2π)4
.

6. Multiplicar por el factor de simetŕıa correspondiente.

7. La suma de las contribuciones de todos los diagramas de Feynman conduce a la lla-
mada amplitud invariante iM(~k1 · · ·~km → ~p1 · · · ~pn) que se relaciona con el elemento
de matriz S = 1 + iT mediante

〈~p1 · · · ~pn| iT
∣∣∣~k1 · · ·~km

〉
= (2π)4δ4

∑
i

pi −
∑
j

kj

 iM , (4.125)

donde iM incluye los factores
(√

Z
)m+n

, que son irrelevantes en cálculos a orden

más bajo en teoŕıa de perturbaciones, pero son importantes para hallar correcciones
de orden superior.

Comentario sobre la virtualidad de los estados intermedios

Consideremos un diagrama con ĺıneas internas, como por ejemplo (4.108). La fórmula LSZ
exige que pongamos las part́ıculas entrantes y salientes sobre su capa de masas,

k2
1 = k2

2 = p2
1 = p2

2 = m2 (4.126)

y además impone conservación del cuadrimomento en los vértices, lo que significa que la
part́ıcula intermedia que se propaga entre dos vértices estará off-shell,

p2
interm = (k1 + k2)2 = k2

1 + k2
2 + 2(k1k2) = 2(m2 + k1k2) . (4.127)

Si elegimos, por ejemplo, el sistema de referencia centro de masas de las dos part́ıculas
entrantes,

k1 = (E, 0, 0, k) , k2 = (E, 0, 0,−k)⇒ k1k2 = E2 + k2 = m2 + 2k2

⇒ p2
interm = 4(m2 + k2) 6= m2 . (4.128)

Es fácil comprobar que el p2
interm de las ĺıneas internas de los otros dos diagramas en (4.109)

es incluso negativo. Aśı que en TQC los estados intermedios que se propagan entre vértices
de interacción son part́ıculas virtuales, i.e. están fuera de su capa de masas.

Reglas de Feynman para fermiones

Los campos fermiónicos aparecerán en los hamiltonianos de interacción por parejas y for-
mando parte de bilineales covariantes (2.158). Los campos fermiónicos satisfacen relaciones
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4.6. Diagramas de Feynman. Reglas de Feynman 85

de anticonmutación (3.39) que nos han obligado a definir el orden normal para operadores
de fermiones de forma consistente (3.40). Aśı, por ejemplo,

: a~p,ra~q,sa
†
~k,t

: = (−1)2a†~k,t
a~p,ra~q,s = (−1)3a†~k,t

a~q,sa~p,r . (4.129)

Del mismo modo, debemos definir de forma consistente el orden temporal de dos campos
fermiónicos,

T{ψ(x1)ψ(x2)} =

{
ψ(x1)ψ(x2) , x0

1 > x0
2

−ψ(x2)ψ(x1) , x0
1 < x0

2
(4.130)

y análogamente para T{ψ(x1)ψ(x2)} y T{ψ(x1)ψ(x2)}. Aśı, por ejemplo, si x0
3 > x0

1 >
x0

4 > x0
2 entonces

T{ψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)} = −ψ(x3)ψ(x1)ψ(x4)ψ(x2) . (4.131)

Veamos a hora cómo definir la contracción de Wick de dos campos fermiónicos, para obtener
una expresión análoga a la de campos escalares,

T{ψ(x)ψ(y)} = : ψ(x)ψ(y) : +ψ(x)ψ(y) . (4.132)

Separando las componentes de enerǵıa positiva y negativa,

ψ+(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

a~p,su
(s)(~p)e−ipx , ψ−(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

b†~p,sv
(s)(~p)eipx ,

ψ
+

(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

b~p,sv
(s)(~p)e−ipx , ψ

−
(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

a†~p,su
(s)(~p)eipx ,

(4.133)

tenemos quei

T{ψ(x)ψ(y)} = θ(x0 − y0)ψ(x)ψ(y)− θ(y0 − x0)ψ(y)ψ(x)

= θ(x0 − y0)
[
ψ+(x)ψ

+
(y) + ψ+(x)ψ

−
(y) + ψ−(x)ψ

+
(y) + ψ−(x)ψ

−
(y)
]

− θ(y0 − x0)
[
ψ

+
(y)ψ+(x) + ψ

+
(y)ψ−(x) + ψ

−
(y)ψ+(x) + ψ

−
(y)ψ−(x)

]
= θ(x0 − y0)

[
: ψ+(x)ψ

+
(y) : +{ψ+(x), ψ

−
(y)}+ : ψ+(x)ψ

−
(y) :

+ : ψ−(x)ψ
+

(y) : + : ψ−(x)ψ
−

(y) :
]

− θ(y0 − x0)
[
: ψ

+
(y)ψ+(x) : +{ψ+

(y), ψ−(x)}+ : ψ
+

(y)ψ−(x) :

+ : ψ
−

(y)ψ+(x) : + : ψ
−

(y)ψ−(x) :
]

= θ(x0 − y0)
[
: ψ(x)ψ(y) : +{ψ+(x), ψ

−
(y)}

]
− θ(y0 − x0)

[
: ψ(y)ψ(x) : +{ψ−(x), ψ

+
(y)}

]
iSi x0 = y0 entonces los campos ya están ordenados temporalmente, aśı que también se cumple

T{ψ(x)ψ(y)} = ψ(x)ψ(y) =: ψ(x)ψ(y) : +{ψ+(x), ψ
−

(y)} = : ψ(x)ψ(y) : +ψ(x)ψ(y)

ya que entonces {ψ+(x), ψ
−

(y)} = −{ψ+
(x), ψ−(y)}, como puede comprobarse expĺıcitamente en (4.140).
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86 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

= : ψ(x)ψ(y) : +ψ(x)ψ(y) (4.134)

donde al final hemos usado que : ψ(y)ψ(x) := − : ψ(x)ψ(y) : y hemos definido

ψ(x)ψ(y) = θ(x0 − y0){ψ+(x), ψ
−

(y)} − θ(y0 − x0){ψ−(x), ψ
+

(y)} (4.135)

Es fácil comprobar que, como {a~p,s, b†~q,r} = 0, las siguientes contracciones se anulan,

ψ(x)ψ(y) = ψ(x)ψ(y) = 0 . (4.136)

Puede mostrarse que el teorema de Wick tiene la misma forma para campos fermiónicos.
Hay que tener cuidado porque el orden normal de contracciones de Wick fermiónicas puede
llevar aparejado un cambio de signo. Por ejemplo,

: ψ1ψ2 : = −ψ2ψ1

: ψ1ψ2ψ3ψ4 : = −ψ1ψ3ψ2ψ4 . (4.137)

Como el valor esperado en el vaćıo del orden normal de operadores es cero, tenemos que,
análogamente al caso de campos escalares, el propagador de Feynman para fermiones es

〈0|T{ψ(x)ψ(y)} |0〉 = ψ(x)ψ(y) = SF (x− y) , (4.138)

que puede escribirse, usando las relaciones de completitud (2.156), como

SF (x− y) = θ(x0 − y0)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p

∑
s

u
(s)
~p u

(s)
~p e−ip(x−y)

− θ(y0 − x0)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p

∑
s

v
(s)
~p v

(s)
~p eip(x−y)

= θ(x0 − y0)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p
(/p+m)e−ip(x−y)

− θ(y0 − x0)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p
(/p−m)eip(x−y)

= θ(x0 − y0)(i/∂x +m)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p
e−ip(x−y)

− θ(y0 − x0)(−i/∂x −m)

ˆ
d3p

(2π)3

1

2E~p
eip(x−y)

= (i/∂x +m)DF (x− y)

= (i/∂x +m)

ˆ
d4p

(2π)4

i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) . (4.139)

Por tanto,

SF (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i(/p+m)

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i

/p−m+ iε
e−ip(x−y) (4.140)
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y, en el espacio de momentos,

S̃F (p) =

ˆ
d4x SF (x− y)eip(x−y) =

i

/p−m+ iε
(4.141)

donde hemos usado que /p/p = p2. Vemos que el propagador de fermiones es una función de
Green del operador de Dirac pues

(i/∂x −m)SF (x− y) = −(2x +m2)DF (x− y) = iδ4(x− y) . (4.142)

Es muy importante notar que S̃F (p) 6= S̃F (−p), aśı que hay que tener cuidado con el signo
del momento.

Para hallar la matriz S entre estados fermiónicos necesitamos despejar los operadores
creación y destrucción del campo libre ψfree,

ψfree(x) =

ˆ
d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

[
a~p,su

(s)(~p)e−ipx + b†~p,sv
(s)(~p)eipx

]
(4.143)

lo que conduce a √
2E~k a~k,r =

ˆ
d3x u(r)(~k)eikxγ0ψfree(x) (4.144)√

2E~k b
†
~k,r

=

ˆ
d3x v(r)(~k)e−ikxγ0ψfree(x) (4.145)√

2E~k a
†
~k,r

=

ˆ
d3x ψfree(x)γ0e−ikxu(r)(~k) (4.146)√

2E~k b~k,r =

ˆ
d3x ψfree(x)γ0eikxv(r)(~k) . (4.147)

En efecto,

ˆ
d3x u(r)(~k)eikxγ0ψfree(x)

=

ˆ
d3x

d3p

(2π)3
√

2E~p

∑
s

[
a~p,su

(r)(~k)γ0u(s)(~p)ei(k−p)x + b†~p,su
(r)(~k)γ0v(s)(~p)ei(k+p)x

]
=

1√
2E~k

∑
s

[
a~k,su

(r)(~k)γ0u(s)(~k) + b†~k,s
u(r)(~k)γ0v(s)(−~k)

]
=
√

2E~k a~k,r (4.148)

donde se ha usado que

u(r)(~k)γ0u(s)(~k) = 2E~kδrs , u(r)(~k)γ0v(s)(−~k) = 0 (4.149)

y lo mismo para los demás. Igual que para campos escalares, esperamos que

ψ(x) −−−−→
t→−∞

Z1/2ψin(x) , ψ(x) −−−−→
t→+∞

Z1/2ψout(x) , (4.150)

donde esta Z es la constante de renomalización del campo ψ. Entonces,√
2E~k a

†(in)
~k,r

= ĺım
t→−∞

Z−1/2

ˆ
d3x ψ(x)γ0e−ikxu(r)(~k) (4.151)√

2E~k a
†(out)
~k,r

= ĺım
t→+∞

Z−1/2

ˆ
d3x ψ(x)γ0e−ikxu(r)(~k) (4.152)
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y su diferencia nos da una expresión covariante que necesitaremos como paso inicial para
obtener la fórmula LSZ, usando (4.18),√

2E~k

(
a
†(in)
~k,r
− a†(out)

~k,r

)
= Z−1/2

(
ĺım

t→−∞
− ĺım
t→+∞

)ˆ
d3x ψ(x)γ0e−ikxu(r)(~k)

= −Z−1/2

ˆ
d4x ∂0

(
ψ(x)γ0e−ikx

)
u(r)(~k)

= integrando por partes y usando (/k −m)u(~k) = 0

= iZ−1/2

ˆ
d4x ψ(x)(i

←
/∂x +m)e−ikxu(r)(~k) . (4.153)

Del mismo modo se puede obtener√
2E~k

(
b
†(in)
~k,r
− b†(out)

~k,r

)
= iZ−1/2

ˆ
d4x v(r)(~k)e−ikx(i/∂x −m)ψ(x) , (4.154)√

2E~k

(
a

(in)
~k,r
− a(out)

~k,r

)
= −iZ−1/2

ˆ
d4x u(r)(~k)eikx(i/∂x −m)ψ(x) , (4.155)√

2E~k

(
b
(in)
~k,r
− b(out)

~k,r

)
= −iZ−1/2

ˆ
d4x ψ(x)(i

←
/∂x +m)eikxv(r)(~k) . (4.156)

Aśı que en la matriz S podemos sustituir un fermión entrante de momento ~k1 y esṕın r
por 〈

~p1 · · · ~pn; tf

∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km; ti

〉
=
√

2E~k1
〈~p1 · · · ~pn; tf |

(
a
†(in)
~k1,r
− a†(out)

~k1,r

) ∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
= iZ−1/2

ˆ
d4x1 e−ik1x1 〈~p1 · · · ~pn; tf |ψ(x1)

∣∣∣~k2 · · ·~km
〉

(i
←
/∂x1 +m)u(r)(~k1)

(4.157)

y puede verse que, podemos sustituir a continuación, por ejemplo, un antifermión entrante
de momento ~k2 y esṕın s por

〈~p1 · · · ~pn; tf |ψ(x1)
∣∣∣~k2 · · ·~km; ti

〉
=
√

2E~k2
〈~p1 · · · ~pn; tf |T{ψ(x1)(b

†(in)
~k2,s
− b†(out)

~k2,s
)}
∣∣∣~k3 · · ·~km; ti

〉
= iZ−1/2

ˆ
d4x2 e−k2x2 v(s)(~k2)(i/∂x2 −m) 〈~p1 · · · ~pn; tf |T{ψ(x1)ψ(x2)}

∣∣∣~k3 · · ·~km; ti

〉
.

(4.158)

Iterando el procedimiento puede encontrarse la fórmula LSZ para fermiones. Supongamos
que de las m (n) part́ıculas entrantes (salientes) hay mf (nf ) fermiones con espines ri (r′j)
y el resto son antifermiones con espines si (s′j). Entonces:

(mf∏
i=1

i
√
Z

/ki −m

) m∏
i=mf+1

i
√
Z

/ki +m

 nf∏
j=1

i
√
Z

/pj −m

 n∏
j=nf+1

i
√
Z

/pj +m

 〈~p1 ~p2 · · · ~pn| iT
∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km

〉

=

ˆ ( m∏
i=1

d4xi e−ikixi

)ˆ  n∏
j=1

d4yj e+ipjyj

 m∏
i=mf+1

v(si)(ki)

nf∏
j=1

u(s′j)(pj)

×〈0|T


m∏

i=mf+1

ψ(xi)

mf∏
i=1

ψ(xi)

nf∏
j=1

ψ(yj)

n∏
j=nf+1

ψ(yj)

 |0〉
mf∏
i=1

u(ri)(ki)

n∏
j=nf+1

v(r′j)(pj)
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Veamos un caso particular sencillo, que es aplicación directa del resultado que hemos
encontrado en (4.157) y (4.158). Estudiemos el scattering 2→ 2,

fermión(k1, r) + antifermión(k2, s)→ escalar(p1) + escalar(p2)

en la teoŕıa de Yukawa, que tiene como lagrangiano

L = LDirac + LKG − gψψφ⇒ Hint = gψψφ . (4.159)

Supongamos, para aliviar la notación, que todos los campos tienen la misma masa m. La
amplitud de scattering viene dada por

〈~p1~p2| iT |k1k2〉

=
(

iZ
−1/2
φ

)2 (
iZ
−1/2
ψ

)2
ˆ

d4x1d4x2d4x3d4x4 ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)(2x1 +m2)(2x2 +m2)

× v(s)(k2)(i/∂x4 −m) 〈0|T{φ(x1)φ(x2)ψ(x3)ψ(x4)} |0〉 (i
←
/∂ x3

+m)u(r)(k1)

=
(
−iZ

−1/2
φ

)2 (
iZ
−1/2
ψ

)2
(p2

1 −m2)(p2
2 −m2)

ˆ
d4x1d4x2d4x3d4x4 ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)

× v(s)(k2)(−/k2 −m) 〈0|T{φ(x1)φ(x2)ψ(x3)ψ(x4)} |0〉 (−/k1 +m)u(r)(k1) (4.160)

donde se ha empleado la transformada de Fourier de la función de Green, de forma análoga
a como hicimos para llegar a (4.32). Estos campos no son libres. Para escribir los campos
en la imagen de interacción reemplazamos 〈0|T{φ(x1)φ(x2)ψ(x3)ψ(x4)} |0〉 por

〈0|T
{
φ(x1)φ(x2)ψ(x3)ψ(x4) exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)

]}
|0〉 (4.161)

Aplicamos el teorema de Wick y nos fijamos en las dos contribuciones conexas, que aparecen
a orden g2,

(A) x3 x1

x4 x2

y

x

+ (x↔ y)

: φ1φ2ψ3ψ4 ψxψxφx ψyψyφy :

= −φ1φy φ2φx ψ4ψx ψxψyψyψ3

: φ1φ2ψ3ψ4 ψxψxφx ψyψyφy :

= −φ1φx φ2φy ψ4ψy ψyψxψxψ3

(4.162)

(B) x3 x1

x4 x2

y

x

+ (x↔ y)
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: φ1φ2ψ3ψ4 ψxψxφx ψyψyφy :

= −φ1φx φ2φy ψ4ψx ψxψyψyψ3

: φ1φ2ψ3ψ4 ψxψxφx ψyψyφy :

= −φ1φy φ2φx ψ4ψy ψyψxψxψ3

(4.163)

Consideremos el primero de los dos diagramas posibles, cuya contribución basta multiplicar
por 2 para incluir el diagrama equivalente resultante de intercambiar x por y. Tengamos
en cuenta un cambio de signo al hacer el orden normal de las contracciones, de modo que

〈~p1~p2| iT |k1k2〉A

= 2×
(
−iZ

−1/2
φ

)2 (
−iZ

−1/2
ψ

)2
(p2

1 −m2)(p2
2 −m2)

ˆ 4∏
i=1

d4xid
4xd4y ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)

× (−ig)2 1

2!
× (−1)×DF (x1 − y)DF (x2 − x)

× v(s)(~k2)(/k2 +m)SF (x4 − x)SF (x− y)SF (y − x3)(/k1 −m)u(r)(~k1)

= −(−ig)2(p2
1 −m2)(p2

2 −m2)

ˆ 4∏
i=1

d4x̃id
4xd4y ei(p1x̃1+p2x̃2+k1x̃3−k2x̃4)ei(p2−k2)x+i(p1−k1)y

×DF (x̃1)DF (x̃2)v(s)(~k2)(/k2 +m)SF (x̃4)SF (x− y)SF (x̃3)(/k1 −m)u(r)(~k1)

= −(−ig)2i2
ˆ

d4xd4y ei(p2−k2)x+i(p1−k1)y

× v(s)(~k2)(/k2 +m)
i

−/k2 −m
SF (x− y)

i

/k1 −m
(/k1 −m)u(r)(~k1)

= (−ig)2

ˆ
d4x̃d4y ei(p2−k2)x̃ei(p1+p2−k1−k2)yv(s)(~k2)SF (x̃)u(r)(~k1)

= (−ig)2(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)v(s)(~k2)
i

/p2 − /k2 −m
u(r)(~k1) (4.164)

donde se han hecho los cambios x̃1 = x1−y, x̃2 = x2−x, x̃3 = y−x3, x̃4 = x4−x, después
x̃ = x− y, y se han puesto todas las Z = 1, pues sus correcciones no contribuyen hasta un
orden más alto en g. El otro diagrama, incluyendo también x↔ y, contribuye con

〈~p1~p2| iT |k1k2〉B

= −(−ig)2(p2
1 −m2)(p2

2 −m2)

ˆ 4∏
i=1

d4xid
4xd4y ei(p1x1+p2x2−k1x3−k2x4)

×DF (x1 − x)DF (x2 − y)v(s)(~k2)(/k2 +m)SF (x4 − x)SF (x− y)SF (y − x3)(/k1 −m)u(r)(~k1)

= −(−ig)2(p2
1 −m2)(p2

2 −m2)

ˆ 4∏
i=1

d4x̃id
4xd4y ei(p1x̃1+p2x̃2+k1x̃3−k2x̃4)ei(p1−k2)x+i(p2−k1)y

×DF (x̃1)DF (x̃2)v(s)(~k2)(/k2 +m)SF (x̃4)SF (x− y)SF (x̃3)(/k1 −m)u(r)(~k1)

= −(−ig)2i2
ˆ

d4xd4y ei(p1−k2)x+i(p2−k1)y

× v(s)(~k2)(/k2 +m)
i

−/k2 −m
SF (x− y)

i

/k1 −m
(/k1 −m)u(r)(~k1)

= (−ig)2

ˆ
d4x̃d4y ei(p1−k2)x̃ei(p1+p2−k1−k2)yv(s)(~k2)SF (x̃)u(r)(~k1)

= (−ig)2(2π)4δ4(p1 + p2 − k1 − k2)v(s)(~k2)
i

/p1 − /k2 −m
u(r)(~k1) (4.165)
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donde se han hecho los cambios x̃1 = x1 − x, x̃2 = x2 − y, x̃3 = y − x3, x̃4 = x4 − x, y
después x̃ = x− y. Podemos expresar ambos diagramas en el espacio de momentos:

k1 p1

k2 p2

k1 − p1 +

k1 p1

k2 p2

k1 − p2

La dirección del momento en una ĺınea fermiónica es relevante. Se toma entrante para
estados iniciales y saliente para estados finales. El momento coincide con la dirección del
flujo de número fermiónico para las ĺıneas internas y para los estados de part́ıcula (para
un electrón se toma la dirección de la carga negativa), pero el momento tiene sentido
contrario al flujo para las antipart́ıculas. Las ĺıneas fermiónicas se representan mediante
ĺıneas continuas y el flujo fermiónico mediante una flecha insertada en la ĺınea. Desde ahora
reservaremos las ĺıneas discontinuas para los bosones escalares. Para escribir las reglas de
Feynman hay que recorrer cada ĺınea fermiónica en sentido contrario al flujo fermiónico,
asignando espinores, vértices y propagadores según vayan apareciendo. Veamos cuáles son
las reglas de la teoŕıa de Yukawa, que pueden deducirse del cálculo anterior:

1. Para hallar la amplitud de scattering, no hay que escribir los propagadores externos
ni para escalares ni para fermiones, pues se cancelan en la fórmula LSZ. Basta dibujar
todos los diagramas conexos amputados. Podemos ignorar los factores

√
Z a orden

más bajo en TP, pero habrá que incluirlos en correcciones de orden superior. Los
consideraremos incluidos dentro de la amplitud invariante iM que se define, como ya
hemos visto, extrayendo de la matriz S el factor (2π)4δ4(

∑
i pi −

∑
j kj).

2. Asociar espinores a las patas fermiónicas externas del siguiente modo (supondremos
que el tiempo fluye de izquierda a derecha):

fermión entrante: fermión saliente:

p
= u(s)(~p)

p
= u(s)(~p)

antifermión entrante: antifermión saliente:

p
= v(s)(~p)

p
= v(s)(~p)

3. Vértice (imponer conservación de momento en cada vértice):

= −ig

4. Propagadores:
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92 Tema 4: Interacciones de campos y diagramas de Feynman

p

=
i

p2 −m2 + iε

p

=
i(/p+m)

p2 −m2 + iε

5. Hay que tener cuidado con los signos relativos entre diagramas que involucren varias
ĺıneas fermiónicas debido a las contracciones de Wick. Por ejemplo, los siguientes
diagramas contribuyen con signos opuestos a la amplitud porque entre ellos hay una
permutación impar de los campos fermiónicos:

k1 p1

k2 p2

+

k1 p1

k2 p2

iM = (−ig)2

[
u(p2)u(k2)

i

(k1 − p1)2 −m2
u(p1)u(k1)− u(p2)u(k1)

i

(k1 − p2)2 −m2
u(p1)u(k2)

]
6. Asignar un factor (−1) a cada loop cerrado de fermiones, pues

= ψψψψψψψψ = −Tr

[
ψψ ψψ ψψ ψψ

]
= −Tr(S̃F S̃F S̃F S̃F )
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Observables

5.1 Normalización de estados relativistas y no relativistas

En mecánica cuántica no relativista, la función de onda de una part́ıcula de momento ~p
que se mueve libremente en el interior de una caja de volumen V = L3 es

ψ~p(~x) = 〈~x|~p〉 = C ei~p·~x con

ˆ
V

d3x |ψ~p(~x)|2 = 1⇒ C =
1√
V

(5.1)

y los posibles momentos pi están cuantizados, pi = (2π/L)ni con ni = 0,±1,±2, . . . .
Entonces, en el espacio de momentos,

〈~p|~q〉(NR) =

ˆ
d3x 〈~p|x〉〈x|~q〉 =

ˆ
d3x ψ∗~p(~x)ψ~q(x) = δ~p~q . (5.2)

En TQC, que es una teoŕıa cuántica relativista, la normalización anterior no es inva-
riante Lorentz. Por eso hab́ıamos introducido la normalización

〈~p|~q〉 = 2E~p(2π)3δ3(~p− ~q) , (5.3)

que es el ĺımite cuando el volumen se hace infinito de

〈~p|~q〉 = 2E~pV δ~p~q (5.4)

pues recordemos que

ĺım
~p→~q

(2π)3δ3(~p− ~q) = ĺım
~p→~q

ˆ
dx3 e−i(~p−~q)·~x = V (→∞) . (5.5)

Comparando ambas normalizaciones, vemos que

|~p〉 = (2E~pV )1/2 |~p〉(NR) (5.6)

y por tanto,

|~p1~p2 · · · ~pn〉 =

n∏
i=1

(2E~piV )1/2 |~p1~p2 · · · ~pn〉(NR) . (5.7)

En mecánica cuántica no relativista, se escribe la matriz S = 1 + iT entre un estado inicial
|i〉 y otro final |f〉 como

Sfi = δfi + (2π)4δ4(Pf − Pi) iTfi (5.8)
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94 Tema 5: Observables

donde se extrae por conveniencia el factor (2π)4δ4(Pf −Pi) que expresa la conservación de
la enerǵıa y el momento. En TQC hemos introducido de forma análoga la matriz invariante

M entre dos estados relativistas |i〉 =
∣∣∣~k1
~k2 · · ·~km

〉
y |f〉 = |~p1~p2 · · · ~pn〉, aśı que está claro

que

Mfi =

m∏
`=1

(2E~k`
V )1/2

n∏
j=1

(2E~pjV )1/2Tfi . (5.9)

5.2 Anchura de desintegración

Supongamos que el estado inicial es |i〉 =
∣∣∣~k〉, una part́ıcula de masa M y momento ~k,

y el estado final |f〉 = |~p1~p2 · · · ~pn〉 son n part́ıculas de masas mj y momentos ~pj . La
probabilidad de que la part́ıcula inicial se desintegre en n part́ıculas (1→ n) con |f〉 6= |i〉
será

dw = |(2π)4δ4(Pf − Pi)iTfi|2dNf = (2π)4δ4(Pf − Pi)V T |Tfi|2dNf (5.10)

donde se ha sustituido simbólicamente (2π)4δ4(0) = V T a partir de

ĺım
p→q

(2π)4δ4(p− q) = ĺım
p→q

ˆ
d4x ei(p−q)x = V T (→∞) (5.11)

y dNf es el número de estados de n part́ıculas con momentos entre ~pi y ~pi + d~pi. Hallemos
primero el número de estados entre ~p y ~p + d~p, que corresponden al caso de solo una
part́ıcula final. Para ello usaremos la relación de completitud

1 =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
|~p〉〈~p| (5.12)

que se comprueba fácilmente, pues

|~q〉 =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
|~p〉〈~p|~q〉 =

ˆ
d3p

(2π)32E~p
|~p〉 2E~p(2π)3δ3(~p− ~q) = |~q〉 (5.13)

y que nos permite escribir dN como el producto de la probabilidad de que la part́ıcula
tenga un momento entre ~p y ~p+d~p, que viene a ser 〈~p|~p〉 = 2E~pV , y la densidad de estados
en ese intervalo,

dN = 2E~pV
d3p

(2π)32E~p
=
V d3p

(2π)3
. (5.14)

Por tanto, en el caso de n part́ıculas en el estado final,

dNf =

n∏
j=1

V d3pj
(2π)3

. (5.15)

Aśı que la probabilidad de desintegración por unidad de tiempo, que llamaremos anchura
de desintegración, viene dada por

dΓ =
dw

T
= (2π)4δ4(Pf − Pi)V |Tfi|2

n∏
j=1

V d3pj
(2π)3

(5.16)
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5.2. Anchura de desintegración 95

que, usando (5.9), puede expresarse como

dΓ =
1

2E~k
|Mfi|2dΦn (5.17)

donde se ha introducido el elemento de volumen de espacio fásico de n cuerpos,

dΦn = (2π)4δ4

 n∑
j=1

pj − Pi

 n∏
j=1

d3pj
(2π)32Ej

. (5.18)

La anchura tiene dimensiones de enerǵıa o de inverso de tiempo en nuestro sistema de
unidades naturales. Si trabajamos en el sistema de referencia en reposo de la part́ıcula que
se desintegra, la enerǵıa es E~k = M , la masa de esa part́ıcula.

Consideremos por ejemplo la desintegración 1→ 2:
~p1,m1

~p2,m2

~P ,M

La integral sobre el espacio fásico de n = 2 part́ıculas finales en el sistema centro de masas
(CM) se reduce a una integral sobre el ángulo sólido de una de ellas (la otra sale en la
misma dirección y sentido contrario):

ˆ
dΦ2 = (2π)4

ˆ
δ4(p1 + p2 − P )

d3p1

(2π)32E1

d3p2

(2π)32E2

=

ˆ
δ(E1 + E2 − ECM)

d3p1

(2π)22E12E2

=

ˆ |~p|2dΩ

(2π)24E1E2

E1E2

|~p|(E1 + E2)

=

ˆ |~p|dΩ

16π2ECM
, (5.19)

donde se ha usado

d3p1 = |~p1|2d|~p1|dΩ (5.20)

δ(E1 + E2 − ECM) = δ(f(|~p1|) =
δ(|~p1| − |~p|)
|f ′(|~p1| = |~p|)|

(5.21)

E1 =
√
m2

1 + |~p1|2 , E2 =
√
m2

2 + | − ~p1|2 (5.22)

f ′(|~p1|) =
∂f

∂E1

∂E1

∂|~p1|
+

∂f

∂E2

∂E2

∂|~p1|
=
|~p1|
E1

+
|~p1|
E2

= |~p1|
(
E1 + E2

E1E2

)
. (5.23)

Como estamos estudiando la desintegración de una part́ıcula, ECM = M . Nótese que las
masas M , m1 y m2 determinan completamente la enerǵıa y los momentos finales:

E1 =
M2 −m2

2 +m2
1

2M
, E2 =

M2 −m2
1 +m2

2

2M
,
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96 Tema 5: Observables

|~p| ≡ |~p1| = |~p2| =
{

[M2 − (m1 +m2)2][M2 − (m1 −m2)2]
}1/2

2M
. (5.24)

La anchura total se obtiene sumando las anchuras parciales a todos los canales de desinte-
gración. Su inversa es la vida media de la part́ıcula,

τ = Γ−1 (5.25)

5.3 Sección eficaz

Haz

Blanco

N
H

N
B

A

vt

v

Figura 5.1: Blanco con NB part́ıculas bombardeado por un haz de NH part́ıculas de velocidad v.

La sección eficaz σ es el área efectiva de una part́ıcula (blanco) vista por un proyectil
(en el haz incidente). Supongamos que en el blanco hay NB part́ıculas y que la superficie
de colisión es A. Entonces, la probabilidad de colisión es

P =
NBσ

A
. (5.26)

Si en el haz hay NH part́ıculas, entonces el número de sucesos es NHP,

(# sucesos) = NH
NBσ

A
⇒ σ =

(# sucesos)

NHNB
A . (5.27)

En la práctica, el haz está formado por una nube de part́ıculas de densidad ρ que se mueven
con velocidad v, aśı que

NH = ρvtA⇒ σ =
(# sucesos)

ρvtANB
A =

(# sucesos)

ρv tNB

=
probabilidad de transición por unidad de tiempo

flujo incidente

⇒ dσ =

(2π)4δ4(Pf − Pi)V |Tfi|2
n∏
j=1

V d3pj
(2π)3

ρv
, (5.28)

donde hemos sustituido la probabilidad de transición por unidad de tiempo (número de
sucesos por cada dispersor) por la misma expresión que nos da la anchura en (5.16) (pues es
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5.3. Sección eficaz 97

equivalente al número de desintegraciones si el estado inicial consiste en una sola part́ıcula).
Hallemos ahora el flujo incidente ρv correspondiente a una part́ıcula por unidad de volumen,

ρv =
1

V
|~v1 − ~v2| =

1

V

∣∣∣∣∣ ~k1

EH
−
~k2

EB

∣∣∣∣∣ =
|EB~k1 − EH~k2|

V EHEB
=
{(k1k2)2 −M2

1M
2
2 }1/2

V EHEB
(5.29)

donde (~v1 − ~v2) es la velocidad relativa entre una part́ıcula del haz y otra del blanco, de
masas M1 y M2 respectivamente, que supondremos colineales (~k1||~k2),a de modo que, en
efecto, obtenemos una expresión para el flujo que es invariante bajo boosts en la dirección
colineal,

k1 = (EH ,~k1) , k2 = (EB,~k2)

⇒ (k1k2)2 −M2
1M

2
2 = (EHEB + |~k1||~k2|)2 −M2

1M
2
2 = |EB~k1 − EH~k2|2 , (5.30)

donde hemos supuesto que los dos haces son colineales al tomar ~k1 · ~k2 = −|~k1||~k2|. Por

tanto, a partir de (5.28) y (5.29), la sección eficaz de |i〉 =
∣∣∣~k1
~k2

〉
a |f〉 = |~p1~p2 · · · ~pn〉

queda

dσ =
(2π)4δ4(Pf − Pi)|Tfi|2

4 {( k1k2)2 −M2
1M

2
2 }1/2

2EH2EBV
2

n∏
j=1

V d3pj
(2π)3

. (5.31)

y sustituyendo (5.9), tenemos finalmente

dσ =
1

4 {( k1k2)2 −M2
1M

2
2 }1/2

|Mfi|2dΦn (5.32)

Nótese que si hay nr part́ıculas idénticas de la especie r en el estado final la sección eficaz
total, tras integrar sobre el espacio fásico, debe dividirse por el factor de simetŕıa

S =
∏
r

nr! . (5.33)

Y si el estado incial no está polarizado y/o la polarización del estado final no se mide debe
promediarse sobre las polarizaciones iniciales y/o sumarse sobre las finales, respectivamen-
te.

Consideremos ahora el caso particular del scattering 2→ 2 en el sistema CM:

~p1,m1

~p2,m2

~k1,M1

~k2,M2

La integral sobre el espacio fásico aparece en (5.19). El factor de flujo se obtiene de

k1 ≡ (E1,~k) , k2 = (E2,−~k) , ECM = E1 + E2 , 4 {( k1k2)2 −M2
1M

2
2 }1/2 = 4ECM|~k| .

(5.34)

aAśı nos vale tanto para colisiones de blanco fijo, como el de la figura (5.1), como para colisionadores de
part́ıculas en los que se hacen chocar dos haces.
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Aśı que

dσ

dΩ
=

1

64π2E2
CM

|~p|
|~k|
|Mfi|2 . (5.35)

Finalmente, un comentario sobre las dimensiones de las magnitudes utilizadas:

Sfi = δfi + (2π)4δ4(Pf − Pi)iTfi ⇒ [Sfi] = [enerǵıa]0 , [Tfi] = [enerǵıa]4

Mfi =

ni+nf∏
j=1

(2EjV )1/2Tfi ⇒ [Mfi] = [enerǵıa]4−ni−nf

dΦn = (2π)4δ4(Pf − Pi)
n∏
j=1

d3pj
(2π)32Ej

⇒ [dΦn] = [enerǵıa]−4+2n

dσ(ni = 2→ n) =
|Mfi|2dΦn

4 {( k1k2)2 −M2
1M

2
2 }1/2

⇒ [σ] = [enerǵıa]−2 = [longitud]2

dΓ(ni = 1→ n) =
1

2M
|Mfi|2dΦn ⇒ [Γ] = [enerǵıa] = [tiempo]−1

Resultan convenientes los factores de conversión:

~ ≈ 6.582× 10−22 MeV s (5.36)

(~c)2 ≈ 0.389 GeV2 mbarn (5.37)

que son fáciles de recordar a partir de (1.1):

1 ≡ ~c ≈ 200 MeV fm , c ≈ 3× 108 m/s , 1 fm = 10−15 m , 1 barn ≡ 10−24 cm2.

5.4 Ĺımite no relativista: potenciales de interacción

En el ĺımite no relativista (NR) los cálculos realizados mediante diagramas de Feynman
(TQC) deben reproducir los resultados de la mecánica cuántica no relativista, donde la
interacción entre part́ıculas se describe en términos de un potencial V (~x).

~k

~k′

θ
V (~x)

Para hallar el potencial recordemos que la sección eficaz elástica de dispersión de una
part́ıcula de masa m por un potencial V (~x) es

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 (5.38)

donde θ es el ángulo de scattering y f(θ) es la amplitud de scattering no relativista, que
puede calcularse perturbativamente. A primer orden (aproximación de Born),

f(θ) = −m
2π

ˆ
d3x e−i~q·~xV (~x) , ~q = ~k′ − ~k , k = |~k| = |~k′| . (5.39)
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Si el potencial es central, V = V (r), la expresión anterior se convierte en

f(θ) = −2m

q

ˆ ∞
0

dr rV (r) sin qr , q = |~q| = 2k sin
θ

2
. (5.40)

Consideremos k � m (propio del ĺımite NR) y sea el blanco que genera el potencial una
part́ıcula muy pesada de masa MA � m. Ésta es, por ejemplo, la situación t́ıpica cuando
un electrón es dispersado por un núcleo, de modo que podemos despreciar el retroceso del
núcleo. Diagramáticamente:

k k′ k k′

La sección eficaz elástica (k = |~k| = |~k′|, ECM ≈MA) es

dσelást =
1

64π2E2
CM

|~k′|
|~k|
|Mfi|2dΩ ≈ 1

64π2M2
A

|Mfi|2dΩ . (5.41)

Para encontrar la expresión no relativista correspondiente, recordemos que

Mfi = (2E~kV )1/2(2E~k′V )1/2(2EAV )1/2(2EAV )1/2Tfi ≈ 4mMAV
2Tfi , (5.42)

de modo que en el ĺımite NR, ignorando los factores de V que sabemos deben cancelarse
en la fórmula correcta,

dσelást ≈
m2

4π2
|Tfi|2dΩ (5.43)

lo que, comparando con (5.38), nos dice que

f(θ) =
m

2π
Tfi , (5.44)

donde el signo global es el apropiado según demostrará un cálculo concreto, y a partir de
(5.39),

Tfi(~q) = −
ˆ

d3x e−i~q·~xV (~x)⇒ V (~x) = −
ˆ

d3q

(2π)3
ei~q·~xTfi(~q)

⇒ V (~x) = − 1

4mMA

ˆ
d3q

(2π)3
ei~q·~xMfi(~q). (5.45)

Nótese que el potencial de interacción es un concepto no relativista, que describe una
interacción instantánea. Sin embargo, la descripción más precisa de la TQC se basa en el
intercambio y propagación de part́ıculas, como hemos visto a lo largo del curso.
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Tema 6

Procesos elementales en QED

6.1 El lagrangiano y las reglas de Feynman de la QED

La electrodinámica cuántica (QED) describe la interacción entre electrones (o cualquier
otra part́ıcula cargada de esṕın 1/2) y fotones. Resulta conveniente cuantizar el campo
de Maxwell de forma covariante, como hicimos en §3.3.2. Conviene además generalizar
ligeramente el lagrangiano (3.107) que describe el campo electromagnético libre y escribir

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 , (6.1)

donde ξ es un parámetro genérico. En §3.3.2 usamos ξ = 1, pero puede demostrarse igual-
mente que si se impone que ∂µA

µ se anule entre estados f́ısicos, el espectro de la teoŕıa viene
dado exclusivamente por los estados de polarización transversa del fotón. El efecto neto del
segundo término de (6.1), que se llama término de gauge fixing, es romper la invariancia
gauge del lagrangiano, pero los elementos de matriz entre estados f́ısicos serán indepen-
dientes de la elección de ξ.a Sin embargo, las reglas de conmutación entre los campos y el
propagador dependerán de ξ. Es aconsejable trabajar con ξ genérico y al final comprobar
la corrección de los cálculos verificando que ξ se cancela en los elementos de matriz entre
estados f́ısicos. No obstante, dependiendo del tipo de problema, los cálculos se simplifican
bastante si se elige el llamado Rξ gauge apropiado. En particular, ξ = 1 es el gauge de ’t
Hooft-Feynman, ξ = 0 es el gauge de Landau y ξ →∞ es el gauge unitario (en el que sólo
intervienen los grados de libertad f́ısicos).

Hallemos el progagador del fotón. Para aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a este
lagrangiano, nótese que

L = −1

2
(∂µAν∂

µAν − ∂µAν∂νAµ)− 1

2ξ
gµν∂µAν∂αA

α (6.2)

de modo que

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0⇒ ∂µF

µν +
1

ξ
∂ν∂µAµ = 0

⇒ 2Aν −
(

1− 1

ξ

)
∂µ∂νAµ = 0

aEn presencia de interacciones la independencia en ξ se logra siempre que Aµ se acople a la materia
respetando la invariancia gauge, es decir si lo hace a una corriente conservada.
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102 Tema 6: Procesos elementales en QED

⇒
[
gµν2−

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aµ = 0 (6.3)

Ya sabemos que el propagador es una función de Green del operador que actúa sobre el
campo en la ecuación anterior. En el espacio de momentos, el propagador del fotón es, por
tanto, el inverso de

−k2gµν +

(
1− 1

ξ

)
kµkν . (6.4)

Nótese que este operador es invertible gracias a que hemos introducido el término de gauge
fixing, pues −k2gµν + kµkν es singular (tiene autovalor nulo kµ), lo que tiene que ver con
la simetŕıa gauge: A′µ = Aµ + ∂µΛ también es solución de (gµν2− ∂µ∂ν)Aµ = 0. El inverso
de (6.4), incluyendo la prescripción de Feynman que ya hemos discutido, es el propagador
del fotón

D̃µν
F (k) =

i

k2 + iε

[
−gµν + (1− ξ)k

µkν

k2

]
(6.5)

En efecto,

D̃µν
F (k)

[
−k2gνρ +

(
1− 1

ξ

)
kνkρ

]
= iδµρ . (6.6)

La elección del signo global es la apropiada pues, mientras que para campos escalares las
reglas de conmutación son [a~p, a

†
~q] = (2π)3δ3(~p − ~q), para el campo de Maxwell con ξ = 1

son [a~p,λ, a
†
~q,λ′ ] = ζλδλλ′(2π)3δ3(~p− ~q) = −gλλ′(2π)3δ3(~p− ~q), según vimos en (3.113).

Recordemos que las ecuaciones de Maxwell en presencia de fuentes vienen descritas a
nivel clásico a partir del lagrangiano invariante gauge U(1) que se obtiene introduciendo
en el lagrangiano de Dirac una derivada covariante (2.213) lo que conduce al acoplamiento
mı́nimo del campo electromagnético con cargas y corrientes jµ = (ρ,~j) = eQfψγ

µψ, donde
Qf es la carga eléctrica en unidades de e del fermión f aniquilado por el campo ψ. De
esta forma se obtiene el lagrangiano de la electrodinámica clásica (2.215). Para describir
la interacción electromagnética a nivel cuántico (QED) hemos de fijar el gauge, como en
(6.1), e interpretar las interacciones entre campos cuánticos como intercambio de part́ıculas
(fotones, electrones y antielectrones o positrones). El lagrangiano de partida es

LQED = ψ(i /D −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 , Dµ = ∂µ + ieQfAµ (6.7)

que contiene una interacción de la forma

Lint = −eQfAµψγµψ . (6.8)

Para hallar perturbativamente la matriz de scattering de un proceso en QED basta con
aplicar las reglas de Feynman correspondientes. Respecto a los casos que hemos tratado
en el tema anterior, las novedades son: el propagador del fotón, que se lee directamente
de (6.5), el vértice de interacción, que se deduce trivialmente de (6.8), y un factor de
polarización cuando el fotón se encuentra en una pata externa, que no existe en el caso de
un campo escalar. Resumimos a continuación las reglas de Feynman de la QED:

– Patas externas:
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6.2. Un proceso sencillo: e+e− → µ+µ− 103

fermión entrante: fermión saliente:
p

= u(s)(~p)
p

= u(s)(~p)

antifermión entrante: antifermión saliente:

p
= v(s)(~p)

p
= v(s)(~p)

fotón entrante: fotón saliente:

k
= εµ(~k, λ)

k
= ε∗µ(~k, λ)

– Vértice:

µ = −ieQfγ
µ

– Propagadores:

k
µ ν = − i

k2 + iε

[
gµν − (1− ξ)k

µkν

k2

]

p

=
i(/p+m)

p2 −m2 + iε

6.2 Un proceso sencillo: e+e− → µ+µ−

e+

e−

µ+

µ−

γ
k1

k2

p1

p2q

Figura 6.1: El proceso e+e− → µ+µ− a nivel árbol en QED.

Consideremos la aniquilación de un electrón y un positrón para dar un muón y un antimuón.
En QED este proceso viene descrito a orden más bajo de TP (nivel árbol) por el diagrama
de la figura 6.1. El muón tiene la misma carga del electrón, Qµ = Qe = −1, y una masa M
unas 200 veces mayor que la masa m del electrón. Vamos a hallar paso a paso y en detalle
la sección eficaz de este proceso.

En primer lugar, asignamos momentos a todas las part́ıculas del diagrama y usamos
la conservación del cuadrimomento en cada vértice, lo que fija el cuadrimomento del fotón
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104 Tema 6: Procesos elementales en QED

virtual que se propaga entre los dos vértices de interacción,

q = k1 + k2 = p1 + p2 . (6.9)

Las patas externas son fermiones, cuyos espines etiquetamos mediante ı́ndices r1, r2, s1, s2

que toman dos valores posibles (1,2).

Aplicando las reglas de Feynman, recorriendo cada ĺınea fermiónica en sentido contrario
al flujo fermiónico, el elemento de matriz invariante viene dado por

iM = u(s2)(~p2)(ieγβ)v(s1)(~p1)
−i

q2

[
gαβ − (1− ξ)qαqβ

q2

]
v(r1)(~k1)(ieγα)u(r2)(~k2) . (6.10)

Nótese que como los fermiones externos están sobre su capa de masas satisfacen las res-
pectivas ecuaciones de Dirac,

/k1v
(r1)(~k1) = −mv(r1)(~k1) , /k2u

(r2)(~k2) = mu(r2)(~k2) , (6.11)

aśı que la amplitud no depende del parámetro ξ, como deber ser, ya que

qαv
(r1)(~k1)γαu(r2)(~k2) = v(r1)(~k1)(/k1 + /k2)u(r2)(~k2) = 0 . (6.12)

Podŕıamos haber trabajado desde el principio en el gauge de ’t Hooft-Feynman (ξ = 1).
Por tanto,

M =
e2

q2
u(s2)(~p2)γαv(s1)(~p1) v(r1)(~k1)γαu

(r2)(~k2) . (6.13)

Para hallar |M|2, nótese que

(uγαv)∗ = v†γα†γ0†u = v†γ0γ0γαγ
0u = vγαu , (6.14)

donde se ha usado

u = u†γ0 , γα† = γα , γ0γαγ
0 = γα . (6.15)

Se trata además de un número complejo que podemos multiplicar en cualquier orden. Lo
mismo ocurre con la otra ĺınea fermiónica. Conviene escribir,

|M|2 =
e4

q4
u(s2)(~p2)γαv(s1)(~p1) v(s1)(~p1)γβu(s2)(~p2) v(r1)(~k1)γαu

(r2)(~k2) u(r2)(~k2)γβv
(r1)(~k1) .

(6.16)

Podemos ahora hacer uso de las propiedades de espinores y matrices de Dirac, que
conducen a multitud de identidades (Diracoloǵıa). En particular, puede verse que los dos
estados de esṕın a lo largo del eje z satisfacen

u(1)(~p)u(1)(~p) = (/p+m)
1 + γ5/n

2
, (6.17)

u(2)(~p)u(2)(~p) = (/p+m)
1− γ5/n

2
, (6.18)

v(1)(~p)v(1)(~p) = (/p−m)
1 + γ5/n

2
, (6.19)

v(2)(~p)v(2)(~p) = (/p−m)
1− γ5/n

2
, (6.20)
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donde nµ = (0, 0, 0, 1) en el sistema de referencia en el que pµ = (m, 0, 0, 0). En general,

u(~p, n)u(~p, n) = (/p+m)
1 + γ5/n

2
, v(~p, n)v(~p, n) = (/p−m)

1 + γ5/n

2
(6.21)

proyectan sobre polarizaciones bien definidas a lo largo de una dirección nµ, que cumple
n2 = −1 y pµn

µ = 0. Si elegimos, por simplicidad, el eje z como dirección del movimiento,
pµ = (E, 0, 0, |~p|), los operadores anteriores proyectan sobre los dos estados de helicidad
de part́ıcula y antipart́ıcula, respectivamente, si tomamos nµ = ±(|~p|/m, 0, 0, E/m). En
particular, en el ĺımite ultrarrelativista (E � m) los proyectores sobre quiralidades right y
left de part́ıcula y antipart́ıcula son:

u(1)(~p)u(1)(~p) = (/p+m)
1 + γ5/n

2
→ uR(p)uR(~p) = (/p+m)

1 + γ5

2
, (6.22)

u(2)(~p)u(2)(~p) = (/p+m)
1− γ5/n

2
→ uL(p)uL(~p) = (/p+m)

1− γ5

2
, (6.23)

v(1)(~p)v(1)(~p) = (/p−m)
1 + γ5/n

2
→ vL(p)vL(~p) = (/p−m)

1− γ5

2
, (6.24)

v(2)(~p)v(2)(~p) = (/p−m)
1− γ5/n

2
→ vR(~p)vR(~p) = (/p−m)

1 + γ5

2
. (6.25)

Otra propiedad que se demuestra fácilmente de lo anterior es

u(~p, n)Γu(~p, n) = Tr

[
Γ(/p+m)

1 + γ5/n

2

]
, v(~p, n)Γv(~p, n) = Tr

[
Γ(/p−m)

1 + γ5/n

2

]
,

(6.26)

donde Γ es una matriz 4× 4 arbitraria. Por otro lado, si los fermiones no están polarizados
el cálculo se simplifica notablemente pues podemos aplicar directamente las relaciones de
completitud, ∑

s

u(s)(~p)u(s)(~p) = /p+m ,
∑
s

v(s)(~p)v(s)(~p) = /p−m , (6.27)

que conducen a∑
s

u(s)(~p)Γu(s)(~p) = Tr [Γ(/p+m)] ,
∑
s

v(s)(~p)Γv(s)(~p) = Tr [Γ(/p−m)] . (6.28)

Volvamos a nuestro cálculo (6.16) y supongamos por simplicidad que tanto los fermiones
iniciales como los finales no están polarizados. Tenemos entonces que promediar sobre
espines iniciales y sumar sobre espines finales:∑̃

ri

∑
si

|M|2 =
1

4

∑
ri

∑
si

|M|2

=
e4

4q4
Tr[γα(/p1 −M)γβ(/p2 +M)]Tr[γα(/k2 +m)γβ(/k1 −m)] , (6.29)

que aparece como el producto de las trazas de las dos cadenas fermiónicas.

Para hallar las trazas volvemos a recurrir a la Diracoloǵıa. Necesitamos en particular,

Tr[# impar γ′s] = 0 (6.30)

Tr[γµγν ] = 4gµν (6.31)
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106 Tema 6: Procesos elementales en QED

Tr[γµγνγργσ] = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (6.32)

de donde

Tr[γα(/p1 −M)γβ(/p2 +M)] = Tr[γα/p1γ
β/p2]−M2Tr[γαγβ]

= 4(pα1 p
β
2 − (p1p2)gαβ + pβ1p

α
2 )− 4M2gαβ (6.33)

Tr[γα(/k2 +m)γβ(/k1 −m)] = Tr[γα/k1γβ/k2]−m2Tr[γαγβ]

= 4(k1αk2β − (k1k2)gαβ + k1βk2α)− 4m2gαβ (6.34)

y por tanto,∑̃
ri

∑
si

|M|2 =
16e4

4q4
[(p1k1)(p2k2)− (p1p2)(k1k2) + (p1k2)(p2k1)−m2(p1p2)

− (p1p2)(k1k2) + 4(p1p2)(k1k2)− (p1p2)(k1k2) + 4m2(p1p2)

+ (p1k2)(p2k1)− (p1p2)(k1k2) + (p1k1)(p2k2)−m2(p1p2)

−M2(k1k2) + 4M2(k1k2)−M2(k1k2) + 4M2m2]

=
8e4

q4
[(p1k1)(p2k2) + (p1k2)(p2k1) +m2(p1p2) +M2(k1k2) + 2M2m2] .

(6.35)

El siguiente paso es elegir un sistema de referencia. Supongamos el sistema centro de
masas y sea θ el ángulo que forma el µ+ saliente con el e+ incidente,

kµ1 = E(1, 0, 0, βi) ,

kµ2 = E(1, 0, 0,−βi) , βi =
√

1−m2/E2 , (6.36)

pµ1 = E(1, βf sin θ, 0, βf cos θ) ,

pµ2 = E(1,−βf sin θ, 0,−βf cos θ) , βf =
√

1−M2/E2 . (6.37)

Entonces,

q2 = (k1 + k2)2 = (p1 + p2)2 = E2
CM = 4E2 , (6.38)

(p1k1) = (p2k2) = E2(1− βiβf cos θ) , (6.39)

(p1k2) = (p2k1) = E2(1 + βiβf cos θ) , (6.40)

(p1p2) = E2(1 + β2
f ) = E2(2−M2/E2) , (6.41)

(k1k2) = E2(1 + β2
i ) = E2(2−m2/E2) (6.42)

y la expresión (6.35) queda∑̃
ri

∑
si

|M|2 =
e4

2E4
[2E4(1 + β2

i β
2
f cos2 θ) + 2E2(m2 +M2)]

= e4

[
1 + 4

m2 +M2

E2
CM

+

(
1− 4m2

E2
CM

)(
1− 4M2

E2
CM

)
cos2 θ

]
. (6.43)

La sección eficaz diferencial del proceso se obtiene a partir de la expresión (5.35),

dσ

dΩ
=

α2

4E2
CM

√
E2

CM − 4M2

E2
CM − 4m2

[
1 + 4

m2 +M2

E2
CM

+

(
1− 4m2

E2
CM

)(
1− 4M2

E2
CM

)
cos2 θ

]
(6.44)
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donde se ha sustituido la constante de estructura fina α = e2/(4π). Nótese que ECM > 2M ,
la enerǵıa umbral del proceso. La sección eficaz total es

σ =

ˆ
dΩ

dσ

dΩ
= 2π

ˆ
d cos θ

dσ

dΩ
. (6.45)

En el ĺımite ultrarrelativista (ECM �M,m),

dσ

dΩ
→ α2

4E2
CM

(1 + cos2 θ) (6.46)

σ → 4πα2

3E2
CM

. (6.47)

6.3 Comentarios

6.3.1 Sobre el propagador y los estados de polarización

Al cuantizar el campo de Maxwell de forma covariante hemos introducido (3.112) cuatro
vectores de polarización εµ(~k, λ) que satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad
y completitud:

ε∗µ(~k, λ)εµ(~k, λ′) = −ζλδλλ′ , ζ0 = −1 , ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1 , (6.48)

3∑
λ=0

ζλε
µ∗(~k, λ)εν(~k, λ) = −gµν . (6.49)

Sea nµ un vector tipo temporal que satisface nµn
µ = 1 y n0 > 0. Diremos que

εµ(~k, 0) = nµ (6.50)

es el vector de polarización escalar. Llamaremos εµ(~k, 3) polarización longitudinal en el
plano n− k si εµ(~k, 3)nµ = 0 y εµ(~k, 3)εµ(~k, 3) = −1, es decir,

εµ(~k, 3) =
kµ − (kn)nµ√

(kn)2 − k2
. (6.51)

Los otros dos vectores de polarización (transversa) εµ(~k, 1) y εµ(~k, 2) los tomamos ortogo-
nales entre śı y perpendiculares al plano n− k, de modo que

ε∗µ(~k, λ)εµ(~k, λ′) = −δλλ′ , λ, λ′ = 1, 2 . (6.52)

Por ejemplo, en el sistema de referencia en el que el vector de propagación ~k define el eje
z y nµ = (1, 0, 0, 0) de lo anterior deducimos que

εµ(~k, 0) = (1, 0, 0, 0) , εµ(~k, 3) = (0, 0, 0, 1) , (6.53)

y podemos escoger varias bases para las polarizaciones transversas, como

εµ(~k, 1) = (0, 1, 0, 0) , εµ(~k, 2) = (0, 0, 1, 0) (lineales) (6.54)

o bien

εµ(~k, L) = (0, cos θ, i sin θ, 0) , εµ(~k,R) = (0, cos θ,−i sin θ, 0) (eĺıpticas) (6.55)
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108 Tema 6: Procesos elementales en QED

(que se llaman circulares si θ = π/4).

Ya hemos visto que el estado de polarización escalar
∣∣∣~k, 0〉 tiene norma negativa (3.116).

Por otro lado, el campo electromagnético clásico en ausencia de fuentes (radiación) sólo
tiene dos estados de polarización, mientras que su versión cuántica parece tener cuatro.
Ambos problemas están relacionados y se resuelven, como ya hemos visto, imponiendo que
∂µA

µ evaluado entre estados f́ısicos se anula (cuantización de Gupta-Bleuler): solamente
los dos estados de polarización transversos contribuyen a los observables f́ısicos, aśı que
no tenemos que preocuparnos por los escalares ni los longitudinales. Sin embargo todos
contribuyen al propagador, que no es un observable. Veamos esto.

Tomemos, para empezar, el gauge de ’t Hooft-Feynman (ξ = 1), en el que el propagador
es

D̃µν
F (k) = − igµν

k2 + iε
(6.56)

que usando las relaciones de completitud (6.49) puede escribirse como

D̃µν
F (k) =

i

k2 + iε

3∑
λ=0

ζλε
µ(~k, λ)εν∗(~k, λ) . (6.57)

Separando las contribuciones transversa, longitudinal y escalar tenemos

D̃µν
F (k) =

i

k2 + iε

∑
λ=1,2

εµ(~k, λ)εν∗(~k, λ) +
[kµ − (kn)nµ][kν − (kn)nν ]

(kn)2 − k2
− nµnν

 . (6.58)

Los dos últimos términos los podemos reescribir como suma de

D̃µν
C (k) =

inµnν

(kn)2 − k2
y D̃µν

R (k) =
i

k2[(kn)2 − k2]
[kµkν − (kn)(kµnν + kνnµ)] . (6.59)

Si tomamos el sistema de referencia en el que nµ = (1, 0, 0, 0), es decir nµ = gµ0 y kn = k0,
vemos que el primero de ellos es

Dµν
C (x− x′) =

ˆ
d4k

(2π)4
D̃µν
C (k)e−ik(x−x′) =

ˆ
d3k

(2π)3

gµ0gν0

~k2
ei~k·(~x−~x′)

ˆ
dk0

(2π)
e−ik0(x0−x′0)

=
1

4π

gµ0gν0

|~x− ~x′|δ(x
0 − x′0) . (6.60)

Para entender el significado de las distintas contribuciones, consideremos un proceso
de scattering mediado por el intercambio de un fotón (e.g. figura 6.1). En esta situación
estamos en presencia de fuentes. El elemento de matriz de este proceso puede escribirse
como ˆ

d4x

ˆ
d4x′ j1µ(x)Dµν

F (x− x′)j2ν(x′) (6.61)

donde jµ1 (x) y jµ2 (x′) son dos densidades de corriente que interactúan mediante el campo
del fotón. La parte Dµν

C del propagador, en el sistema de referencia que hemos elegido,
contribuye con

ˆ
d4x

ˆ
d4x′

j0
1(x)j0

2(x′)

4π|~x− ~x′| δ(x
0 − x′0) , (6.62)
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que no es otra cosa que la interaccción instantánea de Coulomb (¡en el mismo instante de
tiempo!) entre las dos densidades de carga j0

1(x) y j0
2(x′). En cuanto a la parte restante

Dµν
R , nótese que (6.61) en el espacio de momentos es

ˆ
d4k

(2π)4
j1µD̃

µν
F (k)j2ν(k) (6.63)

y que las corrientes son conservadas, es decir, ∂µj
µ(x) = 0 o bien kµj

µ(k) = 0. Por consi-

guiente los términos proporcionales a kµ ó kν en D̃µν
F son irrelevantes y D̃µν

R (k) no contri-
buye a la interacción. Por cierto, ésta es la razón por la que el gauge de ’t Hooft-Feynman
es válido: si no hubiéramos tomado ξ = 1 habŕıa términos extra en el propagador propor-
cionales a kµkν , que son irrelevantes porque se acoplan a una corriente conservada.

Vemos que el campo de la interacción electromagnética tiene una triple naturaleza:b

una parte es completamente arbitraria (debido a la invariancia gauge); otra, llamado cam-
po constrained o constreñido (la interacción coulombiana, en el sistema de referencia que
hemos elegido), está totalmente determinada por las fuentes; y la tercera parte es dinámi-
ca, consistente en grados de libertad independientes, es la radiación electromagnética pura,
que en electrodinámica cuántica se corresponde con los fotones. La parte dinámica, pre-
sente incluso en ausencia de fuentes, puede ser subdominante respecto a la constreñida.
Aśı por ejemplo, es la interaccción coulombiana la que explica en primera aproximación
la estructura del átomo de hidrógeno: el potencial de Coulomb viene dado por la posición
del electrón. Ésta última es un operador en mecánica cuántica (lo que determina que las
órbitas estén cuantizadas) pero esto no significa que involucre grados de libertad cuánticos
del campo electromagnético. Solamente si hacemos un tratamiento refinado descubriremos
los efectos cuánticos (el efecto Lamb, por ejemplo).

6.3.2 Sobre los signos relativos entre diagramas

En QED se trabaja con campos espinoriales y ya hemos visto que hay que tener cuidado
porque las contracciones de Wick de estos campos pueden dar lugar a signos relativos entre
los distintos diagramas que contribuyen a la amplitud de un proceso. Recordemos que hay
que mirar si la reordenación de los espinores corresponde a una permutación par o impar.
Veamos unos cuantos ejemplos.

– Scattering de Bhabha: e+e− → e+e−

3

4

2

1

3

4

2

1
u1v2v3u4 −u1u4v3v2

– Scattering de Møller: e−e− → e−e−

bPasa igual con todas las fuerzas fundamentales.
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4

2

3

1

4

2

3

1
u1u2u3u4 −u1u4u3u2

– Scattering de Compton: eγ → eγ (¡no hay cambio de signo!)

2 1 2 1

=

2 1
u1u2 +u1u2

6.3.3 Sobre part́ıculas idénticas

Recordemos también que si hay dos part́ıculas idénticas en el estado final (por ejemplo,
γγ, e+e+, e−e−) la sección eficaz total es

σ =
1

2

ˆ
dΩ

dσ

dΩ
. (6.64)

6.3.4 Sobre las polarizaciones de los bosones vectoriales

– Caso del fotón. Tiene dos estados de polarización (transversos). Supongamos el sis-
tema de referencia en el que kµ = (ω, 0, 0, ω) (nuestras conclusiones serán indepen-
dientes de esta elección gracias a la covariancia Lorentz). Entonces, pueden ser

lineales: εµ(~k, 1) = (0, 1, 0, 0) , εµ(~k, 2) = (0, 0, 1, 0)

eĺıpticas: εµ(~k, L) = (0, cos θ, i sin θ, 0) , εµ(~k,R) = (0, cos θ,−i sin θ, 0) .

En cualquier caso, si sumamos sobre los dos estados de polarización,

∑
λ

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ) = −gµν +Qµν , Qµν =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

 . (6.65)

Veamos que, debido a la invariancia gauge, en la práctica podemos ignorar el término
Qµν . En efecto, la amplitud de un proceso arbitrario de QED que involucre un fotón
externo con momento k (tomamos un fotón saliente) puede escribirse con toda gene-
ralidad como

M(~k, λ) = ε∗µ(~k, λ)Mµ(~k) (6.66)

y cualquier observable, en este sistema de referencia, será proporcional a∑
λ

|M(~k, λ)|2 =
∑
λ=1,2

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ)Mµ(~k)Mν∗(~k)
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= |M1(~k)|2 + |M2(~k)|2 . (6.67)

Ahora bien, sabemos que el campo del fotón se acopla a una corriente conservada
mediante una interacción

´
d4x jµ(x)Aµ(x), con ∂µj

µ(x) = 0, aśı que

Mµ(~k) =

ˆ
d4x eikx 〈f | jµ(x) |i〉 (6.68)

donde los estados inicial y final incluyen todas las part́ıculas externas excepto el fotón
en cuestión. Como la simetŕıa gauge se debe preservar también a nivel cuántico, de
la conservación de la corriente y la expresión anterior deducimosc que

kµMµ(~k) = i

ˆ
d4x eikx 〈f | ∂µjµ(x) |i〉 = 0 . (6.69)

y por tanto,

kµMµ(~k) = ωM0(~k)− ωM3(~k) = 0⇒M0(~k) =M3(~k) . (6.70)

Aśı que podemos reescribir (6.67) como∑
λ=1,2

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ)Mµ(~k)Mν∗(~k)

= |M1(~k)|2 + |M2(~k)|2 + |M3(~k)|2 − |M0(~k)|2 . (6.71)

que equivale a reemplazar ∑
λ

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ)→ −gµν . (6.72)

– Caso de un bosón vectorial masivo. Tiene tres estados de polarización (uno longi-
tudinal y dos transversos). En este caso podemos elegir el sistema de referencia en
reposo, kµ = (M, 0, 0, 0) y los estados de polarización

εµ(~k, 1) = (0, 1, 0, 0) , εµ(~k, 2) = (0, 0, 1, 0) , εµ(~k, 3) = (0, 0, 0, 1) . (6.73)

Si sumamos sobre polarizaciones,

∑
λ

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ) = −gµν +Qµν , Qµν =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (6.74)

en el sistema de referencia en reposo. Podemos obtener la expresión válida para
kµ = (k0,~k) con M2 = (k0)2 − ~k2 haciendo un boost con γ = k0/M , γ~β = ~k/M ,

Λµµ′ =


γ γβ1 γβ2 γβ3

γβ1

γβ2

γβ3

δij + (γ − 1)
βiβj
β2

(6.75)

que conduce a ∑
λ

ε∗µ(~k, λ)εν(~k, λ) = −gµν + Λ0
µΛ0

ν = −gµν +
kµkν
M2

. (6.76)

c0 =

ˆ
d4x ∂µ

[
eikx 〈f | jµ(x) |i〉

]
= ikµ

ˆ
d4x eikx 〈f | jµ(x) |i〉+

ˆ
d4x eikx 〈f | ∂µjµ(x) |i〉.
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6.3.5 Sobre la simetŕıa de crossing y las variables de Mandelstam

1

2

3

4

crossing←−−−−−−−−−→

3

1

4

2
1 + 2→ 3 + 4 1 + 3→ 2 + 4

Los elementos de matriz de procesos tales como 1 + 2→ 3 + 4 y 1 + 3→ 2 + 4 están rela-
cionados mediante la llamada simetŕıa de crossing: la matriz S es la misma reemplazando
los momentos convenientemente. En este caso,

k1, k2 → p1, p2
crossing←−−−−−−−−−→ k1, −p1 → −k2, p2 (6.77)

Antes de poner algunos ejemplos de procesos cuyas amplitudes están relacionadas por la
simetŕıa de crossing, conviene introducir las variables de Mandelstam que resultan muy
cómodas para describir la cinemática de los procesos de dos cuerpos → dos cuerpos y
facilitan mucho la aplicación de esta simetŕıa. Para el proceso del ejemplo anterior,

s = (k1 + k2)2 = (p1 + p2)2

t = (k1 − p1)2 = (p2 − k2)2

u = (k1 − p2)2 = (p1 − k2)2

(s, t, u)
crossing←−−−−−−−−−→
k2↔−p1

(t, s, u) (6.78)

Es fácil comprobar que s+ t+u =
∑

im
2
i , la suma del cuadrado de las masas de las cuatro

part́ıculas externas. Aśı, en términos de variables de Mandelstam, la cinemática del proceso
que hemos calculado antes en detalle, e+e− → µ+µ−, queda

q2 = s , (6.79)

(p1k1) = (p2k2) = (m2 +M2 − t)/2 , (6.80)

(p1k2) = (p2k1) = (m2 +M2 − u)/2 , (6.81)

(p1p2) = (s− 2M2)/2 , (6.82)

(k1k2) = (s− 2m2)/2 (6.83)

que conduce a

∑̃
ri

∑
si

|M(e+e− → µ+µ−)|2 =
8e4

s2

[(
t

2

)2

+
(u

2

)2
]
. (6.84)

Se dice que este proceso tiene lugar en canal s. La simetŕıa de crossing nos permite encontrar
la amplitud del proceso “cruzado” e+µ− → e+µ− intercambiando s con t en la expresión
anterior, ∑̃

ri

∑
si

|M(e+µ− → e+µ−)|2 =
8e4

t2

[(s
2

)2
+
(u

2

)2
]
, (6.85)

que tiene lugar en canal t:
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e

e

µ

µ

crossing←−−−−−−−−−→
s↔t

µ

e

µ

e
e+e− → µ+µ− e+µ− → e+µ−

Otros ejemplos, en los que contribuyen dos canales, son:

crossing←−−−−−−−−−→
s↔u

Bhabha Møller
e+e− → e+e− e−e− → e−e−

crossing←−−−−−−−−−→
s↔t

Compton Aniquilación
e−γ → e−γ e+e− → γγ
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Tema 7

Introducción a las correcciones
radiativas

7.1 Correcciones cuánticas: Loops

En esta sección veremos que el desarrollo perturbativo en la constante de acoplamiento, que
hemos introducido en el tema anterior, es también un desarrollo en potencias de ~, es decir,
en efectos cuánticos.a Para comprobarlo, reinsertaremos las constantes ~, manteniendo aún
un sistema de unidades en el que c = 1. En este sistema longitudes y tiempos tienen las
mismas dimensiones y lo mismo ocurre con enerǵıas y momentos. Sin embargo, longitudes
y enerǵıas no tienen dimensiones inversas, lo que śı ocurre en el sistema de unidades en el
que ~ = 1. Recordemos que

~ ≈ 6.582× 10−22 MeV s, (7.1)

aśı que ~ tiene dimensiones de enerǵıa (o momento) por tiempo (o longitud).

Hay dos fuentes principales de potencias de ~ en el proceso de cuantización. La primera
está en las relaciones de conmutación (o anticonmutación). Por ejemplo, en el caso escalar
habŕıa que reemplazar la ecuación (3.4) por

[φ(t, ~x),Π(t, ~y)] = i~δ3(~x− ~y) ⇒ [a~p, a
†
~q] = (2π)3~δ3(~p− ~q) . (7.2)

Repitiendo los pasos necesarios para calcular el propagador de Feynman (véase §4.4) ob-
tenemos entonces que cada propagador incluye una potencia de ~:

DF (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4

i~
p2 −m2 + iε

e−ip(x−y) , con ε→ 0+ . (7.3)

El segundo lugar en el que tenemos que introducir expĺıcitamente una potencia de
~ es el vértice de interacción. La razón es que el producto Ht (acción), donde H es un
hamiltoniano y t el tiempo, tiene las dimensiones de ~ y por tanto en el operador evolución
aparece con un factor 1/~ para que el argumento de la exponencial sea adimensional. Esto
afecta a la teoŕıa de perturbaciones discutida en §4.3. Por ejemplo, el campo en la imagen
de interacción (4.33) se define

φI(t, ~x) ≡ eiH0(t−t0)/~φ(t0, ~x)e−iH0(t−t0)/~ (7.4)

aHistóricamente se ha llamado correcciones radiativas a las correcciones cuánticas, porque se calcularon
en primer lugar para sistemas atómicos en procesos donde se emite o se absorbe radiación electromagnética.
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y aśı sucesivamente. Siendo cuidadosos con los factores de ~ obtenemos que la teoŕıa de
perturbaciones toma la forma final

〈0|T{φ(x1) · · ·φ(xn)} |0〉 =

〈0|T
{
φI(x1) · · ·φI(xn) exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)/~

]}
|0〉

〈0|T
{

exp

[
−i

ˆ
d4x HI(x)/~

]}
|0〉

. (7.5)

Al desarrollar en serie las exponenciales obtendremos que por cada vértice de nuestra teoŕıa
de perturbaciones tenemos que añadir una potencia de 1/~.

Con estas dos reglas, cada propagador introduce una potencia de ~ y cada vértice una
de ~−1, podemos discutir la relación entre el número de loops y el de potencias de ~ en
un diagrama de Feynman conexo amputado arbitrario.b Podemos definir el número de
loops como el número L de cuadrimomentos no fijados por la regla de conservación del
momento sobre los que tenemos que integrar para calcular el resultado de la amplitud
correspondiente. Aśı, en un diagrama con I ĺıneas internas y V vértices tenemos

L = I − (V − 1) = I − V + 1 . (7.6)

En efecto, tenemos I cuadrimomentos circulando por las ĺıneas internas, sobre los que
imponemos V − 1 restricciones (una por cada vértice, excepto la global que corresponde a
conservación del cuadrimomento total). Veamos algunos ejemplos:

L = 0− 1 + 1 = 0 L = 1− 2 + 1 = 0

L = 1− 1 + 1 = 1 L = 2− 2 + 1 = 1

L = 7− 4 + 1 = 4 L = 6− 4 + 1 = 3

(7.7)

Nótese que normalmente L coincide con el número de lazos en el diagrama de Feynman.
Pero no siempre, como se ve en el último ejemplo, en el que hay 4 lazos pero L = 3.

Aplicando ahora que cada propagador conlleva una potencia de ~ y cada vértice una
de ~−1 vemos que un diagrama conexo amputado con L loops es de orden ~I−V = ~L−1.
Por tanto, el desarrollo en loops corresponde a un desarrollo en potencias de ~.

Puede sorprender sin embargo que el primer término del desarrollo perturbativo sea
proporcional ~−1, pero esto se debe a que hemos normalizado la acción dividiendo por ~
por argumentos dimensionales, de manera que debemos descontar ese factor y concluir que
realmente la contribución de cero loops (orden ~0) corresponde al ĺımite clásico (~→ 0).

Otro comentario importante es que en teoŕıas con un único acoplamiento, el desarrollo
perturbativo en ese acoplamiento y el desarrollo en loops coinciden, si fijamos el número de
patas externas. La razón es que en ese caso existe una relación entre L y V . Por ejemplo,
en la teoŕıa λφ4 cada vértice tiene cuatro patas, aśı que

4V = E + 2I ⇒ L = I − V + 1 = V − E/2 + 1 , (7.8)

bAunque hayamos mostrado el ejemplo expĺıcito del caso escalar, la misma regla aplica al caso de campos
de espines arbitrarios.
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siendo E el número de patas externas e I el de ĺıneas internas. Esta relación viene de que
4V es el número total de ĺıneas que confluyen en vértices, pero las que corresponden a
ĺıneas internas cuentan dos veces. Es fácil comprobar que esta relación se cumple en todos
los ejemplos de (7.7), excepto para el primero de la columna de la derecha, en el que los
vértices tienen tres patas, pues corresponden a una teoŕıa λφ3 y la relación es entonces

3V = E + 2I ⇒ L = I − V + 1 = V/2− E/2 + 1 . (7.9)

7.2 Divergencias ultravioletas

El hecho de que los cálculos a uno o más loops involucren una integración sobre momentos,
cuyos módulos van de cero hasta infinito, conduce a una intrigante propiedad de la teoŕıa
cuántica de campos: la posible aparición de divergencias en los cálculos perturbativos. El
origen y naturaleza de estas divergencias es diverso y su estudio da lugar a algunos de los
aspectos más interesantes de la teoŕıa cuántica de campos, como el grupo de renormaliza-
ción. En este curso nos vamos a limitar a hacer una breve introducción a algunos de estos
fenómenos, poniendo énfasis en la realización de cálculos expĺıcitos.

Veamos en un ejemplo concreto cómo aparecen algunas de estas divergencias. Tomemos
de nuevo la teoŕıa λφ4 y calculemos el diagrama amputado que aparece en (4.115)

pp

q − iB =
1

2
(−iλ)

ˆ
d4q

(2π)4

i

q2 −m2
. (7.10)

Esta integral puede abordase más fácilmente en el espacio Eucĺıdeo, haciendo el cambio
de variables q0 = iq0

E (rotación de Wick), manteniendo ~q = ~qE y por tanto sustituyendo
q2 = −q2

E . De esta forma la integral factoriza en el producto de una integral angular en
cuatro dimensiones por una integral sobre la coordenada radial qE entre cero e infinito
(estudiaremos en detalle este procedimiento en un número arbitario de dimensiones en la
sección §7.3):

B =
λ

2

ˆ
d4qE
(2π)4

1

q2
E +m2

=
λ

2

ˆ
dΩ4

(2π)4

ˆ ∞
0

dqE q3
E

1

q2
E +m2

=
λ

2

2π2

(2π)4

ˆ ∞
0

dqE
q3
E

q2
E +m2

.

(7.11)

La integral resultante es divergente. Para poder dar sentido al resultado regularizaremos
la integral para aislar la divergencia. En esta ocasión usaremos como regulador un cut-off
en momentos, es decir, integraremos hasta un valor finito Λ que al final haremos tender a
infinito. Haciendo esto tenemos

B =
λ

16π2

ˆ Λ

0
dqE

q3
E

q2
E +m2

=
λ

32π2

(
Λ2 +m2 ln

m2

m2 + Λ2

)
. (7.12)

Vemos por tanto que este diagrama presenta una divergencia ultravioleta, es decir, en el
ĺımite de momento infinito. En ocasiones un diagrama puede también tener divergencias
infrarrojas (en el ĺımite de momento cero).

En el resto de este tema veremos cómo clasificar, regularizar e interpretar las divergen-
cias ultravioletas que aparecen en cálculos a nivel de uno o más loops en teoŕıa cuántica de
campos.
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El comportamiento ultravioleta de un diagrama se puede caracterizar por su grado
superficial de divergencia, D, que se define como la diferencia entre el número de potencias
del momento de integración en el numerador menos las del denominador. En teoŕıas en las
que los vértices no dependen del momento, el grado superficial de divergencia depende del
número de loops (potencias positivas del momento) y del número y tipo de propagadores
(potencias negativas del momento, simples para fermiones, dobles para bosones). Aśı por
ejemplo tenemos

λφn (n ≥ 3) ⇒ D = 4L− 2I (7.13)

QED ⇒ D = 4L− 2Iγ − If (7.14)

donde Iγ,f se refiere al número de ĺıneas internas fotónicas y fermiónicas, respectivamente.
En general, un diagrama divergerá logaŕıtmicamente, linealmente, cuadráticamente y aśı
sucesivamente para D ≥ 0, aunque esto es condición necesaria pero no suficiente, pues
hay excepciones a esta regla. Antes, reescribamos D de una manera más útil en términos
del número de patas externas y vértices. La expresión depende de la teoŕıa en cuestión.
Estudiemos cada caso por separado.

7.2.1 λφn

En este caso (7.13) conduce a

D = 4L− 2I = (n− 4)V − E + 4 , (7.15)

donde hemos usado las relaciones

L = I − V + 1 , nV = E + 2I . (7.16)

Vemos que cuanto mayor es el número de patas externas, a igual número de vértices, menor
es D. Tenemos pues un número finito de posibles diagramas divergentes (D ≥ 0), llamados
divergencias primitivas. Veamos cuáles son en el caso de λφ4 (n = 4), es decir

D = 4− E ≥ 0 . (7.17)

Nótese que en este caso E es siempre par.

E = 0: Los diagramas vaćıo-vaćıo que aparecen en (4.100). Son cuárticamente diver-
gentes (∝ Λ4) y contribuyen a la enerǵıa del vaćıo, pero no son relevantes para hallar
las amplitudes de scattering pues se cancelan en la fórmula LSZ.

E = 2: Las funciones de Green de dos puntos. Son cuadráticamente divergentes
(∝ Λ2) y contribuyen a la autoenerǵıa del campo:

. . . (7.18)

E = 4: Las funciones de Green de cuatro puntos. Son logaŕıtmicamente divergentes
(∝ ln Λ) y contribuyen a la corrección al vértice:

. . . (7.19)
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7.2. Divergencias ultravioletas 119

Podŕıa pensarse que diagramas con D < 0, es decir E ≥ 6 son finitos, pero esto solamente
es cierto si no contienen subdiagramas divergentes (con E = 2 o E = 4). Por ejemplo, los
siguientes diagramas con D = −2 (E = 6) son divergentes:

(7.20)

En realidad, para que un diagrama sea finito, su grado superficial de divergencia D y el de
todos sus subdiagramas debe ser negativo (teorema de Weinberg).

Vemos por tanto que en la teoŕıa λφ4 hay un número finito de divergencias primitivas
(dos en este caso) que afectan a la predicción de nuestros observables: la autoenerǵıa del
campo y la corrección al vértice. Cuando esto ocurre la teoŕıa es renormalizable que, como
veremos, quiere decir que podemos reabsorber todos los infinitos que aparezcan con un
número finito de medidas, estando el resto de predicciones de la teoŕıa bien definidas. Este
proceso de reabsorber infinitos se denomina renormalización y lo discutiremos brevemente
más adelante, en el caso de la QED.

La teoŕıa λφ3 también tiene un número finito de divergencias primitivas, pues en este
caso D = 4 − E − V . Al aumentar el número de patas externas, independientemente del
número de vértices, llegaremos a D < 0. Pero, además, en este caso ocurre que diagra-
mas con el mismo número de patas externas son cada vez más convergentes haciéndose
finitos a partir de un número determinado de loops. Este tipo de teoŕıas se llaman super-
renormalizables.

Teoŕıas λφn con n > 4, por el contrario, son no renormalizables puesto que, cualquiera
que sea el número de patas externas de un diagrama, D siempre será positivo para un
número suficientemente alto de vértices. Esto quiere decir que hay un número infinito de
divergencias primitivas, que requeriŕıan un número infinito de medidas para ser reabsorbi-
das.

El hecho de que λφn con n ≤ 4 sean teoŕıas renormalizables es un ejemplo del criterio
de renormalizabilidad que establece que un lagrangiano de interacción cuyos coeficientes
(constantes de acoplamiento) tengan dimensiones de masa elevada a una potencia positiva
o nula (adimensionales) es renormalizable. En nuestro ejemplo, como [L] = M4 y [φ] = M ,
las constantes tienen dimensiones [λ] = M4−n. Podemos entender el criterio de renorma-
lizabilidad del siguiente modo: si cada vértice de interacción introduce un acoplamiento
con dimensiones de masa negativas entonces, por argumentos dimensionales, éste debe
compensarse con algún otro parámetro con dimensiones positivas de masa (por ejemplo el
cut-off Λ) si no hay cancelaciones debidas a alguna simetŕıa. En tal caso habrá un número
indeterminado de funciones de Green que serán divergentes cuando Λ→∞ y por tanto no
podremos reabsorber todos los infinitos en un número finito de medidas.

Hemos visto ejemplos (7.20) en los que D puede ser negativo y aún aśı el diagrama
es divergente. Pero también puede ocurrir lo opuesto: diagramas con grado superficial de
divergencia positivo, y por tanto a priori divergentes, que den un resultado finito. Esto es
debido a la presencia de simetŕıas que reducen el grado de divergencia de algunos diagramas.
Esto es lo que ocurre en QED, como veremos a continuación.
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7.2.2 QED

En este caso (7.14) conduce a

D = 4L− 2Iγ − If = 4− Eγ −
3

2
Ef (7.21)

donde hemos usado las relaciones

L = I − V + 1 = Iγ + If − V + 1 , V = Eγ + 2Iγ , 2V = Ef + 2If . (7.22)

Vemos pues que en QED los diagramas con divergencias primitivas son potencialmente
aquellos para los que D ≥ 0, es decir

Eγ +
3

2
Ef ≤ 4 . (7.23)

Antes de discutir todas las posibilidades conviene demostrar el Teorema de Furry que
establece que funciones de Green sin ĺıneas externas fermiónicas (Ef = 0) y con un núme-
ro impar de ĺıneas externas fotónicas (Eγ = impar) son cero a todo orden en teoŕıa de
perturbaciones debido a la conservación de la conjugación de carga de la QED:

γ4

γ3

γ2

γ1

γn

= 0 , n impar (7.24)

〈0|Aµ1(x1) · · ·Aµn(xn) e−i
´

d4xHQED |0〉
= 〈0| (CAµ1(x1)C) · · · (CAµn(xn)C)C e−i

´
d4xHQEDC |0〉

= (−1)n 〈0|Aµ1(x1) · · ·Aµn(xn) e−i
´

d4xHQED |0〉 , (7.25)

donde hemos usado C2 = 1, C |0〉 = |0〉, CAµC = −Aµ y CHQEDC = HQED. Para n impar
estas funciones de Green coinciden con su opuesta y por tanto deben anularse.

Una vez descartadas estas funciones de Green, clasifiquemos el resto que cumplen (7.23),
es decir D = 4− Eγ − 3

2Ef ≥ 0:

Ef = 0

• Eγ = 0: Enerǵıa del vaćıo. Cuárticamente divergente pero irrelevante para pro-
cesos de scattering.

• Eγ = 2: Autoenerǵıa del fotón. A priori cuadráticamente divergente, aunque la
simetŕıa gauge hace que la divergencia sea en realidad logaŕıtmica.

· · · (7.26)
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• Eγ = 4: Light by light scattering. A priori logaŕıtmicamente divergente aunque
de nuevo la simetŕıa gauge la protege haciéndola finita.

· · · (7.27)

Ef = 2

• Eγ = 0: Autoenerǵıa del fermión. A priori linealmente divergente, aunque en
este caso la simetŕıa quiral reduce la divergencia a logaŕıtmica.

· · · (7.28)

• Eγ = 1: Corrección al vértice. Divergencia logaŕıtmica.

· · · (7.29)

Las divergencias primitivas en QED son por tanto la autoenerǵıa del fotón, la auto-
enerǵıa del fermión y la corrección al vértice. Sus contribuciones a un loop se muestran en
(7.26), (7.28) y (7.29), respectivamente.

7.3 Regularización dimensional

Hemos anunciado previamente que en teoŕıa cuántica de campos se pueden hacer predic-
ciones precisas y sin ambigüedades a pesar de la aparición de infinitos en los cálculos a
uno o más loops. El procedimiento, denominado renormalización, consiste en absorber los
infinitos en un número finito de medidas experimentales de manera que todos los demás
observables serán finitos. Pero antes tenemos que regularizar los infinitos para poder mani-
pularlos. En la sección anterior usamos un regulador muy sencillo, un cut-off en el momento
del loop, pero este regulador no resulta óptimo. La razón es que viola expĺıcitamente algu-
nas de las simetŕıas de la teoŕıa que son importantes a la hora de implementar el proceso
de renormalización. En particular, en (7.12) se viola la invariancia Lorentz. En esta sec-
ción estudiaremos, mediante el ejemplo concreto de la autoenerǵıa del electrón, un tipo de
regularización que śı mantiene todas las simetŕıas relevantes, incluyendo las invariancias
Lorentz y gauge. El método que emplearemos se conoce como regularización dimensio-
nal y consiste en asumir que en lugar de 4 dimensiones espacio-temporales trabajamos en
d ≡ 4 − ε.c Eligiendo el valor de ε adecuado cualquier diagrama se puede hacer finito. Al

cNo confundir este ε con el ε→ 0+ de la prescripción de Feynman para los propagadores, que en adelante
se sobreentiende y no escribiremos.
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122 Tema 7: Introducción a las correcciones radiativas

final del cálculo, y después del proceso de renormalización, tomaremos el ĺımite ε→ 0 para
eliminar el regulador.

Veamos cómo calcular la autoenerǵıa del electrón. Ya sabemos que el propagador fer-
miónico en el espacio de momentos es la transformada de Fourier de la función de dos
puntos,

=

ˆ
d4x 〈0|T{ψ(x)ψ(0)} |0〉 eipx (7.30)

que podemos resolver perturbativamente en términos de funciones de dos puntos 1PI, como
hicimos para campos escalares en (4.118 – 4.122):

= + 1PI + 1PI1PI + · · ·

=
i

/p−m0
+

i

/p−m0
[−iΣ(/p)]

i

/p−m0
+ . . .

=
i

/p−m0

[
1 +

Σ(/p)

/p−m0
+

(
Σ(/p)

/p−m0

)2

+ . . .

]

=
i

/p−m0

1

1− Σ(/p)

/p−m0

=
i

/p−m0 − Σ(/p)
, (7.31)

donde los diagramas 1PI amputados son

1PI = −iΣ(/p) (7.32)

y

= S̃F (p) =
i

/p−m0
=

i(/p+m0)

p2 −m2
0

(propagador libre). (7.33)

Veamos que, como ocurre con la autoenerǵıa M2(p) del campo escalar, la autonerǵıa del
electrón Σ(/p) contribuye a la masa f́ısica (m) y a la renormalización de la función de onda
del electrón (Zψ):

/p−m0 − Σ(/p)|/p=m = 0 (7.34)

y por tanto, cerca de /p = m,

/p−m0 − Σ(/p) = /p−m0 − Σ(m)− dΣ

d/p

∣∣∣∣
/p=m

(/p−m) = (/p−m)

(
1− dΣ

d/p

∣∣∣∣
/p=m

)
. (7.35)

Aśı que

=
iZψ

/p−m + regular cerca de /p = m (7.36)

de donde

m = m0 + Σ(m) , Zψ =

(
1− dΣ

d/p

∣∣∣∣
/p=m

)−1

. (7.37)
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Para hallar Σ(p) se procede orden a orden en TP:

1PI = (1 loop)

+ + (2 loops)

+ · · · (7.38)

Vamos a calcularla ahora a 1 loop para ilustrar el método de regularización dimensional:

p− q

p

q

p
−iΣ(1)(p) =

ˆ
d4q

(2π)4
(−ie)γµ

i(/q +m0)

q2 −m2
0

−igµν
(p− q)2

(−ie)γν .

(7.39)
Como hemos dicho esta integral es divergente y para regularizarla la hallaremos en d = 4−ε
dimensiones:

−iΣ(1) = −e2µ4−d
ˆ

ddq

(2π)d
γµ(/q +m0)γµ

(q2 −m2
0)(p− q)2

, (7.40)

donde hemos introducido un parámetro µ con dimensiones de masa, para que Σ mantenga
las dimensiones correctas independientemente del valor de d. Este parámetro no es f́ısico,
lo hemos introducido por consistencia en el proceso de regularización y no afectará a
ningún observable f́ısico, aunque puede aparecer en cálculos intermedios de magnitudes no
observables.

A continuación describiremos, usando este ejemplo como ilustración, algunas de las
técnicas estándar en cálculos a un loop.

1. En primer lugar necesitamos extender las reglas de la Diracoloǵıa a d dimensiones.
Para ello hay que notar que los ı́ndices espacio-temporales recorren las d dimensiones
mientras que las matrices de Dirac siguen siendo matrices 4× 4 (espacio espinorial).
Se cumplen por tanto las siguientes relaciones:

{γµ, γν} = 2gµν14×4 , gµνgµν = δµµ = d , (7.41)

que conducen a las identidades

γµγµ = d14×4 = (4− ε)14×4 , (7.42)

γµ/qγµ = −/qγµγµ + 2/q = −(d− 2)/q = −(2− ε)/q . (7.43)

2. Otra técnica consiste en la introducción de parámetros de Feynman, que nos permiten
agrupar el producto de propagadores en una expresión que manipularemos después de
forma sencilla. La forma general para n propagadores se basa en la siguiente igualdad
(fácilmente demostrable):

1

A1A2 . . . An
=

ˆ 1

0
dx1dx2 . . . dxn δ

(
n∑
i=1

xi − 1

)
(n− 1)!

[x1A1 + . . .+ xnAn]n
. (7.44)
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En nuestro cálculo hay dos factores en el denominador (dos propagadores),

1

A1A2
=

ˆ 1

0
dx

1

[xA1 + (1− x)A2]2
(7.45)

que podemos identificar como A2 = q2 −m2
0 y A1 = (p− q)2, aśı que

1

(q2 −m2
0)(p− q)2

=

ˆ 1

0
dx

1

[q2 + x(p2 − 2pq)− (1− x)m2
0]2

. (7.46)

3. Lo interesante de esta parametrización es que ahora podemos hacer un cambio de
variable para completar un cuadrado perfecto en el denominador, desplazando el mo-
mento de integración. En nuestro caso, si introducimos un nuevo momento

` ≡ q − xp (7.47)

en (7.40), usamos las identidades (7.42) y (7.43), e introducimos el parámetro de
Feynman de (7.46) tenemos

−iΣ(1) = −e2µ4−d
ˆ 1

0
dx

ˆ
dd`

(2π)d
−(2− ε)(/̀+ x/p) + (4− ε)m0

(`2 −∆)2
, (7.48)

donde

∆ ≡ −x(1− x)p2 + (1− x)m2
0 . (7.49)

Una cuestión muy importante es que el cambio de variable realizado no es más que
una traslación, que no introduce ningún factor jacobiano. Sin embargo, sólo tenemos
garantizado que la integral no cambia bajo esa traslación de la variable de integración
si la integral es finita, lo cual se cumple gracias a que la hemos regularizado antes de
hacer estas manipulaciones.

4. Para integrar (7.48) realizamos lo que se conoce como rotación de Wick, que consiste
en hacer un nuevo cambio de variable:

`0 = i`0E , ~̀= ~̀
E ⇒ `2 = (`0)2 − ~̀2 = −(`0E)2 − ~̀2E = −`2E . (7.50)

Im ℓ0

Re ℓ0

+
√
δ − i

ǫ

2
√
δ

−
√
δ + i

ǫ

2
√
δ

90◦

con δ = ~̀2 + ∆

(∆ es una función de x definida positiva en la región de momentos de interés, como
pronto veremos.)

El sub́ındice E nos recuerda que con la rotación de Wick pasamos del espacio de
Minkowski al espacio Eucĺıdeo, en el que el módulo al cuadrado de un cuadrivector
es la suma de los cuadrados de todas sus componentes, sin signo relativo entre la
componente temporal y las espaciales.
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De nuevo es necesario hacer un comentario importante. El cambio de variable que
genera la rotación de Wick puede resultar extraño a primera vista, pues define mo-
mentos complejos. Sin embargo lo único que estamos haciendo es girar el contorno de
integración originalmente sobre el eje `0 real, rotándolo 90◦ en el sentido opuesto a
las agujas del reloj. El teorema de Cauchy garantiza que la integral no vaŕıa pues en
este giro los contornos no cruzan ninguno de los polos definidos por la prescripción
iε de Feynman.

5. Ahora que la integral se calcula en el espacio Eucĺıdeo podemos descomponerla en
una parte radial y otra angular en d dimensiones. Supongamos que el exponente del
denominador es n en lugar de 2, para resolver un caso más general. Entonces

ˆ
dd`E

1

(`2E + ∆)n
=

ˆ
dΩd

ˆ ∞
0

d`E
`d−1
E

(`2E + ∆)n
= π

d
2

Γ(n− d/2)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

(7.51)

donde dΩd es el elemento de ángulo sólido en d dimensiones. En efecto:

a) A partir de la integral de una gaussiana:

(
√
π)d =

(ˆ
dx e−x

2

)d
=

ˆ
ddx exp

{
−

d∑
i

x2
i

}
=

ˆ
dΩd

ˆ ∞
0

dx xd−1e−x
2

=

ˆ
dΩd

1

2

ˆ ∞
0

dt t
d
2
−1e−t =

ˆ
dΩd

1

2
Γ(d/2) (7.52)

donde hemos introducido la función Gamma de Euler:

Γ(α) =

ˆ ∞
0

dt tα−1e−t . (7.53)

Por tanto,

ˆ
dΩd =

2π
d
2

Γ(d/2)
. (7.54)

b) En cuanto a la parte radial:

ˆ ∞
0

d`E
`d−1
E

(`2E + ∆)n
=

1

2

ˆ ∞
0

dt
t
d
2
−1

(t+ ∆)n

=
1

2

(
1

∆

)n−d/2 ˆ 1

0
dz zn−

d
2
−1(1− z) d2−1

=
1

2

(
1

∆

)n−d/2 Γ(n− d/2)Γ(d/2)

Γ(n)
(7.55)

donde se ha hecho el cambio z = ∆/(t+∆) y hemos introducido la función Beta
de Euler:

B(α, β) =

ˆ 1

0
dz zα−1(1− z)β−1 =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
. (7.56)

6. Conviene conocer algunas propiedades de la Gamma de Euler:

Γ(x+ 1) = xΓ(x) ⇒ Γ(n) = (n− 1)! si n ∈ N . (7.57)
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Γ(x) tiene polos simples en x = 0,−1,−2, . . . Desarrollando en serie en torno a los
polos,

x = 0 ; Γ(x) =
1

x
− γ +O(x) , (7.58)

x = −1 ; Γ(x) = − 1

(x+ 1)
+ γ − 1 + · · ·+O(x+ 1) , (7.59)

donde γ = 0.5772 . . . es la constante de Euler-Mascheroni. En particular, en el ĺımite
ε→ 0 (d→ 4) tenemos

Γ(2− d/2) = Γ(ε/2) =
2

ε
− γ +O(ε) , (7.60)

Γ(d/2) = Γ(2) = 1 . (7.61)

Ya podemos calcular la integral (7.48), haciendo la rotación de Wick (7.50) y usando
el resultado (7.51) para n = 2:

−iΣ(1) =
−ie2

(4π)2
(4π)ε/2µε

ˆ 1

0
dxΓ(ε/2)[−(2− ε)x/p+ (4− ε)m0]∆−ε/2, (7.62)

donde hemos utilizado que la integral sobre /̀es cero por ser el integrando impar y el dominio
de integración simétrico. Ahora, además de desarrollar en serie la función Gamma, debemos
también desarrollar las potencias cuyo exponente es proporcional a ε

(4π)ε/2 = e
ε
2

ln 4π = 1 +
ε

2
ln 4π +O(ε) , (7.63)(

∆

µ2

)−ε/2
= 1− ε

2
ln

∆

µ2
+O(ε) . (7.64)

Poniéndolo todo junto obtenemos finalmente

−iΣ(1) =
−ie2

16π2

ˆ 1

0
dx

{
x/p

[
−2

(
∆ε − ln

∆

µ2

)
+ 2

]
+m0

[
4

(
∆ε − ln

∆

µ2

)
− 2

]}
+O(ε) ,

(7.65)

donde hemos definido

∆ε ≡
2

ε
− γ + ln 4π . (7.66)

Este resultado presenta varias propiedades interesantes. En primer lugar, hemos para-
metrizado las divergencias ultravioletas en forma de polos en ε. En segundo lugar, Σ(p)
depende a un loop expĺıcitamente del parámetro µ. Esto puede ocurrir porque Σ no es un
observable. Centrando nuestra atención en la parte divergented podemos hacer fácilmente
la integral sobre el parámetro de Feynman obteniendo

Σ(1) =
e2

8π2ε
(−/p+ 4m0) + finito . (7.67)

dHemos ignorado una divergencia infrarroja, que se puede tratar introduciendo una masa ficticia para
el fotón (evita que ∆ se anule) que al final del cálculo se hace tender a cero.
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7.4 Renormalización de la QED

Hemos visto que las divergencias primitivas de la QED son la autoenerǵıa del electrón, la del
fotón y la corrección al vértice. Acabamos de calcular la primera a un loop en regularización
dimensional:

= −iΣ(1)(/p) . (7.68)

Procediendo de forma análoga pueden hallarse las otras dos

µ ν = iΠ(1)
µν (k) , Π(1)

µν (k) ≡ (k2gµν − kµkν)Π(1)(k2) , (7.69)

µ

p′p

= ieΛ(1)
µ (p, p′) . (7.70)

En (7.69) se ha introducido Π(k2), llamada polarización del vaćıo por razones que veremos
enseguida, asumiendo una estructura tensorial para la autoenerǵıa del fotón Πµν(k2) que
está justificada por covariancia Lorentz,

Πµν(k2) = A(k2)gµν +B(k2)kµkν (7.71)

e invariancia gauge,e

kµΠµν(k2) = kνΠµν(k2) = 0 . (7.72)

Para ver sus implicaciones, desarrollemos perturbativamente en términos de funciones de
dos puntos 1PI:

µ ν = + 1PI + 1PI1PI + · · ·

=
−igµν
k2

+
−igµρ
k2

[i(k2gρσ − kρkσ)Π(k2)]
−igσν
k2

+ . . .

=
−igµν
k2

+
−igµρ
k2

∆ρ
νΠ(k2) +

−igµρ
k2

∆ρ
σ∆σ

νΠ2(k2) + . . .

=
−igµν
k2

+
−igµρ
k2

∆ρ
ν [Π(k2) + Π2(k2) + . . . ]

=

(
−gµν +

kµkν
k2

)
i

k2
[1 + Π(k2) + Π2(k2) + . . . ]− i

k2

kµkν
k2

=
−igµν

k2[1−Π(k2)]
+

ikµkν
k4

Π(k2)

1−Π(k2)
(7.73)

eEsta propiedad del tensor Πµν se obtiene a partir de la identidad de Ward-Takahashi (7.113-7.116), que
es una consecuencia de la invariancia gauge.
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donde hemos definido

∆ρ
ν = δρν −

kρkν
k2

⇒ ∆ρ
σ∆σ

ν = ∆ρ
ν (7.74)

y podemos ignorar el término a la derecha de (7.73) pues el campo del fotón se acopla
a una corriente conservada (invariancia gauge) y por tanto los términos propocionales a
su momento no contribuyen a los elementos de matriz. Aśı que las correcciones cuánticas
renormalizan la función de onda pero no generan una masa para el fotón:

µ ν =
−igµνZA

k2
+ . . . ⇒ ZA =

1

1−Π(0)
. (7.75)

Describamos ahora la renormalización de la QED, es decir, cómo absorber los infinitos
que encontramos al hallar (7.68), (7.69) y (7.70).

1. El lagrangiano clásico original es una función de campos y parámetros desnudos:

L = ψi/∂ψ −m0ψψ + e0ψγµψA
µ − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)2 . (7.76)

Se excluye el término de gauge fixing pues no necesita renormalización.

2. Los campos y parámetros desnudos están relacionados con campos y parámetros
renormalizados mediante constantes de renormalización:

ψ ≡ Z1/2
ψ ψr , (7.77)

Aµ ≡ Z1/2
A Aµr , (7.78)

m0 ≡ Zmm , (7.79)

e0 ≡ Ze e . (7.80)

3. El lagrangiano se descompone en el lagrangiano original expresado en función de
campos y parámetros renormalizados (Lr), más un lagrangiano de contratérminos
(δL):

L ≡ Z2 ψri/∂ψr − Z0 mψrψr + Z1 eψrγµψrA
µ
r − Z3

1

4
(∂µAνr − ∂νAµr )2 (7.81)

≡ Lr + δL , (7.82)

Lr = ψri/∂ψr −mψrψr + eψrγµψrA
µ
r −

1

4
(∂µAνr − ∂νAµr )2 , (7.83)

δL = δZ2 ψri/∂ψr − δZ0 mψrψr + δZ1 eψrγµψrA
µ
r − δZ3

1

4
(∂µAνr − ∂νAµr )2 ,

(7.84)

que introducen diagramas y reglas de Feynman adicionales:f

= i(/pδZ2 −mδZ0) (7.85)

= −i(k2gµν − kµkν)δZ3 (7.86)

fPor cada derivada de un campo ∂µψ asociar −ipµ, donde pµ es el momento de la part́ıcula entrante.
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= ieγµδZ1 (7.87)

4. Los contratérminos se relacionan con las constantes de renormalización que hemos
introducido mediante:

Z2 = 1 + δZ2 = Zψ , (7.88)

Z0 = 1 + δZ0 = ZmZψ , (7.89)

Z1 = 1 + δZ1 = ZeZψZ
1/2
A , (7.90)

Z3 = 1 + δZ3 = ZA . (7.91)

5. Las funciones renormalizadas Σ̂(/p), Π̂(k2) y Λ̂µ(p, p′) se obtienen añadiendo diagra-
mas con contratérminos (7.85), (7.86) y (7.87). Aśı por ejemplo, a 1 loop:

+ = −iΣ̂(1)(/p) = −iΣ(1)(/p) + i(/pδZ2 −mδZ0)

(7.92)

+ = i(k2gµν − kµkν)Π̂(1)(k2) ,

Π̂(1)(k2) = Π(1)(k2)− δZ3 (7.93)

6. Los contratérminos se calculan orden a orden en TP y se fijan mediante condiciones de
renormalización de modo que las divergencias se cancelan. Existen distintos modos de
lograr este objetivo, llamados esquemas de renormalización. El mismo contratérmino
en dos esquemas de renormalización distintos difiere a lo sumo en una cantidad finita.

En QED se utiliza el esquema de renormalización on-shell, en el que los contratérminos se
fijan mediante las siguientes condiciones de renormalización:

– El propagador renormalizado del electrón es

i

/p−m− Σ̂(/p)
=

iZψ
/p−m + regular cerca de /p = m , (7.94)

donde

Zψ =

(
1− d

d/p
Σ̂(/p)

∣∣∣∣
/p=m

)−1

. (7.95)

Para que la masa que aparece en el propagador sea la masa f́ısica debe imponerse

Σ̂(m) = 0⇒ mδZ0 = −Σ(m) (7.96)

y el residuo del propagador debe ser Zψ = 1, lo que implica:

d

d/p
Σ̂(/p)

∣∣∣∣
/p=m

= 0⇒ δZ2 =
d

d/p
Σ(/p)

∣∣∣∣
/p=m

(7.97)
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– El propagador renormalizado del fotón es

− igµνZA
k2

+ . . . (7.98)

donde

ZA =
1

1− Π̂(0)
. (7.99)

Para que coincida con el propagador de un fotón sin masa el residuo debe ser ZA = 1,
lo que implica:

Π̂(0) = 0⇒ δZ3 = Π(0) (7.100)

– El vértice renormalizado del electrón es

= ieΓµ(p, p′) = ieγµ + ieΛ̂µ(p, p′) (7.101)

donde, por ejemplo a 1 loop:

+ + = ieγµ + ieΛ(1)
µ + ieγµδZ1 .

(7.102)

Se puede demostrar que la estructura Lorentz más general de este vértice para elec-
trones on-shell es

ieΓµ(p, p′)
∣∣
p2=p′2=m2 = ie

[
F1(q2)γµ + iF2(q2)

σµνqν
2m

]
, (7.103)

donde los factores de forma F1 y F2 están relacionados con la carga y el momento
dipolar magnético anómalo, respectivamente. La unidad de carga eléctrica e se define
a partir del acoplamiento de un electrón on-shell con un fotón cuando el momento
transferido q = p′ − p→ 0 (ĺımite de Thomson):

ieΓµ(p, p) = ieγµ . (7.104)

Por tanto

Λ̂(p, p) = 0 ⇒ δZ1 = −δF1(0) (7.105)

donde hemos definido por conveniencia F1(q2) ≡ 1 + δF1(q2). Nótese que a 1 loop a
F2 no contribuye ningún contratérmino que pueda usarse para absorber una diver-
gencia, y de hecho es finito. Esto ocurre en teoŕıas renormalizables con los factores
de forma que acompañan a operadores de dimensión canónica mayor que 4 (en este
caso ψσµνψFµν , que tiene dimensión 5).

© www.ugr.es/local/jillana 130



7.4. Renormalización de la QED 131

Las constantes de renormalización que acabamos de fijar no son independientes, sino
que están relacionadas por la simetŕıa gauge mediante la identidad de Ward-Takahashi:

Λµ(p, p) = − dΣ

dpµ
. (7.106)

Analicemos esto brevemente. Recordemos que la simetŕıa gauge determina la forma de la
interacción (acoplamiento mı́nimo), que a nivel árbol (orden cero) es

ieΓ(0)
µ (p, p′) = ieγµ , (7.107)

Por tanto, podemos escribir

qµΓ(0)
µ (p, p+ q) = /q = (/p+ /q −m)− (/p−m) =

[
iS̃−1
F (p+ q)− iS̃−1

F (p)
](0)

. (7.108)

Esta relación resulta ser válida a todo orden en TP, aśı que también se cumple

qµΓµ(p, p+ q) =
[
iS̃−1
F (p+ q)− iS̃−1

F (p)
]
, iS̃−1

F (p) = /p−m− Σ(p) . (7.109)

Esta igualdad, que es la base de la identidad (7.106), relaciona funciones de Green de dos
y de tres puntos. Si ahora usamos (7.101) la expresión anterior implica

qµΓµ(p, p+ q) = /q + qµΛµ(p, p+ q) = /q − Σ(p+ q) + Σ(p) . (7.110)

Tomando el ĺımite q → 0 obtenemos finalmente (7.106). La identidad de WT se define
para el lagrangiano original. Para conseguir que el lagrangiano renormalizado preserve la
simetŕıa gauge, hemos de imponer que las contribuciones de los contratérminos también
verifiquen la igualdad (7.106). A partir de (7.92) y (7.102),

ΛCT
µ = γµδZ1 , ΣCT = −(/pδZ2 −mδZ0) (7.111)

aśı que,

ΛCT
µ = −dΣCT

dpµ
⇒ δZ1 = δZ2 ⇒ Z1 = Z2 , (7.112)

que es la relación constantes de renormalización que hab́ıamos anunciado.

La identidad de WT (7.110) implica (7.72). En efecto, diagramáticamente:

µ νµ ν = µ ν
k q

q + k

(7.113)

iΠµν(k2) = −
ˆ

d4q

(2π)4
Tr
{

ieγν S̃F (q + k)ieΓµ(q, q + k)S̃F (q)
}

(7.114)

⇒ kµΠµν(k2) = −e2

ˆ
d4q

(2π)4
Tr
{
γν S̃F (q + k)kµΓµ(q, q + k)S̃F (q)

}
= −e2

ˆ
d4q

(2π)4
Tr
{
γν

[
S̃F (q)− S̃F (q + k)

]}
= 0 (7.115)

donde se ha usado (7.109) y se ha desplazado la variable de integración de q a q + k. Para
demostrar que también kνΠµν(k2) = 0 basta escribir:

µ ν = µ ν (7.116)
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Nótese que hemos representado el diagrama dos maneras (7.113) y (7.116) pero no podemos
poner Γ en ambos vértices pues en tal caso estaŕıamos contando dos veces diagramas como
el siguiente:

(7.117)

La identidad de WT (7.112) tiene otra importante consecuencia: la renormalización
de la carga es universal, independiente del fermión, pues se debe exclusivamente a las
correcciones cuánticas al propagador del fotón, ya que como Z1 = Z2 tenemos

e0 = Ze e = Z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 e = Z

−1/2
3 e ⇒ e =

√
Z3 e0 , Z3 =

1

1−Π(0)
. (7.118)

Veamos que la carga (constante de acoplamiento) que encontramos experimentalmente
cuando medimos la intensidad de una interacción electromagnética (figura 7.1) no es la
carga f́ısica e sino una carga efectiva e(Q2) que depende del momento transferido en el
proceso (convencionalmente Q2 ≡ −q2 ≥ 0):g

e2
0

1−Π(q2)
=

e2 Z−1
3

1−Π(q2)
=

e2

1− [Π(q2)−Π(0)]
=

e2

1− Π̂(q2)
≡ e2(Q2) (7.119)

De hecho vemos que en efecto la carga f́ısica es e = e(0), la correspondiente al ĺımite de
Thomson (q → 0) en el que el electrón no se desv́ıa, es decir, las cargas están muy alejadas.
Si calculamos Π(q2) a un loop usando regularización dimensional obtenemos

Π(q2) = −2α

π

ˆ 1

0
dx x(1− x)

[
∆ε − ln

m2 − x(1− x)q2

µ2

]
, α =

e2

4π
. (7.120)

Si nos vamos a distancias muy cortas,

Π(Q2) = − α

3π

(
∆ε +

5

3

)
+

α

3π
ln
Q2

µ2
, Q2 = −q2 � m2 . (7.121)

Aśı que usando (7.119) podemos definir una constante de acoplamiento efectiva

α(Q2) =
α(Q2

0)

1− [Π(Q2)−Π(Q2
0)]

=
α(Q2

0)

1− α

3π
ln
Q2

Q2
0

(7.122)

de modo que el parámetro µ que se introduce en regularización dimensional cobra un
significado: µ = Q0 es la escala a la que sustraemos las divergencias que es la escala a la
que medimos experimentalmente la constante de acoplamiento. Llamamos running a esta
dependencia de la constante de acoplamiento con la escala.

A distancias grandes (Q2 � m2) la dependencia no es logaŕıtmica en realidad, pero no
importa, pues entonces podemos escribir (7.120)

Π(Q2) = − α

3π
∆ε +

2α

π

ˆ 1

0
dx x(1− x)

[
ln

(
1 +

x(1− x)Q2

m2

)
+ ln

m2

µ2

]
gPara ver que un fotón intercambiado en canal t tiene q2 ≤ 0 elijamos el sistema de referencia en el que

el electrón inicial está en reposo. Entonces q2 = (p′ − p)2 = 2(m2 − pp′) = 2m(m − E′) que es negativo
o nulo porque E′ ≥ m. Por otro lado el ĺımite de Q2 → 0 corresponde en el sistema CM a ángulos de
scattering θ → 0, lo que se ve más claramente en el ĺımite ultrarrelativista (E,E′ � m) pues entonces
Q2 ≡ −q2 = 2(EE′ − ~p · ~p′) = 2EE′(1− cos θ).
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e0

e0

q
+
[

correcciones
cuánticas

]
=

e0

e0

=

e(Q2)

e(Q2)

Figura 7.1: La modificación del acoplamiento se debe exclusivamente a las correcciones cuánti-
cas al propagador del fotón, lo que da lugar a un acoplamiento efectivo que depende del
momento transferido en el proceso y es independiente del fermión. Nótese que éstos no son
todos lo diagramas que intervienen en el proceso de scattering, sino los relevantes para corregir
la carga.

Figura 7.2: Polarización del vaćıo.

≈ − α

3π
∆ε +

α

3π
ln
m2

µ2
+

2α

π

ˆ 1

0
dx x2(1− x)2Q

2

m2

= − α

3π
∆ε +

α

3π
ln
m2

µ2
+

α

15π

Q2

m2
, Q2 � m2 , (7.123)

aśı que si Q2, Q2
0 � m2 prácticamente no hay running:

α(Q2) =
α(Q2

0)

1− α

15π

Q2 −Q2
0

m2

≈ α(Q2
0) ≈ α(0) ≡ α . (7.124)

Esta corrección a la carga dependiente de la escala/distancia puede interpretarse como
el resultado del apantallamiento de la carga desnuda (e0) en un medio dieléctrico (el vaćıo),
según se ilustra en la figura 7.2: a grandes distancias (Q2 � m2

e) la carga que observamos
es (infinitamente) menor que e0 pues ésta se encuentra apantallada por la creación de pares
virtuales ff̄ en el vaćıo. Por eso a Π(q2) se le llama polarización del vaćıo. El running se ha
observado experimentalmente midiendo α(Q2) a distintas escalas, pasando de α(0) ≈ 1/137
a α(M2

Z) ≈ 1/128 de acuerdo con la predicción de la QED. Para calcular esta predicción
a un loop debemos tener en cuenta que no sólo contribuyen electrones (me ≈ 0.511 MeV)
al loop fermiónico, sino también el resto de fermiones cargados del Modelo Estándar cuyas
masas m cumplan MZ � m (recordemos que MZ ≈ 91 GeV): muones (mµ ≈ 106 MeV) y
taus (mτ ≈ 1.78 GeV) que son también leptones de carga −1; quarks up (mu ≈ 2 MeV)
y charm (mc ≈ 1.5 GeV) de carga 2/3; y quarks down (md ≈ 5 MeV), strange (ms ≈
150 MeV) y bottom (mb ≈ 5 MeV) de carga −1/3. El quark top es demasiado pesado
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(mt ≈ 173 GeV). Además cada quark tiene 3 colores, aśı que

α(Q2) =
α(0)

1− Π̂(Q2)
(7.125)

donde, para m2
t ∼> Q2 � m2

b ,

Π̂(Q2) =
α

3π
(−1)2

[
ln
Q2

m2
e

+ ln
Q2

m2
µ

+ ln
Q2

m2
τ

− 3× 5

3

]
+ 3× α

3π

(
2

3

)2 [
ln
Q2

m2
u

+ ln
Q2

m2
c

− 2× 5

3

]
+ 3× α

3π

(
−1

3

)2 [
ln
Q2

m2
d

+ ln
Q2

m2
s

+ ln
Q2

m2
b

− 3× 5

3

]
. (7.126)

Por tanto,

α−1(M2
Z) = α−1(0)

[
1− Π̂(M2

Z)
]
≈ 137(1− 0.0672) ≈ 128 . (7.127)

Como comentario final, nótese que además de acusar el efecto de apantallamiento de la
carga, el vértice renormalizado depende de factores de forma que son función de q2,

ieΓµ(p, p+ q) =
ie

1− 1
2 [Π(q2)−Π(0)]

{[
1 + δF1(q2)− δF1(0)

]
γµ + iF2(q2)

σµνqν
2m

}
.

(7.128)

7.5 Teorema óptico. Resonancias

Hemos hallado en §5.2 la anchura de desintegración de una part́ıcula inestable A de masa
m a un estado final f de nf part́ıculas, que en el sistema CM es

dΓ(A→ f) =
1

2m
|M(p→ {pf})|2 dΦnf , dΦnf =

nf∏
j=1

d3pj
(2π)22Ej

δ4

p− n∑
j=1

pf

 .

(7.129)

Sin embargo no está claro que esta expresión tenga sentido, pues una part́ıcula inestable
no puede ser un estado asintótico. Veamos cómo la fórmula LSZ y el teorema óptico nos
conducen al mismo resultado y nos permiten entender su rango de validez.

En (4.5) y (4.6) obtuvimos el teorema óptico como consecuencia de la unitariedad de
la matriz S = 1 + iT ,

2 ImT = T †T . (7.130)

Consideremos el proceso de scattering a → b con |a〉 =
∣∣∣~k1
~k2

〉
y |b〉 = |~p1~p2〉. Usando la

relación de completitud (5.12)

1 =
∑
f

ˆ nf∏
j=1

d3qj
(2π)22Ej

|{~qf}〉 〈{~qf}| (7.131)

© www.ugr.es/local/jillana 134
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y escribiendo la matriz T en términos de la matriz invariante M (4.125) tenemos que

Im 〈~p1~p2|T
∣∣∣~k1
~k2

〉
= (2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − p2) ImM(a→ b) , (7.132)

〈~p1~p2|T †T
∣∣∣~k1
~k2

〉
=
∑
f

ˆ nf∏
j=1

d3qj
(2π)22Ej

〈~p1~p2|T † |{~qf}〉 〈{~qf}|T
∣∣∣~k1
~k2

〉

=
∑
f

ˆ nf∏
j=1

d3qj
(2π)22Ej

(2π)4δ4(p1 + p2 −
∑
j

qj)M∗(b→ f)

× (2π)4δ4(k1 + k2 −
∑
j

qj)M(a→ f)

= (2π)4δ4(k1 + k2 − p1 − p2)
∑
f

ˆ
dΦnf M∗(b→ f)M(a→ f) .

(7.133)

El teorema óptico (7.130) conduce entonces a:

2ImM(a→ b) =
∑
f

ˆ
dΦnf M∗(b→ f)M(a→ f) . (7.134)

Si ahora tomamos ~ki = ~pi obtenemos una forma del teorema óptico que relaciona la sección
eficaz total de un proceso con la amplitud de scattering forward (hacia delante):

2ImM(~k1
~k2 → ~k1

~k2) =
∑
f

ˆ
dΦnf |M(~k1

~k2 → f)|2 (7.135)

⇒ ImM(~k1
~k2 → ~k1

~k2) = 2ECM|~k|σ(~k1
~k2 → todo) , (7.136)

siendo ~k el momento de cada part́ıcula en el sistema CM (se ha usado (5.32) y (5.34)).

Éste es un resultado interesante, pero volvamos al caso de la desintegración de una
part́ıcula inestable. Nótese que la expresión (7.134) es igualmente válida si tomamos como
|a〉 el estado de una sola part́ıcula de momento p. Consideremos el caso de esṕın cero, por
simplicidad. Recordemos que la función de Green de dos puntos de una part́ıcula escalar
es (4.118)

p
=

i

p2 −m2
0 −M2(p2)

(7.137)

donde la cantidad −iM2(p2) es la suma de todas las inserciones 1PI en el propagador
(4.117), lo que también puede verse como la suma de todos los diagramas amputados de
un hipotético proceso de scattering 1→ 1:

p
amp = 1PI = −iM2(p2) . (7.138)

Por tanto, aplicando la fórmula LSZ (4.124) tenemos que

iM(p→ p) =
√
Z

2
1PI

M(p→ p) = −ZM2(p2) . (7.139)

Ahora podemos distinguir dos casos:
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1. La part́ıcula es estable: M(p→ f) = 0. Entonces a partir de (7.135) y (7.139)

M(p→ f) = 0⇒ ImM(p→ p) = 0⇒M2(p2) ∈ R . (7.140)

Ya sabemos que entonces cerca de p2 = m2 (4.121)

=
iZ

p2 −m2
(7.141)

donde la masa f́ısica y la constante de renormalización del campo son (4.122)

m2 = m2
0 +M2(m2) , Z =

(
1− dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

)−1

. (7.142)

2. La part́ıcula es inestable: M(p→ f) 6= 0. Entonces a partir de (7.135) y (7.139)

M(p→ f) 6= 0⇒ ImM(p→ p) 6= 0⇒M2(p2) ∈ C . (7.143)

En este caso, la masa f́ısica y la constante de renormalización del campo vienen dadas
por

m2 = m2
0 + ReM2(m2) , Z =

(
1− d ReM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

)−1

. (7.144)

ya que

=
i

p2 −m2
0 − ReM2(p2)− i ImM2(p2)

=
i

p2 −m2
0 − ReM2(m2)− d ReM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

(p2 −m2)− i ImM2(p2)

=
i

(p2 −m2)

(
1− d ReM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

)
− i ImM2(p2)

=
iZ

(p2 −m2)− iZImM2(p2)
(7.145)

Si esta part́ıcula inestable se intercambiara en canal s en un proceso de scattering se
produciŕıa una resonancia cerca de s = p2 = m2. La sección eficaz seŕıa

σ ∝ 1

|s−m2 − iZImM2(s)|2 (7.146)

que toma la forma de una distribución de Breit-Wigner:

σBW ∝
1

|s−m2 + imΓ|2 =
1

(s−m2)2 +m2Γ2
(7.147)

donde Γ es la anchura de la part́ıcula. Comparando ambas expresiones, vemos que si
la resonancia es estrecha podemos identificar

Γ = −Z
m

ImM2(m2) . (7.148)

Usando (7.139) y el teorema óptico (7.134) con a = b = p tenemos

Γ =
ImM(p→ p)

m
=

1

2m

∑
f

ˆ
dΦnf |M(p→ f)|2 (7.149)

que es exactamente la expresión (7.129) que queŕıamos justificar.
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