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Tema 1

Formalismo de integrales de camino

1.1 Introduccién y motivacion

Todos estamos ya familiarizados con la formulacién habitual de la mecanica cuéntica,
que fue desarrollada de forma més o menos independiente por Schrodinger, Heisenberg
y otros en los afios 1920s.

En 1933, Dirac® hizo la observacién de que mientras en mecanica clasica la accién
juega un papel central (principio de Hamilton), en mecdnica cudntica la accién parecia
no tener ningtn papel relevante, por lo que se sabia hasta entonces. Asi que especuld, sin
éxito, con la posibilidad de que el propagador de la mecénica cudntica correspondiera a
exp{iS/h} donde S es la accién clésica evaluada a lo largo del camino clésico.

En 1948, Feynman® desarroll6 esa idea de Dirac y logré derivar una nueva formula-
ciéon de la mecanica cuantica basada en el hecho de que el propagador puede escribirse
como una suma sobre todos los posibles caminos (no solamente el camino clasico) entre
un estado inicial y otro final, cada uno de los cuales contribuye con exp{iS / h} al propa-
gador. En cierto sentido, la particula cudntica toma todos los caminos y la amplitud de
probabilidad de cada uno de ellos se suma, de acuerdo con las reglas habituales de la
mecanica cudntica (principio de superposicion).

En realidad, las integrales de camino no ofrecen ningtin nuevo resultado en la mecani-
ca cuédntica ordinaria de una particula, y de hecho los célculos suelen ser mas faciles de
hacer en el formalismo habitual. Sin embargo, es muy ttil en situaciones mds complica-
das, como en teoria de campos. En cualquier caso, el formalismo de integrales de camino
constituye una aportaciéon fundamental a la mecénica cudntica:

(i) Proporciona una forma extremadamente interesante e intuitiva de visualizar los
procesos cuanticos.
(ii) El limite cldsico de la mecdnica cudntica se entiende de una forma muy natural,

como enseguida veremos.

Pero sin duda es en teoria cudntica de campos (ya sea relativista o no) donde las

aP. A. M. Dirac, The Lagrangian in quantum mechanics, Phys. Z. Sowjetunion 3 (1933) 64.
PR. P. Feynman, Space-time approach to nonrelativistic quantum mechanics, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) 367.



2 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

integrales de camino juegan un papel mas importante:

(i) Proporcionan una forma relativamente sencilla de cuantizar los campos. Se deno-
mina cuantizacion funcional. Ademds permiten obtener sisteméticamente las funcio-
nes de Green, que expresan las amplitudes de probabilidad de procesos fisicos tales
como el scattering y la desintegraciéon de particulas.

(ii) El tratamiento con integrales de camino de las teorfas de campos gauge (especial-
mente las no abelianas) es muy elegante y casi imprescindible: el gauge fixing y los
campos fantasma aparecen practicamente sin esfuerzo.

(iii) Existe una gran cantidad de fendmenos no perturbativos, como solitones e instan-
tones, que se pueden entender més facilmente mediante integrales de camino.

(iv) Ademas, la estrecha relacién entre mecénica estadistica y mecdnica cudntica, o entre
teoria estadistica de campos y teoria cudntica de campos, se hace evidente a través
de las integrales de camino.

1.2 Repaso del formalismo de cuantizacién candnica

Un sistema clasico con n grados de libertad g;, i = 1, ...,n, viene descrito por el lagran-
giano L(g;,4;). En el formalismo hamiltoniano se sustituyen las velocidades 4; por los
momentos conjugados p;,

oL . .
pi = P H(qi, pi) = pidi — L(qi,4:) - (1.1)

La cuantizacién candnica consiste en promover a operadores las coordenadas (4;) y los
momentos (p;) e imponer relaciones de conmutacién (a tiempos iguales, en la imagen de
Heisenberg):

[9:(t), pj(t)] = ihdy; . (1.2)

La generalizacién a un medio continuo descrito por un campo escalar ¢(x) es

o
-

En general, para campos bosénicos (fermiénicos) se imponen relaciones de conmutacién
(anticonmutacion).

[p(x, 1), Ap(y, t)] =108 (x —y), 7y (1.3)

Los campos cudnticos libres son combinaciones de operadores creacién y aniquilaciéon
de modos particula y antiparticula con cuadrimomento bien definido, que forman un
espacio de Fock de estados multiparticula.

En presencia de interacciones, la férmula LSZ nos permite escribir la matriz de scat-
tering en términos de funciones de Green: valores esperados en el vacio de productos de
campos ordenados temporalmente. Expresando los campos en la imagen de interaccién,
las funciones de Green se hallan perturbativamente, haciendo uso del teorema de Wick.

© www.ugr.es/local /jillana 2



1.3. La integral de camino en mecdnica cudntica 3

1.3 La integral de camino en mecdnica cuantica

Para comprender el formalismo de integrales de camino, consideremos el sistema cuanti-
co mds simple: una particula no relativista de masa m que se mueve en una dimensién
sometida a un potencial V. Su hamiltoniano® es el operador

52
N R oAl
H= o +V(x), [®p]=ih. (1.4)

Recordemos que en la imagen de Schrodinger los estados evolucionan con el tiempo,

[ps) () = e /M ys) (0) (1.5)

mientras que en la imagen de Heisenberg los estados son independientes del tiempo,

|9 t) = e ) (8) (1.6)

(aunque recuerdan el t en que se han definido) y son los operadores los que evolucionan.

En la imagen de Heisenberg llamaremos |x,t;) al vector que en un instante t; es
autoestado del operador posicion £(t;) con valor x, es decir,

f(ti) |x, ti> =X |x, fi> (17)
donde
Jx, 1) = e/ [x;) (1)

siendo |x;) = |x) (¢;) el mismo estado escrito en la imagen de Schrodinger.

Supongamos que queremos calcular la amplitud de probabilidad de que la particula
viaje desde un punto x; a otro punto x; en un tiempo At = t; — t;. En el formalismo
canénico esta amplitud viene dada por

A= <Xf, tf|xi,ti> = <Xf‘ efiHAt/h |xi> (19)

Notese que en cada instante fijo ¢, los estados |x, ) forman un conjunto completo,

1— /dx 1%, 8) (x,f] (1.10)

donde en adelante se sobreentiende que las integrales van desde —co hasta 0. Elegiremos
una serie de tiempos intermedios t, € {fo,t1,...,tn}cont; =tg <t < ... <ty =tpy
los tomaremos por simplicidad equiespaciados,

tr—t;

tu = to+ndt, 5t = (1.11)

Entonces la amplitud (1.9) puede escribirse

(xp tr|xi i) = /dx1 (xp tp|xn, tr) (o1, 1], 1)

¢Para fijar bien los conceptos, vamos a poner el simbolo " sobre los operadores y a reinsertar 7.

3 © www.ugr.es/local /jillana



4 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

= /dx1dx2 (xf,tr|x2, t2) (X, 2] X1, t1) (21, 1 |2, 1)

N-1

doxy -+ dnog [ ] (s, tnga [ X tn) (1.12)
n=0

donde se ha introducido la notacién x; = xo, x; = xy. Y para dt suficientemente pequefio,

(1, b [ ) = (g €700 )
= (xyp1| (1 —1HGt/h) |xn) + O(6t)* . (1.13)
Utilizando ahora la base de momentos
1= [dplp) (o (1.14)
y la siguiente normalizacién de la onda plana,
1 .
= —el/h 1.1
(x1p) = Gy (1.15)
que es consistente con
AP ip(ey)/n
1.1
/dp x|p) (ply) = [ 5 5 (1.16)

podemos escribir, despreciando términos de orden (4t)?,
(st st X ) = (| (1= iHOE/B) [x,)
— [ dpa (xualpa) (pul (1~ i858/ )
= [ dpa (xualpa) [1 = H (pu )88/ (po )

_/dpn lpn(xn+1 xn)/he_iH(pn/xn)(St/h
2mh

/ P L exp { . [pn x”“&_ T _ H(pn,xn)] 5t} . (1.17)

Sustituyendo en (1.12) obtenemos

(xf,tp|xi ti) = hm /dx1 dxn_ 1/dp0 ... dpyn—

2mth 27th
- N—1 X, —x,
X exp {;l Z |:p71+15t - H(pn, xn):| (St} . (118)

n=0

Noétese que en la expresion anterior estamos integrando sobre todos los valores posibles
de x1,...,xN-1 Y que cada conjunto de valores define un camino, es decir, una funcién
x(t) definida por la interpolaciéon de x(tp) = xp, ..., x(ty) = xn, estando los extremos
fijos. Asi que en (1.18) estamos integrando sobre funciones x(t) con condiciones de con-
torno fijas (figura 1.1). Hay ademads una integral sobre N momentos py, ..., pn—1. Esta
expresion es por tanto la version discretizada de la integral funcional

oty = [DxDp0ew {4 [Matlpe-Hp} @)

i
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1.3. La integral de camino en mecdnica cudntica 5

to t1 to ta tn
Figura 1.1: La funcién x(t) definida por la interpolacién de x(to) = xo, ..., x(fn) = xN.

donde las funciones x(t) estan fijas en los extremos, pero las p(t) no. La medida funcional
es la integral estdndar sobre el espacio féasico.

En nuestro caso (1.4) el potencial no depende de las velocidades, asi que puede ha-
cerse la integral sobre los momentos. La contribuciéon del potencial V(x) factoriza y el
resto se obtiene a partir de

% ) 1ot i(xnﬂ — xn) - m 1/2 im(xn_H — xn)z
/ 2rth eXp{ Pugn TP, = (zmm) exp ot (1.20)

donde se ha usado

/oo d—7w e—awz—&-bw — Lebz/(&z) (1.21)
oo 2TT 47ta

y se ha prolongado analiticamente el integrando oscilatorio tratando iét como real.
Asi que,

N/2
<xf,tf}xi,ti> = lim (27;;151_) /dxl---de_l

N—oo
i N=1 | m Xpy1 — X 2
xexp{h Z 5 ( 5 ﬂ) — V(xn)

n=0

&} |

(1.22)

La expresién anterior es la version discretizada de la integral funcional:“

(xp e xi b)) = /Dx(t) exp{;i_z 7t [%xz - V(x)” . (1.23)

£

dLa integracién sobre caminos Dx(t) involucra una intrincada constante de normalizacién que en la
versién de campos D¢ no necesitaremos evaluar.

5 © www.ugr.es/local/jillana



6 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

camino 1

camino 2

Figura 1.2: Experimento de la doble rendija.

Es decir,

(xf,tp|xi ti) = /Dx(t) exp {;S[x(t)]} (1.24)

donde la accién S[x(t)] es un funcional de todos los posibles caminos y viene dada por

S[x(#)] = /ttf dtL(x%), Lixx) =22~ V(x). (1.25)

i

El resultado que acabamos de obtener era esperable. En mecénica cuantica, cuando
un proceso puede tener lugar por varios caminos la amplitud de probabilidad es la suma
coherente (principio de superposicién) de las amplitudes por cada camino. Debemos in-
terpretar el simbolo Dx(t) como suma sobre todos los caminos. Piénsese en el experimento
de la doble rendija (figura 1.2). Que la fase de cada una de las amplitudes sea sencilla-
mente la accién dividida por i también tiene sentido: la diferencia de fase entre los dos
caminos para una particula que pueda pasar por ambas rendijas es

1 (mv3t modt mDd _ pd d
Ao = — 22 _ 1)~ ~- =21~ 1.
P~ < 2 2 ) o n A (1.26)
donde se ha usado que los caminos 1 y 2 se recorren con velocidades v; = D/t y

v, = (D + d)/t, respectivamente, siendo d < D, de modo que v = v; = vy, y se ha
introducido la relacién debida a de Broglie p = h/A con p = mv.

Ademés, en el limite cldsico (h — 0) obtenemos directamente que solamente hay un
camino que contribuye, el que minimiza la accién, como postula el principio de Hamil-
ton. En efecto, la aproximacién de fase estacionaria establece que la tinica contribucién a la
amplitud de probabilidad cuando S >> i es la que corresponde al camino clésico, en el
que la variacién de la accién es

S[x(t)]| =0 (1.27)

© www.ugr.es/local /jillana 6



1.3. La integral de camino en mecdnica cudntica 7

Finalmente vamos a descubrir otro resultado interesante que nos seréd ttil después.
Hemos escrito la amplitud de probabilidad (xf, tf|x;,t;) como una integral de camino,

t
<xf,tf\xi,ti> :/Dxeis/h, S:/fdtL. (128)

£

Veamos ahora que el elemento de matriz del operador posicién en la imagen de Hei-
senberg £() entre esos mismos estados, en un instante ; cualquiera entre t; y ty, es la
integral de camino pesada por la funcién x(t),

<Xf, tf} f(tl) |xl~, ti> = /Dx x(tl) eiS/Fz (129)

y, lo que es atin més interesante, el elemento de matriz del producto ordenado temporal de
n operadores posicion es la integral de camino del producto de funciones,

(xp, te| T{2(t1) -+ 2(ta) } [xi, i) ‘/Ihxtl x(ty) /" (1.30)

Probémoslo. Noétese que la integral es sobre todas las funciones x(t) con extremos fijos.
La podemos denotar como

X(tf):Xf oo x(h):f X(tf):Xf
/ Dx = / ldx] = / dx / (dx] / da] (131)
x(t)=x; —00 x(t)=x; x(t)=x

que hemos separado por conveniencia en dos trozos. También podemos separar

tf t tf
/ L= [ dtL+ [ L, (1.32)
i t

i fy

asi que

/Dx x(tl)eis/h
00 x(t)=x% i rh x(tr)=xs i [tr
:/ dx / [dx]exp{/ dtL} x / [dx]exp{/ dtL}
—00 x(ti):xi h t; (tl): h t
/ dx (xp, b |5, 1) (8, ta| i, 1)

:/ dz (xs,t7] 2(t1) |5, 1) (5, 1 |3, 1)
= <Xf,tf’5€‘(t1) \xi,ti> . (133)

Por otro lado, como los x(t;) son niumeros, que conmutan, podemos reordenar de ma-
yor a menor todos los tiempos {t1, ..., t,} de modo que f; > ... > f, y encontrar
trivialmente, iterando el procedimiento anterior, que

/Dxx(t1) cx(ty) @S = /Dxx(fl) ox(By) e = = (xp,tp| T{R(t1) - - - 2(tn) } |2, i) -
(1.34)

7 © www.ugr.es/local /jillana



8 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

1.4 Cuantizaciéon funcional de campos escalares

1.4.1 Funciones de Green

Podriamos haber hecho toda la discusién de la seccion anterior suponiendo un sistema
de particulas descrito por un conjunto finito de coordenadas generalizadas {g;(t)} don-
de j va desde 1 hasta el nimero de grados de libertad (igual al triple del nimero de
particulas del sistema si trabajamos en tres dimensiones). Bastaria entonces cambiar la
integral funcional [[dx] por [TT;[dg;].

Si en cambio tenemos un medio continuo el sistema viene descrito por un campo, una
funcién de las coordenadas espaciales y el tiempo. Consideraremos para empezar el caso
mas simple, un campo escalar,

{gi()} — o(x,t) = ¢(x) . (1.35)

Entonces la amplitud de transicién, andloga a (1.24), desde una configuracién inicial del
campo ¢;(x) en t; a otra final ¢ (x) en t; es

P(trx)=s(x) i [t
(91111, ) = | Dpexp{; [ atre} (1.36)
P(tix)=¢i(x) oy,

donde se ha introducido la densidad lagrangiana a partir de
L= / d3x L (1.37)

y se supone un potencial independiente de derivadas de campos con lo que el hamilto-
niano es cuadrético en los momentos, que pueden integrarse como en (1.20):

1 1
L=Ly—V= E(a,ﬁp)2 - Emzqﬂ —V(p). (1.38)
La medida de integraciéon D¢ involucra de nuevo una constante complicada que no

necesitaremos escribir explicitamente.

Ahora tomaremos |¢;(x),t; = —c0) = [0, —c0), |pf(x),t; = 400) = |0, 4-00) (el vacio)
como configuraciones inicial y final de los campos en t — Foo, respectivamente. Esas
seran nuestras condiciones de contorno en adelante. Entonces (1.36) se convierte en

(0, +00[0, —oc0) :/Dq;eis/h, S :/d4x£. (1.39)

También podemos hallar, en analogia con (1.30), los elementos de matriz de productos
ordenados temporales de operadores de campos cuanticos como

(0,400 T{P(x1) - - - p(x1)} |0, —00) = / D p(x1) - - p(xu) €T . (1.40)

A partir de ahora, denotaremos el vacio inicial simplemente como |0) = |0, —c0). Si el
vacio es estable, entonces al dejarlo evolucionar entre —co y +-co seguiremos encontrando
el mismo vacio, lo que en mecanica cudntica significa que ambos estados difieren a lo
sumo en una fase:

0, +00) = &[0, —e0) = e = (0, +o0l0, o) . (141)

© www.ugr.es/local /jillana 8



1.4. Cuantizacion funcional de campos escalares 9

Aplicando (1.39) obtenemos esa fase y podemos escribir

)= JDopxr) - glan) e (1.42)

(0] T{(fb(xl) s -43(xn)} 0 f'D(PeiS/h

Hemos logrado expresar los elementos de matriz en el vacio de productos ordenados
temporales de operadores de campos en términos de integrales de camino.® Estos objetos
se llaman funciones de n puntos o funciones de Green pues, como veremos enseguida, son
efectivamente funciones de Green G (x1,...,x,) de operadores diferenciales.

Noétese que los campos que aparecen en las expresiones anteriores no son en principio
libres, sino que estdn sometidos a un potencial V(¢). En el formalismo canénico (los
campos son operadores), las funciones de Green se obtienen escribiendo el miembro de
la izquierda de (1.42) en la imagen de interaccion y aplicando el teorema de Wick a un
desarrollo en teoria de perturbaciones.

Veremos en §1.4.3 cémo calcular las funciones de Green aplicando el formalismo de
integrales de camino (los campos son funciones), primero en el caso de campos libres
y después en presencia de una interaccién. Para ello manipularemos el miembro de la
derecha de (1.42). La ventaja de este método es que, en principio, este lado de la ecuacién
estd también definido més alld de la teoria de perturbaciones, lo que permite calcularlo
con otros procedimientos, por ejemplo, discretizando el espaciotiempo en un reticulo
(lattice).

Pero antes, en el siguiente apartado, tenemos que incidir en un detalle importante
que hasta ahora hemos pasado por alto.

1.4.2 Rotacion de Wick

En el caso de una particula, hemos visto en (1.24) que la amplitud de la transicién entre
xi, ti y X, tf viene dada por

oot
(xf,te|xi ti) = /Dxexp {;z / ! dtL(x,fc)} (1.43)
ti
con la condicién de contorno x(t;) = x;, x(tf) = x5, siendo H = p?/(2m) + V(x), lo que
es suficientemente general para nuestros propdsitos. Pero en teoria cudntica de campos
las particulas son creadas (en una colisién o en una desintegracion) en t; y destruidas al ser
observadas (deteccion) en . El acto de creacién puede representarse mediante una fuente
y el de destruccién por un sumidero, que puede verse también como la desaparicién de la
fuente. Lo que nececesitamos conocer es la amplitud de la transicion vacio-vacio en presencia
de una fuente que llamaremos J(t), es decir,

(0, +00]0, —00); (1.44)
donde tf = —t; — oo. Esta representacién se debe a Schwinger (1969) y consiste en
modificar el lagrangiano

L— L+hJ(t)x(t) . (1.45)

€Como habiamos prometido, la normalizacién de la medida de integracién se cancela entre numerador
y denominador de la expresion (1.42).

9 © www.ugr.es/local /jillana



10 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Figura 1.3: Rotacién del eje temporal para calcular la amplitud de transicién vacio-vacio.

La fuente | # 0 solamente entre t; y 7, siendo T; < t; < tf < Tf. Entonces

. T
<xf,Tf]xi,7}>] :/Dxexp{;l/det(L—i—h]x)} (1.46)

que podemos separar en

x¢, Telx;, T;), = [ dx'dx (xy,
frif Ji f

Ahora usamos (1.8) e introducimos un conjunto completo de autoestados de la energia
@n(x) = (x|E,) con lo que

(xp, Te|x' tg) = (x| e ”f‘*”\x’>=Zqom(xf>%(x’)e‘fm”f—ff’/"’ (1.48)

, i>] (x,ti]x;, T;) (1.47)

(x, ti|x;, Ti) = (x| e 1Al Zq)n )@l (x;)e =T/ (1.49)

Si tomamos el limite T; — —oc0e™ y Ty — +ooe ™, con un angulo de rotaci6n arbitrario
0 < 6 < /2 (figura 1.3), conseguimos que a las sumatorias anteriores solamente con-
tribuya el estado con E, mds pequefio, es decir Ey, que es el estado fundamental, es decir,
el vacio. Esto es asi porque ImT; = i|T;| sind y entonces el término (i/h)E,T; tiene una
parte real negativa que produce un factor de supresién e~ (1/MEITilsind Yy anglogamente
para el término con Ty. Entonces,

lim <xszf’xi,Ti>]: lim  @o(xf)gg(xi)e —iEo(Ty=Ti)/h

Ti——oc0e™1¢ T,——coe1¢
Tf—+ooe 10 Tp—+coe
> eiEo(tf—ti)/Fl/dxldx (Pé<x,)(P0(x)< /’ (150)
Si ahora tomamos ¢ F=—t = oo, de la expresién anterior obtenemos:
Ii x¢, Trlx;, T;
G Ty, T,
Tf*>+006_i‘5
(0, 400]0, —00), = — (1.51)
bl o) (e T
Tf—H-ooe i
pues (x,t|Eg) = e Eot/ (x|Eg) = e Eot/ gy (x) y la segunda linea de (1.50) vale
<0, —|—OO|0, —OO>] = t(lﬁil‘{loo dx’dx <E0‘x/, tf> < /, (x, ti|E0> . (1.52)

tf—>+00

© www.ugr.es/local /jillana 10



1.4. Cuantizacion funcional de campos escalares 11

El denominador de (1.51) es simplemente un factor numérico. El numerador es el término
importante y viene dado por (1.46) tomando un limite de tiempos complejos:

Ti——coe™ ¥
Tfﬁ+006 i

(0,+00|0, —c0); & lim /Dxexp{ / dt (L +hjx) } . (1.53)

Noétese que, en vez de hacer la rotacion de Wick, podriamos haber aislado igualmente la
contribucién del estado fundamental afiadiendo al hamiltoniano en (1.48) y en (1.49) un
término —%iex2 con € > 0. Esto es equivalente a afiadir —|—%iex2 a L, asi que tenemos

alternativamente

<O,+oo\0,—oo>]o</l)xexp{;l/ dt <L+h]x+;16x >} (1.54)

donde ahora los tiempos se integran sobre la recta real y tomamos € — 07 al final para
lograr nuestro propésito sin alterar el lagrangiano. Esta es la prescripcion de Feynman. De
forma andloga hay que proceder si en vez de una particula tenemos un campo.

Como comentario final es importante notar que la introduccién de un término com-
plejo apropiado en el lagrangiano hace posible que la integral de camino (1.42) sea con-
vergente, lo que esta relacionado con la ordenacién temporal y la causalidad. Una version
simplificada del mismo tipo de integral es

dte =1 siIlmz >0, (1.55)
Z
0

que solamente es convergente si z tiene una parte imaginaria no nula y positiva, aunque
sea pequena.

En adelante, utilizaremos unidades naturales (& = 1).

1.4.3 Derivadas funcionales y funcional generador

Empecemos definiendo (en cuatro dimensiones) la derivada funcional, 6 /5] (x), a partir de

0 o
— =6t (x — o bien /d4 =¢(x). 1.56
5](x)](y) (x—y) 5700 yIW)¢(y) = ¢(x) (1.56)
Se trata de una generalizacion a funciones continuas de la regla para vectores,
d . d
a—xZ_x] = Jjj o bien Fre ijkj =ki. (1.57)

Para hacer derivadas funcionales de funcionales mas complicados basta con aplicar la
regla de la cadena. Por ejemplo,

fo)eXp {i / d*y ] (y)qb(y)} = i¢(x) exp {i / d"‘yl(y)cp(y)} : (1.58)

Y si el funcional depende de derivadas de la funcién |, integramos por partes antes de
hacer la derivada funcional:

57t [ 49OV = (). (159

11 © www.ugr.es/local /jillana



12 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Pues bien, el objeto basico que necesitamos definir es el funcional generador de funcio-
nes de Green, Z[]|, que para la teoria de campos escalares es

- / D exp {i / d*x (L + ](x)cp(x)]} (1.60)

Nétese que Z[0] = [ D¢ e'® describe transiciones vacio-vacio (1.39), sin fuentes, mientras
que en Z[J] hemos afiadido al lagrangiano £ un término fuente J(x)¢(x). Aunque no se
escriba, en adelante se supondrd implicitamente la prescripcion de Feynman para asegurar la
convergencia, como hemos visto en el apartado anterior. Aplicando (1.58) es evidente
que todas las funciones de Green se pueden generar a partir de Z[J] tomando derivadas
funcionales,

() (4 . [Dpp(x1) - -p(xn)e® _ (—1)" o"Z[]]
G ( Iy ) fquelS - Z[O] 5](3(1)5]()6”) -0 (161)

Conviene definir el funcional generador normalizado Z[]] = Z[]]/Z[0] de modo que
Zl =28 n'/d”f 2 G (xq, o ) (1) - T(x) (1.62)
Veremos que nos resultara muy util también definir el funcional generador W{J]:

WIJ] = —ilogZ[]] , Z[]] =Wl (1.63)

que genera las funciones de Green conectadas, y el funcional accién efectiva a partir de la
transformada de Legendre:

- [ e, ol = 50 (1.64)

que genera los vértices propios de interaccién. También veremos que W{J] y T[¢] son los
andlogos a la energia libre y energia interna, respectivamente, en mecénica estadistica.

1.44 Campo escalar libre

Consideremos ahora un campo escalar libre (L = Ly). Entonces,

/Dq; exp{ /d4 [ y¢aﬂq>—f(m —ie)p? +]q>H
/D¢ exp{ /d4 [ P(O+m —16)4)—1—]47]} (1.65)

Para calcular las funciones de Green pasemos al espacio de momentos,

44 s 44 o
00 = [ e o), 100 = [ She ) (166)
y recordemos que

/ dixe PP — 2m) 484 (p + ') . (1.67)

© www.ugr.es/local /jillana 12



1.4. Cuantizacion funcional de campos escalares 13

Entonces la exponencial queda

o (i [ ok [D3-p) (7 =02 +ie)60) +T-pb0)| | a9

y la integral funcional puede reemplazarse por una integral sobre modos de Fourier, que
podemos discretizar

x)~[Top) (1.69)
p

Las constantes de proporcionalidad son irrelevantes, pues se cancelan en el cociente
(1.61). Ahora usaremos la siguiente identidad para integrales gaussianas,

+oco N
/ dez exp { E yiA ijyj + Zzzyz}

1]1

= (2m)N/2(det A)71/2 exp{ Z zi(A l]z]} (1.70)

i,j=1

donde Aj; es una matriz invertible. Identificando términos, regresando al continuo y
eligiendo la normalizacién Zy[0] = 1 obtenemos inmediatamente

4 ~ ~ ~
2] = ep {5 [ a-bi (-PDeIe) | 1.71)

donde

~ i
== 1.72

DF(p) p2—m2+ie ( )

es el propagador de Feynman en el espacio de momentos. Volviendo al espacio de coorde-

nadas tenemos que, para campos escalares libres,

2] = exp {3 [ dxdy [ De(x ~ )1 (0) | a7
donde
4 . ~
Dr(x —y) = / <;17£4 e PV Dr(p) . (1.74)

Comprobemos que el propagador se puede obtener aplicando (1.61) a (1.73),

(=i)*  8*Zo[]]

(2) _
GOZ (xlle) Zo[O] 5] (xl)(SI(Xz) 0 = DF(Xl — XQ> . (175)
En efecto,
6 ) = (P gty ts o { = [ty TP pIw )]
o0 ! Xy — 1 xJ(x X —x ZoJ]
= ~57Gey |2 @yDrlon =) -3 [ @100 ZO[O]’]o

13 © www.ugr.es/local /jillana



14 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

gty [~ rmste—=]
= Dp(x1 — x2) . (1.76)

Noétese que al hacer la primera derivada se bajan dos términos, que hemos reagrupado.
La segunda derivada da varios més, pero solamente cuando ésta acttia sobre el factor a
la izquierda de Zy[J] obtenemos términos que sobreviven al tomar | = 0.

Del mismo modo podemos hallar el resto de las funciones de Green de la teoria
de campos escalares libres. Hallemos como ejemplo la funcién de cuatro puntos. Para
abreviar la notacién, en adelante:

pr=¢(x1), Jx=J(x), Dy =Dp(x—2x4), etcétera
y supondremos que se integra sobre los indices repetidos en cada bloque .. ..

Entonces
(4) — 4iii D _l]xny]y
Gy ' (x1,%2,x3,%4) = (—1) 51 51205 [—JxDys]e 2 o
— 2 0 [ Dy + JuDssyDys] €D
511 3 y o
)
A [D34]xDx2 + D24 JyDy3 + JxDxaDo3] e~ 2hDuly
J=0
= D34D1z + Doy D13 + D1sDos . (L.77)
Deducimos ya facilmente que
G((]n)(xl, ..., Xp) = 0sinesimpar (1.78)
y si n es par podemos expresarlas como productos de propagadores
G(() ) xl, e X ZDF Xi, — le Dp(xinq — xin) (179)

donde la suma se extiende sobre todas las formas distintas de agrupar en pares el con-
junto {1,2,...,n}. Este resultado es el teorema de Wick, obtenido mediante integrales de
camino.

Las funciones de Green admiten una representacion gréfica sencilla en términos de
diagramas de Feynman. Asi, el propagador de Feynman es:

1 2

G (x1,%2) = Dp(x1 — x2) = (1.80)

y todas las funciones de Green de la teoria libre se expresan como productos de propa-
gadores, como por ejemplo:

1 2 1 92 1 9
G\ (x1, x2, x3,x4) = + + / / (1.81)
3 4 3 13 1
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1.4. Cuantizacion funcional de campos escalares 15

1.4.5 Interpretacién en términos de particulas

El propagador de Feynman Dp(x —y) = G((]z) (x,y) es, en efecto, una funcién de Green
del operador de Klein-Gordon pues

dp i
2m)4 p? —m? + i

(Ox +m*)Dr(x —y) = / ( S(=p? e PV = —ist(x —y) (182)
Las condiciones de contorno esta fijadas por la integral de camino y especificadas por la
prescripcion ie de Feynman. Por tanto, podemos interpretar Dr(x — i) como la amplitud
de probabilidad de que una sefial se propague libremente desde y hasta x. Las posibles
sefiales son las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon:

(O +m?*)¢p(x) =0. (1.83)

Las soluciones son modos de energia positiva (negativa), p® = +E, con E, = ++/m? + p?,
que llamamos particulas (antiparticulas) de masa m,

p(x) ~e P (p°>0), ¢(x)~e" P (p? <0). (1.84)

Las particulas (antiparticulas) se propagan hacia delante (atrds) en el tiempo. Hay de
hecho dos maneras de propagar un ntimero cuantico (una carga Q, por ejemplo) desde
y hasta x: crear una particula de carga Q en y y destruirla en x, o bien, crear una anti-
particula con carga opuesta —Q en x y destruirla en y. No6tese que, por definicién, en el
primer caso x° > 1°, y por tanto en el segundo x* < y°. Si el campo es real (¢ = ¢*) no
distinguimos ambas sefiales, es decir, particulas y antiparticulas coinciden.

Por tanto, el diagrama de Feynman que representa a Géz)(xl,xz) (1.80) expresa la

propagacién libre de una particula entre dos puntos x; y x2. Del mismo modo, la fun-
cién de Green G(()4)(x1,xz, x3,x4) (1.81) expresa las posibles transiciones libres de una
particula entre cuatro puntos. Nétese que éste tltimo es un objeto bastante desconectado.
De hecho, el espacio de posiciones no el marco mas apropiado para describir la propa-
gacion de particulas con cuadrimomento p bien definido. Conviene por eso introducir la

transformada de Fourier:
/d4x1 coedbay elPE ) GO (v k) (1.85)

Como las funciones de Green sélo dependen de diferencias x; — x;, debido a la invarian-
cia bajo traslaciones, su transformada de Fourier s6lo dependerd de n — 1 momentos,
pues serd proporcional a §*(py + - - - + pn) que implica p; + - - - + pn = 0. Por eso defini-
remos,

2m) 46 (p1+ -+ p) G (p1,..., pn) = /d4x1 by ellpate ) GO ()
(1.86)

Asi por ejemplo representaremos el propagador libre en el espacio de momentos me-
diante el diagrama

- p i
CP(p,—p) = De(p) = —>

T PP —mP+ie

(1.87)
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16 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

En efecto, haciendo el cambio de variables x = x; 4 x2, y = x1 — x2,
/d4x1d4xZe(p1x1+p2x2)DF(x1 _xZ /d4xd4ye2( p1tp2)x ez(Pl pZ)yDF(y)

— (2m)st(pr+ pa) [ 'y DE(y)

= (2m)**(p1 +p2)/ (27;;4d4ye(”1 PYDr(p)
= (2m)*¢*(p1 + p2) D (p1) (1.88)
donde se ha sustituido
4 4 (1 4 d4P —ipy 1y
0%( /d x el Dr(y) = / (27t)4e PDe(p) - (1.89)

Veremos que en presencia de interacciones aparecerdn también otras funciones de Green
conectadas que representaremos en el espacio de momentos mediante diagramas de la
forma

p2

G (py,...,pn) = (1.90)

Estas funciones de Green representan amplitudes de scattering de estados de momentos
entrantes py, ..., p; a estados de momentos salientes —p;1,..., —pu-

1.5 Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones

1.5.1 Funcional generador y funciones de Green

El funcional generador (1.60) nos permite encontrar las funciones de Green de una teoria
de campos escalares arbitraria tomando derivadas funcionales (1.61). Hemos podido ex-
presar después el funcional generador para la teoria libre (£ = Lj) de forma muy sen-
cilla (1.73) en términos del propagador de Feynman, gracias a que las integrales son
gaussianas (el lagrangiano es cuadrético en los campos) y las hemos podido calcular
exactamente.

Consideremos ahora que exista una interaccién, £ = Lo+ £, donde L; = —V(¢) es
una funcién polinémica de los campos. Para manipular el funcional generador, usemos
la notacién abreviada introducida antes de (1.77) y la derivada funcional (1.58),

19

Prel? = <i§]> ell? (1.91)

Lo mismo vale para cualquier funcién de ¢. Asi que

exp {—i/d4x V(cpx)} el = exp {—1/d4xV (i 5? ) }ei]"’ . (1.92)
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones

Este truco nos permite escribir

_ /D4> exp {i/d4x [Eo—V(<P)+f<P]}
= /D4> exp{—i/d4xV(4>)}exp {i/d4x [£0+f¢]}
_exp{—l/d4xv (}51)}20[]]

(1.93)

= exp {—1/d4z 1% (1 51) } e~ 2/Dxly

Esto nos abre las puertas a un tratamiento perturbativo de la interaccién desarrollando en
serie la exponencial de la izquierda. Tomaremos como ejemplo la teoria )\4)4,
A
V(g) = 9" (1.94)
Entonces
i 16\*
Pldtz (22) +0(A?). (1.95)
id],

exp{—1/d4zv<1£>}:1—4,

Z[]] es obviamente Zy[J]. Hallemos el siguiente orden paso a paso

A orden A?, Z
10 4Dl — i1.p, e HiDul
——-e 2Puly — jj D, e 2/xPuly (1.96)
id]
16\% .
=— | e 2lPuls = [Dp(0) — J.Dy.?e” 2Py (1.97)
i6]
1 (S 3 1 D 1 2 1 D
(151) e 2Pul = = [=2],D:Df(0) — (Dp(0) = JxDxz?) JxDyz] e 2/xPvhs
z
1
I [ 3]xszDF( )+]x } e zjxij]y (198)
16
<1 5] > “2lPuly = — [_3D123(0) +3]xszzDF(O) +3]xszzDF(O)
v4
_]xDxZ4:| e_%]xny]y

= [3D3(0) — 6:D2D(0) + Ji D] e 41D (199)

Representado Dr(0) mediante un loop cerrado e introduciendo también diagramas de

Feynman con fuentes (x) e interacciones en un punto (x),
O oro = (X0

Dr(0) =

J+Dx:2Dr(0) = QX J:Dy* = ><

la expresion (1.93) a primer orden de teoria de perturbaciones queda

a-pafels 00 .00 )| e

© www.ugr.es/local/jillana
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18 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Tomando ahora | = 0 eliminamos la contribucién de los diagramas con patas externas:

[1 - = / d*z ( )] e~ 2xDuyly (1.101)

Vemos, por tanto, que el diagrama de vacio no contribuye al funcional generador nor-
malizado Z[]], que es la cantidad relevante para hallar las funciones de Green (1.61):

/Z\[” = ; = [1- /d4 —6 )(Q)( X e_%]xny]y .

(1.102)

De hecho puede demostrarse que los diagramas de vacio no contribuirdn al funcional
generador normalizado, y por tanto, no contribuirdn a las funciones de Green, a todo orden
en teoria de perturbaciones.

Ya podemos calcular las distintas funciones de Green a partir de (1.61) y (1.102):
Funcién de Green de dos puntos
Puesto que hay que tomar dos derivadas y luego hacer | = 0, a la funcién de Green de

dos puntos solamente pueden contribuir los diagramas en (1.102) con un maximo de dos
fuentes. Por tanto, a primer orden en teoria de perturbaciones:

627
G (x1,x7) = — ——
(x1,x2) o] (x1)](x2) |,
.)\ 52 1
= G (x1,%2) + = (—6) D (0 /d4z Dy.2e 2Py 1.103
(v 22) + 3 (~0)DF(0) s [ d'z[Dse 1)
Hallando
1) _1
5—]2() = /d4Z [2D22]xsz_]xDx22]xsz] e ;IXny]y
(52

_ 4
(5]15]2 ( ce ) ']0 = /d ZlezDZZ (1104)

tenemos el propagador libre (1.80) mds una correccion,
G (x1,x2) = Dp(x1 — x2) — 5DF 0) [ d*zDp(x1 —z)Dp(x2 — 2) (1.105)

o diagraméaticamente:

G (x1,x;) = o—— —?/d‘*z oQo (1.106)

En el espacio de momentos, recordando (1.74) y (1.86), obtenemos el propagador libre
(1.87) méas una correcciéon:

G®(p,—p) = Dr(p) - %DF(O)BF(p)ﬁF(P) (1.107)
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones 19
donde se ha hecho el cambio de variables z;1 = x1 —z,2, = x» —z en
/d4x1d4x2 el(Pivitpan)gd, Dp(x1 — z)Dg(x2 — 2)
= /d4zld4zzd4z el (PHp2)z6il Mzt 122) D (21) Dy (2,)
= (27)**(p1 + p2) Dr(p1) Dr(p2) - (1.108)
Introduciendo
, iA ir [ dYg <
—iB = —?DF(O) =5 (27'()4DF<q> (1.109)
tenemos que
G®(p,—p) = Dr(p) + Dr(p)(~iB)Dr(p) + O(A?) (1.110)
Diagramaticamente la correccién se escribe como:
q ~ o~
= Dr(p)(—iB)Dr(p) (1.111)
p p
Podemos resumar todas correcciones de este tipo al propagador,
—DF P>+DF p —IB DF +DF p)( —IB DF p
= Dr(p) [1+ (—iBDE(p)) + (—iBDr(p))* +
~ 1 i 1 i
P 1+iBDf(p) P*—m <l—p2m2) p*> —m?—B
y vemos que suponen una correccién a la masa,
m* — m>+ B . (1.113)

Esta correccién (1.109) es de hecho infinita, y tiene que interpretarse mediante la regula-

rizacion y renormalizacion de la teorfa, segin veremos.

fA 6rdenes superiores hay también otras correcciones, como por ejemplo a O(A?) +@+

(que, a diferencia de B, depende de p?). Esto nos obligara a a definir la masa fisica m como el polo del

propagador cuando p? = m?.
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20 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Funcién de Green de cuatro puntos

El término de orden A nos da la funcién de Green de cuatro puntos de la teoria li-

bre G(()4)(x1,x2, x3,x4) (1.81). A orden A tenemos dos contribuciones en (1.102) y ambas
sobreviven a cuatro derivadas respecto a | cuando hacemos | = 0. La primera es:

iA
— 2 (=6)Dp(0 /d4z 2~ 2<Duly
a1 O )5]15125]35]4 JxPe o
iA
= - I(_@(_Z)DF(O) /d4Z [D12D3: D4z + D13D2:Daz + D14D22 D3
+ D3D1;Dy; 4 DyyD1.D3; 4 D33 D1, Do) . (1.114)
La segunda contribucién es:
iA / 4 D
d z e 2]r xy]y
Tm 5116125]3614 JePe ,:0
= — 24/d ZD12D22D32D4Z . (1115)
Diagramaticamente:
———o i\
G(4)(x1,x2,x3,x4):3< )—Z'/d‘*z 12 X 6 .Q. +24 ><
’ *——o
(1.116)

donde los diagramas entre paréntesis denotan cualquiera de las posibles combinaciones
topolégicamente equivalentes de los cuatro puntos, que son 3 en (1.81) y 6 en (1.114).
Noétese que contiene diagramas desconectados, formados por la combinacién de diagra-
mas de dos puntos.

1.5.2 Funcional generador de diagramas conectados

Veamos ahora que el funcional generador W([]J] definido en (1.63) genera s6lo funciones
de Green conectadas,

5”WU] _ (_i)n—H o" IOgZ[”

6J(x1)---6J(xn) ;g 6J(x1) -+ 8] (xn) | )=
(1.117)

—ing)(xl,...,xn) = (—1)"

con lo que también podemos construir Z[]] a partir de objetos mas simples mediante

[e9) in "
log Z[]] = Zn,/d‘*xl cdba, G (e xn) (1) - T () (1.118)
Lo comprobaremos para las funciones de dos y cuatros puntos:®
2 - Ls2
W _ _ii <15Z> — %572572 _ 107 (1.119)
0J16]> 61 \Z4]> Z26[1 6],  ZONd]

&Una demostracion general es intrincada. Puede encontrarse, por ejemplo, en H. Osborn, Advanced Quan-
tum Field Theory, p. 26 [www.damtp.cam.ac.uk/user/ho/AQFTNotes.pdf].
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones 21

Asi que
2 2
. ~(2) oW 1 0“7 . ~(2)
—iG,7 (x1,x2) = — —— =i = —1G\“(xq1, x 1.120
< () 6J10]2|j—o  Z[0] 6] (x1)d] (x2) (r1,32) (1120
pues ya es una funcién de Green conectada. Y si seguimos derivando (1.119):
4
. ~(4) W
—iG, 7 (x1, %2, X3, X _—
) = G ST

=1 [G(Z)(XLXZ)G( ) (x3,24) + G@ (x1, x3)G® (x2, x4)

+GP (x1,20)GP (x2, 13) — G@ (21, 12, x3,x4)} (1.121)

Sustituyendo los desarrollos en perturbativos de G(z)(xl,xz) (1.106) y G(4)(x1,x2, X3,X4)
(1.116) es facil darse cuenta de que los diagramas desconectados se cancelan y sélo so-
brevive, a orden A, el diagrama conectado:

G (x1, %0, %3, x4) = —724 / diz >< (1.122)

como queriamos comprobar. En el espacio de momentos,

GW (p1, p2, p3, pa) = —iADr(p1) Dr(p2) Dr(p3) Dr(pa) - (1.123)

1.5.3 Funcional generador de diagramas 1PI

Todavia podemos llegar mas lejos a la hora de definir bloques mas simples con los
que construir el funcional generador. Nétese que encontraremos diagramas conectados
que se pueden desconectar en otros dos si cortamos solamente una linea interna. Los
llamaremos reducibles a una particula. Por ejemplo (en la teoria A¢>):

>< : : (1.124)

En cambio, otros diagramas conectados, que llamaremos irreducibles a una particula (1PI),
no se desconectan en dos si cortamos una linea interna. Por ejemplo:

: : (1.125)

Parece evidente que seria conveniente trabajar s6lo con diagramas 1PI, para lo que tene-
mos que encontrar el correspondiente generador, que llamaremos I'.

Empezaremos definiendo

(1.126)
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22 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

y supondremos que la relacion entre ¢ y | es invertible, de modo que podemos escribir

¢ = ¢[]] y ] = J[¢]. Introducimos la transformada de Legendre de W{]],

Ile] =W[J]-Je (1.127)
en la que formalmente se reemplaza | por ¢, pues en efecto I' no depende de J:
or oW
= —¢(x) =¢@(x) —@(x)=0 1.128
510 |, = 3100) ¢(x) = ¢(x) = ¢(x) (1.128)
y ademds tenemos, aplicando la regla de la cadena, que
6T / .
d*y
Sgp(x) 54)
W 4](y) / 4 5] (y)
= d4 d
/ V3101 b0(x) V) S0
)W)
dty o) TW) _ /d4 —J(x), 1.129
/ W) 5o ~ I W) 5oy = /) (1.129)
es decir,
or
J(x) = ———. (1.130)
TEY
Pues bien, vamos a comprobar que I'[¢] genera los diagramas 1PI, mediante
0"I[g]
T (x,...,x,) = : 1.131
(x1 n) 5p(x1) 69 (xn) | g (1.131)
Para ello conviene introducir la notacién:
) (7, _ (-1 "W
¢ (Lxy, ..., xn) = (—1) 5T0e) o] (x) (1.132)
. "I [¢]
T (@;x1,..., %) = 1.133
(4) X1 xn) lé(P(xl)"'é(P(xn) ( )
lo que significa que:
G (xy, .., xn) = G (Jx1, .., xn) o (1.134)
T (xy,..,x0) = T (@ x1, ..., %) . (1.135)
(P:
Para lograr nuestro propdsito escribamos 6/5](x) en funcién de 5/5¢(y):
4 / s Opy) 6 / s, W[ / 4 o
— /d = [/d =i/ d G ],x
5160~ ] 5100 59y~ YS9 50 Ve gy
(1.136)
Entonces:
oJ(z) _. / 4G 3]z _ i [ 4i @ 6°Tg]
Mx—z)="12 =i [ d4G I; x, :—1/d G (Lxy)————
B =g T YU e Ve g )00
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones 23

T / d*y G (2, ) (g;y,2) . (1.137)
Por tanto,

G = _r@ ", (1.138)

(1.139)

la expresion (1.138) se escribe

—()— =

Ahora nétese que hacer una derivada —id/d](x) afiade una linea externa a G (1.132):

(W) = /v}v\ (1.141)

(1.140)

RN 2 Y
y que hacer una derivada §/6¢(y) afiade una linea externa a T'") (1.133):
0 (1) _ /L
sw O = — O 0142
Ademéds (1.136) nos dice que
i /@ )
e T T\ Sy (1149
Por tanto
_ 0 ()
o T W
_ () 0 ()
- U sy W
-1
B @ (5(p(zy) <_ @ ) (1.144)
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24 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Ahora usaremos el siguiente resultado para matrices:

i(MM—l)zo o Ay M

—1
dx dx oM (1.145)

que en un numero infinito de dimensiones puede generalizarse a:

8T (giu,0)
op(y)
:/d4ud4v G(Z)(go;x,u)F(3)((;);u,v,y)G(Z)(go;v,z) (1.146)

-1
0 ] (—F(z)(go;x,z)> :/d4ud4vr(2)((p;x,u) ' (@;v,2)7"!

So(y

es decir,

-1
(5g05(y)<__<:>_> _ 6 @ (1.147)

Asi que (1.144) queda:
= (1.148)

Este procedimiento puede extenderse a un ntimero mayor de puntos de forma directa.

Por ejemplo, para n = 4:
=—i 0 /I/I}’\ (1.149)
5 (x) \_/ ’

aplicando la regla de la cadena y usando (1.141) o (1.143), segtn convenga, sobre (1.148)
tenemos:

) (W
}@( = (D)) +omosdon+ (PO
O

(1.150)
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones 25

Sustituyendo ahora las G£3) de (1.148) habremos logrado escribir G§4) en términos de vérti-

ces propios TW, T®) y del propagador T® . Procediendo iterativamente, se puede hacer lo
mismo para cualquier ng) .
Como ocurre con las funciones de Green, los vértices propios dependen sélo de di-

ferencias x; — x; y, por eso, en el espacio de momentos se definen extrayendo de la
transformada de Fourier un factor global de conservacién de momento:

m)** (pr+ -+ pn)f(”)(pl, e Pn) = /d4x1 codix, ei(p1x1+"'+p”x”)F(”)(xl, cee X)) -
(1.151)

El propagador y los vértices propios se calculan orden a orden en teoria de perturba-
ciones (TP), segtin hemos visto en apartados anteriores, a partir del propagador libre y
los vértices de interaccién a nivel arbol.

1.5.4 Reglas de Feynman

Para hallar las funciones de Green de n puntos, de lo visto anteriormente (1.107, 1.123)
se deducen las siguientes reglas de Feynman en el espacio de momentos para una teorfa
de campos escalares reales con V(¢) = {;¢N:

1. Dibujar todos los diagramas con n lineas externas conectadas en vértices de N
patas.

2. Imponer conservaciéon de cuadrimomento en cada vértice.

3. Asociar un factor (—iA) a cada vértice. El numero de vértices de cada diagrama
determina el orden de la TP.
4. Asociar a cada linea de momento p un factor Dr(p) = W
5. Integrar sobre los cuadrimomentos g que no queden fijados por la conservaciéon de
dig
(2m)*

6. Multiplicar por el factor de simetria correspondiente.

cuadrimomento en cada vértice (loops) con medida

Veamos que el desarrollo en loops es un desarrollo en potencias de i, es decir en
correcciones cudnticas, asi que la aproximacién a nivel drbol (cero loops) coincide con el
limite cldsico. Para comprobarlo, reinsertaremos las constantes 7 en la integral de camino,
que aparecen normalizando la accién en el°/". El funcional generador es entonces

7l = /D(p exp {;/d‘lx [c+h](x)4>(x)]} . (1.152)

Las dos fuentes de potencias de 7 en las funciones de Green son entonces:

= Por cada propagador hay un factor 7, pues insertando 7 en (1.65-1.72):

1 ~ i
ZOU] = exp {_ZIXnyIy} = DF(p) = m . (1.153)
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26 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

= Por cada vértice de interaccién hay un factor 71, pues:

Z[]] = exp {;l/d‘*xﬁl <i;]> } ZolJ] - (1.154)

Definimos el ntimero de loops L como el ntiimero de cuadrimomentos no fijados por
la regla de conservacién del momento, sobre los que tenemos que integrar para calcular
la contribucién a la funcién de Green correspondiente. Asi, en un diagrama con I lineas
internas y V' vértices tenemos

L=1-(V-1)=1-V+1. (1.155)

En efecto, tenemos I cuadrimomentos circulando por las lineas internas, sobre los que
imponemos V — 1 restricciones (una por cada vértice, excepto la global que corresponde
a conservacioén del cuadrimomento total). Veamos algunos ejemplos:

L=0-14+1=0 L=1-241=0
L=1-1+41=1 L=2-2+1=1 (1.156)
L=7—-4+4+1=14 L=6—-44+1=3

Noétese que normalmente L coincide con el ntimero de lazos en el diagrama de Feynman.
Pero no siempre, como se ve en el tltimo ejemplo, en el que hay 4 lazos pero L = 3.

Aplicando ahora que cada propagador conlleva una potencia de 7 y cada vértice una
de 1! vemos que un diagrama conexo con L loops es de orden

=V =pt1, (1.157)

Por tanto, fijado el nimero de patas externas, el desarrollo en loops corresponde a un
desarrollo en potencias de 7.

Otro comentario importante es que en teorias con un tnico acoplamiento, el desa-
rrollo perturbativo en ese acoplamiento y el desarrollo en loops coinciden, si fijamos el
nimero de lineas externas. La razén es que en ese caso existe una relacion entre L y V.
Por ejemplo, en la teorfa A¢p* cada vértice tiene cuatro patas, asi que

4V = E+21 = L=1I-V+1=V—-E/241, (1.158)

siendo E el nimero de patas externas e I el de lineas internas. Esta relacién viene de que
4V es el numero total de lineas que confluyen en vértices, pero las que corresponden
a lineas internas cuentan dos veces. Es facil comprobar que esta relaciéon se cumple en
todos los ejemplos de (1.156), excepto para el primero de la columna de la derecha, en
el que los vértices tienen tres patas, pues corresponden a una teorfa A¢® y la relacién es
entonces

3V=E+2] = L=I-V4+1=V/2—E/2+1. (1.159)
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1.5. Campos en interaccion. Teoria de perturbaciones 27

1.5.5 Accién efectiva

Veamos que en el limite clasico la accion y el funcional I' coinciden. Partiendo de (1.152),
en unidades naturales:

20 = [ Do e {i|slo) + [ tximpto] } (1.160)

sabemos que s6lo debe contribuir la fase estacionaria en el limite clasico (despreciando loops),
correspondiente a

5S[¢]

90, =" J(x) (1.161)
es decir,
Z[J]a ~ exp {i [S[c])]] +/d4x](x)¢](x)]} . (1.162)
Por tanto, recordando que W[J] = —ilog Z[J], tenemos
Wirla =Sl + [ a0 =Tlgla+ T, o) =08 =g 16

es decir, en el limite i — 0, ¢ = ¢; es el campo clisico y I es la accién cldsica:

Sle] =Tlgla, (1.164)

que verifica las ecuaciones de Euler-Langrange.

Diremos entonces que

_ W]
6] (x)
es una accion efectiva, que coincide con S[¢] en el limite cldsico. Veremos mads adelante

que I'[¢] verifica una ecuaciones (andlogas a las de Euler-Lagrange) a nivel cuéntico,
llamadas ecuaciones de Schwinger-Dyson.

Tlol =W[J]]-Jo, o(x) (1.165)

1.5.6 Campos en el espacio Euclideo y analogia con mecanica estadistica

Llegado a este punto conviene hacer un comentario importante. En teorfa cuantica de
campos trabajamos en el espacio de Minkowski x = (t, x), que es el espacio fisico. Hemos
visto que para que nuestras integrales de camino sean convergentes hemos tenido que
hacer una rotaciéon de Wick que implica integrar sobre tiempos t complejos (no fisicos):
T, - —coe ¥, Ty — ooe . Pues bien, nétese que para § = 71/2, es decir, T; — ioo,
Tf — —ico, estamos en la practica haciendo teoria de campos en el espacio Euclideo
¥ = (it,x) = (1,x), pues en ese caso estamos integrando T entre —co y oo y podemos
definir la accion Euclidea,

Sk = /d432 L(F) = /d492 B(aTq;)z - %(ch)2 + %mquz +V(¢) (1.166)
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28 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

que esta relacionada con la accién de Minkowski mediante S = iSg. El integrando es
definido positivo, asi que el funcional generador Euclideo,

Z1)= [ Dg exp {—SE[4>] -/ d4f14>} (1.167)

tiene sentido, pues la integrales de camino convergen, debido a la supresién exponencial
del primer factor. Las funciones de Green Euclideas son entonces

(1) (< [ Dpp(x) - p(Ea)e > 1 8" Z[]]
R 7 T I | R G R ] PR
Notese que
G (%y,...,%,) =1"G"(x1,..., %) . (1.169)

Resumiendo, el formalismo de integrales de camino estd bien definido solamente en el
espacio Euclideo, en el que el tiempo ¢ es imaginario. Para obtener cantidades fisicas
tenemos que hacer una prolongacién analitica, t — T = if, que cambia la geometria de
Minkowski a la geometria Euclidea.

Por otro lado, el funcional generador de las funciones de Green Euclideas (1.167)
tiene la misma forma que la funcion de particion de un sistema macroscépico cuyas fluc-
tuaciones estadisticas vengan dadas por un campo continuo, lo que pone de manifiesto
la conexién entre la TQC y la mecénica estadistica. Por ejemplo, para un material ferro-
magnético la energia libre F tiene una expresion similar a W (pero en tres dimensiones),
reemplazando ¢(x) por un campo de espines fluctuantes s(x) y J(x) por un campo
magnético externo H(x). El papel de ¢(x) = 6W[J]/é](x) lo juega la magnetizacién
M(x). Las funciones de Green correspondientes son las correlaciones entre espines,

s(x1)s(x2) = G‘(EZ) (x1,x2), etc (1.170)

De hecho existe una clara analogia entre los potenciales termodindmicos y los funcio-
nales generadores que hemos definido. Recordemos que las dos primeras leyes de la
termodindmica se engloban en

6Q = TdS = dU + PdV (1.171)

ou ol
T= <35>v , P=-— (av)s . (1.172)

Entropia S y temperatura T son conjugadas. También lo son presiéon P y volumen V.
En vez de expresar el estado del sistema en funcién de la energia interna U = U(S,V),
a veces resulta conveniente usar otros potenciales termodindmicos que dependen de las
otras variables. Para ello se usan transformadas de Legendre:"

de donde

ou .
F(T,V)=U(S,V)— <85> S = F=U-TS (energialibre). (1.173)
\%
hTambién se introducen otros dos potenciales que no necesitamos recordar aqui:
H(S,P)=U(S,V)— <%) V. = H=U+PV (entalpia),
S
u . .
G(T,P) =F(T,V) — 357 V. = G=F+PV (energiade Gibbs) .
S
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La mecanica estadistica establece la conexién entre la microfisica y la termodindmica. Se
parte del hamiltoniano H(¢; T, V) donde ¢ son variables dindmicas microscépicas y la
depencia explicita en T describe una teoria efectiva. Entonces la funcion de particion del
sistema esta relacionada con la termodindmica mediante

Z =Y e MK = o F/(T) (1.174)
{0}

Vemos ya las analogias entre teoria de campos en el espacio Euclideo y mecanica es-
tadistica que habiamos anunciado:

Z[]] = WU/t — o Well/1 - oy 7 — = F/(KT) (1.175)
(h < KkT) (1.176)
Well] = Telgl+Jg ¢ F(T)=U(S)—Ts (1177)

Y- _(9Uu
J(x) = _54)(3{) “ = (35 > , (1.178)
p(x) <« S (1.179)

Por ejemplo:

J(x) = campo magnético externo H(x) (1.180)
¢(x) = magnetizacién M(x) . (1.181)

1.6 Cuantizacion funcional de campos fermiénicos

En el formalismo canénico los campos son operadores que verifican reglas de anticon-
mutacion:

{9(x), ¥(y) oy =0. (1.182)

(En realidad no solamente lo hacen a tiempos iguales.) En el formalismo funcional los
campos son nimeros complejos. Para considerar campos fermiénicos tendremos que
introducir cantidades complejas anticonmutantes: variables de Grassmann.

1.6.1 Variables de Grassmann

Los generadores 0; del dlgebra de Grassmann (i =1, ...,n) obedecen:
{0:,6;} = 0,6, + 6,6, = 0. (1.183)
Por tanto,
67 =0 (1.184)

y cualquier funcién f(6;) contendrd un namero finito de términos, pues ha de ser lineal
en las 6;. Por ejemplo, para un dlgebra unidimensional (n = 1),

f(0)=a+b6, abeC. (1.185)
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30 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Podemos introducir la derivada respecto a una variable de Grassmann a partir de

0
ﬁ(elez) = 6162 — Sinbh (1.186)

1

que cumple:
d d d d d
{39/91} = 56,0 T 05 = % ~Bige +0i5g = i (1.187)
0 9

{agi’ ag},} =0. (1.188)

Asfi, para un algebra unidimensional:

d 2\?
{89,9}:1, <ag) 0. (1.189)

Para introducir la integral, la invariancia bajo traslaciones requiere que

/d99 = /d9 (6 + 69) (1.190)

en analogia con la integracion definida ordinaria sobre una funcién lineal f(x),

/o:o dx f(x) = /O:odxf(x—i—xg) . (1.191)

Por tanto,

/dG:O, /d99:1 (1.192)

donde hemos normalizado la integral de modo que

/d9f(9) = /d@ (a+b0)=0. (1.193)
Recordemos que también teniamos
9 (0) = i(a—H?G) =b (1.194)
BGf S0 o '

Asi que derivacién e integracion coinciden! Noétese también que, si integramos respecto
a varias variables de Grassmann el orden es importante porque

d6,d0; = —de;de; . (1.195)

Vamos ahora a trabajar con dos variables de Grassmann independientes, 1 y 7j, de

modo que
/dn:/dﬁzo, /diyn:/dﬁﬁzl. (1.196)

Como 7% = 77> = 0, tenemos que

e " =1-17n (1.197)
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y, por tanto
/dﬁdiy e =1, (1.198)
Para generalizar esta férmula a més dimensiones comencemos con dos dimensiones:

n= (171) , 1= (1 7). (1.199)

(Al final vamos a necesitar un namero infinito de ellas, 77(x) y 7(x)) Hemos elegido el
vector 77 como un vector fila para que

M = M1 + 212 (1.200)

y entonces
(7)?* = 2mian2 (1.201)
e M =1~ (fim + fan2) + Tpian: (1.202)

y aplicando las reglas de integracion,

/d’?d’? e M= /dﬁldﬁzdﬂldﬁz imianz =1 (1.203)
como en el caso unidimensional.
Ahora veamos el efecto de un cambio de variables:

donde M y N son matrices 2 X 2 y a y & son dos nuevas parejas de variables de Grass-
mann independientes. Primero comprobemos que, si bien para variables ordinarias el
cambio de variables supondria multiplicar por un jacobiano:

x = My = dx1dx; = (det M) dyrdiy (1.205)
en el caso de variables de Grassmann se obtiene:
n = Mu = dnidnp = (det M)~ tdaqda; . (1.206)
En efecto, como

112 = (Mi1aq + Miao ) (Mg + Mpw)
= (M11 Mz — Mo Moi)aqan
= (detM) wjas , (1.207)

para lograr que se preserve la integral:

1= /di’]ldﬂz M2 = /doqd/xz K100 (1208)
tenemos que imponer (1.206). Entonces, volviendo a nuestra integral (1.203),

1= (detNM)™! / dada e ¥NMe (1.209)
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32 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Asi que si A = NM obtenemos
/ dada e *4* = det A . (1.210)

Este resultado nos serd muy ftil en el caso infinito-dimensional para cuantizar funcio-
nalmente los campos de gauge.

Lo que nos interesa para tratar campos fermiénicos es un dlgebra de Grassmann infinito-
dimensional, cuyos generadores 0(x) obedecen:

{0(x),0(y)} =0, (1.211)
0(x)

%60y) sx—y), (1.212)

/de(x) —0, [dox)o(x)=1. (1213)

Los campos fermiénicos (x) y ¢(x) son variables de Grassmann independientes, igual
que a y & en el caso anterior, y las integrales como (1.210) son integrales funcionales.

1.6.2 Funcional generador y funciones de Green

Por analogia con el caso de campos escalares, recordando que el lagrangiano libre de
Dirac es

Lo = P(ig —m)yp (1.214)
definimos el funcional generador para el campo de Dirac libre como
2.1 = [Devyexp i [dtx 6 -mypy i} a2

donde 77(x) representa a la fuente de i(x) y 7(x) representa a la fuente de ¢(x).

Para simplificar la expresién conviene introducir la notacién:

Zoln, 7] = / DDy exp {i / d“xQ(tP,w)} (1.216)
Q) =S 'p+qp+gn, ST=ig—m. (1217)
Usando los valores ,, y $,, que minimizan Q(i, ¢),
Ym=—=S1, Pu=—17S (1.218)
es facil mostrar que
QP Ym) = Qu = —71Sy (1.219)
QP Y) = Qu+ (P — Pu)S (Y — Ym) - (1.220)

Entonces

211 = [ DFDy exp {i [ dtx [<a5y-+ (5= s 0 - v |

© www.ugr.es/local /jillana 32
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= det(—iS™ ) exp {—i/d4xd4y 7(x)S(x — y);y(y)} , (1.221)

donde se ha extraido fuera de la integral funcional el segundo término de la exponencial
y se ha usado (1.210) extendida a infinitas dimensiones con A = —iS~1. Este factor
puede absorberse en la normalizacion de la integral funcional de modo que Z[0,0] = 1.
Veamos qué significa extender (1.210) a un nimero infinito de dimensiones. Se trata de
pasar de un vector « con componentes «; a una funcién «(x), de modo que

ap — a(x) (1.222)
Zuci — /d4xzx(x) (1.223)
an = aidin; — | dxd*ya (54 (x—y d4x¢x (1.224)
2 Z % / ya(x)
aMa =) &;Mjja; — /d4xd4y a(x)M(x,y)a(y) = /d4x aMu , (1.225)
ij

ya que podemos escribir

Z(Sljuc] — a(x /d4y o (x —y)a(y) (1.226)
Ma); = ZMijzxj — (Ma)(x) = /d4y M(x,y)a(y) . (1.227)
j
Finalmente, si escribimos:
Se(x) =iS(x), S '=ig—m. (1.228)

obtenemos una expresioén analoga a (1.73):

2y 1) = exp{ - [ sty n(x)5ex — (o) (1229

Veamos que

dp i
2m)4 p? — m? +ie

Se(x) = (@@ +m)Dr(x), Dr(v)= | ¢ e i (1.230)

En efecto, recordando (1.82):
S71S = (ig — m)(—iSf) = (ig — m)(ig + m)(—iDp) = i(O + m?)Dr(x) = 6*(x) . (1.231)

Por tanto, en el espacio de momentos:

Y

<~ i+m) i
Se(p) = o mitie - j_miic (1.232)

Es muy importante notar que, aunque para escalares Dr(p) = Dr(—p), para fermiones

Se(p) # Sr(—p).
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34 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Podemos encontrar las funciones de Green tomando derivadas del funcional genera-
dor respecto de las fuentes:

O T{wp(x1) - P(xn)P(y1) - P(yn) } |0) = _b 0] Iﬁ[én 107 (x )Z[U,ﬁ]nzﬁzo
(1.233)

donde solamente sobreviven el mismo nimero de derivadas respecto a # y 7 cuando
al final hacemos # = 77 = 0. Usando nuestra notacién abreviada, comprobemos que
recuperamos que el propagador es la funcién de Green de dos puntos para el campo
libre:

) 1) o6 0
_ - __ 7l — e TS
N = e P = e
- _ i[—sznze_ﬁlslz’”] = Syy . (1.234)
oty n=ij=0

Noétese que, aunque no los hayamos escrito explicitamente, los campos fermiénicos y las
fuentes llevan un indice espinorial « = 1,...,4 y el propagador lleva dos.

Si los campos fermionicos sufren interacciones, L£;(¢, ) = L — Lo, podemos genera-
lizar (1.93) y escribir:

Ztuil =ew{i [ @t (515 ) bl (1.235)

donde Zy[y, 7] viene dado por (1.229). Un resultado importante que se puede mostrar es
que un loop cerrado de fermiones contribuye con signo contrario que uno de escalares.
Pruébese comparando los siguientes diagramas para interacciones ¢ y ¢°, respectiva-

mente:
- \\
Q:_ S S (1.236)
\\ .

1.7 Cuantizacion funcional del campo electromagnético

El lagrangiano de Maxwell determina la dindmica del campo electromagnético (en au-
sencia de fuentes) en términos de un campo vectorial A,:

1
Lo = _ZLFWFVV , Fuw=0,A,—0,A, . (1.237)

Este lagrangiano es invariante gauge, es decir, bajo transformaciones locales de la forma:
Ap(x) = AR (x) = Au(x) +9,0(x) . (1.238)
Esto significa que A, hace una descripcion redundante del campo electromagnético, pues la

clase de vectores A, que se pueden conectar con un Ai} fijo mediante transformaciones
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1.7. Cuantizacion funcional del campo electromagnético 35

() dan lugar al mismo campo electromagnético. Es decir podemos agrupar todos los A,
en clases Ai},

Au(x) ~ AQ(x), Q(x). (1.239)

Entonces, si para cuantizar el electromagnetismo (electrodindmica cuédntica, QED) sim-
plemente consideramos el funcional generador

Z[]] = /DA}, exp {i/d4x (ﬁo—i—]”AH)} (1.240)

donde la integracién funcional se hace sobre todos los A, estaremos haciendo contaje
multiple (infinitas veces) de los caminos posibles, que claramente conduce a una Z[J] y,
derivando respecto a ], unas funciones de Green infinitas.

Este problema esta conectado con la imposibilidad de definir un propagador para
el foton. Recordemos que para conseguirlo debemos fijar un gauge, lo que podemos
conseguir afiadiendo a £y un término de gauge fixing Lcr,

1

e imponiendo el gauge de Lorenz 9" A, = 0. Entonces las ecuaciones de movimiento son

oL oL 1
— - = ’/“/ a1 ]/l =
oA gy =0 = A =0
= DAY - (1 - é) 9’ A, =0

- [ng - <1 - é) a%aV] A, =0 (1.242)

y el propagador del fotén en el espacio de momentos es (excepto por un factor i) el
inverso de

1
—k2gh + <1 — €> K'kY (1.243)
Notese que este operador es invertible gracias a que hemos introducido el término de

gauge fixing, pues —k2g"’ + kFk es singular (tiene autovalor nulo k*). Hallando el inverso
de (1.243) obtenemos

~ ktkY
DE() = e |-+ 1- 05 (1.244)

donde se ha incluido la prescripcién de Feynman que ya hemos discutido. Los resultados
fisicos no dependerdn de ¢, aunque el propagador si depende. Para facilitar los célculos
se puede elegir el llamado Rz gauge mas apropiado. Los més usuales son:

¢ =1: gauge de 't Hooft-Feynman (1.245)
¢ = 0: gauge de Landau (1.246)
¢ — oo : gauge unitario. (1.247)
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36 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

Pues bien, veamos que en el formalismo de cuantizacién funcional el término de
gauge-fixing es necesario para evitar el contaje multiple (infinito) de configuraciones en
el generador funcional. Recordando (1.239) podemos separar

/ DA, = / DO / DAY (1.248)

donde el primer factor es el responsable de la divergencia del funcional generador. Nos
gustarfa integrar sobre un solo representante Ai} de cada clase de campos conectados
mediante una transformacién de gauge Q. Para ello, imponemos una condicion de gauge:

FlA,] =0 (1.249)

donde F[A,] es un funcional cualquiera de A, por ejemplo F[A,] = 0"A, en el gauge de
Lorenz, y usamos que integrar sobre los campos de una clase es equivalente a integrar
sobre todos los campos con la restricciéon de que cumplan la condicién de gauge (1.249):
o) Q
DA, = DAy S(Ay ~ A))
= DA, 6[F[A,]] detM (1.250)

donde hemos escrito una funcién delta simbdlica en la primera igualdad de (1.250) y
hemos introducido

_ OF[Au(x)]
M(x,y) = 500 |y (1.251)
de la misma forma que
o~ x0) = 8(f(x)) | 2 o (1252)

como es bien conocido. Consideremos ahora una clase de condiciones de gauge de la
forma

F[A,] —C(x) =0 (1.253)
donde C(x) es una funcioén arbitraria, independiente de A,. Nétese que det M es inde-

pendiente de C(x). Podemos usar esto para reemplazar la funcién delta de (1.250) por un
funcional de F promediando sobre C de la siguiente forma:

/DA{} = /DAV(S[F[AV] — C(x)] detM
= /DAM detM/DCcS[F[Ay] — C()]G[C]
= / DA, G[F[A,]] detM (1.254)

donde G[C] es un funcional arbitrario y se ha ignorado un factor de normalizacién irre-
levante. La eleccién habitual es

G[C] = exp{—zig/d‘lch(x)} : (1.255)

© www.ugr.es/local /jillana 36
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Es interesante notar que, salvo un factor de normalizacién, esta eleccién cumple

GIC] — o[l (1.256)

Por tanto, si nos restringimos a los campos A, que verifiquen la condicién de gauge,
nuestra integral de camino ya no serd redundante y habremos descontado el factor infi-
nito [ dQ) de (1.248) reemplazando

DA, — [ DA, det Mexp L d*x F2[A,] ¢ . (1.257)
28

Ahora viene el truco. Podemos convertir el determinante anterior en una integral funcio-
nal gaussiana sobre variables de Grassmann infinito-dimensionales al estilo de (1.210):

det M :/Dﬁ Dry exp{—i/d4xd4y17(x)M(x,y)17(y)} , (1.258)
M(x,y) = ‘W' (1.259)

donde se han renombrado las variables de (1.210) de modo que &x = ifjy y se ha ab-
sorbido el factor i en la normalizacién de la integral funcional, que de todas formas es
irrelevante. Asi que finalmente, en el funcional generador hemos de reemplazar

/DA,, exp {i/d4x£0} o /DAHDﬁ Dy exp {i/d%ﬁ} (1.260)

donde no solamente hemos afiadido a £y un término de gauge-fixing Ly sino también un
término de Faddeev-Popov Lyp, de modo que

Z[]] = /DAyDﬁDiy exp {i/d‘lx(ﬁ%—V‘Ay)}

1 1, _
L= Lo+ Lor + Lep =~ FuF" — 5z P lAW] — 1My
Los campos auxiliares #(x) y 7(x) se llaman fantasmas de Faddeev-Popov. Son campos
escalares (no tienen indices espinoriales) pero, sin embargo, anticonmutan (tienen es-
tadistica de Fermi), asi que no son fisicos y nunca aparecerdn como campos externos sino
en loops en diagramas de Feynman.!

(1.261)

De hecho, en una teoria gauge abeliana, como la QED, los fantasmas se pueden ignorar
completamente pues no se acoplan al campo A, y su contribucién a Z[]] consiste sim-
plemente en cambiar su normalizacion. Solamente hay que afiadir al £y un término de
gauge-fixing, que en el gauge de Lorenz es

FlA) ) =0"A, = Lgr=—7-(0"A,)*. (1.262)

1
26
Sin embargo, en una teoria gauge no abeliana, como el Modelo Estandar de las interac-

ciones electrodébiles (EWSM) y fuertes (cromodindmica cudntica, QCD), los fantasmas
contribuyen a los loops. Veamos esto. Consideremos un lagrangiano de Yang-Mills

1. (~ ~ 1
Lyw = —5Tr {WWWVV} = — W W (1.263)

'Debido a su caracter anticonmutante, un loop cerrado de fantasmas introduce un signo menos.
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38 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

que es invariante bajo transformaciones de gauge
Wy = UW, U, U = exp{—iT,w"} (1.264)
donde {T,} son los N generadores del grupo de simetrias con élgebra de Lie:
(T2, Ty] = ifapcTe (fabe totalmente antisimétricas) (1.265)

y se ha introducido la notacién:

W, = T,W, (1.266)
Wyv = Tawﬁy = D‘qu - Dva = a‘uW‘u - aVW],[ - ig[Wy,Wy] (1.267)
= Wi, = 0, W) — 9, W + g farc W Wy (1.268)

y la derivada covariante:
D, =0, —igW, . (1.269)
Los N campos de gauge {W;} se transforman
Wy (x) = UW,U" — ;(ayu)u+
= Wi Wi — fanWiw® — ;aﬂwu (1.270)

que coincide con el caso abeliano (1.238) reemplazando f;;c = 0, Wi — Wy 0" = —gQ.
La condicion de gauge es ahora:

FWi]=0, Va=1,.., N (1.271)
y en el gauge de Lorenz:

1

FIWi] ='Wy = Lep=-), % (@"Wi)?. (1.272)
a a
Entonces, en este gauge,
FIW,i] = FIW,i] — faped" (Wyew©) — ;Dw” (1.273)

y el determinante de Faddeev-Popov es por tanto:

SF[We)

Swb

1
Mgy, = = fubc(a”W; + Wﬁaﬂ) - §5ab|:|
1
== (60 — gfanc V50" ) (1.274)
donde hemos usado la condicién de gauge 0*W; = 0. Podemos ahora extraer el factor

¢~ ! redefiniendo los fantasmas de Faddeev-Popov 7 = {5} y 7 = {7*} cona =1,...,N
de modo que

detM = /Dﬁ D1 exp {—i/d4x 7" (6450 —gfubCW§8?‘);7b}
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— [ Prvyexp {i [ dxlonira - ghuer v |

— / D7} Dy exp {i / d*x EFP} (1.275)

donde se ha vuelto a usar la condicién de gauge y que las derivadas totales se anu-
lan. Noétese que el lagrangiano de Faddeev-Popov contiene interacciones de fantasmas con
campos de gauge que podemos escribir:

Lep = (7)) @u1" — et WE) = (0'7°) (DI) " (1.276)

donde se ha introducido la derivada covariante en la representaciéon adjunta del grupo:

DY =0, —igT2Ws ,  (T29)ap = —ifupe - (1277)
Asi que en el caso de un grupo no abeliano se introducen tantos fantasmas # y 7 como
generadores tenga el grupo y, a diferencia del caso abeliano, en general no se pueden
integrar sin consecuencias, pues se acoplan a los bosones de gauge, aunque sélo apare-
cen en lineas internas, concretamente no hay que olvidarlos en loops (interaccionan por
parejas).

1.8 Ecuaciones de Schwinger-Dyson y accion efectiva

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson son la versién cudntica de las ecuaciones clasicas
de Euler-Langrange. Constituyen las ecuaciones de movimiento para las funciones de
Green y juegan un papel muy importante para estudiar las leyes de conservaciéon que se
derivan de las simetrias de la teoria. Se obtienen a partir de una observacién muy simple:
la integral de una derivada total es cero. Aplicando esto sobre el funcional generador

tenemos que
0:/D¢5exp {iS[¢]+i/d4x]‘P}

/ D¢ < ]) exp {iS[qb] +i / d*x ]4:} (1.278)

de donde, usando que

o) — 19 e ip— g |Le i
P(x)e? 5]e = /D¢G[q>]e =G [iél} /D(pe ¢ (1.279)
como ya hicimos en (1.92), podemos escribir:
6S 196
((54) [1 5]] +]) Z[J] =0 (1.280)

Esta es la relacién de Schwinger-Dyson, que es independiente de la teoria de perturbacio-
nes y es el punto de partida para obtener ecuaciones integrales que relacionan diversas

JExiste un gauge muy particular, llamado gauge axial, en el que se pueden desacoplar las interacciones
entre los fantasmas y los bosones de gauge y por tanto ignorar sus contribuciones. El precio a pagar es un
propagador muy complicado para los bosones de gauge.

39 © www.ugr.es/local /jillana



40 Tema 1: Formalismo de integrales de camino

funciones de Green a base de tomar derivadas con respecto a los campos. Desarrollando en
serie, también se puede usar para reproducir la teoria de perturbaciones. La estrategia
serd convertir la expresion (1.280) para Z[]] en expresiones para W[J| y para I'[¢].

Consideremos por ejemplo la teorfa A¢*:

/d4 ( 990" 2m2¢2—V(¢)>, V(cp):%qb‘*. (1.281)

Entonces
oS » A s
Y — (O - .
5 (B+m*)p — 59 (1.282)
y la relacién de Schwinger-Dyson (1.280) implica:
16Z A [(16)°
— (0O — | —— = . .
(04 m?) - 9] 3!(1(5]) Z+]JZ=0 (1.283)
Recordando que
Z[]] = "V (1.284)
tenemos
16Z oW
5~ 2% (1.285)
10 oW SW W 8w
Z=17Z i — —| . 12
<151> [(M) ) o 513] (128
Usando lo anterior, sustituyendo
oW
x) =24 1.287

y dividiendo por Z, la expresién (1.283) queda:

A iré A 62
o ¢ 4
O+ m — =Pt =t
( Do =] 4] "3
Los dos primeros términos de la derecha nos dan las ecuaciones de movimiento cldsicas
en presencia de una fuente externa |, modificadas por los dos términos siguientes, que
son las correcciones cudnticas. Si no hay interacciones no hay correcciones, pero si A #
0 entonces tenemos una fuerza “efectiva” que viene dada por menos la derivada del

potencial clasico corregida por otros términos.

(1.288)

De hecho podemos hallar la accién efectiva T'[¢] a partir de
or

J(x) = ———, (1.289)
W= S
despejando | de (1.288), haciendo un desarrollo en derivadas funcionales,

or 2 A 4

— =—(O - = 1.2

sp ~ Mmoo+ (1.290)
de donde

A
/d4 < 0, — m*g* — 4!qo4+(9(h)) (1.291)
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