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Resumen

La investigacion sobre disefio y andlisis de tareas en educacion matematica esta
siendo promovida en distintos foros y publicaciones internacionales. Constituye el
nacleo central de la ingenieria didactica y de manera méas general de la
metodologia de investigacion basada en el disefio. En este trabajo mostramos la
aplicacion de algunas herramientas tedricas del enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccién matematica para el disefio y analisis de tareas
dirigidas a la formacion matematica y didactica de profesores. Mas concretamente
usamos la nocién de idoneidad did&ctica para proporcionar criterios para el disefio
de tareas y la herramienta configuracion de objetos y procesos para realizar analisis
detallados de los conocimientos puestos en juego en su resolucion. El analisis
metodoldgico realizado se contextualiza en una secuencia de tareas, derivadas del
experimento de observar la suma de puntos al lanzar dos dados, que pretenden
desarrollar componentes del conocimiento didactico-matemético de futuros
profesores de educacidn primaria sobre estocastica.

Palabras claves: formacion de profesores, tareas matematicas, enfoque
ontosemidtico, conocimiento didactico-matematico, probabilidad

Abstract
Tasks design and analysis to develop teachers’ didactical-mathematical knowledge

Research on task design and analysis is being promoted in various mathematics
education international forums and publications. It is the core of didactic
engineering and more generally of design based research methodology. In this
paper we apply some theoretical tools from the onto-semiotic approach to
mathematical knowledge and instruction to the design and analysis of tasks aimed
at teachers’ education in mathematics and didactic of mathematics. More
specifically we use the notion of didactical suitability to provide criteria for task
design, and the configuration of objects and processes to analyze in detail the
knowledge involved in its resolution. A sequence of tasks, derived from the
experiment consisting in observing the sum of points in throwing two dice serves
to contextualize the methodological analysis, which seeks to develop the stochastic
knowledge for teaching of prospective primary school teachers.

Key words: teachers’ education, mathematics tasks, onto-semiotic approach,
didactic-mathematical knowledge, probability

1. Introduccién

El disefio y analisis de tareas en educacion matematica esta recibiendo recientemente
una atencion especial a nivel internacional, como se muestra en los trabajos presentados en
el “Topic Study Group 31, Task Desing and Analysis” del congreso ICME 12 (Seul, Corea,
2012), que fue continuacion del TSG 34 organizado sobre el mismo tema en el congreso
ICME 11 (Monterrey, México, 2008). Otro indicador del interés del tema es la convocatoria
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de un ICMI Study® sobre disefio y anélisis de tareas, cuya conferencia inicial tendra lugar en
Oxford en 2013. Igualmente, encontramos la publicacion del triple nimero especial sobre
esta tematica en la revista Journal of Mathematics Teacher Education (2007).

En estas reuniones y publicaciones se convoca a investigadores, profesores y expertos
en el desarrollo de recursos para la ensefianza para investigar de manera sistematica sobre el
disefio y analisis de tareas matematicas. Se esperan aportaciones, apoyadas empiricamente,
que subrayen los principios de disefio, los enfoques tedricos usados y proporcionen
ejemplos de tareas disefiadas para promover el aprendizaje matematico. De manera
especifica en el TSG 31 del ICME 12 se propusieron los siguientes temas:

1. Desarrollos tedricos y précticos que guien el disefio y analisis de tareas.

2. Analisis de diversas aproximaciones y tradiciones que guian el disefio/analisis de tareas
y de sus explicaciones tedricas.

3. Propuestas de ejemplos de anélisis de tareas, que estudien las relaciones entre las tareas,
el desarrollo psicoldgico, y el desarrollo matematico.

4. Estudios criticos de la literatura 0 meta-analisis del disefio y analisis de tareas.

En el TSG 34, ICME 11 (http://tsg.icmell.org/tsg/show/35) se hizo referencia a la
diversidad de tipos de tareas usadas en educacion matematica: problemas, tareas realistas,
tareas practicas, tareas ricas en tecnologia, tareas que provocan conflictos cognitivos,
secuencia de cuestiones que apoyan la comprension conceptual, tareas rutinarias, tareas no
rutinarias, tareas de aplicacion, etc. Aunque este listado de tipos de tareas es muy diverso se
entiende que no se trata simplemente de “cosas que hay que hacer”, sino de actividades que
sean cruciales para enmarcar la actividad matematica que se debe poner en juego.

Conviene tener en cuenta, no obstante, que el tema no se puede considerar como algo
novedoso ya que el disefio y analisis de tareas viene siendo central en diversos enfoques
tedricos como, por ejemplo, en la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD, Brousseau,
1998), en la Teoria Antropolédgica de lo Didactico (Chevallard, 1999), en el Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematica (EOS, Godino, Batanero y
Font, 2007), o en el marco de la “Educaciéon Matematica Realista” (Van den Heuvel-
Panhuizen y Wijers, 2005). El enfoque metodoldgico de la ingenieria didactica (Artigue,
2011), basada en la TSD, y de manera mas general las investigaciones basadas en el disefio
(IBD, Kelly, Lesh y Baek, 2008), conceden un papel esencial a la seleccion y el analisis de
las situaciones-problemas/tareas como punto de partida de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. La metodologia de aprendizaje basado en proyectos
(Batanero y Diaz, 2004; 2011; MacGillivray y Pereira-Mendoza, 2011) constituye otra
iniciativa en la misma direccién que el disefio y andlisis de tareas, en este caso para la
educacion estadistica.

Entendiendo el disefio de tareas en el sentido amplio que proponen Watson y Mason
(2007, p. 206), la distincién entre este campo y la investigacion basada en el disefio se
diluye:

“Tarea en el sentido amplio incluye la actividad que resulta cuando los aprendices se
comprometen con una tarea, incluyendo cdmo alteran la tarea con el fin de darle sentido, las
maneras en que el profesor dirige y reorienta la atencién del aprendiz hacia los aspectos que
surgen, y como los aprendices son estimulados para reflexionar o aprender a partir de la
experiencia de comprometerse en la actividad iniciada por la tarea”.

En este trabajo vamos a presentar algunas nociones y herramientas analiticas del EOS
que tienen utilidad en el disefio y andlisis de tareas, aplicandolas a un proceso de formacion
inicial de futuros profesores de educacion primaria. Describiremos una secuencia de
tareas/cuestiones, derivadas de un problema sobre la suma de puntos al lanzar dos dados,
que ha sido usada para profundizar en la faceta epistémica del conocimiento didactico-

! https://sites.google.com/site/icmistudy22/home
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matematico (Godino, 2009) en un curso orientado a la formacion didactico-matematica de
futuros maestros sobre estocastica.

En la seccion 2 describimos brevemente el marco teérico utilizado; en la seccién 3
presentamos el contexto formativo y la secuencia de tareas derivadas de la experiencia de
ensefianza; en la seccién 4 aplicamos la “guia para el reconocimiento de objetos y
procesos”, desarrollada en el marco del EOS al andlisis de la actividad estocéstica
desplegada en la realizacion de las tareas propuestas en la experiencia. En la seccion 5
formulamos cuestiones/tareas que se orientan al desarrollo de otras facetas del conocimiento
didactico-matematico de los profesores. Finalmente, en la seccion 6 argumentamos sobre la
necesidad de ampliar la atencion desde las tareas hacia el anlisis de la idoneidad didactica
de los procesos de estudio matematico y didactico.

2. Marco teodrico

En el marco del EOS se ha introducido la nocién de idoneidad didactica (Godino,
2011) como criterio sistémico para el disefio, implementacion y valoracion de procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas. Dicha idoneidad supone la articulacion
coherente de seis idoneidades parciales: epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva,
interaccional y mediacional. Para cada una de estas facetas o dimensiones, en el marco
tedrico se distinguen diversos componentes e indicadores empiricos, que expresan un
conjunto de principios didacticos, concordantes con otros marcos tedricos usados en
educacion matematica.

Tanto en el EOS, como en la TSD y la TAD la nocién de situacion-problema, o tarea
(no rutinaria), desempefia un papel central, ya que se asume una visién antropolégica para
la matematica, la cual se concibe como una actividad ligada a la resolucién de determinadas
tareas problematicas?. Son las situaciones-problemas/ tareas las que dan sentido a la
matematica, entendidas como sistema de estructuras conceptuales, social o culturalmente
compartidas. Debido a esta relevancia, el primer componente de la idoneidad epistémica de
un proceso de estudio matematico se refiere a los problemas/ tareas, e incluye los siguientes
indicadores de idoneidad:

o En el proceso de estudio se presenta una muestra representativa y articulada de
situaciones de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.
e Se proponen situaciones de generacion de problemas (problematizacion).

El EOS propone como criterios basico de idoneidad para las tareas matematicas
planteadas con fines de instruccion la representatividad de las mismas dentro de un universo
0 conjunto de posibles tareas, cuya resolucion permita dar sentido a los objetos matematicos
pretendidos. Ademas, la resolucion® de estas situaciones-problemas deberé poner en juego y
dar sentido al uso de diversos sistemas de representacion, asi como al sistema de reglas
conceptuales, proposicionales, procedimentales y argumentativas cuyo dominio progresivo
por los estudiantes seria el objetivo de la ensefianza. Asi mismo, la secuencia de tareas debe
establecer conexiones con los objetos de los diversos bloques tematicos y las aplicaciones a
otras disciplinas (idoneidad ecoldgica).

La valoracién de la idoneidad epistémica de una tarea requerira realizar un analisis a
priori detallado de su resolucion, para identificar los objetos centrales que se ponen en
juego, y reconocer las variables didacticas de la tarea que permitan generar otras tareas
interconectadas, asi como prever los conflictos potenciales en el trabajo con la misma®. Esta

2 Para nosotros una tarea (no rutinaria, sino problematica) ser la actividad de indagacion realizada en el
seno de un sistema didactico (estudiantes, profesor, medio) para dar respuesta a una cuestion.

% Dicha resolucion requiere una compleja dialéctica profesor - estudiante (que en el marco tedrico se
conceptualiza como la dualidad institucional - personal del conocimiento matematico).

* Ver ejemplo de aplicacion a la evaluacion del conocimiento de los profesores en Arteaga et al. (2012)
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informacion sera de utilidad en las fases de implementacion de las tareas y evaluacion de
los aprendizajes para disefiar estrategias de institucionalizacion — personalizacion de los
conocimientos matematicos. Una herramienta aportada por el EOS para realizar este
analisis es la nocion de configuracion de objetos y procesos (Figura 1), que puede aplicarse
tanto desde el punto de vista institucional o epistémico, como personal o cognitivo.

Como se propone en Godino (2009), esta herramienta, complementada con una
coleccion de enunciados de cuestiones y tareas descritas en dicho trabajo, puede ser usada
para evaluar y desarrollar de manera sistematica los conocimientos didactico-matematicos
del profesor. Con las necesarias adaptaciones, dichas cuestiones y tareas pueden ser usadas
para: (i) la valoracion del conocimiento y competencias iniciales en procesos formativos
para el desarrollo de competencias profesionales, (ii) como “cuestionario” de auto-
evaluacion y reflexién del profesor sobre aspectos relevantes de su propia préctica, y (iii)
como instrumento de valoracion interna o externa de un proceso de estudio implementado.

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
Com(imca cion

Tipg

Figura 1: Configuracién de objetos y procesos matematicos

3. Formacién de profesores sobre estocastica

En este apartado ejemplificamos las ideas anteriores en un caso practico referido a la
formacién didactico-matematica de profesores de educacion primaria sobre estocastica
elemental, que ha sido analizada previamente en Batanero, Godino y Roa (2004) y Batanero
y Diaz (2012).

3.1. Contexto formativo

Describimos, en primer lugar, un ciclo formativo que estamos experimentando en la
formacion didactico-matematica de futuros profesores, que incluye los siguientes tipos de
situaciones — problemas/tareas:

1) Resolucion de problemas/tareas de acuerdo a un modelo didactico socio - constructivo —
interaccionista; en particular problemas que histéricamente tuvieron un papel en la
creacion de conocimiento matematico.

Pagina 4



2) Reflexidn epistémico - cognitiva sobre los objetos y significados5 puestos en juego en la
resolucién de problemas/tareas, incluyendo items y respuestas en pruebas de evaluacion.

3) Andlisis de interacciones en la clase de matematicas, orientado al reconocimiento de actos
y procesos de significacion.

4) Analisis de recursos para la ensefianza, incluyendo las orientaciones curriculares, libros
de texto, material manipulativo y tecnoldgico.

5) Analisis del sistema de normas que condicionan y soportan la actividad de estudio
matematico.

6) Valoracion de la idoneidad didactica de procesos de estudio matematico.

Para cada una de estas situaciones se implementa una trayectoria didactica que
contempla las siguientes fases o momentos: 1) Presentacion de las consignas; 2)
Exploraciéon personal; 3) Trabajo cooperativo en equipos para elaborar una respuesta
compartida; 4) Presentacion y discusion; 5) Institucionalizacién por el formador,
explicitando los conocimientos pretendidos; 6) Estudio personal de documentos de trabajo
seleccionados, apoyado por las tutorias individuales y grupales.

3.2. Secuencia de tareas derivadas del lanzamiento de dos dados

En este apartado describimos un ejemplo de proyecto (Lanzamiento de dos dados)
gue venimos usando en la formacion de profesores de educacion primaria para profundizar
en el conocimiento comun, conocimiento avanzado y algunos aspectos relevantes del
conocimiento especializado del contenido (Hill, Ball, y Schilling, 2008; Godino, 2009), en
este caso referido a las nociones estocésticas elementales. En la Figura 1 se incluye el
enunciado del proyecto a los profesores en formacion (analizado con mas detalle en Godino
y Batanero, 2011).

Raquel es una maestra de Primaria y lleva unos dias trabajando algunas nociones de
probabilidad en su clase de 6° Sus alumnos asignan sin dificultad probabilidades a ciertos
sucesos simples, como los resultados de lanzar un dado o una moneda o de girar una ruleta con
todos los sectores iguales. Para hoy decide plantear la siguiente actividad:

Actividad 1. Suma de puntos al lanzar dos dados:

“Vamos a jugar con dos dados por parejas. Lanzamos los dados y sumamos los puntos
obtenidos. Si resulta una suma de 6, 7, 8, 6 9 entonces gana A una ficha; si la suma es distinta
de esos nimeros gana B una ficha.
1. ¢Qué prefieres ser jugador A o0 B?
2. Juega con un comparfiero 10 veces y anota los resultados de las sumas que obtienes.
¢Quién ha ganado mas veces A o0 B?
3. ¢Piensas que se repetird el resultado si jugamos 100 veces mas? ¢Por qué?

Actividad 2. Recogida de datos de la clase:

A continuacién Raquel recoge en la Tabla 1 los datos de las 10 parejas de alumnos que hay en la
clase y les pide construir un diagrama de barras con estos datos.

® Los objetos y significados matematicos sobre los que se orienta la reflexion se describen en Godino,
Batanero y Font (2007), asi como los supuestos antropolégicos que sirven de base al “enfoque
ontosemiotico”. Los estudiantes son introducidos progresivamente en el reconocimiento de tales objetos y
procesos, asi como a la perspectiva plural y relativista del significado de los objetos matematicos.
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Tabla 1: Resultados al lanzar dos dados

Suma de|Numero |Frecuencia

puntos veces relativa
Gana 2 2 0,02

3 9 0,09
B 4 12 0,12

5 20 0,2
Gana 6 7 0,07

7 12 0,12
A 8 14 0,14

9 9 0,09
Gana 10 8 0,08

11 4 0,04
B 12 3 0,03

Raquel plantea a los nifios las siguientes preguntas:
4. ¢Quién ha ganado mas veces los jugadores A o los B?

5. ¢Quién tiene mas probabilidad de ganar?

Figura 2. Proyecto planteado a los estudiantes

La formacion matematica y didactico-matematica de los futuros maestros se
contempla mediante el planteamiento, resolucion y discusion de las siguientes tareas:

Tarea 1: (Es equitativo este juego? ;Tiene ventaja un jugador sobre el otro segun estas
reglas del juego? Determina la probabilidad tedrica que tienen de ganar los jugadores A 'y
B.

Tarea 2: Si realizaramos 100 tiradas, ¢con cuanta frecuencia se espera que gane Ay B?
Prepara una tabla de frecuencias relativas con los 100 datos experimentales obtenidos y un
diagrama de frecuencias relativas. ;Quién ha ganado mas veces A o B? Compara estos
resultados con los resultados esperables tedricamente. ¢Qué ha ocurrido? ¢Por qué no ha
ganado més veces el jugador A como era de esperar?

Tarea 3: ;Qué puede hacer la maestra en esta situacion para explicar el resultado a sus
alumnos?

Tarea 4: ;Qué conocimientos matematicos se ponen en juego en la resolucion de las tareas
1a3?

La realizacion de las tareas 1 y 2 ponen en juego conocimientos matematicos
“comunes y avanzados” sobre contenidos estocasticos elementales; en primer lugar los de
aleatoriedad, experimento aleatorio, suceso, espacio muestral y resultado. Como se muestra
en la tabla 1 el jugador A gana si sale suma igual a 6, 7, 8 y 9. Dicha suma constituye una
variable aleatoria, que lleva asociada una distribucion de probabilidad. De los 36 valores
posibles en el experimento, la variable aleatoria “suma de los puntos” en 20 casos favorece
a A, luego la probabilidad de que gane A es P(A) =20/36 = 0,555. El jugador B gana en los
restantes casos, por tanto gana en 16 casos de los 36; P(B) = 16/36 = 0,445. En
consecuencia, tiene ventaja el jugador A. De acuerdo con la convergencia estocastica, se
debe esperar que en largas series de jugadas el jugador A gane mas veces que el B.

En la muestra de 100 lanzamientos proporcionada por la maestra el jugador A ha
ganado en 42 casos, mientras que el B en 58. Aunque, tedricamente se espera que las
frecuencias relativas de un experimento aleatorio converjan al valor de la probabilidad del
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suceso correspondiente esta “tendencia” o “convergencia” es “lenta” y presenta
fluctuaciones en series cortas. Una muestra de tamafio 10, incluso 100, es bastante pequefia
para que haya poco riesgo de “perder” en este juego, aunque en principio se tenga ventaja.

Las tareas 3 y 4 ponen en juego conocimientos especializados sobre probabilidad, los
cuales son necesarios para una gestion adecuada de la situacion de ensefianza. La tarea 3
propone a los profesores en formacion que generen nuevas tareas relacionadas con el
experimento aleatorio. Estas pueden consistir en construir el espacio muestral del
experimento y las respectivas probabilidades de los sucesos, lo cual permitird de manera
racional justificar que el jugador A tiene ventaja, o bien usar simuladores que permitan
observar de manera intuitiva como es la convergencia estocéstica de las frecuencias relativas
hacia las probabilidades (ley empirica de los grandes nimeros) (Figura 3).

Tabla 1: Distribucién de probabilidad de la suma de puntos al lanzar dos dados

Suma de puntos |Casos posibles Probabilidad
2 (1,1) 0,028
3 (1,2), (2,1) 0,056
4 (1,3),(2,2),(3,1) 0,083
5 (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) 0,111
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 0,139
7 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3), (5,2), (6,1) 0,167
8 (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 0,139
9 (3,6),(4,5),(5,4),(6,3) 0,111
10 (4,6), (5,5), (6,4) 0,083
11 (5,6), (6,5) 0,056
12 (6,6) 0,028

Humbers (ke Numbers e | (oin
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Figura 3. Lanzamiento de dos dado 100 y 10000 veces (Simulador disponible en,
http://illuminations.nctm.org/ActivityDetail.aspx?ID=159 )

La tarea 4 propone una reflexion sistematica sobre los tipos de objetos matematicos
involucrados y los significados especificos con los cuales se usan. Tanto en esta tarea como
en tarea 3 se involucra la faceta epistémica (conocimientos institucionales) del conocimiento
especializado del contenido.
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4. Andlisis de la secuencia de tareas

El reconocimiento y gestién de los conocimientos puestos en juego en la realizacion
de las tareas requiere que el futuro profesor, tras la realizacion de las actividades, analice los
objetos intervinientes y emergentes en la resolucion, y los significados que se les atribuye en
el contexto especifico. La Tabla 2 incluye una posible “Guia para el reconocimiento de
objetos y significados” (GROS), que se proporciona al futuro maestro para guiarle en este
andlisis y que aca es aplicada, como ejemplo ilustrativo, al proyecto “Lanzamiento de dos

dados”.

Tabla 2: Objetos y significados en la situacion (aplicando la guia GROS)°

Obijetos:

Significados (referencia / uso):

Situaciones — problemas

- Determinar si un juego
de azar (suma de puntos
al lanzar dos dados) es
equitativo

- Analizar los datos
obtenidos en una
experiencia empirica con
el juego

- Desarrollo de competencias de célculo de
probabilidades

- Reflexion sobre intuiciones probabilisticas en
situaciones de juegos de azar.

- Desarrollo de competencias de analisis de datos
- Reflexion sobre las propiedades de la convergencia en
pequefias muestras

Elementos linglisticos
- Términos y expresiones
verbales

- Palabras con significado matematico; por ejemplo,
equitativo, probabilidad, resultados

— Tabla de doble entrada

- Tabla de valores,
probabilidades/
frecuencias

- Diagrama de barras

- lcono

- Para enumerar los posibles resultados en dos dados o
espacio muestral compuesto
- Distribuciones de probabilidad/ frecuencia

- Distribuciones de probabilidad/ frecuencia
- Para representar dados fisicos en el simulador

Conceptos — definicién
Experimento aleatorio
- Espacio muestral

- Probabilidad

- Variable aleatoria

- Conjunto de valores de
la variable

- Distribucion de
probabilidad triangular)

- Juego equitativo

- Lanzar dos dados y observar el resultado

- 36 pares de valores posibles en los dos dados

- proporcion de casos favorables entre posibles; nimero
al que tiende la frecuencia en una serie larga; grado de
creencia en gque un suceso ocurra

- Variable cuyos valores dependen del resultado del
experimento; valor de la suma de los datos

- Conjunto de las 11 sumas posibles al lanzar dos dados

- Sistema formado por los valores posibles de la suma
de puntos y sus probabilidades

- Juego de azar en la que los jugadores tienen igual
esperanza matematica de ganar

® No se incluye un analisis exhaustivo de los objetos y significados puestos en juego en la realizacion del
proyecto. El andlisis se puede ampliar teniendo en cuenta, no solo los procesos de significacion, sino otros
tipos de procesos descritos en el EOS (generalizacion — particularizacion; materializacion — idealizacion;
personalizacién — institucionalizacion; etc.). Se incluyen ejemplos de estos andlisis en Godino, Font,
Wilhelmi y Castro (2010); Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011).
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Variable estadistica

Distribucién de
frecuencias

Variable que toma los valores de la suma de puntos en
la muestra de 100 experimentos

Sistema formado por los valores de la suma de puntos
en el experimento y sus frecuencias en 100
lanzamientos

Tabla 2: Objetos y significados en la situacion (aplicando la guia GROS) continuacion

Obijetos:

Significados (referencia / uso):

Propiedades

Simetria del dado,
equiprobabilidad
Regla de la unién
Regla de Laplace

Juego equitativo
Convergencia

Oscilaciones de las
frecuencias en pequefias
muestras

No hay razén para preferir un caso sobre otro

La suma de todas las probabilidades es la unidad

La probabilidad es el cociente entre casos favorables y
posibles

La esperanza matematica de cada jugador es idéntica
Al crecer el nimero de ensayos la frecuencia relativa se
va estabilizando; las oscilaciones son cada vez
menores, hay una tendencia

La convergencia es lenta; hay gran fluctuacion en
pequefias muestras

Procedimientos

Construccién del espacio
muestral

Enumeracion sistematica de las pares de valores
posibles y sus sumas

Tabulacion de
frecuencias y
probabilidades

Construccién de las distribuciones de frecuencias /
probabilidades, expresadas numéricamente

Célculo de
probabilidades

Caélculo de probabilidades de cada jugador aplicando la
regla de Laplace
Estimacion de probabilidades mediante las frecuencias

Elaboracion de
diagramas de barras

Representacion de las distribuciones de frecuencias y
de probabilidades

Comparacion de
frecuencias y
probabilidades en un
gréafico cartesiano

Estudiar las diferencias entre frecuencias y
probabilidades

Argumentos

Convencion social

Para justificar que todas las caras del dado son
equiprobables (no hay razones para suponer que las
caras no tengan simetria)

Analisis de ejemplos

Para justificar que A no haya ganado en la serie de 100
lanzamientos

Deducciones informales

Para justificar que el juego no es equitativo
Para deducir la apuesta que lo convertiria en equitativo

Simulacién del
experimento

Uso de la convergencia para “mostrar” empiricamente
una propiedad

La reconstruccion de la configuracion de objetos y significados, como la incluida en
la Tabla 2, para las distintas situaciones-problemas usadas en un proceso de estudio es
necesaria para que el profesor pueda gestionar las interacciones en el aula, y decidir posibles
institucionalizaciones de los conocimientos puestos en juego. La confrontacion de este
analisis con los resultados de las investigaciones previas y la propia experiencia docente
permitira prever potenciales conflictos de significado que deberan ser tenidos en cuenta. Las
investigaciones previas muestran algunos de estos conflictos, por parte de futuros profesores
en actividades similares. Por ejemplo, Arteaga (2011) muestra los siguientes conflictos en
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una tarea relacionada con el anélisis de la aleatoridad: Confusion frecuencia- probabilidad,
sesgo de equiprobabilidad, creencia en la ley de los pequefios numeros, errores en
razonamiento proporcional, errores en la elaboracion de las gréaficas, confundir la variable
dependiente e independiente, confundir frecuencia y valor de la variable. La identificacion
de los conflictos potenciales que los estudiantes pueden tener en el estudio del tema requiere
la revision de la literatura correspondiente sobre las concepciones (correctas o incorrectas),
formas de conocimiento y tipos de comprensiones (Even y Tirosh, 2002) de los estudiantes’
sobre los distintos objetos matemaéticos en la situacion. La guia GROS se ha aplicado
también como ayuda para analizar sistematicamente las configuraciones cognitivas iniciales
y finales de los futuros profesores (ver ejemplo en Arteaga et al., 2012).

El analisis se puede completar con la identificacion de los procesos matematicos
intervinientes (especialmente, particularizacion - generalizacién; materializacion -
idealizacion) (Font y Godino, 2008; Font, Godino y Gallardo, 2013). Otras actividades de
analisis didactico se describen en Godino y Batanero (2011).

5. Desarrollo de otras facetas del conocimiento especializado del contenido

En el apartado anterior hemos presentado y analizado tareas cuyo objetivo es
desarrollar la faceta epistémica del conocimiento especializado del contenido, especialmente
la generacién de tareas para la ensefianza y el reconocimiento de objetos y procesos
matematicos implicados en la realizacion de las practicas matematicas. Mediante la
prevision de conflictos potenciales se aborda también aspectos de la faceta cognitiva del
conocimiento especializado del contenido (errores, dificultades de los estudiantes).

En este apartado enunciados algunas nuevas cuestiones/tareas didactico-matematicas
que atienden a las facetas interaccional y mediacional. Sera necesario analizar cdmo
interaccionan el profesor con los estudiantes, y estos entre si, a propésito de cuestiones
especificas relacionadas con las competencias matematicas que se desean desarrollar en los
estudiantes. Partiendo de los significados iniciales de los estudiantes habrd que observar el
progresivo acoplamiento de dichos significados a los pretendidos por el profesor, para lo
cual la identificacién de los momentos conflictivos y de negociacion de significados debera
ser de atencidn preferente. Habra que ver si el problema ha sido transferido y asumido por
los estudiantes, si los conceptos, propiedades, procedimientos y argumentaciones que se
ponen en juego concuerdan con los pretendidos. La actividad formativa de los profesores
con relacion al andlisis de las interacciones en el aula y el uso de recursos (faceta del
conocimiento especializado del contenido con relacidon a la ensefianza) podemos concretarla
en las siguientes tareas, las cuales suponen que los profesores en formacion las abordan
después de haber sido implementado u observado el proceso de estudio correspondiente®.

Tarea 5. (Cudles han sido los papeles asumidos por el profesor y los estudiantes? ¢Qué
conocimientos han emergido como consecuencia de la actividad matemaética de los
estudiantes y cudles han sido institucionalizados por el profesor?

Tarea 6. ¢(Qué conflictos de significado han tenido lugar y cdmo han sido abordados por el
profesor y los estudiantes? ;Cémo y cuéndo han sido identificados los conflictos?

Tarea 7. ;Cuales han sido los recursos materiales usados y cual ha sido su papel en la
ensefianza y aprendizaje?

" Este complejo multidimensional que en la literatura de investigacion se describe como “conocimiento y
comprensién”, concepciones, competencias, ..., se describe en el EOS con la nocion de “configuracion
cognitiva”.

® En la siguiente direccion de YouTube encontramos un video de una clase en la que un profesor realiza el
experimento de observar la suma de puntos al lanzar dos dados:
https://www.youtube.com/watch?v=MoW?2li6P1Zw&feature=related
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En Godino y Batanero (2011) se analizan estas y otras cuestiones relacionadas y se
propone una “Guia para el reconocimiento de actos y procesos de significacion”, utilizada
en nuestra experiencia de formacion inicial de maestros.

Otra faceta del conocimiento especializado del contenido matematico se refiere al
tratamiento que se da al tema, en este caso a las nociones estocasticas elementales, en las
orientaciones curriculares, asi como las conexiones que se pueden establecer entre dicho
tema y otras partes de las matematicas, y también con otras disciplinas (faceta ecolégica del
conocimiento y la instruccion matematica en el marco del EQOS). La evaluacion y desarrollo
de dichos conocimientos se puede hacer mediante el planteamiento de las siguientes
cuestiones:

Tarea 8. ;Qué elementos del curriculo son abordados mediante la realizacion de las tareas
propuestas (fines, objetivos)? ;Qué conexiones se pueden establecer con otros temas del
programa de estudio, u otras materias, mediante la realizacion de las tareas o de variantes de
las mismas? ;Qué factores de indole social, material, o de otro tipo, condicionan la
realizacion de las tareas?

La toma de conciencia o reconocimiento, por parte del profesor, de la trama de
normas (reglas, hébitos, etc.) que hacen posible y condicionan la ensefianza y el aprendizaje
matematico es un componente clave del conocimiento especializado del contenido. Desde el
nivel més general de las directrices curriculares, fijadas con frecuencia con decretos
oficiales, hasta los comportamientos de cortesia y respeto mutuo entre profesor y alumnos,
los procesos de ensefianza y aprendizaje estan regulados por normas, convenciones, habitos,
costumbres, tradiciones, etc.

En Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2009) se analiza esta dimension normativa de
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, ampliando las nociones de
contrato didactico (Brousseau, 1988) y norma socio-matemaética (Cobb y Bauersfled, 1995),
y proponiendo una tipologia de normas apoyada en la aplicacion del EOS. “Una empresa
prioritaria del andlisis didactico debe ser el estudio de esta “dimension normativa” para, por
un lado, poder describir con mayor precision el funcionamiento de los procesos cognitivos e
instruccionales normados y, por otro, incidir en aspectos de la dimension normativa
(modificAndolos si fuera necesario) para facilitar la mejora de dichos procesos de estudio de
las matematicas” (Godino et al, 2009, p. 60).

El desarrollo de este componente del conocimiento especializado se puede promover
mediante la realizacion de tareas como la enunciada a continuacion.

Tarea 9. ;Cudles son las principales normas que intervienen en las distintas facetas del
proceso de estudio y cémo afectan al desarrollo del mismo?

En Godino y Batanero (2011) se aborda el reconocimiento de normas en el ejemplo
del proceso formativo basado en la realizacion del proyecto de “lanzamiento de dos dados”.
El origen de unas normas esta en la propia Didactica de la Matematica y ciencias afines
(psicopedagogia), en particular los “principios socio-constructivos — instruccionales”, en el
Departamento que fija el programa de estudios, la administracion educativa que fija un
nimero de créditos para la asignatura. Unas normas se aplican en el momento de
planificacion de la actividad (eleccion de la situaciébn — problema), otras en la
implementacion o evaluacion (normas interaccionales). Algunas normas permiten un cierto
grado de libertad en su aplicacién (normas interaccionales derivadas del modelo didactico)
mientras que otras dejan poca o ninguna libertad al profesor (nimero de créditos asignados a
la asignatura; la manera de justificar la solucidon del problema).

Los andlisis precedentes tienen una orientacion descriptiva (¢,qué puede ocurrir, 0 qué
ha ocurrido?,...), y explicativa (;por qué han actuado del tal modo el profesor y los
estudiantes?,...). Estos andlisis deben proporcionar informacién para emitir un juicio
valorativo sobre el proceso de estudio. En el caso de que la formacion se realice en estrecha
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relacién con la fase de préacticas en las escuelas o institutos, se trate de la formacion de
profesores en ejercicio, 0 se disponga de grabaciones audio-visuales de lecciones
planificadas e impartidas en las escuelas sera posible focalizar los procesos de evaluacion y
desarrollo del conocimiento didactico-matematico aplicando la nocién de idoneidad
didactica (Godino, 2011).

Dado un proceso de estudio “vivido” por un profesor (o del que se dispone de una
descripcion suficiente) la promocion y evaluacion de su competencia profesional se puede
hacer mediante la realizacion de la siguiente tarea:

Tarea 10. ¢(Cdémo valorarias la idoneidad didactica del proceso? ;Cémo se puede mejorar
el proceso de estudio?

Se supone que el profesor estd familiarizado con las dimensiones, componentes e
indicadores empiricos de la nocion de idoneidad didactica, por lo que debera emitir juicios
razonados sobre la idoneidad epistémica, cognitiva — afectiva, instruccional y ecoldgica. En
Godino y Batanero (2011) se aborda la valoracion de la idoneidad didactica del proceso
formativo basado en la realizacién del proyecto de “lanzamiento de dos dados”, y el
reconocimiento de aspectos del mismo cuyo cambio aumentaria dicha idoneidad.

6. Reflexiones finales: De las tareas a la idoneidad didactica

Aunque la seleccién y adaptacion de tareas es un elemento clave de los procesos de
estudio matematico, sin embargo, fijar la atencién solo en las tareas es claramente
insuficiente. Las tareas estdn destinadas a ser usadas por un profesor usualmente en un
contexto de aula, de manera que es necesario tener en cuenta una secuencia de momentos
didacticos. La tarea puede ser resuelta por el profesor y mostrada a los estudiantes para que
aprendan la manera de resolver ese tipo de tareas; o por el contrario la tarea es presentada
para que los estudiantes la asuman como propia, exploren posibles soluciones, las formulen,
comuniquen y validen.

Sin duda la calidad de los aprendizajes alcanzables segun estas alternativas es bien
diferente. En consecuencia, nos parece necesario ampliar el foco de atencion de la
investigacion desde las tareas matematicas a las situaciones didactico-matematicas, como se
indica en la Figura 2. En dicha figura también se indica la necesidad de adoptar una
perspectiva mas amplia, como es la aportada por la ingenieria didactica, entendida como
equivalente a las investigaciones basadas en el disefio (Godino et al, 2013). Asi mismo, se
debe progresar desde posiciones descriptivas — explicativas hacia un planteamiento
normativo que tenga en cuenta principios didactico — matematicos sobre los cuales existe un
consenso en la comunidad de educacion matematica. Estos principios estan incorporados en
los indicadores empiricos de idoneidad didéctica sintetizados en Godino (2011).

El foco de atencion en el disefio de las tareas debe orientarse a mostrar cémo la
realizacion de las mismas influye o determina el aprendizaje matematico, el cual depende de
maultiples factores, no solo de las tareas matematicas seleccionadas. Por ello la herramienta
“configuracion de objetos y procesos” que ha desarrollado el EOS se revela como un
recurso Util ya que ayuda a identificar los objetos y procesos matematicos puestos en juego,
prever conflictos potenciales y en consecuencia, tomar decisiones sobre estrategias
instruccionales.

El uso de recursos materiales y tecnoldgicos en el disefio e implementacion de tareas
para el estudio matematico es también un componente clave en los procesos de ensefianza y
aprendizaje, como se reconoce en las directrices curriculares y los resultados de
investigaciones didacticas. Este componente esta contemplado en el EOS desde un punto de
vista epistemoldgico: tales medios son concebidos como “objetos que intervienen en la
practica matematica”, y por tanto, hacen posible la practica al tiempo que la condicionan.
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Asi, en el caso del proyecto “lanzamiento de dos dados” se usan dos dados fisicos
para realizar efectivamente el experimento y los resultados se registran en las matrices de
datos de una hoja de célculo; ademas, se requiere usar un simulador del experimento para
poder apreciar la convergencia estocastica de las frecuencias relativas a las respectivas
probabilidades. EI discurso tedrico requerido para enunciar las definiciones y proposiciones
(p. e, la ley de los grandes nimeros) es apoyado ostensivamente por las visualizaciones de
los diagramas de barras de las distribuciones de frecuencias y probabilidades y el
dinamismo de las simulaciones probabilisticas.

SITUACIONES DIDACTICAS
Incluyen,

* Tareas matematicas

* Interacciones docente/discentes

TAREAS MATEMATICAS

Tienen en cuenta aspectos parciales de
las facetas,

* Epistémica (problemas)

* Ecologica (aplicaciones a otras
disciplinas)

* Medios instruccionales
* Aprendizaje
* Afectividad

INGENIERIA DIDACTICA

Fases: IDONEIDAD DIDACTICA
* Estudio preliminar; Disefio; Implementacion; ¢Como se puede mejorar el
Evaluacion. proceso de estudio?

Facetas:
* Epistémica-Ecolbgica; Cognitiva-Afectiva;
Interaccional-Mediacional.

Figura 2. De las tareas a la idoneidad didactica
Reconocimiento:

Trabajo realizado en el marco de los proyectos de investigacion, EDU2010-14947, Ministerio
de Ciencia e Innovacion (MICINN), y EDU2012-31869, Ministerio de Economia y
Competitividad (MEC).
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