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Introduccién y objetivos

La nocién de contacto de orden superior, formalizada por Ehresmann ([Ehr])
dentro de la teorfa de “jets”, conduce a la nocién de fibrados de referencias
de orden superior ([Kol], [G-S], [Yue]). Estos fibrados son generalizaciones
naturales del fibrado de referencias lineales y poseen, ademads, cierto caracter
de fibrados “universales” respecto de la nocién de objeto geométrico “natural”
([Ter], [P-T]). Las conexiones en los fibrados de referencias de orden superior
han sido estudiadas en un contexto mas general por Yuen ([Yue]).

En la primera parte de esta tesis (Caps. II a V) hacemos un estudio del fi-
brado principal de las referencias de seqgundo orden F*(M) sobre una variedad
diferenciable M, y de las conexiones principales definidas en él, coneziones de
sequndo orden; nuestro estudio se basa en la identificacién de F*(M) con cierto
subfibrado del fibrado de referencias lineales L(LM), la llamada “primera pro-
longacién” de LM (para otros estudios especificos de F*(M) véase [Sal], [CDL]
y referencias alli).

El fibrado de referencias de segundo orden, aparte de ser la generalizacién maés
sencilla del fibrado de referencias lineales, ofrece prometedoras perspectivas de
aplicacién para la elaboracién de modelos en fisica donde el segundo orden
parece ser relevante (aplicaciones de F?*(M) al estudio de la elasticidad de
materiales estdn siendo investigadas en la actualidad, [L-E}).

La nocién de G-estructura como reduccién del fibrado de referencias lineales
LM, bajo un subgrupo de Lie G de GL(n,R), unifica, también desde los
afios 50, un gran nimero de estructuras de la geometria diferencial (véase a
este respecto [Ber|, [Ste|], [Che], [Ko2]). El estudio de la equivalencia local
entre estructuras geométricas tiene su origen en las ideas de Cartan ([Cal],
[Ca3]) y conduce a la nocién de sucesiwas prolongaciones de una G-estructura,
cada una de las cuales (siempre posibles de construir, aunque no de forma
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univoca) es un cierto fibrado de referencias lineales sobre la anterior ([Ste],
[S-S], [Ko2]). Puede ocurrir que el dlgebra de Lie g de G sea de “tipo finito
r”: en tal caso, dada una G-estructura, cada r-prolongacién resulta ser una
paralelizacién de la (r — 1)-prolongacién correspondiente; ello se utiliza, por
ejemplo, para demostrar que el grupo de automorfismos de una G-estructura

de tipo finito es un grupo de Lie ([Ko2]).
La integrabilidad (véase [Ber|, [Fuj]) de una G-estructura P(M,G) C LM,

esto es, el si ésta contiene o no secciones coordenadas del fibrado de referencias
lineales en torno a cada punto de M, puede, en ciertos casos, reducirse ([Gui)
a una secuencia de problemas tales que el planteamiento de cada uno de ellos
presupone la resolucién afirmativa del anterior. A cada orden 7 el problema
(“(r —1)-integrabilidad”) consiste en saber si la G-estructura tiene, sobre cada
punto de M, “contacto de orden (r—1)” con secciones coordenadas del fibrado
LM en torno a dicho punto; si la respuesta es afirmativa, se puede construir lo
que llamamos “r-levantamiento” P" de P, constituido por los r-jets en 0 € R"
de todos aquellos difeomorfismos (entre abiertos) de R™ en M que proporcionan
dicho orden de contacto. P” resulta ser ([Gui]) un subfibrado principal sobre
M del fibrado F"(M) de referencias de orden r. Las obstrucciones a que los
eslabones de esta secuencia de problemas resulten triviales dependen de cierta
cohomologia (Spencer) sobre el dlgebra g de G si g es de tipo finito, dicha
secuencia es finita ([Gui]). Es conocido ([Gui]) que la 1-integrabilidad de una
G-estructura P(M,G) y que, por tanto, se pueda construir su 2-levantamiento
P? C F*(M) es equivalente a la existencia de conexiones lineales simétricas
adaptadas a la G-estructura.

En la segunda parte de esta tesis (Cap. VI) estudiamos los subfibrados de
F?(M) obtenidos como 2-levantamientos de G-estructuras l-integrables, es-
pecialmente el caso en que el dlgebra de Lie g de G es de tipo finito 2; en
este caso, analizamos las “formas de tipo Cartan” candnicas que se inducen
y su relacién con las conexiones de segundo orden. Nuestro estudio se basa
en la identificaciéon del 2-levantamiento P? de una G-estructuras l-integrable
P con la primera prolongacién P; de P, que en este caso es dnica. Las es-
tructuras conformes (en dimensién n > 3) caen dentro de esta categoria de
G-estructuras; llevaremos a cabo (Cap.VII) dos aplicaciones al caso de las es-
tructuras conformes: primero identificando la conocida “conexién normal de
Cartan” de una estructura conforme (introducida por Cartan en [Ca2]; véase
[Ogi], [Och], [Tan], [Ko2], [Sch]) como cierta forma de tipo Cartan canénica;
y segundo encontrando, por cada conexién lineal simétrica adaptada a la es-
tructura conforme, una conexién de segundo orden no trivial. Mencionemos a
este respecto las interesantes aplicaciones, suscitadas ya hace algunos anos, de
los 2-levantamientos de estructuras conformes (en n = 4) a la descripcién de
las teorfas de la gravitacién ([Hen]).
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Pasemos ahora a una descripcién somera de los resultados mds interesantes de
la memoria que aqui se presenta. Comentarios més pormenorizados pueden
encontrarse en las introducciones a los distintos capitulos. Las notaciones y
convenios utilizados se fijan en el capitulo I. Cuando, a lo largo del texto, nos
referimos a las definiciones, lemas, notas, teoremas y corolarios (que numera-
mos por separado), lo hacemos con las letras D., L., N., T. y C., respectiva-
mente.

En el capitulo II estudiamos los grupos de estructura G"(n) de los fibrados
de referencias F'"(M); destacamos su estructura de producto semidirecto. Nos
centramos en (?(n) y deducimos explicitamente su representacién adjunta
y una representacién natural que denotamos por A*. Brevemente estudiamos
también G”(n) pues, més adelante, usaremos su correspondiente representacién

natural A® (L.7).

En el capitulo III estudiamos el fibrado de referencias de segundo orden; la
clave de nuestro estudio estd en la identificacién de F*(M) como la primera
prolongacién (dnica) de LM (T.1), lo que permite ver un 2-jet en F*(M) como
una referencia lineal sobre LM determinada por un subespacio horizontal de
una conexion lineal simétrica.

En el capitulo IV estudiamos la forma canénica de F?(M), las conexiones de
segundo orden y sus ecuaciones de estructura (T.2). Estos resultados han sido
publicados en [A-S]. También estudiamos el caso particular de la conexién de
segundo orden inducida por una conexién lineal simétrica, de la que calculamos
su “torsion”, derivada covariante de la forma canénica, y su curvatura (T.3).

Es bien conocido ([Ati]) que las escisiones de la secuencia exacta de fibrados
vectoriales 0 — AdLM — TLM/GL(n,R) - TM — 0 estdn en correspon-
dencia biyectiva con las conexiones lineales en M. En el capitulo V probamos
(T.4) que el fibrado central de esta secuencia es isomorfo al fibrado asociado
a F?(M) y a la representacién A”. También estudiamos el fibrado tangente
de segundo orden T*M y su relacién con el fibrado anterior. Destacamos al-
gunos aspectos de las conexiones inducidas en estos fibrados asociados por una
conexion de segundo orden.

El capitulo VI contiene los resultados mdas interesante y originales de esta
memoria; en el capitulo VII damos dos aplicaciones a las estructuras conformes.
Dada una G-estructura P(M, ), definimos su primera prolongacién PP C
LP, respecto de cada eleccion de un subespacio F complementario del espacio
de los cobordes B**(g) en el espacio de los cociclos Z"?(g) (la cohomologia que
nos referimos es la bigraduada de Spencer del dlgebra g). La 1-integrabilidad de
P (esto es, la posibilidad de definir el 2-levantamiento P?), que es equivalente
como se sabe a la existencia de conexiones simétricas en P, resulta también
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equivalente (T.6) a la unicidad de la primera prolongacién, P;. En este caso
P, y P? se identifican y admiten una estructura de fibrado principal sobre
M (L.48), con grupo de estructura G* C G*(n) (el “2-levantamiento” de G,
isomorfo a G ® g1 ); cuando g es de tipo 2 probamos (T.7) que las conexiones en
P? con igual conexién inducida simétrica (en P) vienen caracterizadas por su
“torsién”. Definimos ahora la segunda prolongacién (P*)I" C L(P?), respecto
de cada eleccién de un subespacio F' complementario de B'*(g) en Z'*(g);
esta construccién no es la estdndar (véase [Ste], [Ko2]); si F' es G-invariante y
g es de tipo 2, probamos (T.8) que se induce en P? una I-forma canénica ("
a valores en R" + g+ g1, que llamamos “de tipo Cartan”, y de cuya curvatura
damos la ecuacién de estructura (T.9). Bajo ciertas condiciones esta 1-forma
(" es lo que se llama una “conexién de Cartan” en P?; asi ocurre cuando G
es el grupo lineal conforme en dimensién n > 3, resultando entonces (T.12
en Cap.VII) que para una cierta eleccion del subespacio F', ¢"" es la llamada
“conexién normal de Cartan” de la estructura conforme, que como es sabido
controla la integrabilidad de ésta ([Och]). Probamos asimismo (T.10) que, si
g es de tipo finito 2, cada conexién simétrica A en P genera, a partir de una
1-forma de tipo Cartan sobre P?, una conexién en P?  y viceversa; aplicado
este resultado al caso de estructuras conformes, se pone de manifiesto (T.13 en
Cap.VII) que, si se elige como 1-forma de tipo Cartan la conexién normal de
Cartan de la estructura conforme, la conexién generada en P? no es la inducida
por A (en el sentido del Cap.IV). Por iltimo probamos (L.52) un resultado
(andlogo a otro de Bernard [Ber| en el orden 1, ver L.44) que afirma que una
funcién G-equivariante de P en Z'?(g) cuya clase de cohomologia en H'(g)
sea la llamada “segunda funcién de estructura” de P(M, @) se corresponde con
la “torsién” de una conexién en P? (con conexién inducida en P simétrica y
fijada previamente de forma arbitraria); en base a este resultado establecemos
(T.11) la equivalencia entre la 2-integrabilidad de P, la existencia de conexiones
en P? con “torsién” nula y la unicidad de la segunda prolongacién de P

Una dltima observacién sobre la extensién de esta memoria. Hay bastantes
resultados incluidos que son conocidos, lo que en general indicamos explicita-
mente. El motivo de incluirlos es, por una parte, la gran dispersién de los
mismos en la literatura, lo que aconsejaba en lo posible hacer un tratamiento
autocontenido del tema; y por otra parte, la dificultad de encontrar demostra-
ciones explicitas para muchos de ellos o la conveniencia de presentar demostra-
ciones alternativas. Salvo casos muy concretos todas las demostraciones son
originales. Hemos procurado separar cuidadosamente las demostraciones y las
notas del resto de la linea argumental; esperamos que esto sea de utilidad y
facilite su lectura.
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Capitulo I

Notaciones y convenios
adoptados.

En este capitulo fijamos las notaciones y convenios empleados en el trabajo,
precisamos las definiciones bdsicas mdas usadas, especialmente aquellas que
tienen un uso diferente segin los autores, y recordamos algunos resultados que
conviene tener presentes por las frecuentes referencias que haremos a ellos.

Destaquemos la introduccién que hemos hecho de las notaciones contenidas en
la definicién D.1 (apartado 2.3), de gran efecto simplificador, y la supresion,
en la medida de lo posible, de indices en el uso de expresiones coordenadas
(apartado 4.2), ganando en claridad de exposicién.

1 Sobre grupos de Lie. Productos semidirec-
tos.

1.1 Conjuntos de aplicaciones lineales.
Sea E un espacio vectorial de dimensién finita.
GL(E) es el grupo de Lie de automorfismos (lineales) de E.

gl(E) es el algebra de Lie de endomorfismos (lineales) de E. El dlgebra de
Lie de GL(E) es gl(E).

Si ademds E es un algebra:

End(E) es el dlgebra de Lie de endomorfismos del dlgebra E (endomorfismos

del espacio vectorial que preservan el producto o corchete).



2 CAP{TULO I. NOTACIONES'Y CONVENIOS ADOPTADOS.

Aut(FE) es €l grupo de Lie de automorfismos del dlgebra £ (automorfismos
del espacio vectorial que preservan el producto o corchete). Aut(E) es

un subgrupo de Lie cerrado de GL(E) ([GHV, II, p.97]).

Der(E) es el dlgebra de Lie de derivaciones lineales de E. El algebra de Lie
de Aut(E) es Der(E) ([GHV, II, p.97]).

Si E' y F son espacios vectoriales:
L(E, F) es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales de F en F'.

Si ademds F y F son algebras, Hom(E, F') es el espacio vectorial de homo-
morfismos de dlgebras (aplicaciones lineales que preservan el producto o

corchete) de E en F'.

1.2 Grupos de Lie.

Sea A un grupo de Lie. Denotemos el elemento identidad de 4 por I,4. Sea a
el dlgebra de Lie de A entendida como el espacio vectorial tangente a A
en I4, T;, A, con el corchete inducido por el corchete de Lie de campos
invariantes por la izquierda.

Aut(A) es el grupo de automorfismos de A (homomorfismos biyectivos del
grupo de Lie A en s{ mismo). Si A es simplemente conexo Aut(A) es un
grupo de Lie isomorfo a Aut(a) ([GHV, II, p.98]). Si A es conexo Aut(A)
es un grupo de Lie ((GHV, II, p.98]).

Sean A y B dos grupos. Hom(A, B) es el conjunto de homomorfismos de
grupos entre A y B.

Denotaremos por Int? : A x A — A, la accién por la izquierda de A so-
bre si mismo por automorfismos internos, Int*(a,b) := aba™'. Es-
cribiremos también Int’(b) = Int”(a,b); asi considerado, resulta que

Int" € Hom(A, Aut(A)) ((GHV, 11, p.98]).

Denotaremos por Ad* € Hom(A,GL(a)) la representacién adjunta del grupo
A (cuando el grupo A se sobrentienda, la denotaremos simplemente por

Ad).

Denotaremos por ad® € Hom(a,gl(a)) la representacién adjunta del algebra
a (cuando el dlgebra a se sobrentienda, la denotaremos simplemente por

ad).
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1.3 Producto semidirecto de grupos de Lie.

Sean Ay B dos grupos y Q € Hom(A, Aut(B)). Definimos el producto semidi-
recto A ® B asociado a () como el grupo obtenido en el producto cartesiano
A x B con la ley de producto (a , b)-(a', &) = (a-da', Q(a’7')(b) - V). El
elemento identidad es (I4,Ig) y el elemento inverso viene dado por (a,b)™! =
(a7, Q(a)(b7")). Identificando B con (14, B), resulta que B es un subgrupo

invariante o normal de 4 ® B.

Una definicién equivalente es la siguiente: Diremos que un grupo G es un
producto semidirecto de A y B si existe una secuencia exacta con escisiéon

B

1B -G A—1,
Y

es decir, si existen «, 8 y v homomorfismos tales que a y v son inyectivos,
es sobreyectivo, Ker f =Im a y Loy = I4.

Si existe una tal secuencia, entonces G resulta ser isomorfo al producto semidi-
recto A ® B asociado a @) € Hom(A, Aut(B)) determinado por la condicién

a(Q(a)(b)) = v(a) - (b) - (™),

donde el isomorfismo viene dado por la aplicacién'

G = A B
g — (B(9),a'(v(Bg™")) - 9))

(obsérvese que v(8(g™")) - g € KerB, vy, por tanto, la aplicacién estd bien
definida) y el isomorfismo inverso viene dado por (a,b) — ~v(a) - a(b). La
definicién se extiende de manera natural a grupos de Lie y el dlgebra de Lie
de A ® B resulta ser una suma semidirecta a B b, siendo a y b las algebras de
Lie de A y B, es decir, resulta ser un algebra de Lie modelada sobre el espacio
vectorial producto a x b de tal manera que b, identificada con (0,b) (respec-
tivamente, a, identificada con (a,0)), es un ideal (resp., una subdlgebra) de

ap b ([GHV, II, p.98], [Per, p.230]).

'En este trabajo usaremos el signo = para relacionar dos notaciones o conceptos equi-
valentes que serdn indistintamente empleados en el texto; y usaremos el signo = para
relacionar dos conceptos que, aunque equivalentes, estaran distinguidos en su uso salvo que

explicitamente se advierta lo contrario.
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2 Sobre espacios vectoriales.

2.1 En R".
{e.} = {e1,ea,...,€,} es la base candnica de R".
{u'} = {u',u?, ... ,u"} es la base dual de la anterior, u'(e;) = &’

I es la aplicacién identidad en R"™; en componentes no es otra que [ =
1 2 n
(u',u?, ... u™).

Si v € R™, sus coordenadas estdndar son v' := u’(v). Se escribird v = (v').
T(n) es el grupo de traslaciones en R", y T, es la traslacién por v € R".

GL(n) = GL(n,R) es el grupo general lineal de transformaciones de R" en
R" o el grupo de matrices reales invertibles (n x n).

2.2 En gl(n).

gl(n) = gl(n,R) es el algebra de endomorfismos de R" o el algebra de matrices
reales (n X n), identificada con el dlgebra de Lie de GL(n). Con esta
identificacién, las representaciones adjuntas Ad““(™ de GL(n) y ad(")
de gl(n) vienen dadas por:
AdSM M) (a) = aaa™! y add™(B) = [o, 8] = aff — P, Va € GL(n) y
Va,B € gl(n).

Siae€gl(n)yve R seescribird av = afv).

{E;} ={El,E% E}, ... ,E'"' E"} es la base canénica de gl(n), Eijek = 5‘,282'.
2
Se obtiene asi la identificacién candnica gl(n) = R™ (que no recibe
ningin nombre especial). Se verifica que [E}, E;] = 6] Ef — 6;EJ.

{u'} = {ui,uy,u,...,ui_;,u}} es la base dual de la anterior, ui(Ef) = 6;6%.

Si @ € gl(n), sus coordenadas estindar son of = ui(a) = u'(ae;). Se
escribird a = (o).

Sobrentenderemos siempre a GL(n) incluido canénicamente como subcon-
junto abierto de gl(n); como tal, tiene las mismas coordenadas estandar
que gl(n). En particular, si a € GL(n), a’ := uj-(a) y a = (a’). Las

, J J
coordenadas de la matriz inversa de (a}) se escribiran (a™')%.
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2.3 En L"(n).

Sea L"(n) = L(R"x --- xR™,R") el espacio vectorial de las aplicaciones

T veces

r-lineales de R" x --- x R" en R".
{E7=}y = {E}+1 El+*,... E"™"} es la base canénica de L (n),

Ji-eeJr — £J 7
Eil i (ekl,. .. ,6/%) == 5,;1 .o .Ek:ei.

: . . . ) ; 1
Se obtiene asi la identificacién canénica L"(n) = R" " .

{u% ;. } esla base dual de la anterior, u

(Efy = sish L8k

i.
I e

Sit e L'(n), sus coordenadas estdndar son

t‘zjljr = u_zjljr(t) - ul(t(e.ﬁ e ?ejr))’

Se escribird ¢t = (¢} ).

S5"(n) (A"(n)) es el subespacio de L"(n) de aplicaciones r-lineales simétricas
(antisimétricas). En el caso r = 1 es S'(n) = L'(n) = gl(n).

Sit e S"(n) (t € A"(n)), sus coordenadas estandar t;l---.jr son simétricas

(antisimétricas) en los indices inferiores. Tomando (¢} ), con ji <

- <4, (41 < -+ < 3,), como coordenadas de S"(n) (A"(n)) se obtiene

n+r—1 n
la identificacién candénica S"(n) = R"( r )’ (A"(n) = Rn(r) ),y corres-
ponde a la base de S"(n) ( A"(n) ) obtenida de la base canénica {E/' 7"}

por simetrizacién (antisimetrizacién) en los indices {j1,...,J,}.

Si aegl(n) y te L"(n), denotaremos at=at(-,... ;)L (n) y t(a,... @)
t(a...,a-) e L(n).

i

Nota1l Siv € R"yt € L"(n), con r > 1, denotaremos t(v) =
t(v,+...,-) € L' 1(n). Asi visto, resulta que t € L(R",L""'(n)).
En este trabajo usaremos la identificacién L"(n) = L(R", L""!(n))
que se obtiene por este procedimiento; sobre todo el caso r = 2, en

el cual se identifican L?(n) = L(R", gl(n)).

La siguiente definicién introduce unas notaciones que usaremos frecuente-
mente

Definicién 1

a. Seat, :=at(a™',...,a7"), Va € GL(n), YVt e L"(n).
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b. Seat® :=at —t(a ..., )= —t(y...,a), Va€ gl(n), Vit € L'(n).

Si llamamos Q(a) : t — t,, entonces Q € Hom(GL(n), GL(L"(n))). Si
Hamamos g(a): ¢ — t*, entonces ¢ € Hom(gl(n), gl(L"(n))). Teniendo
en cuenta que la derivada de la aplicacién GL(n) — GL(n), a — a™’,
en I es igual a la aplicacién gl(n) — gl(n), a— —a, es facil probar que
q = Q.| Es inmediato verificar que si t € §"(n) entonces t, € S"(n) y
t>* € S™(n).

Dado t € L"(n) definimos el simetrizado (antisimetrizado) de t, S(t) € S"(n)
(A(t) € A"(n)), por la expresién (Vuy,...,v, € R™):

1
S(t)(?)l,...,'vr) = E t(’l)a.(l),...,’ug(r))
T

‘el

(A (@15 5) = = 3 (1 H 1y 900) )

!
r. cer,

con P, el conjunto de las permutaciones de {1,...,r} (y con (—1)7=+1
el signo de o).

3 Sobre variedades diferenciables.

3.1 Definiciones generales.

En este trabajo entenderemos por variedad una variedad diferenciable, C'*, real
y cuya topologia es Hausdorff y admite una base numerable. Si no se advierte
lo contrario, las aplicaciones (secciones, proyecciones, etc.) entre variedades
las entenderemos como aplicaciones diferenciables, C'™.

Sea M una variedad y sea m € M. T,,M es el espacio tangente a M en m y
T M es el fibrado tangente de M. Si U es un abierto de M, identificamos
TU = TMlU-

F(M) es el conjunto de funciones diferenciables de M en R.

Si E es un espacio vectorial, (M, E) es el conjunto de funciones diferencia-

bles de M en E.

Nota 2 Si f € F(M,E), escribiremos f|,, = f(m) € E. La no-
tacién no estdndar f|,, se usard solamente en algunos casos para
evitar una acumulacion de paréntesis.
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X(M) es el conjunto de campos (de vectores) sobre M. Si X € X(M), es-
cribiremos X|,, € T,, M.

Sea N otra variedad y sea f : M — N una aplicacion. Denotaremos por
fi : TM — TN la aplicacién tangente (o derivada) de f y por f.|,, la
restriccién de f, a T,, M. Si X € T,, M, escribiremos f.X = f.(X).

Diremos que f es un difeomorfismo si f es biyectiva y diferenciable y f~! es
diferenciable. Diremos que f es un difeomorfismo local, una inmersion
o una submersidn, si f.|,, es un isomorfismo, un monomorfismo o un
epimorfismo, respectivamente, Vm € M.

Si f es inyectiva y una inmersién diremos que es una wnmersion inyectiva. Si
f es una inmersién inyectiva que, ademds, es un homeomorfismo de M
en f(M) con la topologia relativa a N, diremos que f es una inmersion
reqular.

Si S es una variedad y, a la vez, un subconjunto de M tal que la inclusion
1: S5 — M es una inmersién diremos que S es una subvariedad de M,y
si 1 es una inmersién regular diremos que S es una subvartedad regular

de M.

Una curva v en M sera entendida siempre como v: J C R — M, 7 77,
con J un intervalo abierto de R. La curva de vectores tangentes a -,
que denotaremos por ., es la curva en TM ~,.7 := .( (—1‘%. ), siendo u la

carta identidad en R y 3‘% el campo de vectores estandar sobre R.

Un espacio vectorial E tiene una estructura candnica de variedad. TFE es
canénicamente isomorfo a E x E y, si no se advierte otra cosa, para cada
v € E identificaremos T, F = FE.

Siby,...,b, esuna basede E y (¢',...,&") son las coordenadas
inducidas en E, la identificacién T, E = F consiste en 0.:|, < b;.

Sean E y F espacios vectoriales. Sea g : V — F una aplicacién de un abierto

VCFEenlkF:

Dg:V — L(E,F), v Dgl,, es la aplicacién diferencial de g. Identi-
ficaremos Dgl|, = g.|, una vez identificados T, E y Ty F' con E y
F', respectivamente.

D'g:V — L(E,(L(Ex "-* xE,F) = L(Ex -"- xE,F) es definido
por recurrencia como D"g := D(D""'g). Se tiene que D" g|, es una
aplicacion r-lineal simétrica.
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Sea E = R; entonces se tiene el isomorfismo L(R, F) — F, a — «a(1),
que permite identificar L(R,F) = F y también, por recurrencia,
L(Rx -+ xR,F) = F. Asi, paray : J C R — F, se puede
considerar que D"v|, € F,V7 € J. En estos casos usaremos la

= D"yl,.

T

., T
notacion g—lr
u

3.2 Formas diferenciales.

A"(M) es el conjunto de formas diferenciales de grado r (r-formas) sobre una
variedad M. Si p € A"(M), denotaremos por g, = p(m) la aplicacién
r-lineal antisimétrica determinada por p, p|m : T,nM x -+ x T, M — R.
Si Xi,...,X, € T,,M, escribiremos p(Xi,...,X,) = pln(X1,..., X;).
Entenderemos que A°(M) = F(M).

La diferencial exterior de p es du. FEl producto exterior de p € A/(M) y
i € AR(M) es ([GHV, 1, sec.3.19])

, jt B!
/‘L/\/‘L(Xh"'an—f-k):: ( j'k')

1 o
= TR (41) /L(Xa(l)a oo 7X0’(j))/“L/(XO'(j+l), coe 7Xa’(j+k));
gl <

Alp @ ) Xay .oy Xjun) =

donde la suma se hace sobre todas las permutaciones o de {1,...,5+k}
y (—1)7 = £1 es el signo de o.

Dada una aplicacién f: M — N, f*: A"(N) — A"(M) es la tmagen reciproca
de f.

Si E un espacio vectorial, A"(M, E) es el conjunto de r-formas E-valuadas.

Sean F un algebra de Lie y F' un espacio vectorial, sea R una representacion
de E en F, es decir, R € Hom(E,gl(F)), y sean p € A'(M,E) y
v € A¥(M, F). Definimos el producto ezterior asociado a R, pArv €
AITR(M, F), por
/L/.\RU(Xh. AN ,Xj+k) =
1

T DR

LL(X(,U),... ,Xo(j))V(X”(j+1)’ e ’X‘T(j"f‘k))'
La diferencial exterior d verifica ([Kos, 1.8])

Cl('u,/\/]zll) — d,u,/:\RI/ + (ml)jﬂ/.\qzdlj.

Escribiremos A = Ar cuando la representaciéon R se sobrentienda.
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Para el caso en que usemos la representacién adjunta ad de E usaremos
la notacién [p, '] = phagp'; explicitamente, si p € AM(M,E) y p/ €
A*(M, E), definimos [u, '] € A7"*(M, E) por

[,u,, ,LLI](X] Yo ,X]-+k) =

1 o
7—;]9 Z(il) [:U’(Xo'(lb <. 7X0(j))7iu'l(Xa'(j+1)’ <o 7Xa-(j+k))].

3.3 Fibrados.

En este trabajo un fibrado serd entendido como ([GHV, I, p.38]) una sub-
mersién suprayectiva (proyeccidn) m : P — M que es localmente trivial-
izable; esto es: existe una variedad (fibra tipica) F' tal que, Vm € M,
existe un entorno U de m y existe un difeomorfismo (trivializacién local
de P) ¥ : P|y —> U x F que hace conmutativo el siguiente diagrama

P’(/—‘{I——)UXF

v M,

Un fibrado P(M, F,w) con fibra tipica F', base M, espacio total P,y
proyeccién w, sera denotado por P(M, F) 6 P — M 6, simplemente, por
P, segin lo que se dé por sobrentendido.

Denotaremos por Sec(P) las secciones globales (si existen) de P — M y por
Sec,(P) las secciones de P — M definidas en un entorno de m € M.

Por aplicacién fibrada, f : P(M,F,w) — P'(M',F',7'), entre dos fibrados
(o morfismo de fibrados) se entenderd una aplicacién (diferenciable) en-
tre ambos que preserve las fibras, esto es, tal que: =(p) = =(p/) =
©'(f(p)) = «'(f(p')) ([Die, XVL.12], [GHV, I, p.39]). Una aplicacién fi-
brada f : P — P’ induce una aplicacién (necesariamente diferenciable)
entre las bases f : M — M’ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

p L, p
M-I

Un isomorfismo de fibrados es ([Die, 16.12]) una aplicacién fibrada que es a
su vez un difeomorfismo y que induce un difeomorfismo entre las bases.
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Un subfibrado P’ de un fibrado P es una subvariedad de P que es a su vez
un fibrado tal que la inclusién es una aplicacién fibrada y la aplicacién
inducida entre las bases es una inmersion inyectiva.

Un fibrado principal P con grupo de estructura G es un fibrado P(M,G, )
con fibra tipica un grupo de Lie G, donde hay definida una accién por la
derecha de GG sobre P, que se denotara por R,z = za, Vz € P, Va € G,
y que admite, para cada m € M, una trivializacién local ¥ : P|; —>
U x G, con m € U, verificando la propiedad

U(za) = ¥(z)-a (entendiéndose (m,a)-a’ = (m,ad’) € U x G).

Una trivializacién local en un fibrado principal P se sobrentendera que
es una que verifica esta propiedad. M se identificarda canénicamente con

P/G.

Una conexién w en P(M, G, ) se entenderd como la 1-forma de conexién w
o0, equivalentemente, como la correspondiente distribucién de subespacios
w-horizontales.

Sea v :J — M una curva en M con 0 € J. Un alzado w-horizontal de v a
P es una curva v, en P tal que moy, =79 ¥ 7. €s w-horizontal, esto
es, w(Y,.7) =0, V7 € J. Dado p € P, con 70 = w(p), existe un tnico
alzado w-horizontal de v a P tal que 7,0 = p.

Sea X un campo de vectores sobre M. El alzado w-horizontal de X a P es el
inico campo X, sobre Ptalquem, 0o X, = Xom y w(X,|,)=0,Vpe P
(necesariamente R,.o X, = X,oR,, Va € G).

Sean P(M,G,n) y P'(M',G’,7’) dos fibrados principales; un homomorfismo
de fibrados principales es ([K-N, p.53]) un par (f, k) (que se denotara sim-
plemente por f si se sobrentiende h), siendo f : P — P’ una aplicacién
(fibrada, necesariamente) y h : G — G’ un homomorfismo de grupos de
Lie tal que f(za) = f(2)h(a), Vz € P, Ya € G. Un isomorfismo de
fibrados principales es un homomorfismo (f, h) de fibrados principales tal
que f induce un difeomorfismo entre las bases y h es un isomorfismo de
grupos de Lie (necesariamente, (f, k) es un isomorfismo de fibrados).

Un subfibrado principal P' de un fibrado principal P es ([K-N, p.53]) una
subvariedad de P que es a su vez un fibrado principal tal que la inclusion
es un homomorfismo de fibrados principales y la aplicacién inducida entre
las bases es una inmersién inyectiva. Si ademds la aplicacién inducida
entre las bases es la aplicacién identidad se dird que P’ es una reduccion

de P.
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Sea P(M,G,7) un fibrado principal. Denotaremos por Aut(P) (automorfis-
mos de P) los isomorfismos de P en s{ mismo (como fibrado principal)
correspondientes al automorfismo identidad de G, y por Aut;y(P) (au-
tomorfismos verticales de P) los automorfismos de P que inducen en la
base la aplicacion identidad.

Sea (f, k) un homomorfismo de fibrados principales de P(M,G) en P'(M',G"),
tal que la aplicacién inducida entre las bases f : M — M’ sea un
difeomorfismo. Dada una conexién w en P(M,G) se denominara im-
agen directa de w por f a la tinica conexién w’ en P’ que verifica ([K-N,
I1,Prop.6.1]) f*w’ = how (siendo h : g — g’ el homomorfismo de 4lgebras
de Lie correspondiente a b : G — G').

4 Sobre el fibrado de referencias lineales.

4.1 Conceptos generales.

Sea M una variedad de dimensién n. Sea LM el fibrado de referencias li-
neales de M, entendido como el conjunto de isomorfismos lineales [ : R" —
T.M, Ym € M (equivalentemente, LM se puede entender como el conjunto

de bases de T,, M, V' m € M, bajo la correspondencia [ < {l(e1),...,l(en)}).

Denotaremos por 7 la proyeccién LM — M y por R' la accién por la derecha

de GL(n) sobre LM escribiremos Rl = la :=loa, con a € GL(n).

Denotaremos por 8 = (6') la 1-forma candnica sobre LM, esto es, la 1-forma
R"-valuada siguiente:

or(X) = 1" (x".X), VX € T,LM.
Se verifica RE*0L = a=1 o 0L,

Denotaremos por af el campo fundamental sobre LM generado por a € gl(n).
Conviene recordar que

i, = B ((a0a™" Y1)

o también

RE of = (AdSH ™M )t
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Sea A una conezidn linealen M, esto es, una conexién en LM (queidentificare-
mos con la forma de conexién asociada A € A'(LM,gl(n))). Recordemos
que se verifica

REx = AdSH oA,

Denotaremos por B*(v) el campo estdndar A-horizontal correspondiente a
v € R". Conviene recordar que

Bv)l = R, (BMav)li)

a *x

o también

R{;*B’\(v) = BA(a"lv).
Recordemos la torsién @, y la curvatura {1, de una conexién lineal A:

@)\ = D)‘GL?
Q,\ = D)‘/\,

(con D* la derivada covariante respecto de A) que verifican las siguientes
ecuaciones de estructura (ver, p. ej., [K-N, III, Th.2.4])

doF = —AABL + O,
A\ = —1\ A+ Q,,

y las identidades de Bianchi

D)‘®,\ = \Q,\/‘\QL,
D*Qy = 0.

Si P es un fibrado principal sobre M con grupo de estructura G, cuya algebra
de Lie es g, LP seré entendido como el conjunto de isomorfismos lineales
z:R"+g— TP, VI € P. Se hara equivalente al conjunto de bases de
TP, Y1 € P, sdlo si estd dada candénicamente una base en g.

Sea @ un subgrupo de Lie de GL(n) y sea g su algebra de Lie. Una G-
estructura sobre una variedad M, P(M,G), es una reduccién (ver 3.3)
del fibrado de referencias lineales LM con grupo de estructura G. Sea
P(M, @) una G-estructura. P es una subvariedad de LM. La proyeccion
de P en M es la restriccién de 7% : LM — M a P,y la denotaremos por
la misma letra w~. También, la restriccién a P de la 1-forma canénica 6°
sobre LM da lugar a una 1-forma R"-valuada sobre P, que llamaremos
la 1-forma candnica sobre P y que denotaremos igualmente por 6. Si
I € P, podemos considerar que T)P C T;LM; entonces, dado o € G,
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el campo fundamental o sobre P, obtenido de la accién de G sobre P,
se identifica con la restriccién a P del campo fundamental of sobre LM
obtenido de la accién de GL(n) sobre LM. Dada una conexiéon A en P,
ésta induce (por imagen directa) una conexién en LM que denotaremos
igualmente por A.

4.2 Coordenadas en LM. Supresion de indices.

Sea (z = (¢'),U) una carta de M, z : U — R", y sea m € U. Cuando no se
preste a confusién, escribiremos las expresiones coordenadas sin indices, como
en los siguientes casos:

i 0

eyt
ozt

Si v € R™ escribiremos?: v

= v Og|m-

m

Anélogamente, si £ € R™", escribiremos: ¢, dz'|,, = ¢ dzl,,..

Denotamos por ((z_1,z0), LM|) la carta inducida en LM de la siguiente
manera

(z_1,z0) = (2',2%): LM|y — R"xGL(n)
U (o D)ol o D).

Una forma equivalente de definir la coordenada zy es: sobrenten-
diendo [ como una base {X,...,X,} de T,,M, (m = =%(1)),
se tiene que X; = zi(l) - ..; 0 escrito abreviadamente [ =
zo(1) Ozlrm-

Denotamos a la matriz inversa de zo = (m;) por o ! = ((m"l);) (no se debe
confundir ((a‘"l);), que es una funcién de U en GL(n), con z7', la inversa
de la carta z).

Denotamos por ol : U — LM|y, ok(m) = 27" |s(m) (identificando Tym)R”
con R") a la seccién de LM sobre U inducida por la carta (z,U). En-
tonces se tiene que: z¢(l) = a € GL(n) siy sélo si [ = ol(xl(1))a.
Obviamente (m,l,:n[,)oo'alj = (z,I).

Denotamos por WX : LM|y — U x GL(n), ¥L(l) = (z!(1),z0(1)) a la tri-
vializacién local de LM inducida por la carta (z,U). Entonces se tiene
que: (z_1,z9) = (m,IGL(”))o‘P;’. Y también se tiene que: ol(m) =
Uy (m, ).

28i no se advierte lo contrario, en este trabajo usamos el convenio siguiente: si un mismo
indice aparece repetido en un término como superindice y como subindice se sobrentenderd
que delante de ese término habrd un sumatorio extendido a todos los posibles valores de
dicho indice.
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Para la accién R” se tiene que:

(z-1,20)(la) = (z-1(1), zo(l)a);

y se verifica que

Rg*(u T ‘l + a aﬂ;gll) =v 8:17_1 Qla + aa a'no!la-

Para a € gl(n) se tiene que :

o

ba

il

aﬂ‘l = :c}c(l)oz;f e T)LM.

Escribiremos abreviadamente: o, = zo(l)a 0y, |1; o también:

af = zyo By, -

Para la forma canénica 6§ se tiene ([K-N, p.140]):
0" = (z~')ide’ € A'(LM|y,R).
Escribiremos abreviadamente: 6% = 2z, 'dz_;.

Sea A una conexién lineal. Sean I los coeficientes de la conexién A en la
carta (z,U); éstos definen una funcién I' : U — L*(n), m > T'|,, (ver
nota N.2). Por definicién se tiene ([K-N, p.141]):

oL\ = (D de?)EF € AY(U, gl(n)).

T

Escribiremos abreviadamente: ol*\ = I'(dz).

Nota 3 Nétese que si X € T, M, con m € U, dz(X) € R" son
las coordenadas de X en la carta (z,U) y, entonces, I'(dz)(X) =
['|n(dz(X)) € gl(n), acorde con la identificacién hecha en la nota
N.1.

La conexién A, restringida a LM |y, tiene la expresién ([K-N, p.142]):
A= (27" (Th onP)alda? + (z71)dek)E! € A' (LM |y, ql(n)).

Escribiremos abreviadamente:
A= a:o“l(I‘ o WL)(diB_1 )330 + CB()Vldiﬂ().

Noétese, analogamente al caso de la nota N.3, que si X € T)LM, con
L€ LM [y, A(X) = w0(1) T pr gy (dy (X)olD) + o(1) dio( X).
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La conexién lineal simétrica y plana inducida por la carta (z,U) sobre LM |y
es
Am = Jlg_ldiﬂo.

Para los campos estandar A-horizontales se tiene:

0

BY()l = wi i
Xz

7 k
l - kaivri’(l)mq(l)’uqm?(l) _5;:; € TILM

/j i
Escribiremos abreviadamente:

BYw)li = zo(1)v 8,_, |t = Tlez gy (mo())ao(1) B i

o también:

B () = 20v 8,_, — (Toml)(@ov)zo Oa, -






Capitulo II

Los grupos de “jets” invertibles.

En este capitulo estudiamos los grupos G"(n) de r-jets de difeomorfismos entre
abiertos de R™ que preservan el 0. Estos son los grupos de estructura de los
fibrados de referencias de orden r que trataremos en el Cap.IIl. En la seccion
1 comentamos, sin demostraciones, las propiedades més importantes de G"(n),
para 7 arbitrario.

Nuestro interés se centra especialmente en el orden 2. Hay dos propiedades de
los grupos G'(n), a saber:

G"(n) tiene el subgrupo abeliano G™"~'(n) (apartado 1.1), isomorfo a S"(n)
(1.2.3).

G"(n) es canénicamente isomorfo al producto semidirecto del grupo GL(n) y
el subgrupo G™!(n) de G"(n) invariante y nilpotente (apartado 1.2),

que en el caso 7 = 2, al ser G"""!(n) y G"'(n) el mismo subgrupo G*'(n),
se conjugan en que G*(n) es canénicamente isomorfo a GL(n) » G*'(n), con
G*!(n) abeliano e isomorfo a S%(n) (Sec.2). Destaquemos que para el estudio
de G*(n) y sus representaciones (Sec.3) hemos usado la carta que mejor refleja
la estructura de producto semidirecto de G?(n) (apartado 2.2) y que tiene
notables ventajas sobre la carta usada habitualmente (apartado 2.1).

Hacemos también un estudio explicito del grupo G*(n) (Sec.4), que necesitare-
mos para abordar ciertas cuestiones en el Cap.VI. En particular, hemos cal-
culado la representacién adjunta de G*(n) (L.6) y también la representacién
natural A’ de G3(n) en el espacio vectorial suma directa R™ + gl(n) + S%(n)
(L.7).

17
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1 Para orden arbitrario.

En toda esta seccion r € N, » > 0.

1.1 Su construccion.

Sea Dy o(R") el conjunto de difeomorfismos g entre abiertos de R" que con-
tienen al 0 y tales que g(0) = 0. Establecemos en Djo(R") la relacién de
equivalencia ~ definida por:

g~g si Dgl,= D|,, Vsconl<s<r

Una clase de equivalencia con representante g se denotard'

por j'(g) y se
denominard un r-jet invertible en 0. Sea G"(n) := Do,o(Rn)/[J el conjunto de

r-jets invertibles en 0. G"(n) forma un grupo de Lie ([Kol]) con:

(i) la ley de producto:
77(9)-57(d") = 3"(9°9)

(el elemento neutro es 57(I))
(ii) y con la estructura diferenciable que hace de la biyeccion

(wo,tiy..stro1): G'(n) — GL(n) X S5%(n) x -+ x S"(n)
i"(g) — (Dgl(),ngl(),...,D"g‘o)

una carta global (esta biyeccién induce en GL(n) x S*(n) x --- x S"(n)
un producto %, que detallaremos en los casos » =2 y 7 = 3).

Para todo 0 < 7' < 7, la proyeccién 8" : G"(n) — G"'(n), 7" (9) — 3" (9),
es un homomorfismo de grupos de Lie. Es facil ver que el subgrupo invariante
G7"'(n) = Ker B de G"(n) es difeomorfo como variedad a S™+!(n) x - -+ x
S7(n) y nilpotente. En particular, el grupo G™"~!(n) (r > 1), difeomorfo a la
variedad afin S7(n), es abeliano.

En efecto: basta ver que, bajo la carta (uo,...,u,_1), se tiene la corres-
pondencia

G — GL(n)x §*(n) x -+ x 8§ (n) x §7*F(n) x -+ x §7(n)
jr(g) L (170""70’ ‘Dr’+lg|0""7D1‘glO)

y comprobar que se verifica: D"'“(.qhg]“lfL“l)}0 =0 (Vg,h € Doo(R")

tales que j7(g), j"(k) € G""'(n)); esto nos dice que el grupo consti-
tuido por los conmutadores de elementos de G (n) estd contenido en

1Si tratamos con r-jets cuyo origen m no es el 0 € R™, indicaremos explicitamente esto
escribiendo j7,(g).
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G"‘Tl“(n). Iterando el proceso se llega a que el grupo constituido por los
conmutadores de orden (7 —7') de elementos de G™"' (n) consta solamente
del elemento identidad de G"(n).

El grupo de I-jets invertibles en 0, G'(n), es canénicamente isomorfo a GL(n),
por el isomorfismo ug : j'(g) — Dgl,. Nosotros identificaremos ambos grupos.

1.2 Su estructura de producto semidirecto.

Para r > 1, se ve facilmente la existencia de la siguiente secuencia exacta con
escision:

1 — G"'(n) — G"( GL(n) — 1,

ey
n)
-

siendo — la inclusién (G™'(n) := {j"(g9) € G"(n) : Dg|, = 1}), B(J"(9)) :=
Dg|, vy ~(a) := j"(a). Asi, G"(n) es canénicamente isomorfo al producto
semidirecto GL(n) ® G™'(n) asociado a Q" € Hom(GL(n), Aut(G™'(n))) (ver
[.1.3), definido por

Q"(a)(i"(9)) := 5" (acgoa™),
y donde el isomorfismo viene dado por la aplicacién:
x: G'(n) — GL(n) 2 G"'(n)
i'(9) ~— (Dgly, 5" (Dgly" 29))-
También existe una secuencia exacta
1— G (n) — G"(n) — G '(n) — 1,

pero ésta no escinde (salvo cuando r = 2, en cuyo caso esta secuencia es

la anteriormente citada), lo que es lo mismo que decir que G"~'(n) no
3

puede verse como subgrupo de G"(n) (para r > 2).

1.3 Su algebra de Lie.
El dlgebra de Lie g"(n) de G"(n) se identifica, via (uo, ..., % —1)x

suma directa de espacios vectoriales:

(1), con la

r—1

S 5 (n)

s=0

(recordar que S'(n) = gl(n) ), dotada del corchete definido por (véase [Ko2],
[Gui])
[tprt) = RS (4t (-, 11, ), 2, ) — EEESES (H(t( 21,1, 0),
) sip+qg<r-—1,
“P)t:g} =0, sip+qg>r—1,
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con t, € SPT(n), ti € ST (n), p,q > 0 (resulta [t,,t,] € Sp““( )). Lo

Py ”q
veremos en detalle en los casos r = 2 y r = 3. Obsérvese que g'(n) resulta
isomorfa al dlgebra gl(n).

Nota 4 Sea X"(R") el dlgebra de Lie de campos de vectores sobre
R” con coeficientes polinémicos (sin término independiente) en la
carta estdndar w = (u!,...,u") de R" y con corchete de Lie dado
por el truncamiento a orden r del habitual corchete de Lie entre
campos. Un elemento tipico de X" (R") sera de la forma

r—1

1

to(u, 5t u)0,
=0 (s+1)!

(donde t, € S*T!(n)).

Con el corchete de Lie que se acaba de dar en 375 5*(n) = g"(n),
la aplicacion

o g"(n) — X"(R™)

(tl, . oo ,tr-]) [a— ;;é mts(u, 3+1 ,u)@u

es un antiisomorfismo de algebras de Lie (véase [Ko2, p.5], [Ter]).

En efecto:

r—1

- Z ty(u, 21, u)0,, Z ——t (u, 4T, u)d,| =

— (p+1)! ~ (g+1)!

= - Z S (tp(oyeveyr)yeen s ))(u,PTIHL w)d, +

(D g+ TP
o
r—1
p+1 '
+ — St (E (e )y D (e, PTIEY 1) O, =

péo (p+1)1(g+1)! CICICIR A Nl )
P,9>0

r—1
- 1 <(p+q+1)-S ¢ (1

prg=o (PFI+LL\ pl(g+1)!
P,420

(p+g+1)!

(p+1)iq!

SICACA OO ,.))) (u, 7t2t1, )0,

1.4 La representacién natural A" de G"(n).

Dado v € R", sea Dy,(R") el conjunto de difeomorfismos ¢ entre abiertos
de R™ que contienen al 0 y a v, respectivamente, y tales que ¢(0) = v.
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Andlogamente a lo hecho para Dy o(R"), establecemos en Dy ,(R") la relacion
de equivalencia ~ definida por

e~y sii Digl,= D'¢|,, Vsconl<s<r.

Una clase de equivalencia con representante ¢ se denotard por 77(¢) como en el
apartado anterior, aunque ahora la imagen del 0 por ¢ no es necesariamente el

0. Llamemos F"(R"™) := U(Dy.(R™)/ L)’ donde la unién se toma sobre todos

los v € R" (ver III.1.1 para la construccién de F"(M) con una variedad M

arbitraria). F7(R") tiene una estuctura de fibrado principal sobre R™ ([Kol]),
con:

(i) proyeccién
" F'(R") — R"
3"(p) > »(0),

(ii) G"(n)-accién por la derecha
i (@) = 77(9) - 37(g) = 5" (peg),

(iii) y con trivializaciones locales las siguientes biyecciones definidas para cada

carta (z,U) € M:
vy F'(R") — R" x G"(n)
7"(p) > (p(0), 3 (T-p(0) o ))-
Para calculos en coordenadas en F"(R"™) usaremos la carta global
(U gy Uy Upy oo oy Upy) i= (Lytoy Upye ey Up1) 0 ¥ ¢

F'(R") — R"XxGL(n)x 8%(n)x---x 8(n)
i"(e) > (#(0), Do, D*¢lo, - .., D" plo),
o bien otras que se detallaran en cada caso. Se ha prescindido de com-

oner con 1T ues las sucesivas derivaciones D, ..., D" no son afec-
¢(0) ) 3
tadas por una traslacién.

El fibrado de referencias de primer orden F'(R™) es canénicamente isomorfo
al fibrado de referencias lineales LR", bajo el isomorfismo

j](go) — (l = @.o:R" — TW(Q)R"),

correspondiente al isomorfismo canénico de los grupos G'(n) y GL(n) (ver
1.1). Nosotros identificaremos ambos fibrados y denotaremos indistintamente
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un elemento de LR" por j'(¢) 6 I = ¢.|o. En esta identificacién se tiene que

TF]:W.

L

El isomorfismo canénico de G*(n) con GL(n) da una representacién natural
de G'(n) en R". Para r > 1, la anterior contruccién de F"(R") proporciona
una representacién natural A" de G"(n) en el espacio vectorial R" + ¢g"~'(n),
obtenida por el siguiente procedimiento (lo detallaremos posteriormente para

los casos 7 =2y r = 3):

(1)

(i)

Sea g : U — V un difeomorfismo entre entornos de 0 € R", con g(0) =
0. Definamos

I;-—l: FT_l(Rn)\U SN Fr71<Rn)]V
ITTN) o T (geveg™h).

Es facil ver que la aplicaciéon tangente

Ir-—l

g*

gy T (RY) — Ty (nFT7H(R)
depende de hecho de j7(g) (nétese que, aunque Z;~'(j"~' (1)) depende,
en general, del (r — 1)-jet de g en 9(0) # 0, la aplicaciéon tangente
15;1} ) depende del r-jet de g en 0).

Identificando, via ¥"~! F"~!(R") con la variedad producto R" xG"'(n)
y, por tanto, Tj—1nF " '(R") con R" + g"~'(n), se obtiene la repre-
sentacién de G"(n) (r > 1) que se querfa:

A" G (n) — GLR" + g '(n))
jr(g) — (I;;l :R” + gr“l(n) — R"™ + gr_](n)).

)

Es facil ver, utilizando las cartas en F""'(R") a que se ha hecho antes
referencia, que la representaciéon A" es inyectiva.

Identificando, via (uo, ..., Uy _2).]j~1), ¢~ '(n) con S22 85t (n),
se obtiene la representacién (designada de la misma forma) de
G"(n)

A" G"(n) — GL(R™ + gl(n) + 52(n) + -+ 57} (n)).

Esta representacién de G"(n) induce una representacion del algebra de
Lie g"(n) (r > 1):

&= A o (n) — gl(RT g (n).
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2 El grupo de orden 2.

2.1 Carta usual de G?*(n).
El grupo de Lie G*(n) se describe usualmente ([CDL],[Sal]) con la carta global
(wo,u1): G*(n) —> GL(n) x S*(n)
7*(9) = (Dglo, Dglo)-

Entonces, el producto de 2-jets en G*(n) induce en GL(n) x S*(n) un producto
* dado por

(a,t)x(a,t) = (ad, at’ +t(a’,a")),
resultado de aplicar la regla de la cadena a las derivadas de la composicién de
funciones. Con este producto esta carta es un isomorfismo de grupos de Lie.

El dlgebra de Lie g*(n) de G*(n) se identifica ([CDL, p.194]), via (uo,u1).|;2 (1
(véase 1.3), con la suma directa de espacios vectoriales gl(n) + S*(n), dotada
del corchete dado en 1.3

(a,t), ()] = (la, ], at’ — (e, ) = (-, @) — 't + () + t(+, &')).

Este corchete surgird asimismo del cdlculo explicito de la representaciéon ad-

junta del dlgebra (L.3.b).

2.2 Carta alternativa de G*(n).

La secuencia exacta con escisién (ver 1.2)

B
1 — Gz’l(n) s Gz(n) : GL(n) — 1
5

permite establecer (ver [.1.3) un isomorfismo entre G*(n) y el producto semidi-
recto GL(n) 2 G*!(n) asociado a Q? € Hom(GL(n), Aut(G*'(n))) definido
por

Q(@)(*(9) = *(aogea™),

donde el isomorfismo viene dado por la aplicacion:
x: G*(n) — GL(n) » G*'(n)
jz(g) — (Dg[o ) jz(Dg’(:1°g))'

Como G*! es isomorfo a su vez, via u;, al grupo abeliano S*(n) obtenemos el
isomorfismo

(wo, 1) := (L,uy)ox: G*(n) —> GL(n) 2 S*(n)
i*(g) ~— (Dgl,, Dg}(;lDleo)a
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donde, ahora, el producto semidirecto esta asociado al homomorfismo, que
denotaremos igualmente por Q? € Hom(GL(n), Aut(5*(n))), definido por

Q*(a)(t) == at(a™',a™"),
y la ley de producto en GL(n) 2 S*(n) viene dada por
(a,t)-(a',t) = (ad', a 't(a’,a') + 1),
lo que implica (a,t)™! = (a7 !, —at(a™',a™1)).

El isomorfismo (uo, @) es, a su vez, una carta global de G*(n), que hace explicita
la estructura de producto semidirecto de G*(n); las ventajas que tiene hace que
nosotros la usemos preferentemente en este trabajo. El siguiente lema aclara
la relacién entre las cartas (uo,u1) y (uo, ).

Lema 1 La aplicacion

(wo,u1) o (w0, @)~ 1 GL(n) ® §*(n) — (GL(n) x S*(n), *)
(a,t) — (a, at)

es un isomorfismo de grupos de Lie que induce la aplicacion identidad entre
las algebras de Lue.

Demostracion: La aplicacién definida es un isomorfismo trivialmente.
Consecuentemente induce un isomorfismo entre las dlgebras de Lie de
ambos grupos; calculando en coordenadas ((uo, u) o (o, %1)™")s|(1,0) 5€
ve facilmente que este isomorfismo es la identidad en gl(n) + $*(n).

Como resultado general para productos semidirectos de grupos de Lie (véase
[GHV, 11, p.98]) puede probarse que el algebra de Lie de GL(n) 2 5*(n) es la

suma semidirecta gl(n) B S*(n), con el corchete de Lie dado por

(o, t), (e, )] = ([, ], g*(@)(t') — ¢*(')(2)),
siendo ¢*> € Hom(gl(n), End(S*(n))), definido por ¢* := Q?|;. Un sencillo

cilculo muestra que ¢*(a)(t) = ot — t(a,-) — (-, ) (ver la letra pequena
posterior a D.1 en 1.2.3), quedando el mismo corchete que el dado en 2.1 para
el algebra de Lie de G*(n), lo que era de esperar por el lema anterior.

Lo anterior puede resumirse en el siguiente diagrama de isomorfismos entre
grupos de Lie:
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G*(n) X GL(n) 2 G*'(n)

(I,u1)

(GL(n) x §2(n),*) Lemleten)™ Gr(n) 0 5%(n).

3 Representaciones del grupo de orden 2.

3.1 Propiedades de los homomorfismos Q? y ¢°.

Recordemos a continuacién las notaciones introducidas en la definicién D.1

(Ver 1.2.3).

(a) Sea t, := Q*(a)(t) = at(a™',a™"), Va € GL(n) Vt € 5*(n).
(b) Sea t* := ¢*(a)(t) = at — t(a,-) — t(-,a), Ya € gl(n) Vt € S*(n).

El siguiente lema resume las propiedades de estos homomorfismos.

Lema 2 Sean p,v € R, v,w,v" € R", a,b € GL(n), a,8 € gl(n), t,s €
S%(n), entonces se verifica:
a. i ta(v,w) = ta(w,v).
it (pv +vw,v') = pta(v,v') 4 vi(w,v’).
iii. (pt +vs), = pty + vs,.
iv. o = (t)a-
V. to(v) = at(a w)a"".
vie (ta)j = aptyi(a™)j(a7")i.
b. i t%(v,w) = t*(w,v).
il. t*(pv 4 vw,v") = pt*(v,v’) + vt*(w,v’).
il (pt 4 vs)* = pt® + vs®.
iv. tlotvB) — g LB,
v. tlfl = () — ()P,
vi. t%(v) = [, t(v)] — t(aw).
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vii. ') (w) — t'W)(v) = 2[t(v), t(w))].

1
m

sse AV m : m : m

1

c. (tm)a — (tu)aaa_ .

Demostracién: Las comprobaciones de las propiedades de los aparta-
dos a y b son todas inmediatas. Las propiedades i, ii en a y b afirman
que Q?(a)(t) y ¢*(a)(t) pertenecen a $*(n). La propiedad ilien a y b
afirma que Q*(a) y ¢*(a) son homomorfismos de S?(n). La propiedad
a.iv afirma que @? es un homomorfismo de grupos y las propiedades
b.iv y b.v afirman que ¢° es un homomorfismo de 4lgebras de Lie. Las
propiedades a.v, b.vi y b.vii son equivalencias ttiles. Por dltimo a.vi

y b.viii son las expresiones en componentes para las bases candnicas de
GL(n)y S*(n). Probemos la parte c:

(t*)a(v,w) =at*(a 'v,a 'w) =
=a(at(a v, a 'w)—t(aa v, a7 ' w) —t(a" v, e 'w)) =
=(aaa™"at(a 'v,a 'w) — at(a ' (aaa™ " )v, 0 'w)—
—at(a v, e (aaaw) =
= (1) (v, ).

Nota 5 Las operaciones en GL(n) % 5%(n) con la notacién recién
introducida se escriben:

(1) (a"t) ) (alat,) = (a’a’lata’*l + t,)a
(i) (a,8)" = (a7, —ta).

3.2 La representacion adjunta.

Por lo visto en 2.2, G*(n) se identifica, via la carta (uo, @), con GL(n) ® S?(n);
correspondientemente, g”(n) se identifica, via (uo, %1 ).|;2(n), con gl(n) B S*(n).
A continuacién deducimos la expresién explicita de las representaciones adjun-
tas de G*(n) y de g*(n) en la carta (uo, 7).

Lema 3

a. La representacidn adjunta de G*(n), ezpresada en la carta (uo,u,), es:

Ad: GL(n) 2 S*n) — Aut(gl(n)d 5*(n))
(a,t) — ((B,8) — (aBa™', 5, — (t°)a)).

b. La representacion adjunta de g*(n), ezpresada en la carta (uo, 1), es:

ad: gl(n) B S*(n) — Der(gl(n) b S?*(n))
(a,1) — ((8,5) = ([, 8],5" = t7) = [(,1), (B, 5)])-
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Demostracidn: Los automorfismos internos son

Int,,: GL(n)®» S*(n) — GL(n)» 5*(n)
(w0, Uy) —  (a, t) (o, wi)(a, t) " =
= (aupa™", (tusl)a + Uy g — ta)-

Teniendo en cuenta que

(i) la primera componente de Int(,.)(uo, ;) es el automorfismo in-
terno Int, de GL(n) y, por tanto, su derivada en I € GL(n) esla
representacién adjunta en GL(n),

(ii) la derivada de la aplicacién GL(n) — $*(n), uo + t,-1, en I es
igual a la aplicacién gl(n) — §%(n), 8 — —t°,

(iii) la derivada de la aplicacién S?(n) — S%*(n), 4 — (@1)4, en 0 €
$%(n) es igual a la aplicacién §%(n) — S%(n), s+ 5,4,

(iv) t, es constante respecto de ug y @y,

es facil probar que Ad,,) := Intw,).|,0) verifica que Ad.)(6,s) =
(aBa™", s, — (¢*)a). Podemos escribir simplificadamente

. GL(n) .
AdF ™) (a,t) — (éa(%(-)) (-0) ) € Aut(gl(n) + S*(n)).

Para el apartado b, podemos escribir

Ad : (uo,uy) — ((B, 8) = (uwoPuo™ ", su, — (ﬁ‘;’)u“))
Teniendo en cuenta que

(i) la aplicacién ug — (8 = uoBuy~ ') es la representaciéon adjunta

en GL(n),

(i) la aplicacién ug —— (s — s,,) es el homomorfismo Q% y que

(iii) la derivada de la aplicacién GL(n) % §*(n) — L(gl(n), S*(n)),
(g, @) = (B — (@})u,) en (I,0) resulta ser gl(n) P S*(n) —
L(gl(n), S*(n)), (a,t) — (8 — t°),

es facil probar que ad..;) := Ad.|(,0)(a,t) es la aplicacién (8,s) —
([a, 8], s*—t?). Por otra parte, es un resultado general que ad(q,)(8, s) =
[(a, 1), (B, s)].- Podemos escribir simplificadamente

R dg[(n)
ad® ™ : (a,t) — (a_‘;(.) ((;(y) € Der(gl(n) + 5*(n)).
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Nota 6

a. Se comprueba que la expresion de la representacion Ad dada en
el Lema coincide con la que se da en [CDL, p.194] usando el
cambio de carta del lema L.1.

b. Nétese que el apartado b nos sirve como prueba de que el
corchete de g?(n) es el dado en 1.3 (recuérdese lo dicho en

el lema L.l).

3.3 La representacién en R" + gl(n).

La representacién natural A* de G*(n) en R™ + gl(n) (ver 1.4) da lugar,
via (1o, ), a una representacién de GL(n) ® S*(n) en R" + gl(n), que de-
notaremos igualmente por A*. De la misma forma la representacién inducida
a? = Aﬁ1j2(1) del dlgebra de Lie g*(n) en R" +gl(n) da lugar, via (uo,@1).|j2(1)
a una representaciéon de gl(n) D S%*(n) en R" + gl(n), que denotaremos igual-

mente por a?. En el siguiente lema se obtienen las expresiones de A° y de

a’.

Lema 4

a. La representacion A° de G*(n), ezpresada en la carta (uo, 1), es:

A?: GL(n)® S*n) — GL(R"+gl(n))
(a,t) — ((v,B) — (av,a(t(v) + B)a™")).

b. La representacion a® de g*(n), ezpresada en la carta (ug, ), es:

a?: gl(n)® S*(n) — gl(R" + gl(n))
(a, 5) — ((v,8) — (aw,s(v) + [a,5]))-

Demostracién: Para deducir la representacién A” (ver 1.4) se parte
de la aplicacién

Ij: FURY, — FURY)
') —— i'(gevog™t),

construida a partir de un difeomorfismo g : U — V entre entornos de
0 € R", con ¢g(0) = 0. Usando la identificacién

(u_y,u0) := (I, up) o ®' : FY(R") = LR* — R" x GL(n)
7'(¥) = ($(0), Do)
queda

Z,: UxGL(n) — V xGL(n)
(u_1,u) (g(u~l)’Dgiu_1u0D9_1l0)°
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Calculando la derivada en j'(I) = (0,I), y teniendo en cuenta que
Dg™'|, = Dg\(;l, obtenemos

2 Pyp—
Ajz(y) =1,

g*

oyt Bl R4 a(n)
(v,8) — (Dglyv, D2910("")D91(;11+
+Dg|,8Dygl; ).
Si usamos en G*(n) la carta (uo, %,), en la cual (ug, @1)(5%(9)) = (a,t)
con a = Dg|, t = Dg|ng2g]O, la aplicacién Af.z(g) se transforma en

A?a,t) dada por
(a)(v,8) = (av, a(t(v) + B)a™").

(Se puede comprobar directamente que A?a,t)_(a,,t,) = A?a’t) 0 .A.falyt,).)

. . 2 . .
Para demostrar b, si escribimos A” en la forma simplificada:

a 0 n
‘A2 : ((L, t) I (Ad(;[’(n)t(') Ad(;L(u)) € GI’(R + g[(n))a

2

*

es

es facil comprobar que a? := Afl(m) =A )
J

a’: (a,8) (5?_) ad*?‘(")) € gl(R" + gl(n)),

y el resultado se sigue.

Nota 7

a. Siidentificamos gl(n) = (0,gl(n)) C R" + gl(n), se obtiene que,
V(a,t)€ GL(n) 2 S*(n),

2 _ GL(n
A(U,t)l - Ada )

al(n)

Como la secuencia exacta 1 — S?(n) — G*(n) — GL(n) — 1
escinde (esto es, G*(n) = GL(n) ® S*(n)), GL(n) puede verse
como subgrupo de G*(n) bajo la inclusién a — (a,0), y la

representacién A” restringe a una representacién A de GL(n)
A®:GI(n) — GL(R" +gl(n)), a— Al y);
en vista de lo anterior, se tiene, Va € GL(n),

Alrn = AdE 8 lpn 5y A |y = AdSHY

(comparar con lo que ocurre en el grupo de orden 3, N.9).
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b. Dado (a,t) € GL(n) 2 S*(n), A%a’t) no preserva el corchete de
Lie del algebra afin R™ & gl(n).
¢. Se comprueba que la expresién de la representacién A* dada en

el Lema coincide con la que se da en [CDL, p.194] usando el
cambio de carta del lema L.1.

4 El grupo de orden 3.

Siguiendo, mas o menos, los pasos dados para el estudio de G*(n), resumimos

brevemente en este apartado las propiedades de G*(n) que nos van a resultar
de mas utilidad, sobre todo en el Cap.VI.

El grupo de Lie G*(n) se puede describir con la carta global

(wo,ur,uz) s G*(n) — GL(n) x §*(n) x S3(n)
i*(9) = (Dgly, D*gly, Dgly).

Entonces, el producto de 3-jets en G*(n) induce en GL(n) x 5*(n) x S*(n) un
producto x dado por

(a,t, T)x (a',t',T") = (ad', t(d',a’) + at’, aT' + 3S(t(a’)t'(+,-)) + T(a,a’,a")),

resultado de aplicar la regla de la cadena a las derivadas de la composicion de
funciones. Con este producto esta carta es un isomorfismo de grupos de Lie.

El dlgebra de Lie g*(n) de G*(n) se identifica, via (uo,u1,us).| 5y (véase 1.3),
con la suma directa de espacios vectoriales gl(n) + S?(n) + 5*(n), dotada del
corchete dado en 1.3. No damos ahora la expresion explicita de este corchete
que aparecera de nuevo en el célculo explicito de la representacién adjunta del

algebra (L.6.b).

La secuencia exacta con escisién (ver 1.2)

B8
1 — Gg’l(n) — G*(n) : GL(n) — 1

Y

permite establecer (ver I.1.3) un isomorfismo entre G*(n) y el producto semidi-
recto GL(n) ® G*!(n) asociado a Q* € Hom(GL(n), Aut(G*'(n))) definido
por

Q*(a)(5(9)) = i’(acgoa™),
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donde el isomorfismo viene dado por la aplicacién:

x: G(n) — GL(n) » G*'(n)
jg(g) — (Dg'() ’ 33(D9§5] Og))'

Lema 5 La aplicacion
3 ,
(11,0 — S8 (Jun(-,) : B (m) — (5%(n) % 5%(n), 0)

es un isomorfismo de G*'(n) con el grupo (nilpotente) (5*(n) x S*(n), o), con
ley de producto

¢, T)a(t,T) = (t+¢,T + %[t,t’} +T")
(el corchete es el definido en el apartado 1.3).
Demostraciéon: Se comprueba inmediatamente.
Nota 8 Es inmediato verificar que, V¢, € S*(n),
[t,¢) = "0 — 40,
entendiendo t"'0)(u, v, w) = "' (v, w).
En base al isomorfismo del lema anterior, obtenemos el isomorfismo

(wo, Uy, us) = (I, uy,us — gS(’wl(-)u](-, )))ex :
G*(n) — GL(n) 2(5%(n) x §3(n), 0)
i*g) (Dglys DS’|51 ngim Dg((jl D?g,—
—38(Dyls" Dglo(-) Dyly" D*gly(-5-))s
donde la ley de producto en GL(n) 2(5%(n) x S*(n), o) viene dada por

(a,t,T) - (', ¢, T") = (ad, (t,—, Tyr)o(t, T'))

a

= (aa,t - +t', T~ + %[ta/—l A+ T7),
lo que implica (a,t, 7)™ = (a™', ~tq, —Ty).

Nétese que el término $[t,-1,t¢'] impide que este producto pueda ser
un producto semidirecto del tipo G*(n) ® §%(n). Mdas ain, G*(n) no es
subgrupo de G*(n).

Se prueba (andlogamente a L.1) que la aplicacién (wo, w1, us) o (uo, @1, ) ' es
un isomorfismo entre (GL(n) x 5*(n) x S3(n),x) y GL(n)®(S5%(n) x S3*(n), o)

que induce la aplicacién identidad entre las dlgebras de Lie correspondientes.
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Podria pensarse que también es 1itil el uso de la carta

Gs(n) —  GL(n) x 5*(n) x §*(n)
i*(9) = (Dgly, Dgly' D*gly, Dgly' Dgly),

la cual también hace explicita la estructura de producto semidirecto de
G*(n), pero esta tltima carta no es la que conviene para la aplicacién a
G-estructuras como veremos en el Cap.VL

Por lo que hemos visto arriba, G*(n) se identifica, via la carta (uo, 1, u2),
con GL(n) ®(S5*(n) x S*(n), o) y, correspondientemente, g*(n) se identifica,
via (wo, 1, %2)+|3(1), con gl(n) + S%(n) + S*(n). A continuacién deducimos la
expresién explicita de las representaciones adjuntas de G*(n) y de g’(n) en
la carta (uo,1,%s), obteniéndo de paso la expresion del corchete de Lie de
g*(n) que, como se observard, coincide con el dado en 1.3. También deducimos
las representaciones naturales A de G*(n) en R"™ + gl(n) + S5%(n) (ver 1.4) y
a’ = A‘3|j3(id) de g*(n) en R" + gl(n) + 5%(n).

Lema 6
a. La representacion adjunta de G*(n), expresada en la carta (ug, @1, ds), es:
Ad: GL(n)2(5%(n) x S*(n),n) — Aut(gl(n)+ S*(n) + 5%(n))
(a,t,T) b ((B,s,9)
= (aBa™", 50 — (£%)a, (S = T7 + [t, 5] + 3[t7,¢])a)).

b. La representacion adjunta de g*(n) ezpresada en la carta (uwo, @y, s), es:
ad: gl(n)+ S*(n) + S3(n) — Der(gl(n) + 5*(n)+ S*(n))
(e, t,T) — ((8,s,5) =
= ([, B],8% = 7, 5% = T° + [t,s]) = [(a, 8, T), (B, 5,9)]))-
Demostracién: Los automorfismos internos son
Imtia, 7y : GL(n) ®(8%(n) x §%(n)) — GL(n) 2(5%(n) x §%(n))
(u():ﬁlaﬂz) H(CL, t7T)(u07ﬁl’ﬂ2)(aat7T)“l

= (attoa=", (tyos 4~ )ay (Tyms g ([0, @] [ 8]+ [ 2,2]))a).

7
Mn

I

Teniendo en cuenta que

(i) las dos primeras componentes de Int(,, r)(uo, %, U;) son el au-
tomorfismo interno Inta,t) de GL(n) ® S*(n) (ver dem. al L.3)
y, por tanto, su derivada en (I,0) € GL(n) ® $*(n) es la repre-
sentacién adjunta en GL(n)® S%(n) (L.3.a),
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(ii) la derivada de la aplicacién GL(n) — S°(n), ug = (T,-1)a, en
I € GL(n) es igual a la aplicacién gl(n) — S3(n), B +— —(T?),,

(iii) la derivada de la aplicacién S*(n) — S?*(n), 4y — (U2),, en 0 €
5%(n) es igual a la aplicacién $%(n) — S3(n), S — S,

(iv) la derivada de la aplicacién GL(n) x §%*(n) — $%(n), (uo, ) —
([t, - ,U1))a, en (I, 0) es igual a la aplicacién gl(n)+ S5%(n) — S*(n),
(8, 5) = ([t, 5])as

(v) la derivada de la aplicacién S?*(n) — S%(n), @, — ([t,%1])a, en
0 € 5%(n) es igual a la aplicacién §*(n) — §%(n), s — ([t, 8])a,

(vi) la derivada de la aplicacién GL(n) — S*(n), uy — ([t,£,-1])a, en
I € GL(n) es igual a la aplicacién gl(n) — §*(n), 8 — ~([ 81) as

es facil probar que Ad, 1) := Int.,,1).|(1,0,0) €s la aplicacién dada en
el apartado a. Podemos escribir simplificadamente

Adg,‘L(n) 0 0
Ad(;s(n) : (a; t7 T) | — _(t<>)a (')a 0 €
(T =1t ([ Da (a

Para el apartado b, podemos escribir
Ad: (UQ,Il_I/l,’az) = ((ﬂ,s S)
— (UOIB‘U‘Ollv Suy (ﬂ )um( ﬁ’Z + S + [ ] + %[ﬂ}iﬁl])un))'

Teniendo en cuenta que

(i) las dos primeras componentes son la representacién adjunta en
GL(n)» 5*n),

(ii) las aplicaciones en que se descompone la tercera componente (colo-
cadas abajo en la primera columna) tienen por derivada en el punto
(w0, Uy, uz) = (I,0,0) las siguientes aplicaciones (colocadas abajo
en la segunda columna):

(u0>“2) H(ﬂ ( Uy )un) (avT) '_)(ﬁ — _Tﬂ)>
Ug H(S = Su,) a (8§ — 8§,
= (s ([21,8])u,) t (s [t s]),
(umul) (8 = 2([@],@])u,) (c, t) (s = 0).

es facil

0,0(a,t,T) es la aplicacién dada en
b. Podemos escribir simplificadamente

adt'™ 0 0
ad®™ : (a,t,T) — | —t0)  ()* 0 €
-T0 [ta'} )a

(-
€ Der(gl(n) + S?(n) + §%(n)).
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Lema 7

a. La representacion A* de G*(n), ezpresada en la carta (uo, @y, 4z), es:
A GL(n) 2(S%*(n) x $*(n),0) — GLR" + gl(n) + 5%(n))
(a,t,T) — ((v,8,8) =
s (o, ali(e) + B)a~ s (T(w) — 30— 19 1 5),)).

b. La representacion a® de g*(n), ezpresada en la carta (uo,u,us), es:

a®: gln) + S%n) + S3(n) — gl(R" + gl(n) + 5*(n))
(e,t,T) — ((v,8,8) = (av,t(v) + [a, 8],
T(v)+ s —t7)).

Demostracion: Seguimos el mismo esquema de la dem. a L.4. Se
parte (ver 1.4) de la aplicacién
17 Fz.(R")|U e ﬁz(R”)IV |
(W) = J(gethog™h),
construida a partir de un difeomorfismo g : U — V entre entornos de
0 € R", con g(0) = 0. Usando la identificacién
(u_i,t0,w;) = (L, up,u,) 0 €21 F2(R") —— R" x GL(n) x §%(n)
(W) (1(0), Diply, D*ply)

queda
I2: U x GL(n) x §*(n) — V x GL(n) x §%*(n)
(u’——laanul) .
(g(u_s), Dg'u,lung_woa ng[uq(ungMWWuODgwllo)'JF"
+ Dglu_lul(Dg_llm Dg_l‘o) + Dg\u_luo ng_]io)‘

Calculando la derivada en 7°(I) = (0,1,0), y teniendo en cuenta que

{Dg-wo = Dyl |

D2g1|, = — Dgly ' D?gly(Dgly ', Dgly ),
obtenemos
Als ) 1= 12 R" + gl(n) + S*(n) — R" + gl(n) + §*(n)

(v,8,5) —
(Dglyv, D2gly(v)Dgly" + Dgl,BDgly", D*gly(v, Dyl ', Dygly') +
+ D%g|(8Dgl,", Dglg") + Dglo(Dyly',BDgl; ") +
+ Dglos(Dgly ', Dgly') = Dglo(v, Dgly' D?glo( Dyly ', Dyls ) —

1
)
— Dg|,8Dgl," D?g|,(Dgly", Dgl; "))

g *

(0,1,0)
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Usando la carta (uo, @, 3), en la cual (ug, @1, %2)(5%(9)) = (a,t,T) con
a = Dgl,, tEDgl(;lng‘o y
T = Dgl,' D*gl, — $8(Dgly D*glo(-) Dgly D?glo(,)),
la aplicacién A?S( g) viene dada por
A?aﬁt’T)(v,,B, s) = (av,a(t(v)+ B)a ', aTl(v,a ', a ") +
1
+ i(at(v, t(a=ta™ ) + at(a Y t(v,a™h)) + at(a ' t(a™ ", v))) +
+ at(fa~t,a )+ at(at, Bat) 4 as(a™, e -
—at(v,t(a”',a™ ")) — aft(a ', a™ ),

y el resultado se obtiene. Para demostrar b, si escribimos A" en la forma
simplificada:

a 0 0
A3 . (a7 t, T) s Adg;L(n)t(‘) Adg}L(n) 0
(T() = 3t')a —(tD)a (a

EGL(R" + gl(n)+
+52%(n)),

es facil comprobar que a” := Afk(h&g) = A"

*

es
i3(0)

a 0 0
a*: (e, t, ) | t() ad¥™ 0 | € gl(R" + gl(n) + 5*(n)),
T(:) —tO ()

y el resultado se sigue.

Nota 9 Siidentificamos gl(n)+ 5*(n) = (0,9 (n)+52(n)) CR"+
gl(n) 4+ S*(n) resulta, V(a,t,T) € GL(n) 2(5%*(n) x S3(n), a),

) Ad( L(n) ® SQ(n)

AdSHm 0
) (a L)

3
Al st +52(n) = (ﬁ(t('))a ()

]

A diferencia de lo que ocurre en el grupo de orden 2 (N.7.a), la
secuencia exacta 1 — S%(n) — G*(n) —» G*(n) — 1 no escinde,
G*(n) no puede verse como subgrupo de G*(n) bajo la inclusién
(a,t) — (a,t,0) (pues ésta no es un homomorfismo) y la repre-
sentacién A’ no restringe a una representacién de GL(n)  S?(n)
que fuera de la forma

GL(n) © 5%(n) — GL(R" + gl(n) + $%(n)), (a,6) > Al )

(ver, sin embargo, en el 1..40, Cap.VI, lo que ocurre con subgrupos
G de GL(n) con segunda prolongacién gy = 0).






Capitulo III

Los fibrados de referencias.

En la seccién 1 de este capitulo se dan, sin demostracién, una serie de propie-
dades, mas o menos bien conocidas, del fibrado de referencias de orden 7,
F"(M) (r > 0), sobre una variedad M de dimensiéon n, que constituye un
fibrado principal con grupo de estructura G"(n); el objetivo de esta seccién es
simplemente enmarcar el contezto en el que, en la siguiente seccién, se llevara
a cabo el tratamiento detallado del fibrado F*(M) de referencias de orden 2.
Como bibliografia general para esta seccién pueden citarse los trabajos [Kol],
[G-S], [Yue] y otros.

A continuacién (Sec.2) analizamos el fibrado F*(M) — M. Lo especifico de
nuestro estudio estriba en la identificacién de F*(M) con su imagen en L(LM)
bajo una inmersién canénica inyectiva; dicha imagen no es otra cosa que la
llamada primera prolongacidn (LM ), de LM. El objetivo de esta identificacién
(que subyace a la idea de las prolongaciones) es “linealizar” el tratamiento de
las derivadas de orden superior. Procedemos asi:

Comenzamos definiendo (D.2) el conjunto (LM ), C L(LM); los elementos de
(LM); son las referencias lineales sobre LM asociadas de modo natu-
ral a los n-subespacios horizontales para las posibles conexiones lineales
simétricas sobre M; dichos n-subespacios estan, también, en correspon-
dencia (N.10.d) con el conjunto de 1-jets de aquellas secciones (locales)
de LM — M que, tomadas como bases locales de campos de vectores
sobre M, tienen todos los corchetes de Lie nulos (“1-jets holénomos”).

Se prueba (L.8) que (LM), es una G-estructura sobre LM, con G = 5%(n),
y una subvariedad regular de L(LM). La correspondiente S*(n)-accién
junto con cierta G'L(n)-accién sobre (LM ), (naturalmente definida, D.5

y N.13.a) se componen para dar una GL(n) ® S*(n)-accién sobre (LM),
que hace de éste un fibrado principal (LM),(M,GL(n) 2 S*(n)) (L.9).

Existe (L.10) una inmersién inyectiva de F*(M) en L(LM), cuya imagen

37
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es (LM );; se prueba (T.1) que dicha inmersién es un isomorfismo de fi-
brados principales entre F*(M)(M,G*(n)) y (LM)(M,GL(n) 2 S*(n)),
cuyo correspondiente isomorfismo de grupos es el que ha sido estudiado
en Cap.l1.2.2.

Merece la pena destacar que este isomorfismo permite caracterizar F*(M) en
términos de 2-jets de inversas de cartas normales correspondientes a conexiones
lineales simétricas sobre M (L.11). Destaquemos también la introduccion, para
cada conexién lineal A, de la funcién (D.4) Ty : (LM); — L*(n) que, por asf
decirlo, parametriza los n-subespacios horizontales para las conexiones lineales
simétricas, respecto de los n-subespacios A-horizontales (cuando la propia A es
simétrica la funcién Y toma valores en S?(n)); esta funcién jugard un papel
importante mas adelante.

1 Para orden arbitrario.

En toda esta seccion r» € N, » > 0.

1.1 Su construccién.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, M su atlas maximal y
My C M el conjunto de cartas que tienen al 0 en su imagen. Sea M el
conjunto de inversas de cartas en M,. Establecemos en Mg la relacién de
equivalencia ~ definida por:

o~ ¢ sii p(0)=¢'(0) y D(zop)l,= D'(zo¢’)], , ¥scon 1 <s <,

siendo = una carta arbitraria en M con ¢(0) en su dominio. La definicién
T . . - -

de ~ es independiente de z. Una clase de equivalencia con representante ¢

se denotard por 57(¢) v es llamada una referencia de orden r (o r-referencia)

en ¢(0). Sea F'(M) = MJ]/L el conjunto de referencias de orden r. (El

caso M = R" ya lo hemos tratado en el apartado I1.1.4) F"(M) tiene una
estructura de fibrado principal sobre M ([Kol]), con:

(i) proyeccién
™: F' (M) — M
i) — ¢(0),

(ii) G"(n)-accién por la derecha

R;r(q)]r(sa) = .77(90) 'jT(g) = jr((’pog%
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(i) y trivializaciones locales las siguientes biyecciones definidas para cada

carta (z,U) € M:

v (M)l — U x G"(n)
i"(e) o (#(0), 7 (Tse(o) o o))

(recordar que T, es la traslacién en R"™ por v € R").

Dada una carta (z,U) en M, usaremos o bien la carta inducida en

Fr(M):
(2 _ 1,20y @1y e ey @rq) i= (TyUoy Uty evyUp_q) o0 PL

F'(M)ly — R" x GL(n) x S*(n) X --- x §7(n)
i"(e) > ((z09)(0), D(z o @)lo, D*(z 0 @)0; - -, D"(2 0 0)lo),
o bien otras cartas inducidas como detallaremos en los casos r = 2 y

r = 3. Se ha prescindido de componer con T_, () pues las sucesivas
derivaciones D, ..., D" no son afectadas por una traslacién.

Para todo 1 < r' < 7, la proyeccién «™"" : F"(M) — F"'(M), 7 (¢) —
jT’((p), es un homomorfismo de fibrados principales correspondiente al homo-
morfismo de grupos A7 del apartado I1.1.1. Ademds, F”"(M) resulta ser un
fibrado principal trivializable sobre F"'(M), con grupo de estructura G™ (n).

Se demuestra ficilmente que 77" : F"(M) — F (M) es un fibrado
principal con los siguientes pasos:

(i) Fr(M) — FT(M)/GT,T’(n) es fibrado principal ([Die, 16.4.8]).
(ii) Se establece la biyeccién
FT(M)/GT,TI(TL) —> FT’(M)

i

57 ()] — 7" (9),

probandose que es independiente de los representantes j'(¢) en
[77(¢)] v p en j" (p) elegidos.

(iii) Utilizando cartas adaptadas se observa que la anterior biyeccién es
un difeomorfismo. El resultado es ya inmediato.

Por ser G™"'(n) difeomorfo a la variedad afin §7+'(n) x -+ x §7(n),
el fibrado principal 7™ : F"(M) — F" (M) es trivializable ([Die,
16.14.5]).
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Fr(M)
7" F'I(M)
M

El fibrado de referencias de primer orden F'(M) es canénicamente isomorfo
al fibrado de referencias lineales LM (ver 1.4.1), bajo el isomorfismo

i'(e) = (1= e : R — TyoyM),

correspondiente al isomorfismo canénico de los grupos G'(n) y GL(n) (ver
I1.1.1). Nosotros identificaremos ambos fibrados y denotaremos indistinta-

mente un elemento de LM por j'(¢) 6 I = ¢.]o. En esta identificacién se tiene

que 7! = 7k

Enelcasor = 1, y teniendo en cuenta el isomorfismo candnico F'' (M) =
LM, la carta (z_y, z) de F''(M) coincide con la inducida por (z,U) en
LM (ver 1.4.2).

1.2 Como fibrados de referencias lineales.

Para r > 1, existe una inmersidn regular candnica, que denotaremos por ¢, de
F"(M) en L(F""'(M)), obtenida por el siguiente procedimiento (en la seccién
2 lo haremos con todo detalle para el caso r = 2):

(i) Sea ¢ : U — V un difeomorfismo entre un entorno U de 0 € R" y un
abierto V de M. Definamos

Jr_lip . Fr_l(Rn)h] — Fr—«l(M)'V
A ) e M (R

Es facil ver que la aplicaciéon tangente

(S ).

1) : Tjr~1(I)FT"}(Rn) —_— Tj'r’—l((p)FTA] (M)
depende de hecho de j7(y) (nétese que, aunque J"'p(577'()) depende,
en general, del (r — 1)-jet de ¢ en (0) # 0, la aplicacién tangente
(Jr_lw)*]jr_lm depende del r-jet de ¢ en 0).
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(i)

(iii)

1.3

Identificando, via ¥"~!, F"~}(R") con la variedad producto R" x G"~'(n)
(ver el apartado I1.1.4) y, por tanto, Tjr—l(])Fr_](Rn) con R + g"~1(n),

se obtiene la aplicacién:
o FT(M) — L(F™Y(M))
i"e) — (Tl gy s R 4@7 7 () = Tjroa () F77H (M)

Es facil ver, utilizando las cartas locales en F""'(M) a que se ha hecho
antes referencia, que la aplicacién " es en efecto una inmersién inyectiva.

Si consideramos el fibrado principal 77! : F"(M) — F"7'(M) con
grupo de estructura G™"~!(n) (ver el parrafo anterior) se puede probar

que " define a F"(M) como subfibrado principal de L(F""'(M)) (=
7wl ot = 7" ~1) asociado al monomorfismo de grupos 3" := A" |grr-1(n) :
G"H(n) —» GL(R"+g " '(n)). Alser 57(G""'(n)) un subgrupo cerrado
de GL(R" + g !(n)), la imagen ¢"(F"(M)) resulta ser una subvariedad

regular de L(F™'(M)).

Fr(M) " L(F™ (M)

N A
P

Frfl

/"‘

="

M

La forma candnica.

Consideremos, para r > 1, la 1-forma canénica 8 sobre L(F™'(M)) definida
(ver el apartado .4.1) como la 1-forma (R" 4 g"~!(n))-valuada siguiente:

04(X) = 17" (x".X), Vi€ L(FT'(M)), VX € TL(F"(M)).

Pues bien, definimos la 1-forma candnica 8" € A*(FT(M),R" +¢g"~'(n)) como

" = oL,

Se puede comprobar que 8" es de tipo A" ([Kol],[Gui]). En IV.1.1lo compro-
baremos explicitamente para el caso r = 2.

Sig:

Fr(M) — F"(M') es un difeomorfismo local tal que ¢ = J ¢, para algin

difeomorfismo local ¢ : M — M’', entonces ¢*6'" = 6" (véase [Kol]; también
se da el reciproco, véase [G-S]).
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2 El fibrado de referencias de segundo orden.

El caso r = 2 es el fibrado de referencias de sequndo orden F?*(M) y es el
que vamos a estudiar en este capitulo. Por definicién, F*(M) es el conjunto

. —_ ./ . . 2 .
cociente de M ' sobre la relacién de equivalencia ~ definida por

o g s p(0)=¢/(0), D(zop)ly=D(we¢)l, v D*(zop)| =D (zo¢)

0’

siendo = una carta en M con ¢(0) en su dominio.

Sabemos (ver 1.1) que

. F*(M) — M
i*(p) > ¢(0)

es un fibrado principal con grupo de estructura G*(n), ddndose el isomorfismo

)

(uwo, 1) : G*(n) — GL(n) 2 S5*(n)
i*(9) — (Dgly, Dgly’ D)
y también que
bl F*(M) — F'Y(M)=LM
i*(e) — 3'(y)
es un fibrado principal trivializable cuyo grupo de estructura es el grupo

abeliano G*!'(n) at Sz(n).

Dada una carta (z,U) en M, se tiene (ver III.1.1) la siguiente trivializaciéon

local de F*(M):

‘Iffr FQ(M)IU — UXGZ(’IZ)
P*(e) > ((0), 73 (T-w(p)) oo ®));
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y, consecuentemente, la carta inducida en F*(M):
(z_1,20,21) = (mz,a:;,a:;k) = (:z:,uo,ﬂl)o\]?f7 :
Fz(]‘/[)‘[j — R" % GL('IL) X Sz(n)
7*(p)  — (2(¢(0)), D(z o), D(zop)lg' D*(zop)lo).

Es inmediato ver que, en esta carta, la accién R? es

(21,20, il)(jz(‘/) 0g)) = (z— (j2(90))7 wg(jz(go))a, a’mljl(jz(‘P))(aa a) +t),

siendo a = uo(j%(9)) v t = w (5*(g))-

Se podria usar la carta (ver IIL1.1) (z_;,zo, ;) := (&, U, us) o ¥2, que es lo
que se hace habitualmente ([Ko2, p.140],[CDL, p.192},[Sal]); pero esto com-
plica los calculos al no aprovechar la estructura de producto semidirecto. Para
cambiar de coordenadas téngase en cuenta que z; = 2oZ; (ver L.1).

Definimos a continuacién (apartado 2.1) la primera prolongacidn (LM ), de
LM, que es una subvariedad regular de L(LM), y en el apartado 2.2 veremos
con todo detalle la inmersién regular de F?(M) en L(LM) que fue esbozada en
el apartado 1.2 y cémo de esta forma F*(M) puede identificarse con (LM);.

2.1 La primera prolongacién de LM.

El fibrado principal L(LM) tiene base LM y grupo de estructura GL(R" +
gl(n)). Sus elementos son isomorfismos del tipo R" + gl(n) — T;LM con
l € LM. Consideremos en primer lugar el siguiente subconjunto de L(LM ):

Definicién 2 La primera prolongacién' (LM ), de LM es el conjunto de re-
ferencias bineales z € L(LM) que verifican las condiciones siguientes:

a. V a € gl(n), 2(0,a) = of|; para algin I € LM.
b. VveR"y a € glln), 0°(2(v,a)) =v.
c. d0L|(Hszz) =0, defintendo H” := z(R",0).

Denotaremos por 1 la proyeccion (LM ), — LM, restriccion de la proyeccion
L(LM) — LM. Denotaremos por 7 la proyeccion (LM); — M, m := nlo1l
(recuérdese que w" es la proyeccion LM — M ).

'Corresponde a la nocién de prolongacién de G-estructuras que da Kobayashi en [Ko2,
p.22], considerando que LM es la GL(n)-estructura sobre M (ver Cap.VI).
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(LM), ——— L(LM)
N
” LM

M

Nota 10

a. La condicién a nos dice que z, aplicado al subespacio (0, gl(n)),
da el subespacio vertical de Ty;)LM. Puesto que z es un
isomorfismo lineal, la parte H* := z(R",0) es transversal a
la fibra y serd el subespacio horizontal en II(z) para alguna
conexién lineal. Ello permite definir el conjunto C, de cone-
xiones lineales (ver la siguiente nota (c¢)) que tienen a H* por
subespacio horizontal.

b. La condicién b nos dice que para cada A € C, se tiene z(v,0) =
B*(v)|1, siendo B*(v) el campo estdndar A-horizontal corres-
pondiente a v € R" (ya que §*(B*(v)|;)) = v, Vv € R").
Se obtiene que z(v,a) = B*v)|; + af|;, independientemente

de la A € C. que elijamos. Resulta entonces que z~' =

(9”1,).&1), VA€ CZ.

Cualquier n-subespacio H C T);LM transversal a la fibra de
L(LM) — LM determina univocamente un isomorfismo lineal
z :R" + gl(n) - T\LM que verifica a y b y tal que H = H*.
c. La condicién ¢ nos dice que los subespacios horizontales H*
tienen torsién nula ([Ko2, p.21]) por lo que consideraremos,

sin perder generalidad, que las conexiones lineales en C. son
simétricas.

En efecto, por la primera ecuacién de estructura de una
conexién lineal A, la torsién @, de X verifica @, = AAOY +
df*. Entonces, si X,Y € T;LM son A-horizontales, se tiene
que d0"(X,Y) = ©,(X,Y). Por tanto, la condicién ¢ implica
que O, se anula sobre T)LM si A € C,.

d. Consideremos el conjunto (LM), de referencias lineales z €
L(LM) que verifican las condiciones a y b de la definicién
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D.2. Es facil dotar a (LM), — LM de una estructura de fi-
brado afin, con fibra tipica L(R",gl(n)), isomorfo al fibrado
JYLM) — LM de 1-jets de secciones (locales) del fibrado
principal LM — M. Se puede ver que el subconjunto (LM ),
de (LM). se corresponde con el subconjunto de J'(LM) dado
por los 1-jets de aquellas secciones locales de LM — M tales
que, interpretadas como bases locales de campos de vectores
sobre M, sus corchetes de Lie se anulan. Pero no nos vamos a
detener en esta cuestién.

Sobrentenderemos que el grupo aditivo S?(n) se identifica con el subgrupo de
GL(R" + gl(n)) dado por la imagen del monomorfismo S?(n) — GL(R" +
gl(n)), t — A%I’t). Obtenemos el siguiente lema:

Lema 8 II : (LM), — LM es una reduccién de L(LM) — LM con grupo
de estructura S*(n) — GL(R" + gl(n)). Ademds (LM), es una subvariedad
reqular de L(LM).

Demostraciéon:

(i)

(i)

L(LM) — LM es trivializable: Basta tomar cualquier conexién
A en LM, que da una paralelizacién global de LM ([K-N, Pr.2.6,
p.122]) e induce una seccién diferenciable global oy de L(LM) —
LM. Entonces se tiene un difeomorfismo ¥, : L(LM) — LM x
GL(R" + gl(n)), que verifica ¥\(Imoy) = LM X {e}, con e el
elemento identidad de GL(R"+gl(n)). Consecuentemente, L(LM)
es reducible a cualquier subgrupo de GL(R" + g{(n)), en particular
a S%(n);y ¥, (LM x S?(n)) es una reduccién.

Existe una seccién diferenciable de L(LM) — LM que es seccién
de (LM), — LM: Basta tomar la seccién o, determinada por una
conexién A en LM que sea simétrica.

(LM), se obtiene como la érbita de o)(LM) bajo S*(n): Sea
l € LM y sea z € (LM), con II(2) = [ y tal que o,(I) = 2
Sea 2z’ € (LM), con II(2') = I. Probemos que 3t € S*(n) tal
que z' = ZoA(gl’t). Sabemos que z=! = (6%, A];), con XA € C,,
y que Z'(v,a) = BY(v)|; + a];, con X' € C,.. Se obtiene que
(2 (v,@)) = (v,A\(B*(v)]}) + a). Entonces, la composicién
z7 1o 2’ serd iguala./—l?“)(v, a) = (v,t(v)+a),paraalgint € 5*(n),
si y sélo si: Vo, w € R™, A(B* (v)],)w = A\(B" (w)|;)v. Ahora bien,

cualquier par de conexiones en LM simétricas A y A’ verifican

A(BY (i) € $%(n) C L(R",gl(n)), VI€ LM,
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ya que la primera ecuacién de estructura de la conexién A, df” =
—AAB, aplicada a los vectores X = B (v)|,, ¥ = B (w)];, nos
da d0Y(X,Y) = —A(BY (v)])w + A(BY (w)|,)v, y por la primera
ecuacién de estructura de la conexién X, d8"(X,Y) = 0.

(iii) De (i), (ii) y de la propiedad de las trivializaciones locales de un
fibrado principal se deduce:

(LM), = (Imoy)-8%(n)= ¥, (LM x {e})- §*(n) =
= U, (LM x §*n)),

(siendo X una conexién simétricaen LM y o, la seccién inducida)
que, por lo dicho antes, es una reduccién de L(LM) — LM a
5%(n).

(iv) Como S%(n) es un subgrupo cerrado de GL(R" + gl(n)), entonces
(LM), es una subvariedad regular de L(LM).

En la siguiente definicién recalcamos la accién principal que acabamos de men-

cionar del grupo S*(n) en el fibrado I : (LM ), — LM.
Definicién 3 La S*(n)-accidn sobre (LM), es:

(LM); x §*(n) — (LM),
(z,t) > Rz =zt := 20 Al .
Nota 11

a. Se verifica que IT1o R, = II.
b. SiAeC, y XN € C,; se verifica que:
2t(v,a) = Bw)li+ (t(v) + o),
B¥(v)li = Bw)li+ (¢v))l,
MN(X) = MX)—¢(6M(X)), VX e T\LM.
Por el frecuente uso que se va a hacer posteriormente introducimos la siguiente
definicion:
Definicién 4 Sea A una conezxidn lineal sobre M. Definimos la funcién
T: (LM), — L*(n)=L(R",gl(n))
z — T, = /\(B)‘I(')]n(z)) (VXN €C.,).
Nota 12

a. En el caso de que A sea simétrica (recuérdese que ' € C, ya lo
es) la funcién Ty estd valuada en S*(n), como se ha probado
en la dem.(ii) a L.8. Por otra parte, si A € C,, obviamente

Tl = 0.
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b. Se verifica (N.11.b): T,

c. Noétese que se verifica

2t T/\Iz + .

Tl = -N(B* () (YN C).

Efectivamente: Sean A y A’ dos conexiones lineales cuales-
quiera. Se tiene que, Vv € R", wf(B*v)|;) = l(v) =
7L (B (v),), con lo cual BN (v)|; = B*(v)|;+at|; (para cierto
a € gl(n)). Se sigue que

MBY (0)1) = a = =X (B(v)l).

Esta propiedad tendrd importancia en el capitulo siguiente.

d. Por lo dicho en la dem. a L.8, cada conexion lineal simétrica A
induce la trivializacién (global) de (LM ); — LM dada por:

Uy,: (LM);, — LM x 5%n)
z — (I(2), Tal,).

Conviene destacar que se verifica (ver (b))
\I’,\(zt) = (H(z), Tk‘z + t).

e. Sea (z,U) una carta de M y (z_1,z0) la carta inducida en LM
(ver 1.4.2). Sea A una conexién lineal sobre M, con I' sus
coeficientes en la carta z. Para cada z € (LM); se tiene
(VX € C,, con I' sus coeficientes en la carta z, y Vv € R";
ver 1.4.2)

L) = AB G =

= (x5 (Tom?)(dz_1)zo + 5 do)

l(1130’0 617_1 - (IV OWL)(iEU’U)iEU 5m0)|n(z) —

(33(7 (I‘OTI'L)(J}()’U)Q:O)‘H(Z)—

1 —(zg (T e ") (2o v)zo) () =
= (2 (T = ") om") (2o v)zo)ln(s)-

Il

Entonces, tanto si se toma A = A, (conexién lineal simétrica y
plana asociada a la carta z) como si se toma ¢ = z (carta A-
normal de M centrada en w(z) y correspondiente a cualquier
referencia lineal sobre 7(z)) se tiene I'|r(;) = 0 y queda

N, = ABY()ne) =
— —(m[jl(]_'" o’fFL) mo,mg)h‘[(z), VA, - CZ.
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El espacio total L(LM) admite, obviamente, la siguiente G L(n)-accién por la
derecha: L(LM) x GL(n) — L(LM), (z,a) — R ozo A%a’(,), que no preserva
las fibras de L(LM) — LM aunque si las de la proyeccién L(LM) — M. Es
inmediato ver que esta accién preserva (LM );.

Definicién 5 La GL(n)-accidn sobre (LM), es:

(LM), x GL(n) —> (LM),

(z,a) — R,z = za:= RL, OZOA%G’O).
Nota 13
a. La definicién dada de za es, precisamente, aquélla que corre-
sponde a la condicién RL (H?) = H?*, equivalente a que
CZ(l - CZ'

Efectivamente, Vv € R",za(v,0) = RL (z(av,0)), lo que
prueba la condicién. Reciprocamente: si se considera 2z’ €
(LM), determinado por RL (H*) = H*, entonces

(i) Yv € R", 3w € R", tal que 2/(v,0) = R%, (z(w,0)); se
sigue de D.2.b que

v o= O((v,0)) = P (EE. (x(w,0))) =
= a0 (z(w,0)) = a w;

con lo cual queda 2'(v,0) = RL (z(av,0));

(ii) y por D.2.a se obtiene que

Z(0,a) = ol = By ((aea™")|;) = R;.(2(0, aaa™)).
Se sigue que

Z(v,0) = Ry, (2(av,a0a™")) = Ry (2(Af 0)(v, @),

lo que implica, por D.5, que 2z’ = za.
b. Se verifica que [1o R, = R{; o II.

c. Respecto a la funcién de la definiciéon D.4, se verifica:

T/\‘za = (’I‘A|z)aw1 *

En efecto: por la nota (b), II(za) = II(z)a. Por otra parte,
YA e C,,

MBY (0)u) = ARL(BY(av)]) = a= A(BY (av) 1) =
= @' T (av)a = (], )as (v):



2. EL FIBRADO DE REFERENCIAS DE SEGUNDO ORDEN. 49

d. Es claro que la accién es diferenciable y libre, ya que la trivia-
lizacién global ¥y de (LM);, — LM, inducida (N.12.d) por

una conexién lineal simétrica A, verifica:
Vi(za) = (II(2)a, (Ta], )a—)-

e. Conviene sefialar que la accién RL sobre L(LM),inducida a par-
tir de la accién R* sobre LM, no preserva el conjunto (LM );.

Componiendo en el orden adecuado la GL(n)-accién y la S*(n)-accién definidas
en (LM), obtenemos:

Lema 9 (LM), es un fibrado principal sobre M con proyeccién m :=w= o1l y
la siguiente GL(n) ® S*(n)-accidn

R:(LM), x (GL(n) ® S*(n)) — (LM)
(z,(a,t)) = Rz = 2(a,t) = (2a)t =
=RE oz Afa’t).

Demostracién: La accién definida lo es por la derecha (se comprueba)
y es diferenciable (R, = R,0 R,). Por otra parte, la proyeccién 7 es
diferenciable pues es la composicién de las proyecciones 7l o II. Ademés
posee trivializaciones locales. En efecto: sea ¥* : LM|y, — U x GL(n)
una trivializacién local de LM. Sea A una conexién lineal simétrica y
U, : (LM), —» LM x §%*(n) la correspondiente trivializacién global de
(LM), — LM. Entonces

= (UL 4d) o Uy : (LM), |y — U x (GL(n) ® §*(n))

es una trivializacién local de (LM), — M. Por dltimo, estas trivializa-
ciones locales verifican ¥(z(a,t)) = ¥(2) - (a,t), donde la operacién -
indica la accién por la derecha del grupo GL(n) % $*(n) sobre el fibrado
trivial U x (GL(n) 2 $%(n)). En efecto (ver N.12.d y N.13.d):

¥(z(a,)) = (¥X(I(2)a), (Nl )ar +1¢) =
= (¥H(I(2))a, (Ta].)ar +1) =
(N-4(1)) (¥E(11(2)), Tal,) - (ast) =
U(z) - (a,t).

*

Il

Nota 14

a. HoR(a’t):HoRa:R‘goH.
b. R(u,l,) - Rt o Ra = Ra o Rta,-
2(a,t)(v,a) = B*v)|ia + (t(v) + )., VA eC,.

d. Respecto a la funcién de la definicién D.4, se verifica (por N.12.b
y N.13.c):

¢}

TA\Z(G,L) = (Tal.)ar + 1.



50 CAPITULO III. LOS FIBRADOS DE REFERENCIAS.

2.2 El isomorfismo entre F*(M) y (LM);.

Construyamos con todo detalle la correspondencia entre elementos de F*( M)
y referencias lineales sobre LM (recordar el apartado 1.2).

Definicion 6 Sea ¢ : U — V wun difeomorfismo entre un entorno U de
0 € R" y un abierto V de M. Definamos

p=Jy¢: LRy — LM|y
i) = J'(ps).

Nota 15

a. ¢ es un isomorfismo de fibrados principales ya que verifica:
p(3'() - 3'(9)) = (3" (¥)) - 5'(9)-
b. De forma natural se puede considerar @, |;i(;) como un elemento

de L(LLM) .

Recordemos que, por definicién de referencias lineales

(I.4.1), los elementos de L(LM) son los isomorfismos

lineales R" + gl(n) — T;LM, con Il € LM. Estos

isomorfismos pueden obtenerse como aplicaciones tan-
gentes de difeomorfismos

(i) entre entornos de (0,0) € R" + gl(n) y abiertos de
LM (identificando T,0)(R" +gl(n)) = R" +gl(n),
cosa que hacemos habitualmente cuando se trata
de espacios vectoriales, como se advirtié en 1.3.1),

(ii) o entre entornos de (0,I) € R" X GL(n) y abiertos
de LM (identificando T(o, n(R" X GL(n)) = R" +
gl(n)).

(iii) o entre entornos de j'(I) € L(R") = F'(R") (ver
el apartado 1.1) y abiertos de LM (identificando
le([)F‘ (R") = R" +gl(n), via el difeomorfismo ¥’
definido en I1.1.4, y teniendo en cuenta lo dicho en

(i1).

El caso de la nota N.15.b.iii es el que aqui hemos contemplado y nos permite
formular el siguiente lema.

Lema 10

a. El isomorfismo

(‘5*19-1 (1) :R" + g[(n) — le (cp)LM
depende solamente de 7%(y).
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b. La aplicacion
i FH (M) — L(LM)
]'2(90) = 95*“1(1)

es wnyechva.
c. La imagen de 1* es (LM),.

Demostracién: (a) Dada una carta (2,U) en M con ¢(0) € U y la
carta de LM inducida (z_;,z0) = (z', z}) (ver 1.4.2), tenemos que @ en
coordenadas es:
(¢_1,20)0p|ly: UxGL(n) — R" x GL(n)
(v,ia)  — (2(p(v)), D(zop)la).

Derivando se obtiene que:

(), a) = ., ) (v, @) =
+(D*(z o p)lo(v

lo que prueba que @ depende sélo de j*(y¢). Entonces ¢
definida.

(Do p)lo) B
)+ D20 9)lo0) B4

2 estd bien

(b) Veamos que es inyectiva. Si j%(¢) # 7%(¢') v i'(¢) # 7'(¢)
obviamente :?(5%(¢)) # *(§%(¢’)) pues son isomorfismos lineales con
distinto espacio imagen. Si 7%(¢) # 7%(¢') ¥y 7'(¢) = 7'(¢') entonces
D*(z o)l # D*(zo¢')|o, y la expresién de arriba muestra que los iso-
morfismos correspondientes son distintos.

(c) Sea z € (LM), conII(z) =ly XA € C,. En coordenadas se tiene (ver
1.4.2)

z(v,a) = Bv)li+ i =
= (20vd,_, — (Ton")(@ov)2o By, + 2o By,) |1

con I' = (I‘;k) los coeficientes de A en la carta z. Por otra parte, la
expresién general de un isomorfismo z : R™ + gl(n) — TLM es la dada
por (aqui es mas cémodo hacer explicitos los indices):

0
82:}'- I

z(v,a) = (Alv® + Aj%c b) + (Al 0" + Aljal)

Entonces z € (LM); si y sélo si se dan las siguientes condiciones:

(i) (45) = zo(l) € GL(n),
(i) Ay =0,
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(iil) (Alas) = zo(Da y
(iv) A’k = AkJ, ya que los coeficientes I' i son simétricos en los indices
inferiores.

La expresién de :*(j%(yp)) dada en la parte (a) muestra que efectiva-
mente se verifican las cuatro condiciones, pues zo(7'(¢)) = .00 @ilo =
D(zop)|, y D*(zop)|, es simétrico. Reciprocamente, si damos un
z € (LM), la misma parte (a) muestra que basta elegir j*(y) tal que

D(zop)l, = =zo(ll(2)) ¥
D?(z o )], —((Tom") (o, 20))In(z)-

El proceso para recuperar las 2-teferencias a partir de elementos de (LM ), tiene
una clara interpretacién geométrica. Sea z € (LM)y, con Il(2) =1l € LM y
w(z) =m € M, ysea XA € C,. Sea z) una carta A\-normal de M, centrada en m
(zx(m) = 0) y correspondiente a I (zx.|m = 17") ([K-N, p.147]). Probaremos
en el siguiente lema que la referencia de orden 2 en m, 7%(z3"), se corresponde,
via 1%, con z.

Lema 11 Sea z € (LM), vy para cada A € C, sea x5 una carta A-normal de
M centrada en w(z) correspondiente a la referencia lineal II(z). Entonces se

verifica que (*(5%(z}")) = 2.

Demostracion: A la vista del final de la demostraciéon de L.10.c, sélo
hay que probar que (usando como carta auxiliar la propia carta z = )

I(= D(zoz3 ")) = 2o(Il(2))
0(= D(zozy'))) = —((Tom")(@o,20))lns)-
(con T los coeficientes de A en = = z,); lo que es evidente ya que

[lrzy = 0).

Nota 16 Se sigue del lema anterior que, dada una conexién A en
LM y una seccién local o € Sec(LM|;), se tiene la siguiente tri-
vializacién local de F?(M):

1I!f\6 . FA(M)ly — Ux Gz(n)
7)) (#(0), 7 (Zr0(e(0) o P));
siendo ) () una carta normal para A centrada en m € U, corre-

spondiente a la referencia lineal o(m). Estas trivializaciones seran
importantes cuando tratemos G-estructuras (Cap.VI).
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La siguiente nota compara las trivializaciones inducidas por una carta de M
en (LM), y en F%(M), lo cual nos sera de utilidad en lo que sigue.

Nota 17 Sea (z,U) una carta de M. Esta da lugar a las siguientes
trivializaciones.

a. Una trivializacién local de LM — M (ver 1.4.2):

WL LMy — U xGL(n)
L (e, 2olD).

La correspondiente conexion lineal simétrica y plana A, (ver
1.4.2) da una trivializacién local de (LM); — LM (ver N.12.d
y e):

\II)\ .

E

(LM)1|U E— LM!U X SZ(’I”L)

Z = (H(Z)7 T/\miz)'
La composicién de ambas (como en la dem. de L.9) da una
trivializacién local de (LM); — M:

W, = (WL id)o Wy s (LM)y — U x (GL(n) ® S%(n))
z > (m(2), zo(1l(2)), 1o, 1,)-

b. Una trivializacién local de F*(M) — M (ver 1.1):

V. F*(M)y — UxG*n)
i(e) > (9(0), FH(T-s(e(0)) o T o))

Esta equivale a la trivializacién ¥, de (a) segin las corres-
pondencias

vZ

FZ(M)IU — U x GZ(TL)
L? J'(id,(uu,ﬁl))
(LM)\|y —=— U x (GL(n) 2 §%(n))

Efectivamente, Vz = *(5%(p)) € (LM ),|v (= I(2) = 7'(v)
y 7(z) = ¢(0)) y VA € C, con I sus coeficientes en la carta
z, se tiene:

T (205%e) = (¥g,id)(,(2)) =
= (\Ilf,id)(ﬂ(z),'f)‘mlz):
(Nize) = (¥H(T(2),

—(z5 (T o) (2o, 20))In(z)) =
= (9(0), zo(11(2)),
(25 (T o) (20, 20)) (2 );
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y, por otra parte, se tiene:

(21,20, 1)(5°()) = (id, (w0, %)) (¥5(3%(#))) =
=(id, (w0, 1)) ((0), jQ(T—-'L'(w(O)) oZop)) =
(IL.2.2) =((0), D(zop)lo, D(z o )5 D*(z o )l,) =
(Dem.L.10.6) =(p(0), 26(TT(2)), ~ (5 (T o 70, 20)) o)

Teorema 1 La aplicacidn ¢* : F*(M) — (LM);, es un isomorfismo de fi-
brados principales sobre M correspondiente al isomorfismo de grupos dado por

la biyeccion (uo, 1) : G*(n) — GL(n) ® 5*(n).

Demostracién: Resulta evidente que :* respeta las fibras e induce
la identidad en la base pues 72(3%(¢)) = ¢(0) y también 7 (:2(5%(p))) =
oL (TI(2(52(9)))) = 72 (31()) = ¢(0). A la vista de las correspondencias
entre las trivializaciones locales de F*(M) y de (LM ), (ver N.17.c), sélo
queda por probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

R2

F2(M) x G*(n) LN 1678

l(ﬁ,(uu,ﬁl)) LZ

(LM), x (GL(n)® 5%(n)) ——— (LM),.

Y en efecto, sea j2(g) € G*(n), y sea (uo,%1)(5%*(9)) = (a,t), con a =
Dgl, vy t = DglngngO; entonces se tiene (trabajando en la trivia-
lizacién ¥,)

U, (P(R i (9)) = ¥o(i(5%(p0g))) =
= ((pog)(0), D(zopog)ly, D(zopog)ls'
D*(zopog)ly) =
= (90(0)5 D(:E 0()0)10“7 aviD(m ° 20)551
(D*(zop)lo(a,a) + D(zop)l,D?gly)) =
= (@(0), D(zop)lya, (D(zop)ly'
DZ(‘E °<P)‘())a‘1 + t) =
(#(0), D(zop)l,, D(z ow)ia‘Dz(w(cso))io)-
(a,t) =

fl

(N.5(1))

(N.16.c) = ¥.((5%(#))) - (a,8) =
= U, (R (5%()))-

Corolario 1 Se verifica que * : F*(M) — L(LM) es una inmersion regular.

Demostracién: Se sigue del teorema T.1 y del lema L.8.
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Nota 18 La situacién obtenida se resume en el siguiente diagrama:

I,2 o
F*(M (LM), 32(p) ——— @iy =
s\ M ]
! " ,f L |
/ “ /
/ \\\ i
A F (M)=LM /= \i'(#) = ulo=1/
\ // \\\ //
\\ = 7‘_L// \\\ /
/ \\. /
\v // \ //
\‘\‘ ’/ \‘( ’/
M p(0)=m

En lo que sigue usaremos, cuando convenga, las identificaciones
que proporciona el anterior diagrama, y también la identificacién
de grupos, obtenida en el capitulo II, que resumimos en el siguiente

diagrama:
. (0,1 )
G*(n) GL(n)® S*(n 7%(9) F#»(Dq[O,Dg{Q D?g|,)
[32] \ /

Dg’o

L(n),

Nota 19 Los isomorfismos lineales z € (LM); en las coor-
denadas de F*(M). Sea (z,U) una carta de M y (z_1,2z0,21) la
carta inducida de F?(M) (ver al comienzo de la seccién 2). Identi-

fiquemos F*(M) con (LM); (T.1).

a. Sea z € F*(M), con II(z) = l. Se verifica que 2_1(2) = z_1(I) y
zo(z) = zo(l). Si X € C, y T' = (%) son sus componentes en
la carta (z,U), sabemos que se tiene

2(v,a) = Bv)li+ o =
(1.4.2) = (zevdy_, — (Lo ) (@ov) T Opy + o0t Oy )1

Por otra parte, se deduce de la dem. a L.10.c que

Z1(z) = —2o(2) Tl (@0(2), 20(2)) = —(Tla(z))mo (- = Dro .
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(la dltima igualdad se sigue de la nota N.12.e). Por tanto se
tiene que, como isomorfismo lineal, z se escribe en coordenadas

z: R"+gln) — T LM
(v, (2o(2)v)0:_, it
+(zo(2)21(2)(v) + m0(2) ) a1

Nétese que {9,_, |1, O, |1} €s la base coordenada de T} LM para
la carta inducida en LM. También se obtiene en coordenadas
que

B (v)|i = (za(2)v)0:_, i — (20(2)21(2)(v)) a1

b. Definamos la seccién o2 de F*(M) sobre U inducida por la carta

r:
o2: U — F*M)
mo jZ(m_loTx(m)))
cuyas coordenadas son (z_;,z0,Z;)o02 = (z,1,0). Se veri-

fica que Moo? = ok (ver 1.4.2). Se sigue de (a) que, como
isomorfismo lineal, *(m) se escribe en coordenadas

ci(m): R"+gl(n) — T,opmlM

A (’U, a) _— v a@»i ](fg(m) + a arg !0'53’(7")'

Nétese que, para cualquier conexién A en LM, con I' sus coe-
ficientes en la carta z, se tiene que

'I\,\oc':f7 =T.

En efecto: Para cualquier X' € Cy2(m), con m € U, la funcién
de coeficientes TV de A’ en la propia carta = es igual a 0 en
m, como se deduce de

BY (1) o2 (my = (N.10.b) 02(m)(v,0) = v 8, _, |or (m)

y de la expresién de B (v) dada en 1.4.2. Entonces, por la
nota N.12.e,

T)"aﬁ(m)(v) = (mal(r07('[‘)(.’,80’1))230)‘0.5(7”) =

= T|n(v)-

Nétese asimismo que la conexién lineal (localmente definida)
A, simétrica y plana asociada a la carta = (con coeficientes en
la carta z: I'|,, = 0, Vm € U) verifica A, € Co2(m), Ym € U.



Capitulo IV

Conexiones de segundo orden

En este capitulo se analizan las conexiones en el fibrado de referencias de
segundo orden F?(M) (coneziones de sequndo orden) sobre una variedad M.

Fn las dos primeras secciones se tratan conceptos estandar: la forma canénica 6
en F?(M), que es (bajo la identificacién F*(M) = (LM);, Cap.III) la definida
en (LM); como subfibrado de un fibrado de referencias lineales, y que, por
tanto, es (R™ +gl(n))-valuada (1.1); los campos fundamentales en F*(M) (1.2);
las definiciones de conexién de segundo orden w y de la conexion lineal inducida
A, (2.1); y, finalmente, la nocién de campos estandar horizontales para w. El
tratamiento de estas dos secciones difiere del habitual (véase [Ko2|, [Sal] y
[CDL]) en el uso sistematico de las identificaciones de G*(n) con GL(n) ® 5%(n)
y de F*(M) con (LM), que han sido estudiadas en los capitulos anteriores (lo
que, entre otras cosas, conduce a expresiones coordenadas diferentes de las

habituales, N.20, 22, 24 y 25).

En la seccién 3, una vez definida la “torsién” O, de una una conexion de
segundo orden w como la diferencial exterior covariante respecto de w de la
forma candnica 6, se obtienen las ecuaciones de estructura de w (T.2):

2

La primera, relativa a ©,, se debe a Yuen ([Yuel]), quien la obtiene para
conexiones en el fibrado (mds amplio) de las llamadas referencias “semi-
holénomas”; aqui damos una demostracién algo diferente.

; aq g

La segunda, relativa a la curvatura ), de w, es la bien conocida ecuacién de
estructura de una conexién en cualquier fibrado principal.

Diferenciando covariantemente las ecuaciones anteriores obtenemos las con-
siguientes ecuaciones del tipo de las identidades de Bianchi (C.2). Los resulta-
dos de estas tres primeras secciones, junto con los de la seccién I1.2, han sido

publicados en [A-S].

a7
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Por tultimo (seccién 4), y en base a un resultado de Kobayashi (L.17) que es-
tablece la correspondencia biyectiva entre conexiones lineales simétricas sobre
M y secciones globales equivariantes de la proyeccién F?*(M) — LM, se in-
troduce (D.15) la nocién de conexién de segundo orden w)y inducida por una
conexién lineal simétrica A, se estudian sus propiedades (L.18) y se dan las ex-
presiones (T.3) de su torsién y curvatura en funcién de la torsién y curvatura
de la conexién lineal A y de la funcién T, asociada; notese que, en este caso,
la parte gl(n)-valuada de la torsién de wy es igual a la imagen inversa por la
proyeccién F?*(M) — LM de la curvatura de A.

1 Forma candnica y campos fundamentales.

1.1 Forma candnica sobre F?(M).

El teorema T.1 del capitulo anterior nos permite sdentificar F*(M) con (LM );.
Admitida esta identificacién es inmediato ver que la I-forma candnica 6% so-
bre F?(M) (ver el apartado III.1.3) coincide con la restriccion de la 1-forma
canénica sobre L(LM) al subfibrado (LM);. La denotaremos simplemente por
0 y la podemos redefinir del siguiente modo:

Definicién 7 La I-forma candnica sobre F*(M), 6=(0_1,6,)eA' (F*(M),R"+
gl(n)) se define por

0(X):=2"Y(I.X), Vze F*M), VX € T.F}(M).
0_, y 8y son las componentes R"- y GL(n)-valuadas de 6.
Lema 12 Se verifica que:
a. 6 es pseudotensorial de tipo A*, es decir: Ry, j0 = A{, y-16.
b. 6_, =T*0" y 6|, = (II"N)]., VA € C..
c. df_y = —6,A0_,.
Demostracién: ([Ogi, §3], [Ko2, IV, Prop. 5.1 y 5.2 ], [CDL, 10.2])

(a) Sea X € T,F?(M). Entonces R, ). X € T,ounF?(M) y, por la
N.13.a, L. Ry ). X = (ILo R(a)) X = (RLOII). X . Se sigue que

O(Rian X) = (2(a,1)"'((REoT0),X) =
(L.9) = (REozo A, ) (REoT).X) =
= (Al oz HILX) =
= Aly-10(X).
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(b) Es inmediato pues (ver N.10.b) 27! = (6"|11(), Al1i()), para A € C.;
asf (X) = 2" Y(ILX) = (6“(T1,. X ), A(IL.X)).

(¢) Tomemos una conexién lineal simétrica A € C,, entonces su primera
ecuacién de estructura nos dice que df = —AAG%, y se obtiene:

do_,|, = (por b)db" . (I, IL)]. = —(AAGY) o (1L, IL)|, =
= —(I*AATI*OY)|, = (por b) — (6oA0_1)l..

Nota 20 Coordenadas de 6. Sea (z,U) una carta en M y
(z_1,2z0,Z1) la carta inducida en F?(M) (ver al comienzo de la
seccién I11.2). La forma canénica sobre F*(M), 6§ = (6_1,0,) =

(6%e;, H}Eg), tiene en coordenadas las siguientes expresiones equiva-

lentes:
64, = m()(z)7]d$—1[z
0ol. = zo(2) 'dao|, — Z1(2)(zo(2) Hdz_y]2),
Vze F*(M)|u;
o
6_1 = mgldm_l
90 == 251d$0 - i1($51d£_1),
)

6 = (z7")dz
6 = (o)dad — ol da")

En efecto: sea X € T,F*(M), con z € F*(M)|y y | = II(2); en

coordenadas es
X =v0, |.+ady|. + 50,

siendo v = (v') € R", a = () € gl(n), s = (sj;) € §*(n). Por
definicién 6(X) := z7'(I[,X); como ILX = v0,_,|; + a8,,|; (en
coordenadas de LM), se tiene que

6(X) = z Y v, i +ad,li)=
(N.19.a) = (zo(2) v, z0(2) ' — Z1(2)(zo(2) " '0)),

v las expresiones se siguen.

Se comprueba que la expresién de # dada aqui en coordenadas
(z_1,2z0,%,) se corresponde con la dada en [Ko2, p.141] o [CDL,
p.195] en coordenadas (z_1,zo, 1) (recordar lo dicho al comienzo
de la seccién II1.2).
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1.2 Campos fundamentales de F?(M).

Los campos fundamentales de F*(M) verifican las siguientes propiedades.

Lema 13 Sea (a,s) y of los campos fundamentales de F*(M) y LM, res-
pectivamente, correspondientes a (a,s) € gl(n) B 5*(n) y a € gl(n). Se veri-
fica:

a. (@,8)'].(00) = Ran)-(Ad(an(; 8))]: = Riagy(aca™, sa — (t%)a )
b. [(e,8)%,(8,1)"] = [(e,5),(8,1)].

. T((a ).) = @l

d. 0((a,sY1.) = (0,).

Demostracion: La partes a y b se siguen de propiedades generales de

2z

los campos fundamentales de un fibrado principal.

La parte c se sigue de que II es un homomorfismo de fibrados principales.
En efecto: el homomorfismo de grupos correspondiente a II es

pi: GL(n)® S*(n) — GL(n)

(a,t) s a,
que induce el homomorfismo de algebras

Pilr0) gl(n)d §*(n) — gl(n)
a.

(a,t) —

Si Exzp y exp son las aplicaciones exponenciales de GL(n)® S*(n) y
de GL(n), respectivamente, se verifica que p;oEzp = ezpop;.|(,0
(véase por ejemplo [GHV, p.35]). Es decir, que la GL(n)-componente
de Ezp(a,s) es igual a ezpa. Entonces (por N.14.a) se tiene que
I(z Ezp(a, s)) = II(z) exp a. Ahora, siendo f € F(LM), se sigue que

(a8 .(f) = (o) .(foTD) := | (fo)(z Ezpe(a, s))
= | fleapea) = aug(f).

Probemos la parte d:

0((a,5)].) = (por LL0b)(O5(IL. (e, s):[.), A(IL(a, s):1.)) =
= (por ¢)(0(@ (o)), Aefluc)) = (0, ).

Nota 21 Por L.13.d, contrariamente al caso lineal, § no es tenso-
rial, es decir, no se anula sobre cualquier vector vertical.
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Nota 22 Coordenadas de los campos fundamentales. El
campo fundamental (a,s)* de F*(M) tiene en coordenadas (vale
lo dicho en N.19) las siguientes expresiones equivalentes:

-+ (s = (81(2))") 0, |2, V2 € F*(M)|u;

(e, 8)]: = @o(2)a Or,

O~

(a,s)ﬂ = Lo 8170 + (S - (’El)a)afl'

En efecto: es obvio que, sobre la seccién o? de F?(M) sobre U
inducida por la carta (z,U) (ver N.19.b), cuyas coordenadas son
(z_1,20,Z,) 002 = (2,1,0), se tiene (Ym € U)

(@, )" o2(m) = @ 0uylo2(m) + 8 Oz, |o2(m)-

Para calcular (a,s)!|, (con z arbitrario en F?(M)|;) usaremos el
lema L.11.a. Calculemos primeramente R, . en las coordenadas
(z_y,20,%;). De la expresién (ver II1.2)

(21,20, )(Biay?) = (2-1(2), 20(2)a, (21(2))a s + ),
se sigue que

R(a,t)*(v 631:_1.2 + aaﬁtutz + s 6f1lz) =
= 61:411z(a,t) + aa arglz(a,t) + 8g-1 8i1 lz(a,t)-

Ahora, como z = oZ(m)(zo(z),Z:(2)), Vz € F*(M)|y, con w(z)=

m, se tiene que

(o, 8] = (@ 8)|ozim)wo(z)oi()) =
(L.13.a) = R(zy(e),a:(2)) = (Bo(2) o (2) 7,

(5 = (21(2)))woz) oz(m) =
zo(2)a s, |- + (s — (£1(2))*)0z, .-

Il

Se comprueba que la expresién de (o, s)* dada aqui en coordenadas
(z_1,20,%1) se corresponde con la dada en [CDL, p.198] en coor-
denadas (z_1,z,21) (recordar lo dicho al comienzo de la seccién

I11.2).

Para el siguiente lema recordemos la definicién D.4 (apartado I11.2.1).

Lema 14 Sea A una conexion lineal. Se verifica:

((X,S)ﬁTA = “(T)‘)a + s.
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Demostracién: Calculemos primero (a,0)!],(Yy). Sean Ezp y ezp
las aplicaciones exponenciales de GL(n) % S*(n) y de GL(n), respecti-
vamente. El homomorfismo de grupos

GL(n) — GL(n)» S*(n)

a — (a,0),
induce el homomorfismo de algebras

gl(n) — gl(n) > S*(n)

a (a, 0).

Se sigue que (expa,0) = Ezp(a,0). Entonces

TNl , N Tl -1
§ T 1z Exp e(a,0) zZ g z(exp car,0) z
(e, 0)].(1y) = lim ; = lim - =
T exp —ex) T
(N.13.c):y§3( ) > )= D, = —(1l,)"

Calculemos ahora (0, s)!|,(Yy). El homomorfismo de grupos

S5*(n) — GL(n)®» S*(n)
t b (I,1),

induce el homomorfismo de algebras

S5%(n) — gl(n)®» S*(n)

s e (0, s).

Se sigue, como arriba, que (I,ezp®(s) = Ezp(0,s), con exp’ ™) 1a
aplicacién exponencial en el grupo de Lie §%(n), que, como es abeliano,
es la aplicacién identidad en S$?(n). Entonces

T)\!zEmpe(O,.s) - T)\iz — lim T’\iz(la“) - T)‘IZ

4 BERT
(0, 8)1.(13) = limm : iy 22
‘ -7
(N.11.b) = lin& B, +es Al — s
e— €

Como (a, s)" = (a,0)" + (0, 5)*, el resultado se sigue.

2 Conexiones de segundo orden.

2.1 Definicion. Conexion lineal inducida.

En general, definimos una conezidn de orden r como una conexién en el fibrado

rincipal 7" : F'(M) — M. Una conezion de sequndo orden es, pues, una
P P g ’ s

conexién en el fibrado de referencias de segundo orden.
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Definicién 8 Una I-forma w = (wo,w;) € AY(F*(M),gl(n) D S*(n)) es una

conexién de segundo orden si se verifica:
a. w((a,t)f) = (a,t), Y(a,t) € gli(n) B S*(n),
b. w es pseudotensorial de tipo Ad, es decir, R, pw = Ad g w.

Ya que I : F?(M) — LM es un homomorfismo de fibrados principales (sobre
M), una conexién en F?*(M) induce por imagen directa (I1.3.3) una conexién

en LM.

Definicion 9 Dada una conexidn de segundo orden w, llamaremos conexion
lineal A, inducida por w a la idnica conexion lineal en M que verifica la
condicion II* A, = wy.

Nota 28 Si HY C T,F?*(M) es el subespacio horizontal en z de la
conexién w, entonces el subespacio horizontal de A, en II(z) = es

IL(H*) =: H* C T,LM.

Nota 24 Coordenadas de una conexién de segundo orden.
Sea una conexién en F*(M), w = (wo,w;) = (w;Ef,w;kE{k) Como
wy es 5%(n)-valuada podemos considerar que w?, = wj;. Sea (z,U)
una carta en M y (z_;,z0,%;) la carta inducida en F?(M) (ver al
comienzo de la seccién I11.2). Sea o2 la seccién de F*(M) inducida

sobre U (N.19.b). Andlogamente a como se hace en el caso lineal
(1.4.2) escribimos

O';f*w = (I‘;kdaz’)Ef + (F;kldwj)Efl.

Utilizando las notaciones I' = (I‘;k) U — L*(n), m — T, ¥
I' = (%) : U — L¥n), m — T|, (nétese que I, = I7,),
podemos escribir 0?*w =: (I'(dz),'(dz)), con (recordar la nota N.1)
I'(dz) una 1-forma gl(n)-valuada y con I'(dz) una 1-forma S*(n)-
valuada definidas ambas sobre U C M. Dado que lloc? = ol la
conexién lineal inducida A, verifica 02"\, = TI'(dz); de donde se
sigue (ver 1.4.2) que A, tiene, en coordenadas (z_q,z) de LM, la
expresion:

)\w = 23(;1(1—‘ o Wl/)(dﬁl_] )1130 + ma]dﬁ()-

Finalmente, se demuestra que la conexién en F*(M), w = (wy,w;),
tiene, en coordenadas (vale lo dicho en N.20), la siguiente expresion:

Wy = $6}(Fo7r)(dm_] )mo + Q’ialdiﬂg
wp = ((I‘o’n’)(dmml))xo—l + (51)000 -+ dﬂ_fl.
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Deduzcamos las coordenadas de wy y w,. En principio tendriamos

wo = A(dz_y) + B(dz,) + C(dz,)
wy = D(dz_,) + E(dz,) + F(dz,),

para ciertas funciones 4, B, C, D, E, F con dominio F?*(M)|y,
tales que (Vz € F*(M)|y)

Al € L(R", gl(n)), B|. € L(gl(n), gi(n)), Cl. € L(5*(n), al(n)),

D|, € L(R",8%n)), E|,€ L(gl(n), $*(n)), F|.€ L(S*(n), S*(n)).
Por D.8 y N.22, se tiene que:

ahora se deduce facilmente que

(ii) a = wo((a,0)") = wo(woax 8, — (Z:1)* 05, ) = B(xox)
Va€gl(n), = B(dz,) =z dzo;
0=w ((a,0)") = wy(zoa 8y, — (1)* 05,) = E(xoa) — (m]) ,
Va € gl(n), = E(dzo) = (&) tday

Por otro lado, dado z = o?(m)(zo(2),Z:(2)), con w(z) = m, y
dado X = v 8,|, se obtiene que 62, X = v0,_,|s2(m) ¥ (ver N.22)
Rizo(2)0:(2))+ 02, X = v0,_,|,; entonces (por D.8)

W(R((:),21()) « 00+ X ) = Ad(ay(a),0, (o)1 0 (07, X) =
=Ad (e, ()1, (#1())eg o)) (Tl (V), Tl (v)) =
=(20(2) " Tlm(v)zo(2) ; (Tl (v))ao(e)- +
+ (8,(2))™) Tl m(v)zo(2));
y como
w(v0,_,|.) = (Al.(v), D[.(v)),

entonces se sigue que

(iii) A(dz_)) = z5'(Tom)(dz_y)wo,
D(dz_,) (Tom)(de_1)),- +2)°

(Tow)(dz_ )wn

Il

Los resultados i, ii y iii prueban la expresién dada.

Se comprueba que la expresién de w dada aqui en coordenadas
(z_1,20,%;) se corresponde con la dada en [CDL, p.198] en coor-
denadas (z_1,%o, 1) (recordar lo dicho al comienzo de la secciéon

I11.2).
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2.2 Campos estandar horizontales.

En el caso de segundo orden aparecen, igual que en el caso lineal (véase [K-N,

p.119]), campos de vectores horizontales estandar ([CDL]):

Definiciéon 10 El campo de vectores w-horizontal estandar correspondiente a
v € R" es el inico campo B“(v) sobre F*(M) que satisface w(B“(v)) = 0 y
6_1(B“(v)) = v.

Lema 15 Se verifica que:

&

g

(B (v)],) = B)‘“’(’U)h[(z) con B*(v) el campo A, -horizontal estdndar so-
bre LM.

- 0(B*(v)].) = (v, A(B*(v)In())) = (v, = Ta,[,(v)), con A € C..
. Ry B“(v) = B“(a"'v).

d. Siv # 0, BY(v) no se anula en ningun punto de F*(M).

o

- [(a, t)f, B*(v)] = B*(aw).

Demostracién: Como v = 6_,(B“(v)) = 6*(IL.B“(v)) y IL.B“(v)
es A,-horizontal se sigue a. De la parte a y de L.12.b se sigue la
primera igualdad de b; la segunda igualdad se sigue de N.12.c. Como
R(q,).B¥(v) es w-horizontal y

0 1(Rupy.B(v)) = O0"(ILR(4y.B*(v)) =
(N.14.a) = 6Y(RLII,B“(v)) =
(por a) = 9"(R£’*B’\W‘("’)):
(ver L4.1) = @"(B*(a 'v)) =

-1
= a v,

se sigue c. d es inmediato. Como IL, ((a,t)!].) = a'|ne) y I.(B¥(v).) =
B**(v)|n(z) se sigue que

IL([(o, &), B*(W)).) = [af, B () =
([K-N, cap I, P.2.3]) = B*(av)|n.);

como ademds [(a, t)*, B“(v)] es horizontal ([K-N, p.78] ), de a se concluye
e.

Nota 25 Coordenadas de los campos horizontales. El campo
estandar w-horizontal B*(v) tiene en coordenadas (vale lo dicho en
N.20) la siguiente expresién:

B(v) = 2gv 8,_, — (T o7)(z0v)20 sy — (Do) _—1(v) Oy, -

0
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En efecto: El campo estdndar w-horizontal serd de la forma
BY(v)=w0,_, + a0y, + 505,

con w, a, s funciones sobre F?(M)|, valuadas en R", gl(n) y
S2(n), respectivamente. Por N.20 y N.24, se debe verificar que

I

6_,(B“(v)) =,
wo(B¥(v)) =0,

:cglw:v, => W = Lo,

= a5 (Tom)(w)zo + 25 'a =0, =

= a=—(Tem)(zev)zo;
s (BW) =0, = ((Fom)(w)),:+ (2) O ps =0, =
=

s = —((Tam)(zv))yor = (L 07),1(v)

(recordar la definicién D.1.a aplicada a T o : F2(M)|y — L*(n)).
Entonces se obtiene la expresién.

Se comprueba que la expresién de B“(v) dada aqui en coordenadas
(z_1,%0,Z1) se corresponde con la dada en [CDL, p.198] en coor-
denadas (z_1,z0,21) (recordar lo dicho al comienzo de la seccién

I11.2).

Nota 26

a. Dada una conexién de segundo orden w y v € R", la funciéon
o(B=(4)) : FA(M) = gl(n), 2 > 0o( B(v)].),
verifica

(o, 8)00(B*(v)) = bo(B*(aw)) — [e, 6o(B*(v))] — t(v).

En efecto: Sean exp y Exzp las aplicaciones exponenciales en
los grupos de Lie GL(n) y GL(n) » §%(n), respectivamente,
como en la demostracién de L.13.c. Entonces,

(@, 1:00(B* (v)) = ], 00(B* (v)]: £ape(an) =
(L.15.¢c) = E@é{o Oo(Rpape(a,n)«BY (ezpeav)|.) =
(L12.a) = L] (AL _c(enf)o(B (ezpeav)].) =
(derivando) = (aZ_(a’t)G)o(B“’ (v)]:) + 0o(B* (av)|.)=
(L'4'b) = (V[av 80] - t(g—l))(Bw(v)lz)+
+60(B* (av)|.) =
= —[a, 0o(B*(v)l:)] — t(v)+
+60(B* (av)l.),

y el resultado se sigue.
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En realidad, teniendo en cuenta que (L.15.b) 6(B“(v)) =
~Ty,(v) y que (L.2.b.vi) (T, )%(v) = [a, Ta, (v)] — T, (aw),

lo anterior puede expresarse como

I

(1)L, = =(n)" +¢,

que no es sino otra vez el resultado del lema L.14, para el caso
en que la conexién lineal sea la inducida a partir de una de
segundo orden. Habida cuenta de que toda conexion lineal A
puede considerarse inducida por una de segundo orden (ver
N.34, mas adelante), se concluye

(a, t)' Yy = —(100)* + ¢;

asi pues el resultado de esta nota es equivalente al lema L.14.

b. Cualquier vector X € T,(F?*(M)) se descompone de manera
inica como X = B“(v)|, + (o, t)f|.. Se verifica, entonces, que

(60— wo)(X) = 6o(B*(v)].) = (L15.b) — To,| (v).

Correspondientemente, si llamamos X" a la componente w-
horizontal de X se tiene que

8o(X") = (6p — wo )(X).

3 Ecuaciones de estructura.

Andlogamente a como se hace para una conexién lineal podemos definir:

Definicién 11 Sea w una coneridn de sequndo orden y sea D* la correspon-
diente diferencial exterior covariante.

a. ‘Torsion de segundo orden’ (véase [Yue]) de w es la 2-forma

0. = ((0u)-1,(0.)0) = D*8 € A(FX(M),R" + gl(n)).

b. Curvatura de w es la 2-forma

Qo = ((Q0)0, (Q)1) = D*w € A*(F*(M),gl(n) B S*(n)).
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Nota 27

a. Se deduce de L.12.a que O, es una 2-forma tensorial de tipo A”.
Es bien sabido que (), es una 2-forma tensorial de tipo Ad.

b. Sean ©,, y (), la torsién y la curvatura, respectivamente, de
la conexién lineal inducida A, (D.9). Se verifica que (0,)_; =

"0y, vy que ()0 = II"Q,,,.
Se sigue de L.12.b, D.9 y L.15.a.

A continuacién damos las ecuaciones de estructura de una conexién de se-
gundo orden. La ecuacién para la torsién de segundo orden se debe a Yuen
([Yue, Th.II.1]), quien la obtiene para cierto fibrado mds amplio (el de las
llamadas referencias “semi-holénomas”, en contraste con F*(M) que corres-
ponde a las referencias “holénomas”); también podria deducirse de [Klr] en
el marco més abstracto de prolongaciones de fibrados principales arbitrarios.
La demostracién que damos aqui hace uso de las propiedades de los campos
estandar horizontales; mds concretamente utiliza la expresién (L.14; también
N.26.a) que da las derivadas, a lo largo de las fibras de F*(M) — M, de la

funcién Yy, que es esencialmente (N.26.b) la diferencia entre §, y wo.

Teorema 2 (Ecuaciones de estructura). Sea w una conezién de seqgundo or-
den. Se verifica:

a. df = —wAl + % [wo,wo] + O, con A el producto exterior asociado a a*

b. dw = —1 [w,w] + Q.

2

Demostracién: La ecuacidn b es la ecuacién de estructura para una
conexién en cualquier fibrado principal (véase [K-N, cap.Il, Pr.5.2}).
Para demostrar a, por la linealidad, es suficiente demostrar su validez
para X,Y € T,(F?(M)) en los tres casos siguientes:

e Si X,Y son w-horizontales: La ecuacién se sigue trivialmente.
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o Si X,Y son verticales: Entonces X = (a,t)'|, y Y = (8, s)!|. para
ciertos a, 8 € gl(n) y t,s € S*(n). Se tiene:

o (X,Y) = X(0((8,9)")) — Y (0((a, )"))—

=01 ([(e, ), (8, 8)']) =
(L.13.b y d) = 0. ([(s1), (B, 8)]") =
(L.3.by L.13.d) = —(0, [, 8]),

wAf (X,Y) ajqxﬂiz((ﬁ,s)f’) = &)l (e, t)') =
a ((,,,)(O,ﬁ) - az(ﬂ,s)((), a) =

2(0, [, B]),

aat)”z) ’ wO((ﬁv‘Swzn =
2(0, [a,ﬂ}),

ol

[wo, wol (X,Y)

I
o
€
=

0.(X,Y) 0;

i

y se verifica la ecuacién.

e Si X es vertical e Y es w-horizontal: Entonces: X = (a,t)!|, e
Y = B“(v)|, para ciertos a € gl(n), t € $*(n) y v € R". Se tiene:

df (X,Y) = X(0(B*(v))) - Y (8((a,1)")) -
—9]2([(a,t)”,B“’(v)]) -

(L.15.e) = X(v, 6(B“(v))) — 0].(B*(av)) =

(N262) = (0, 00)(B(av)) — o Bol-(B (0))] ~ (1))

—(av, by],(B“(av))) =
(—av, —[a, 6o[.(B“(v))] - t(v)),
a’u(x)0). (B (v)) =
(0, (v 5 B0, (B*(v))) =
(aw, t(v) + [a, 6] (B (v))]),

0,

1

whf (X,Y)

o

[wO) wO] (Xa Y)

0, (X,Y) = 0,

y se verifica la ecuacién.

Nota 28 Las dos ecuaciones de estructura de w se desdoblan cada
una en dos componentes, R"- y GL(n)-valuadas respectivamente,
de la siguiente manera:

ad. i. d9_1 - “—UJOZ\Q_] + (@w)ul
. dfy = —w A8y — [wo, B0] + %[wo,wo] +(Ou)o,
con A el producto exterior asociado a la correspondiente res-
triccién de a?.
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b. 1. dwy= “—%[WU,U)O] + (Qw)o
. dw; = —wiAwy + (Qu )1y
con A el producto exterior asociado a la correspondiente res-
triccién de la representacién adjunta de gl(n)  S?*(n).

Nétese que en wyAf_; el producto exterior coincide con el asocia-
do a la representacién natural de gl(n) en R" (esto es, woAbl_; =
woAb_1, siguiendo la notacién acordada en el apartado 1.3.2), puesto
que a*(40)(v,0) = (aw,0). En cambio, en wiAf_; no se trata del
producto exterior asociado a una representacién de S*(n) en R”,
puesto que a*(,y(v,0) = (0,¢(v)) € gl(n). Nétese también que
(wo,00] = woAby y [wo,wo] = woAwy (ver 1.3.2). Por dltimo, en
w1 Awy tampoco se trata del producto exterior asociado a una repre-
sentacién de S*(n) en gl(n), puesto que ad(yy(c,0) = (0, —t*) =
—ad(q,0)(0,t) € 5%(n) (obsérvese que wiAwy = wyAw ).

Nota 29 Coordenadas de la torsion y curvatura de segundo
orden. Vale lo dicho en N.20 y N.24. Definamos

02*(0,)-1 =: (2T;qda:p A dz?)e;, con T;q = T(;p;
) az*(@w) =: (ZT;pqda;PAqu)Eg_, con T = -Ti
o2 (Qy)o =: ( R;pqcl:cp ANdz?)E!, con R;pq R;qp,
o2 ()1 =: (3RS, daP A dz9)E* . con Ry = — R

Ya que (z_1,%0,%1)00. = (z,1,0) se deduce que o7*(0_1,0) =
(dz,0) y, por definicién, se tiene que 02" (wp,w;) = (I‘(dm) I'(dz)).
Usando ésto, por N.27, se obtiene

02*(0,)-1 = I'(dz)Adz,

) 02%(0,)0 = ['(dz)Ade — {[I'(dz), T'(dz)],
o *(0.) = d(T(dz)) + A[T\(de), T(de)),
o2*(Q,)1 = d(T'(dz)) + [(dz)AT(dz);

donde, como T'(dz) = (F;jd:cp)Eij y [(dz) = (F;jkda:p)Eijk, se tiene

que

I'(de)Ade = (I%, da? A dz?)e;,
[(dz)Ade = (T%_.dzP A dz?)E}

prqJ

(3) [T(dz), T(d)] = 2(T%,T7;dz? A dz?)E},
T(dz)AT(dz) = (— I‘;, I7 o+ l‘mrI‘;k + I‘prkI‘"j)

(daP A da?)E*.
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Igualando (1) y (2) y usando (3) se deduce inmediatamente que

Tfk - F.'}k - ch;i’

Th = Ty — iy — Do 0 + T 005

ng;t = F?j,k - Pz-j,l + FZ,;FZ' - ?',)FZ,-,

Rémm = I‘injk,l - Ffjhm - ]'_‘f’np ik r?_iprﬁLk + F?pkrfrlj+
ST IR T8 Th T TP

Ip*mjk mjp mpk

El siguiente corolario da las ecuaciones analogas a las identidades de Bianchi
para una conexion lineal.

Corolario 2 Sea w una conezidn de sequndo orden. Se verifica:
a. DO, = QuA0 — [(Q)o,wo], con A el producto exterior asociado a a?,
equivalente en componentes a
i. Dw(®w)_1 — (Qw)()f\evl.
il. D¥(0,) = (Qw)17\9~1 + (D)o, 80 — wol.

con A el producto ezterior asociado a la correspondiente restriccion de

a? (verificdndose ()00 1 = (Qu,)oAb0_y; ver 1.3.2).
b. D¥Q, = 0, equivalente en componentes a

i. Dw(Qw)() - O.

ii. D¥(Q) = 0.
Demostracion: La ecuacién b constituye la identidad de Bianchi para
una conexién en cualquier fibrado principal (véase [K-N, cap.Il, Pr.5.4]).

Demostraremos a en componentes. Tomando la diferencial exterior en
N.28.a.i obtenemos

0=ddf_, = —dwohb_, + woAdl_, + d(©,)_1,

que aplicado a vectores w-horizontales prueba el apartado a.i. Tomando
la diferencial exterior en N.28.a.ii obtenemos

0= ddgo = *d&)]ﬂg_l + wl/'idﬁ_*l - [dl.UQ, 90] + [(do, dgo} -+

1 1
+ "2'[(,{(4.10, UJO] - 5[(4)0, dUJO} -+ d(®w )Q,

que aplicado a vectores horizontales, y teniendo en cuenta la N.26.b,
prueba el apartado a.ii.
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4 Conexiones de segundo orden inducidas.

Sabemos (véase I.3.3) que un homomorfismo de fibrados principales que induce
un difeomorfismo en la base aplica conexiones del fibrado inicial en conex-
iones del fibrado final por el procedimiento (imagen directa) de definir como
subespacios horizontales en el fibrado final la imagen de los subespacios hori-
zontales del fibrado inicial por la aplicacién tangente. La conexién lineal A,,
inducida por una conexién de segundo orden w (D.9), es un ejemplo de esta
situacién para el homomorfismo I : F?(M) — LM (como fibrados principales
sobre M) asociado al epimorfismo de grupos G*(n) — GL(n), (a,t) — a. En
esta seccién estudiaremos lo que sucede con ciertos homomorfismos de LM
en F?(M) asociados al monomorfismo GL(n) — G*(n), a — (a,0). Nos
referimos a los homomorfismos que, compuestos con la proyeccién II, dan la
identidad en LM, esto es, que son secciones equivariantes del fibrado principal
I: F*(M) — LM (la equivariancia es respecto de las acciones de los grupos
G?*(n) y GL(n) y del monomorfismo GL(n) — G*(n), a — (a,0)); pues bien,
algunas propiedades interesantes de estos homomorfismos (particularmente en
lo relativo a imagenes directas de conexiones) son también compartidas por
todas las secciones de F?(M) — LM, aunque no sean equivariantes. Por esta
razén, comenzamos estudiando en el apartado 4.1 las secciones del fibrado prin-
cipal F?(M)(LM,S*(n)); posteriormente, en el apartado 4.2 nos centramos
en los homomorfismos mencionados (o secciones equivariantes), que, como se
vera, se corresponden biyectivamente con las conexiones simétricas en LMy
estudiaremos las conexiones que estos homomorfismos inducen en F*(M) por
imagen directa de conexiones arbitrarias en LM.

4.1 Secciones de F?(M)(LM, S*(n)).

Consideremos las secciones globales del fibrado principal F*(M)(LM, S*(n)),
esto es,las aplicaciones o : LM — F?(M) tales que Iloo = idpy. Su existen-
cia estd garantizada, pues, como subfibrado principal (L.8 y T.1, Cap.III) de
L(LM)(LM,GL(R"+gl(n))), F*(M)(LM, S*(n)) es trivializable (ver dem. al
L.8); o también, directamente, pues el grupo S*(n) es una variedad afin ([Die,
16.14.5]). Introduzcamos la siguiente definicién:

Definicién 12 Sea o una seccidn del fibrado principal F*(M) — LM. Defi-

nimos la funcidn

T, : F*(M) — S*%n)
z — 1, tal que z=:c(1l(2))(1,Y,],).
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Nota 30
a. Se verifica:
T, =7 +t

En efecto: aplicando la definicién a z y zt se obtiene
zt = (o(I(2))(I, T [.))(I, t) = o(I(2))(L, Lo l.,);

lo que implica que (I, X, | ,) = (I, L, |,) - (,t).

b. Cada seccién o del fibrado principal F?(M) — LM induce la
trivializacién (global) de dicho fibrado dada por

U,: F* M) — LM x 5%*n)
Z — (I(2), 1),

verificandose (obviamente)
¥, (=) = (), T, = 1)

Cada seccién o induce una conexién en I : F*(M) — LM, que declara hori-
zontales a los subespacios tangentes (de dimensién (n + n?)) a la subvariedad
regular I'mo.

Nota 31 La conexién inducida por o en F?(M)(LM,5%*(n)) es la
dada por la 1-forma: dY, € A'(F?*(M), S?*(n)).

En efecto:

(i) La primera propiedad de una conexién se verifica: Vs € §?%(n),
N 2 2 . ., .
se tiene exp® (Mes = es, con ezp® ™) la aplicacién exponencial

en el grupo de Lie abeliano $*(n); entonces

 Toloeapsrme = Yol es
d”f{r(sd’z) — Sli!z(”r(r) — 1]—1'% zexp . €s z 1&%? — s

(ii) Ya que S?(n) es abeliano, Adstz(") = idg2(n) YVt € §%(n); por
tanto, para probar que se verifica la segunda propiedad de
una conexion, bastard probar que

dY,(R,.X) = dX,(X), VX € T,F?(M).

Y en efecto: si X = §(0), para una curva vy : R — F*(M),
entonces
Trf‘ (et T<r|
dY,(R,.X) = (Y, 0 R,).(X) zlir% T
— €

Yol o 4+t— T . —t
(N.28.a) = lim e o)

e—0 €

(0 _

= d, (X).
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(iii) Que la conexién es la inducida por o es obvio, ya que Y, i”(l) =
0, Vie LM.

Por otra parte, si se considera una conexion de segundo orden w y su conexién
lineal inducida A, (D.9), se tiene que cualquier seccién o de I : F*(M) — LM
lleva A, por imagen directa en la 1-forma wy € A'(F?(M),gl(n)):

Lema 16 Sea w una coneridn de sequndo orden y sea o una seccion de 11 :

F*(M) — LM. Entonces c*wy = A, y (0o Il)*'wy = wy.

Demostracién: En efecto: se tiene (ver D.9) o*wy = o*(II'A,) =
(ILs o)* A, = A,; por tanto, ademads se tiene que (oo II)'wy = II"'o"w, =
Hx}\u = Wy.

4.2 Conexiones de segundo orden inducidas

Nos interesamos aqui por las secciones del fibrado principal F*(M) — LM que
son equivariantes (respecto de las acciones de los grupos G*(n) y GL(n) y del
monomorfismo GL(n) — G*(n), a — (a,0)), esto es, por los homomorfismos

de LM en F?*(M) (como fibrados principales sobre M) siguientes:

Definicién 13 Al conjunto de homomorfismos o : LM — F*(M) asociados
al monomorfismo GL(n) — G*(n), a — (a,0), tales que [loo = 2dpy, lo
denotaremos por S(F*(M)).

Recordemos (Cap.Ill) que los elementos de F?(M) se corresponden con los
elementos de (LM);, que, a su vez, se obtienen, basicamente, de los sub-
espacios horizontales para conexiones lineales simétricas. El siguiente lema,
debido a Kobayashi ([Kol]; véase también [Yue, Prop.I1.10]), establece una
correspondencia biyectiva entre las conexiones simétricas en LM y los homo-
morfismos pertenecientes al conjunto S(F?(M)); y, ademads, establece que cada
conexion simétrica en LM puede obtenerse como tmagen reciproca de la parte
gl(n)-valuada, 6y, de la forma candnica sobre F*(M) por el correspondiente

elemento de S(F?*(M)):
Lema 17

a. Eriste una correspondencia biyectiva natural entre el conjunto de cone-
ziones lineales simétricas y el conjunto S(F*(M)). Una conezién bi-
neal simétrica X se corresponde con o € S(F?(M)) si y sélo si A\|; €
Cg(l), Vie LM.

b. Sea A una conezidn lineal simétrica con su correspondiente oy € S(F*(M)).
Entonces se verifica que 050y = A.
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Demostracién: (a) Nétese que una seccién o : LM — F?(M) asocia
acadal € LM un z = o(l) € F?(M) tal que II(z) = [, y por tanto
un subespacio H* C T, LM sin torsién. Asi, dada o obtenemos una
distribucién de subespacios (de dimensién n) horizontales sin torsién
{H*") : [ € LM} tangentes a LM. Por otra parte, si ¢ es un homomor-
fismo correspondiente al monomorfismo GL(n) — G?*(n), a — (a,0),
se tiene que o(la) = o(l)(a,0) = o(l{)a y, por N.13.a, se tiene que
HoU) = R, . H°D: por tanto la distribucién define una conexién lineal
simétrica.

Reciprocamente, si tenemos una conexidn lineal simétrica A tenemos una
distribucién de planos horizontales sin torsidn y, por tanto, una seccién
o de F?(M) — LM construida segin D.2; concretamente, o(l)(v, a) :=
B*(v)|; + &*|; (ver N.10.b). Se verifica inmediatamente que o estd en

S(F*(M)).
(b) VX € T\LM, se tiene que:

(2 00)(X) = Ooloyy(oaX) =
(L12b) = (A (o0 X) =

(ITo 03 ) AX) =

— LX)

Il

Nota 32

a. Destaquemos que si A es una conexion lineal simétrica, con
su correspondiente oy € S(F?*(M)), por construccién A €
Corqy, V1€ LM (N.10.b). Se verifica:

(i) h="7,, (D4yD.12).
En efecto: se sigue de D.12 que ¥, (0,({)) =0,y de D.4
que Yy(oA(I)) = 0(YI € LM); y ahora el resultado se
obtiene de N.12.b y N.30.a.

(i) ¥y =¥, (N.12.dy N.30.b).

ademas se tiene que
dV\(Ro (X)) = (dTN(X))o-1, VX € T.F*(M).

En efecto: Con las mismas notaciones que en N.31(ii)

T c)a T a
0T, (Ro X) = (Ty o Ra).(X) = lim 210e = Bl

c—0 €

(N.10.c) = lim (Dibrgla = (Bb@lam: (AL (X))o

¢—0 €

Obsérvese que, si bien el resultado (que se usa en N.31(ii))
Y,|,, = Y,|, + t es cierto para toda seccién o de F?(M) —
LM, el resultado (aqui usado) Y, |, = (Y, |;)a-r sdlo es
cierto para secciones equivariantes.
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Habida cuenta de lo probado en N.31(ii), se tiene:
dr/\(R(a»i)*(X)) = (d’rf\(X))u"lv VX € TZFZ(M)'

b. En [Gar, Teor. 2] se establecia una correspondencia biyectiva
entre las conexiones en LM y aquellas secciones del fibrado
afin J'(LM) — LM (de 1-jets de secciones del fibrado princi-
pal LM — M) que son, a su vez, homomorfismos de fibrados
principales LM — J'(LM) (considerando éste tdltimo como
fibrado principal con grupo GL(n) y base J](LM)/GL(n) )y
en [Gar, Teor. 3] se establecia que cada (forma de) conexién
en LM se obtiene como imagen reciproca, por el correspondi-
ente homomorfismo, de una conexién candnicamente definida

en el fibrado principal J](LM)(JI(LM) /GL(n), GL(n))

El lema L.17 se corresponde con estos resultados de [Gar| para
el caso mds restrictivo de conexiones simétricas en LM . Para
verlo téngase en cuenta que F?(M) — LM se puede considerar
(N.10.d) un subfibrado del fibrado afin J'(LM) — LM, y que
puede probarse que nuestra 6, da una l-forma de conexién
en el fibrado principal FZ(M)(F2(M)/ GL(n), GL(n)), que
es testriccién de la llamada (en [Gar, Teor. 3]) “forma de

conexién candnica” sobre J1(LM)(J1(LM) /GL(n), GL(n)).

En la siguiente definicién se introduce una notacion bastante natural.

Definicién 14 Sea T € F(F*(M), S*(n)).
Sip € A"(F*(M),gl(n)), definimos T# € A"(F*(M), S*(n)) por:

THXY,. . X)) = (Y& X) oy XL X, € TLFY(M).
Si v e AT(F(M),R"), definimos Y(v) € A™(F*(M),gl(n)) por:
TW)XL, .., X)) = YL(w(Xy,..., X)), VXi,...,X, € T.F}(M).
Con las notaciones introducidas en N.28, se podria escribir

T¢ = -TAp, T(v)=TArw

Si A es una conexién lineal simétrica, el homomorfismo de fibrados principales
(L.17.a) o € S(F?*(M)) inducird por imagen directa, a partir de una conexion
lineal arbitraria A’, una conexién de segundo orden. En particular, si tomamos
X = ), se obtiene la siguiente definicién (véase [K-N, Prop.6.1.b, p.80]).
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Definiciéon 15 Sea A una conexidn lineal stmétrica. La conexiéon de segundo

orden wy = ((wa)o, (wx)1) inducida por A es la unica que verifica:

0’,\*((,4),\)0 — /\, U,\*(LU)‘)] = 0.

Lema 18 Sea A una conexion lineal siméirica.

a. La conezidn lineal inducida (D.9) por la de segundo orden wy es la propia

A.

b. La conezidn de sequndo orden wy viene dada por (recordar D.14):
(wa)o = TA, (wa)r = dTy + LA,
con T\ € F(F*(M), S5*(n)) definida en D.4 ( 1I1.2.1).

Demostraciéon: (a) Debe verificarse (ver D.9) que II*A = (wy)o, ¥, en

efecto, II"A = II* 0, " (wy )o = (L.16) (wy )o-
(b) Sea w = (wo,w;) = (II*A, dYy + "' ). Esta 1-forma, efectivamente,

verifica

O"/\*wg = U',\*H*A — (HOO’)\)*)\ o )\,

y (por construccién, Yy ooy = 0)

oy 'wy = oy (dYy + T)\H*A) =d(Thooy) 4+ (Lho U,\)”*(H*’\) = 0.

Veamos que w es una conexién de segundo orden:

(i) Probemos que w((a,t)*].) = (a,t). En efecto:
wo((ou t)f[:) = AL (@, 1)']:) = (L13.c)Mef|nesy) = @

por otro lado

o1 ((a L) = (e ) T + (M), 2 @0 =
(N26.ay L.13.c) = —(N[)*+t+ (D))" =4

y el resultado se sigue.

(ii) Probemos que R, yw = Ad(4,)-1w. 5i X € T,F?(M), se tiene que

w(R(M)*X)

(N.14.a,d, N.32.a)

(L.2.c.)
(L.2.c.)

(N.5(ii), L.3.a)

(AL R (a,1). X ), dLz(Ra)-X)+
+( TA|z(a,t))'\(n*ﬂ(“"“X)) =
(}\(Rﬁ'*H*X), (dT/\(X))a—1+
FT ot + 1550 =
(2™ 'wo(X)a, (dL3(X))a-r+
F(,Jamt)7 2500 4 7 001) =
(a7 'wo(X)a, (dY\(X)+
F( L], )20 00)amr g2 o) =
(a7 'wo(X)a, (wi(X))a-r+
({12 01m1) =
Ad(awt)ﬂ(wo(X),wl(X)).
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Nota 33

a. Dada cualquier conexién de segundo orden w, se tiene (L.15.b
y N.26.b) que wy — 6y = Y, (6-1). Y por el lema L.18.a, se

concluye: dada una conexién lineal simétrica A, se tiene
(wA)o — 0y = T/\(g—'l)~

b. Coordenadas de una conexion de segundo orden in-
ducida por una conexiéon lineal simétrica. Sea A una
conexion lineal simétrica y sea w)y la conexién de segundo or-
den inducida (D.15). Sea (z,U) una carta en M y sea o
la seccién inducida sobre U (N.19.b). Adoptemos los mismos
convenios de N.24, y escribamos

o2*wy =: (I'(dz),T(dz)).

Pues bien, resulta que I' es la funcién de coeficientes de la
conexién Ay que

I'(dz) = dI' 4 T"(d=),

En efecto:
I(dz) := 02" (wr)o = 02" II'A = (Mo 02)" X = ol
I[(dz) := o2 (wy); = o2 (dYy + T,\H*’\) =

= d(T,\ 0 U’i) + (T)\ 0 O_i)ai*l’l*,\ =
(N.19.b) = dI + "),

La expresién anterior en componentes es
i v TP T9 TP _ T TP
Do = Ty + 15,10 kp Lt — Lotk

Nota 34 Sea ) una conexién lineal simétrica y sea A’ una conexién
lineal cualquiera. Sabemos que el homomorfismo o) € S(F?*(M))
induce por imagen directa, a partir de A, una conexién de segundo
orden wyx = ((wax)o,(wrx)1); por definicién (més general que
D.15), pues, se tiene

o (waa)o = X, oa (wan) =0
(si A = X se tiene la definicién D.15).

Pues bien, se demuestra, andlogamente al L.18, que se verifica:



4. CONEXIONES DE SEGUNDO ORDEN INDUCIDAS. 79

(i) la conexién lineal inducida (D.9) por la de segundo orden wy
es X.

ii) la conexién de segundo orden w,  viene dada por (recordar
g ¥
D.14)
(ra)o = N, (wap)r = dLy + (0).

Teorema 3 Sea A una conerion lineal simétrica. Sea wy la conerion de se-
gundo orden inducida con torsidn de segundo orden O, = ((0,,)-1,(0.,)o)
y curvatura Q,, = ((Qu, )o, (Qw, )1). Se vertfica:

. (®w>\)71 = 0.
b. (0u,)o = (2, )o = T ().
€ (Quy )i = ()17,

Demostracion: (a) Es trivial por L.18.a y N.27.b.
(b) Basta probar la igualdad sobre vectores horizontales. Si X,Y ¢
T,F?*(M) con wy(X) =0 = wy(Y), se tiene:
((Q)o = (00, )0)(X,Y) = (d(wx)o — dbo)(X, Y) =
(N.33.a) = (dT,\/.\H_l -+ T,\(d@_]))(X, Y) = 0;

la dltima igualdad se da ya que, sobre vectores horizontales, dX, se anula
(se sigue de la dem. al L.16.b) y df_; también (se sigue de a).

La segunda igualdad se sigue de L.18.a y N.27.b.

(c) Basta probar la igualdad sobre vectores horizontales. Si X,Y €
T,F?(M) con wy(X) = 0= wy(Y), se tiene:
()1 = (L)) (X, Y) = (d(wn)r = () )(X,Y) =
(L.18.b) = (d(L)) — (4)* ) (X, Y) =
= (AL A(wr)o)(X,Y) = 0;

Il

la peniltima igualdad se da, ya que se tiene: T, = —L A(w,)o
(donde el producto exterior es la restriccion del asociado a la repre-
sentacién adjunta de gl(n)H $*(n); recordar que t* = —ado (e, 0)),

de donde se deduce (ver 1.3.2)

d(T)\(w,\)n) - Md”r)‘/'\(w)\)o + (T,\)d(u’\)”,

Nota 35 Coordenadas de la torsiéon y curvatura de segundo
orden para la conexién w) inducida por una conexién lin-
eal simétrica A. Sean T}, T}, Ry, Ry, definidos en N.29,
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correspondientes a @, y (. Por el lema anterior y por la nota
N.29, se obtiene

Ty =T1% -1} =0,
'S »7 S, att i 1 TP 1 P
Tjkl — Rjk“l - Flj,k - ij,l + karlj - I‘lprkj7
1 . P 7 P 1 14
Rjklm =R ij - Fijklm - Fpkfijlm’

%
plm



Capitulo V

Fibrados asociados al segundo
orden.

En este capitulo estudiamos algunos aspectos de aquellos fibrados asociados
al fibrado de referencias de segundo orden, F?(M), que consideramos mas
significativos. Previamente, en la seccion 1, recordamos las nociones generales
sobre fibrados asociados a un fibrado principal, sobre fibrados vectoriales y
algunos aspectos de los fibrados asociados al fibrado de referencias lineales.

En la seccién 2 estudiamos el fibrado vectorial T'M = T(LM)/GL(n) de
campos de vectores, definidos a lo largo de las fibras de LM — M y GL(n)-
invariantes; como se sabe, este fibrado es el elemento central en la secuencia
de Atiyah ([Ati]), 0 — Ad(LM) — T*M — TM — 0, cuyas escisiones estan
en correspondencia biyectiva con las conexiones lineales sobre M. Pues bien,
probamos (T.4) que T“M es isomorfo al fibrado asociado a F*(M) y a la
representacién A” de G*(n) en R™ + gl(n).

Estudiamos a continuacién (Sec.3) el fibrado tangente de segundo orden de M,
T*M, que, como se sabe, es isomorfo a cierto fibrado (no vectorial) asociado a
F*(M) (en [CDL, Sec.10.4] se considera T?M como fibrado asociado a F*(M)
y se estudian algunas de sus propiedades en relacién con conexiones lineales
y conexiones de segundo orden; estudios especificos de T?M, sin referencia a
F*(M), pueden hallarse en [YI1] y [Bow]). En L.25 se explicita este isomor-
fismo en base a cierta accién por la izquierda de GL(n)® S?(n) sobre R*"
(D.17). Existe una estrecha relacién entre esta accién y la representacion A?,
que propicia una interesante aplicacién (L.27) entre T*M y T?M; los lemas
L.28 y L.32 recogen algunas propiedades de esta aplicacién. También estudia-
mos, con el tratamiento de T*M como fibrado asociado, el resultado conocido
([Bow]) de que una conexién lineal en LM define (L.29) una estructura de

fibrado vectorial en T?M, como suma de Whitney de TM y TM (L.30).

81
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Finalmente (Sec.4), estudiamos algunos aspectos de las conexiones inducidas
por una conexién de segundo orden en los fibrados asociados de las secciones
2 y 3; principalmente probamos (1..34) que las conexiones de segundo orden
inducidas por conexiones lineales simétricas responden al concepto de conexién
de segundo orden llamado en [CDL] “admisible” (N.46). También (4.3) anal-
izamos cémo las formas de torsién y curvatura de una conexién de segundo
orden pueden verse como “tensores” sobre M guardando la analogia con lo que
se hace para conexiones lineales.

Este capitulo no es estrictamente necesario para los siguientes, aunque oca-
sionalmente se hace referencia a él.

1 Fibrados asociados.

1.1 Definicién y propiedades generales.

Sea P(M,G,w) un fibrado principal. Sea una variedad F' y una accién por la
izquierda de GG sobre F':

A: Gx F — F
(a,8) > Au(é) = ak.

Se define ([K-N, p.54], [GHV, II, p.198]) el fibrado asociado a P y a A, AP =
P x F, como el fibrado sobre M con:

(i) espacio total el conjunto de clases de equivalencia obtenido definiendo en
la variedad producto P x F' la relacién de equivalencia:

(p,€) ~ (¢,€) sii FJae G : (¢,¢) = (pa,a™'¢).
Denotamos por [p,£] la clase de equivalencia con representante (p,£)
(nétese que [pa, ] = [p, aé]),

(i) proyeccién
p: AP — M
[p,¢] — =(p),

(iii) fibra tipica F,

(iv) y trivializaciones locales obtenidas del siguiente modo: para cada trivia-
lizacién local de P
¥ . PiU — Uxd
‘» p > (7(p),%(p)),
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se define la trivializacién local de AP

A APy — UxF
[p,¢] — (=(p),¥(p)¢).

Denotemos por F,, = p~'(m) la fibra de AP sobre m € M. Un elemento
p € P induce un difeomorfismo, que denotaremos por p, entre la fibra tipica

F yla fibra F,, de AP sobre 7(p) =m

p: F — F,
£ — [p,é€l

Obviamente, se verifica pa = po A,.

El conjunto de secciones Sec(AP) del fibrado asociado AP esta en correspon-
dencia biyectiva con el conjunto F( P, F') de funciones f : P — F equivariantes,
es decir, que verifican la propiedad fo R, = A, 0 f.

En efecto (véase p. ej. [Per, prop.1.4.20]): A una seccién o : M — AP
le corresponde la funcién f : P — F, f(p) = p~'(o(x(p))), que verifica
la propiedad, pues

B(f(p)) = o(n(p)) = paf(pa) = B(Auf(pa)), = f(p) = Aaf(pa).

Reciprocamente, a una funcién f : P — F (que verifique fo R, =
Aq-10 f) le corresponde la seccién o : M — AP, o(m) = p(f(p)), con
7(p) = m (donde la definicién no depende del p elegido).

1.2 Fibrados vectoriales.

Si F' es un espacio vectorial y la accién A es una representacion de G en F,
el fibrado AP que se obtiene se llama el fibrado vectorial asociado a P y a A.
En este caso, en las fibras se induce una estructura de espacio vectorial y los
difeomorfismos p resultan ser isomorfismos lineales (véase [K-N, p.113]).

Una definicién independiente de fibrado vectorial es la siguiente (véase por
ejemplo [GHV, I, p.44]). Un fibrado V con base M, proyeccién p, y fibra
tipica F' es un fibrado vectorial si F' y la fibra F,, de V sobre m, Vm € M,
son espacios vectoriales y si ) admite un sistema de trivializaciones locales tal
que, para cada una de ellas ¥ : V| — U x F' y para cada m € U, la aplicacién

Fm B F
X — ¥(X)

es un isomorfismo lineal.
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Un fibrado vectorial asociado a P y a A es un fibrado vectorial, segin esta
dltima definicién. Reciprocamente, dado un fibrado vectorial V(M, F') se puede
construir ([GHV, II, Sec.5.1, ex.3]) un fibrado principal con base M, grupo de
estructura GL(F') y donde, Vm € M, la fibra sobre m esta constituida por
todos los isomorfismos lineales de F' en F), (o equivalentemente por todas
las bases de F),). Resulta que V(M, F') es canénicamente isomorfo al fibrado
vectorial asociado a este fibrado principal y a la accién natural de GL(F') sobre

F (o representacién identidad de GL(F') en F).

Un homomorfismo de fibrados vectoriales es una aplicacién fibrada (ver 1.3.1)
entre fibrados vectoriales que, restringida a las fibras, da homomorfismos li-
neales. Diremos que es un monomorfismo, epimorfismo o tsomorfismo, segun
que los homomorfismos lineales inducidos en las fibras sean todos inyectivos,
sobreyectivos o biyectivos, respectivamente. Un isomorfismo de fibrados vec-
toriales es necesariamente un difeomorfismo ([GHV, I, p.45]).

Dado un fibrado vectorial V(M, F') se puede construir ([GHV, I, Sec.2.10]) el
fibrado vectorial EndV con base M y fibra tipica gl(F'), donde, Vm € M, la
fibra End,,) sobre m esta constituida por todos los endomorfismos lineales de
F,, en si mismo (es decir, la fibra sobre m es End,,V = gl(Fy.)).

1.3 Sobre algunos fibrados asociados importantes.

(a) Sea P(M,G) un fibrado principal. Sea h : G — G’ un homomorfismo de
grupos de Lie. Se define la accién por la izquierda A" de G en @' dada por
Al(a’) := h(a)d’, Ya € G, a' € G'; y se obtiene el fibrado asociado AP, El
fibrado asociado A"P admite ([GHV, II, 5.5 ex.4]) una accién de G’ por la
derecha canénicamente definida que hace de él un fibrado principal de base M
y grupo de estructura G/, llamado en [GHV, II, p.201] h-eztension de P(M, G);
nosotros reservaremos este nombre para el caso en que h sea un monomorfismo
(véase [Per, p.24]). En caso de tomar h = idg, la accién A" que resulta es la
multiplicacién por la izquierda en el grupo, y el fibrado principal que se obtiene
del fibrado asociado A" P es trivialmente isomorfo al propio fibrado principal

P ([GHV, 1I, 5.5 ex.4]).

(b) Otra situacién es la siguiente (véase [Leh, p.107]): Sea un homomorfismo
H : G — Aut(G'), que define, obviamente, una accién por la izquierda de G
en G’, que denotaremos también por H. Se obtiene el fibrado asociado HP,
en el que cada fibra estd dotada de forma natural de una estructura de grupo
de Lie isomorfo (no canénicamente; via p~', para cada p € P) a G'.

La operacién en cada fibra vendria dada por [p,a'] - [p, V'] := [p, a’b']; lo
que es independiente del representante pues

[pa, Ha-:(d)] - [pa, Ho-: (V)] = [pa, Ha-1 (a')Ha- (8)] = [pa; Ha-r (a'V)].
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En particular, el homomorfismo Int de GG en los automorfismos internos de ¢
da lugar al fibrado IntP asociado a P y a Int. A la fibra de IntP sobre cada
m € M, que denotaremos por Int,, P, se la puede dotar de una estructura de
grupo de Lie isomorfo (no canénicamente) a . De todas formas, IntP no
tiene, en general, estructura de fibrado principal ([GHV, II, p.229, prob.4]).
Es interesante notar aqui que ([Per, p.23]) el conjunto Sec(IntP) esta en co-
rrespondencia biyectiva con el conjunto Aut; (P) (ver [.3.1) de automorfismos
verticales de P.

En efecto: Una seccién o : M — IntP se corresponde biunivocamente
con (ver 1.1) una funcién f : P — G verificando f(pa) = a~'f(p)a.
Ahora bien, dada f : P — G con la propiedad mencionada, podemos
definir univocamente ¢ : P — P, p — pf(p), que es un automorfismo
(pues p(pa) = (pa)f(pa) = (pa)(a™'f(p)a) = pf(p)a = ¢(p)a), obvia-
mente vertical. Reciprocamente, dado ¢ € Aut;;(P) podemos definir
univocamente la funcién f : P — G por la condicién ¢(p) = pf(p), veri-
ficando f(pa) = a~'f(p)a (pues (pa)f(pa) = ¢(pa) = ¢(p)a = pf(p)a =

(pa)(a”'f(p)a)).

(¢) Otro fibrado asociado a P es el obtenido de la acciéon de G en su algebra
de Lie g, dada por la representacion adjunta

Ad: Gxg — g
(9,a) > Ady(a) := Inty.|(a),

siendo e € (G el elemento identidad de . Lo podemos denotar por AdP. AdP
es un fibrado vectorial asociado a P y a Ad (ver 1.2), que se llama fibrado
adjunto a P. A la fibra de AdP sobre cada m € M, que denotaremos por
Ad,, P, se la puede dotar de una estrucura de dlgebra de Lie isomorfa (no
canénicamente) a g.

En efecto: Sea j la proyeccién AdP — M. Denotemos por p el isomor-
fismo lineal (ver 1.1) inducido por p € P (w(p) = m)

p: g — p(m)= Ad,P
a [ — [p7 a]7
que mo es, en general, independiente de p € P. Definimos en Ad,, P el
corchete [[p, al, [p, B]] := [p, [®, B]] que dota a Ad,, P de una estructura

de &lgebra de Lie, y hace de p un isomorfismo de algebras de Lie. Esta
estructura es independiente del representante elegido, pues

[[pa, Ad,-:al], [pa, Ad,-:0]] = [pa, [Ads-a, Ad,-:1(]] =
= [pa, Ad,-1[a, B]] = [p, [a, B]]

Il

[lp, ], [p, B]]-

Puede establecerse un isomorfismo candnico entre el algebra de Lie de cada

fibra Int,, P de IntP (ver b) y la correspondiente fibra Ad,, P de AdP.
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En efecto: Sea p : G — Int, P, p(a) = [p,al, el isomorfismo de gru-
pos inducido por p € P. Entonces p.|. : g — Int, P, con Int, P el
algebra de Lie de Int,, P, es un isomorfismo de algebras de Lie. Se
sigue que p,|,op~' : Ad,, P — Int,, P es un isomorfismo de dlgebras de
Lie. Ademds, no depende del p escogido, con 7(p) = m, pues se verifica

pxle‘);“’l = é*]e 05“1

(6*160‘571)(&)70‘]) = é*le(éml(ipaﬂAdu‘laD)ZQ*16(Ada"‘a):
(1.1) — (poInty).|.(Adyra) = (p.],0 Ady)(Ady-ra) =

pule(@) = p.lo(p™ " ([p; a]))-

, siendo ¢ = pa; veamoslo:

1.4 Conexiones inducidas en fibrados asociados.

(a) Sea P(M,G, ) un fibrado principal y sea w una conexién en P. Sea AP
un fibrado asociado a P y a A, con fibra tipica F' y proyeccién p. Para cada
¢ ¢ F definimos la aplicacién

v

E&: P — AP
p — [p,¢&]

Se verifica (af)” = fuo R,. La conexién w induce una conexién en el fibrado
asociado AP en el sentido siguiente ([K-N, p.87]): Fijado ¢ € F,la distribucion
{H, : p € P} de los subespacios w-horizontales es aplicada, mediante la apli-
cacién tangente de £, en una distribucién {Hp g = {u*(Hp) :p € P} de subespa-
cios en T(AP) (la distribucién obtenida es independiente de la ¢ € F elegida,
ya que (a€)” = £o R,), que definen los subespacios horizontales de la llamada
conexidon inducida por w en AP,y que llamaremos subespacios w-horizontales

en AP.

Sea v : J — M una curva en M. Un alzado w-horizontal de v a AP es una
curva v en AP tal que poy =~ y v.r € Hy,, V7 € J. Dado [p,€] € AP
con 70 = p([p,€]), existe un dnico alzado w-horizontal v’ de v a AP tal que
70 = [p,£&], y viene dado por ¥ = [y,,&] = E(%), siendo (ver 1.3.3) 7., el
alzado w-horizontal de v a P tal que 7,0 = p (nétese que v, = £.(Ve,))- Sive
es un alzado w-horizontal de v a P, entonces, para cada £ € F', la curva en AP
(7., €] es un alzado w-horizontal de v a AP. Ademais, fijando v, y variando &,
se obtienen asi todos los posibles alzados w-horizontales de v a AP.

Sea X € X(M) (campo de vectores sobre M). El alzado w-horizontal de X a
AP es el tinico campo X’ sobre AP tal que p.o X' = Xop y X'lpe € Hppgs
V[p,&] € AP. Sea X, el alzado w-horizontal de X a P (ver 1.3.3). Entonces
X' := £, 0 X, es el alzado w-horizontal de X a AP (que no depende de ¢ € F).
Las curvas integrales de X' son, obviamente, alzados w-horizontales a AP de
las curvas integrales de X.
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Sea ¢ : M — AP una seccién de AP. Diremos que o es w-horizontal si
o (T, M) = H,(m), Ym € M; y diremos que o es w-horizontal segin X €
X(M) si 0.(X|n) € Hym), Vm € M (esto ocurre si 0,0 X = X'o0, con X’
el alzado w-horizontal de X a AP).

(b) Sea V(M, F) un fibrado vectorial. Denotemos por A"(M,V) (r > 0) el
conjunto de formas diferenciales de grado v (r-formas) V-valuadas sobre M

(véase [GHV, II, Sec.7.1]).

Una conezidn vectorial en V(M,F) es ((GHV, II, Sec.7.11]) una aplicacién
R-lineal
V: Sec(V) — AY(M,V)
o — Vo, con Vo: T, M — F,,
Y — VoY) =Wo,

tal que Vy (fo) =Y (f)o(m)+f(m)VWo, Vfe F(M),Vme M, VY €T, M.

(¢) Sea P(M, @) un fibrado principal, A una representacién de G en F y AP
el fibrado vectorial asociado a P y a A. Sea w una conexién en P(M,G).
Entonces se puede definir ([Kos, Th.3, p.93]) una conexién vectorial V en
AP (inducida por w) construida (véase [K-N, p.114]) a partir del transporte
paralelo relativo a w de fibras de AP a lo largo de curvas en M. Se puede

probar ([Kos, Th.5, p.98]) que (Vo € Sec(AP), VY € T,,M)
VWwo=0 <= o0, Y € Ha(m).
Se deduce (ver (a)) que una seccién o € Sec(AP) es w-horizontal si y solo

si Vwo =0, VY € TM; y o es w-horizontal segin X € X(M) si y sélo si
Vx|, =0, Ym € M.

Nosotros no usaremos explicitamente en este trabajo las coneziones vectoriales.

1.5 Sobre los fibrados asociados a LM.

(a) El fibrado vectorial asociado a LM y a la representacién natural de GL(n)
en R" es isomorfo, de manera candnica y obvia, al fibrado tangente T M, ha-
ciendo corresponder a la clase [I,v], para l € LM y v € R", el vector tangente
[(v) (ver 1.4.1). Identificaremos ambos fibrados. Para este fibrado asociado, la
aplicaciéon [ no es otra que la propia [.

Sea v una curva en M. Dada una conexién A en LM, el alzado A-horizontal de
v a LM (ver 1.3.3), con condicidn inicial I, es la curva v, en LM determinada,
univocamente, por las condiciones (V7 € J):

mloy, =7, My.m)=0 vy 71,0=1L1L
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Sea una carta dada (z,U) en M, con y(J) C U, y sea (z_1, %o) la carta
inducida en LM. Resultara util usar las siguientes notaciones:

S CI%) )
’ du ’ ) du? '’

VI =0y, =T o, Yo 1= TooYy;

2T d(ﬂfélo’y,\) 2T 2T d((l’?oo")/)\)

Y= du =7 Yo =T
Entonces las curvas 7. y ¥,. de vectores tangentes se escriben en
coordenadas

Ve = ¥l
Yae = F21 00 ]ya + Y5 Ouslan-

Y la ecuacién A(y,.) =0 se escribe

(1) Tey) s +145 =0,
siendo I la funcién de coeficientes de A en la carta (z,U).

El alzado A-horizontal de v a TM (ver 1.4), con condicidn inicial [l,v] = I(v),
es la curva en T M [y,,v], con 7, como arriba.

Se obtiene que [yx,v] = [0L oy, ¥&v], con ol la seccién de LM|y — U
inducida por la carta (z,U) (dado que v, = (0% oy)7vs; ver 1.4.2).

La curva v es una geodésica respecto de A si v. = [v,v], con v € R" tal que
7.0 = [7,0,v] = 7,0(v). Esta definicién coincide con la dada en los textos por
medio de la conexién vectorial V inducida por A en T M.

En efecto: Sabemos que 7, = [0fov,%%]. Por tanto, una curva -y es
geodésica respecto de ) si y solo si 4° = y&v, para algin v € R"; si y
-1z d -1z

solo si (73)™'4” = v para algin v € R"; si y solo si 7-((v5)"'¥") = 0.
Ahora, como

d 4 y 2T x\—-12x z\—1z20
@((73)”7”): ~(VE) T AE(YE) T + () AT

usando la ecuacién (1) queda que vy es geodésica respecto de A si y solo
si

¥ 4 (Toy)(3777) = 0.

Un campo de vectores X sobre M es una seccién del fibrado T'M; entonces
se dice que X es un campo A-paralelo si X es una seccién A-horizontal, esto
es (1.4(a)), si X(TwM) = Hx(m), Vm € M, o lo que es lo mismo (1.4(c)),
VyX =0,VY eTM.
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Sea Sea (#,U) una carta en M, y sea I' la funcién de coeficientes de A
enz. Sea X|y =90, cond:U — R". La condicién, en la carta (z, U),
para que X sea A-paralelo es (véase, por ejemplo, [K-N, p.144])

D(ﬁow“’)lz(m) = -T|.(-,¥(m)), YmeU.

(b) El fibrado asociado Int LM (ver 1.3(b)) se puede identificar con el conjunto
Umem GL(T,, M) haciendo corresponder a la clase [l,a], para l € LM y a €
GL(n), el isomorfismo lineal lal™" de Ty M en si mismo (a la inversa, dado
d € GL(T,,M), el valor que toma en la referencia [ es [7'dl € GL(n)). Para
este fibrado asociado es | : GL(n) — GL(T,,M), a — lal™".

(c) El fibrado adjunto a LM, AALM (ver 1.3(c)), se puede identificar (véase
[Ati, Pr.9]) con el fibrado vectorial EndT M, haciendo corresponder a la clase
l,a], para l € LM y a € gl(n), el endomorfismo lineal lal™' de TrryM
(a la inversa, dado 8 € gl(T,,M), el valor que toma en la referencia [ es

17181 € gl(n)). Para este fibrado asociado es [ : gl(n) — gl(T,, M), a s lal™".

2 El fibrado asociado a F?(M) y a A”

Sea P(M,() un fibrado principal y sea g el dlgebra de Lie de G. Se sabe
(véase [Ati, p.186]) que el fibrado T'P/G, constituido por todos los campos de
vectores, definidos a lo largo de las fibras de P y que son invariantes bajo la
accién de (7, es un fibrado vectorial de fibra tipica R" +g. También se sabe que
existe una secuencia exacta de fibrados vectoriales ([Ati, Th.1]; véase también
[Kos, p.85 y sgts.|; una generalizacién para érdenes superiores puede hallarse
en [Lib])
0 — AdP — TP/G—TM — 0;

y que las escisiones TM — T P/G de esta secuencia estan en correspondencia
biyectiva con las conexiones en P. En el apartado 2.1 de esta seccidén seguire-
mos detalladamente este proceso para el caso del fibrado LM, construyendo
explicitamente el fibrado vectorial TLM/GL(n), que denotaremos por 7'M
(L.19), dando la secuencia exacta correspondiente (L.20) y estableciendo la co-
rrespondencia biyectiva entre las escisiones de esta secuencia y las conexiones
lineales sobre M (L.21), que a su vez permiten expresar (L.22) T*M como
suma de Whitney TM @& AdLM. En el apartado 2.2 se establece (T.4) un
isomorfismo canénico de fibrados vectoriales entre A*F2(M) y T*M; también
se comenta (N.38.d) la relacién que hay entre considerar las conexiones lineales
sobre M como escisiones de la secuencia exacta antes citada y considerarlas
como secciones de un cierto fibrado asociado a F*(M) (véase [FFR]). En el
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apartado 2.3 se estudian las secciones de 7% M inducidas por campos de vec-
tores sobre M; por ultimo se comenta (L.24) la condicién para que, dada una
conexién lineal simétrica sobre M, los alzados natural y A-horizontal a LM de
un campo sobre M coincidan.

2.1 El fibrado vectorial TT M.

Definimos en T LM, el fibrado tangente de LM, la relacion de equivalencia
W ~ W' sii Jac GL(n) : REW = W'

Denotaremos por T'M = TLM/GL(n) el conjunto de clases de equivalen-
cia por la relacién anterior, y por [W] € TY'M la clase de equivalencia con
representante W. Definamos la aplicacion

pl: T'"M — M
W] +— =F(1) st WeT LM,

y denotemos TXM = p~'(m). Dotemos a T M de la estructura natural de
espacio vectorial que hace de la aplicacion T, LM — T:EM, W +— [W] un
isomorfismo lineal (que es, obviamente, independiente de [, con (1) = m).

Lema 19 TYM es un fibrado vectorial con base M proyeccién p” y fibra tipica
R" + gl(n).

Demostracién: Aunque se trata de un resultado conocido (véase [Ati])
vamos a dar en detalle la demostracién, que serd de utilidad posterior-
mente.

Dada una carta (z,U) en M definamos la aplicacién

T, : TLM1U — U x (R" +gl(n))
W] (w0, (0%, X)(BY oy W) si W € TILM;

que estd bien definida pues Rf;’n(,a)_1 REW = RLUU)_1 _W. Se tiene que

(6F,2,) : TTLM — R" + gl(n) es una biyeccién, con lo que la aplicacién
W, es una biyeccién.

Dada otra carta (z', U’) se obtiene que

T, 0T, (UNT) x (R + al(n)) — (UNU') x (R* + gl(n))

(m, (v, @) == (M, (@, G (ta (v) + @)a,'));
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siendo a,, = D(z'oz2™ " )|o(m) ¥ tm = D(azom’"1)|wy(m)l)2(:c’ow“l)lm(m).
En efecto, basta tener en cuenta que

“@;l(m, (v,@)) = (B*(v) + a')|,L(m) (por definicién de ),
zh(ok(m)) = zo(ol(m)) am = a,, (ver 1.4.2),
R, *(B)‘r('v)fﬂg(m)) = B’\”(a,,,,v)|(,b,(m) (ver 1.4.1),

Ra;bl*(a””al;(m)) = (amaa;l’)ul(,Ll(,,L) (ver 1.4.1);
y, ademas, que
Am:(B’\’(am'u)l(,L,(m)) = (1.4.2) —T|n(am?v) = amtm(v)a, ™',

(la dltima igualdad se sigue de [K-N, p.141]; ver dem. al L.9) siendo T

los coeficientes de A, en la carta z’. Se ve facilmente que ¥, o—\f;l es
un difeomorfismo. Por tanto, podemos dotar a T/M de la estructura
diferenciable que hace de las biyecciones ¥, difeomorfismos; resulta,
entonces, que TV M tiene una estructura de fibrado con proyeccién p’ y
con trivializaciones locales ¥,.

Ademds, como (6%,,) : TILM — R" + gl(n) es un isomorfismo lineal,
la aplicacién ¥, restringida a la fibra T M es un isomorfismo lineal. El
resultado se sigue (ver 1.2).

Nota 36 Coordenadas en T'M. Dada una carta (z,U) en M
la carta inducida en T*M es

(ZE,é_hi(‘)) = (:IZ,’I:C”R!\JFQ[("))O”‘I’—I, : TLMIU — R" x (Rn -+ g[(n))

s e N S
Escribiremos en componentes Z_; = (&') y o = (£}).

Se tienen los siguientes lemas (véase [Ati, Th.1]; [Kos, p.85 y ss]).
Lema 20 Si definimos los homomorfismos de fibrados vectoriales

. AALM — T'M  tv: T'M — TM
Uao‘} — [a”l]v [W} — W[/*(W)a

obtenemos la siguiente secuencia ezacta de fibrados vectoriales
0 — AdLM 1 T'M - TM — 0.

Demostracién: La aplicacién j estd bien definida pues (ver en 1.4.1)
oty = R ((a7'aa)!|i-1); y la aplicacién v también lo estd pues
7t o R = 7. Obviamente, j es un monomorfismo de fibrados vecto-
riales y v un epimorfismo. Por dltimo, sobre cada fibra, es claro que
Kert=1Imj.
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Lema 21

a. FEziste una correspondencia biyectiva natural entre el conjunto de conezio-
nes lineales sobre M y el conjunto de las escisiones de la secuencia ezacta
del lema L.20 (esto es, monomorfismos 5 : TM — TVM tales que tos =

’I:dTM).

b. La escision correspondiente a la conexion lineal X es

5y ¢ T™ — TLM
[Lv] — [BA(v)l]

(T'M esta tratado como un fibrado asociado, ver 1.5(a)).

0 — AJLM —> TEM _ TM — 0.

EDY

Demostracion: (véase [Ati]; [Kos, Theo.2, p.88]) La parte a se sigue
de:

(i) Sea s : TM — T*M un monomorfismo, entonces s(7,, M) es
un subespacio n-dimensional en T: M, que a su vez genera, V! €
WL—l(m), un subespacio n-dimensional en T;LM; los subespacios
generados para los distintos [ € 7“~'(m) son llevados unos en otros
por RL., Va € GL(n). Si, ademds, tos = idpy entonces estos

subespacios son transversales a las fibras de LM. Se sigue que s

induce una distribucién de subespacios que definen una conexién

en LM.

(ii) Reciprocamente, sea A una conexién lineal. Sea X € T,,M y sea
W € T,LM un vector A\-horizontal tal que 7/W = X, que siempre
existe y es tnico para cada [ con 7% (I) = m. Entonces s,(X) :=
[W] esté bien definido porque RY W sigue siendo A-horizontal y
7P RLE W = X. Se verifica, obviamente, que tosy = idpy.

La parte b es inmediata. Obsérvese que, si X € X(M), entonces
5x(X|m) = [Xali], siendo X, el alzado A-horizontal de X a LM (ver
1.3.3) y 7*(1) = m.

Lema 22 Una conexidn lineal permite expresar T"M como suma directa (su-

ma de Whitney) de TM y AdLM. Escribiremos T*M = TM &, AdLM.

Demostracién: Definamos la aplicacién fibrada (que resulta un mo-
nomorfismo)
Ww: T"M —  AdLM
W] — [LAW)],
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para W € T\LM. Esta bien definida pues [, \(W)] = [la, Ad,~ A(W)] =
[la, \(RE,W)]. Se comprueba inmediatamente que se verifican las condi-
ciones:

ToSy = id[TM, qroj = idlAdLMa
qaogy = 0, toj = 0

Yy que
§A0f+joq/\ :id'leM.

Para cada m € M, resulta T2 M = sy(T,, M) & j(Ad,,, LM).

Se obtiene el diagrama

j T

0—> AdLM __ T*M _ TM — 0,
)

qx
que en ambos sentidos es de secuencias exactas.

Nota 37

a. En particular se verifica, para cada z € F*(M), con w(z) = m,
TEM = s5)\(T,.M) & j(Ad, LM) = T,,M &, Ad,, LM, siendo
A € C,. Esta descomposiciéon es independiente de la A es-
cogida.

b. Sea A una conexién lineal simétrica y sea oy : LM — F*(M) la
seccién en S(F?(M)) asociada (ver Cap.IV, L.17). Entonces el
monomorfismo correspondiente a A es 5y : [I[,v] — [ox(I)(v, 0)].

Es inmediato, pues se tiene (ver dem. a L.17.a) 0\({)(v,0) =
B*(v)]i.

c. Sea A una conexién lineal sobre LM. Sea una seccion X €
Sec(TM) (un campo de vectores sobre M) y sea X, el alzado
A-horizontal de X a LM (ver 1.3.3); entonces, por construc-
cién, sx(X|m) = [Xali], con rL(l) = m. Se sigue del lema
que una seccién Z € Sec(TYM) induce univocamente dos sec-
ciones X € Sec(TM)y A€ Sec(AdLM), tales que Z(m) =
(X)) +i(A(m)), con 7E(1) = m.

Veamos la expresién de X, en coordenadas. Sea (z,U) una
carta en M y (z_,,20) la carta inducida en LM. Sea X ¢
Sec(TM), con X |y =V 0,, siendo ¥ : U — R". Entonces

Xf\|LM|U = (19°7rL)a$~1 - (F ° 7"[1)(79°7FL)‘EO B,

En efecto: Como (ver 1.3.3) nl(Xili) = X| 0, VI € LM,
X, serd de la forma X,| p, = ($on?)d, , + ad,,, para
cierta funcién a : LM|, — gl(n). Por otro lado, como debe
ser A(X,;) = 0, VI € LM, usando la expresién en coor-
denadas de A (ver 1.4.2), se encuentra para a el valor dado
arriba.
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2.2 Isomorfimo canénico de T*M y A*F*(M).

Sea A*F?(M) el fibrado vectorial asociado a F?(M) y a la representacién
A* de G*(n) = GL(n) 2 S*(n) en R" + gl(n) (ver I11.3.3). En [Yue, Part.II,
Sec.4] se definen este tipo de fibrados asociados para fibrados de referencias
de orden arbitrario y, siguiendo a [Lib], se prueba el isomorfismo canénico con
los fibrados de jets de secciones de TM. En particular A”F?*(M) resultarfa
ser canénicamente isomorfo al fibrado J'(T'M) de 1-jets de secciones de T M
(o 1-jets de campos sobre M; [Lib]). Pues bien, el siguiente teorema establece
que el fibrado vectorial A*F?(M) es canénicamente isomorfo a TV M.

Teorema 4 La aplicacion

A F2(M) — T'M
[z, (v, )] ¥ [W]=[2(v,a)],

es un 1somorfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion: La aplicacién esta bien definida pues

z(a, t)(A?a,t)‘l (v,a)) = (RL, 020 A?a,t))(‘A?a,t)—l (v,a)) = Ry, 2(v, a).

Sea (z,U) una carta en M. La trivializacién local $7° ™) de A*F?(M),
inducida (ver 1.1) por la trivializacién local ¥, de F?(M), se corres-
ponde, bajo la aplicacién dada, con la trivializacién local ¥, de T*M:

q,f‘zpz(m)

A F2(M)|y ———— U x (R" x gl(n))

= Jis

W

T"M Y, Ux (R x gl(n)).

En efecto: consideremos la trivializacién local de F?(M) = (LM),
(ver N.17.b, en Cap.III)

U,: F*(M)ly —— Ux(GL(n)® S*(n))
z — (7(2); (zo(2), 24(2)))-

Esta induce (ver 1.1) la trivializacién local de A’F?(M) dada por

\Il;‘QW(M) . A2F2(M)i[] — U X (Rn + g((n))
[z, (v, )] (W(Z)PA(ZJ:O(Z),EI(Z))(”) a)).
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Y, por otro lado, llamando [ = II(z) y usando cualquier A € C,
con I' los coeficientes de A en la carta #, se tiene

Yo ([z(v, @)]) = (="(1), (0", m)(R’;U(z)—l*(l(vaa)))):
(IILN.10.b) = (7(z), (0%, X)(Ry oy (B (0)li + f 1)) =
(14.1) = (m(2), (0%, Aa)( BA(mo(l)v)!al(vr(z))Jr
+(@o(Dawo() ™ ) loz(rizp))) =
(1.4.2) = (w(2), (zo(1)v, =Ty (o(Hv)+
+ao(lazo(l)™')) =
(IIL.N.19.a) = (n(2), (®o(2)v, 2o(2)(Z,(2)(v) + a)zo(2)7')).

Y se sigue que TAF (2, (v, @)]) = T, ([2(v, a)]).

Por tanto, la aplicacion es fibrada (diferenciable) e induce la identidad
en la base.

Sea p: A°F?(M) — M la proyeccién en el fibrado asociado. Para cada
z € F*(M), con w(z) = m, la aplicacién

2 R"+glln) — p'(m)

(v, ) — [z, (v, )],

es un isomorfismo lineal. Por otro lado, z es un isomorfismo lineal
de R" + gl(n) en T\LM; y, por definicién, también lo es /LM —
TEM, W s [W]. Obviamente, la aplicacién dada en el lema, restringida
a la fibra sobre m, es la composicién

p~'(m) L + gl(n) - TLLM — TEM
¥, por tanto, un isomorfismo lineal. El teorema se sigue (ver 1.2).

Nota 38

a. En lo sucesivo identificaremos A*F*(M) = TV M.

b. Sea A una conexién lineal sobre M. Bajo la identificacion an-
terior, el homomorfismo s, (definido en el lema L.21.b) puede
escribirse como

s5y: TM —> T M
[lvv] I [za(va_’r/\b(v))}a

con II(2) = 1.

En efecto: s,([I,v]) := [(B*(v))] = (IILN.12.¢) [(B (v)| —
(Ll (v)i] = (HLN.10.b) [z(v, — Na|,(v))], VX' € C. (con
z € F*(M) tal que II(2) = ).
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Si A es simétrica, eligiendo z = o5(I) (con oy: LM — F*(M)
la correspondiente seccién en S(F*(M)), ver IV.L.17) se veri-
fica A € C.; lo que implica T)|, = 0, y se obtiene 5,([I,v]) =
[ox(1),(v,0)] (lo que se corresponde con N.37.b).

c. Recordemos las coordenadas inducidas en TVM definidas en
la nota N.36. Segin la identificacion hecha en a, si expre-
samos Z € A*F*(M) = T'M, con p*(Z) = m, como Z =
[02(m), (v, a)] se obtiene (Z_1,%0)(Z) = (v, a) (se sigue de la
demostracién del teorema anterior).

d. Comentemos aqui brevemente el punto de vista de considerar las
conexiones lineales sobre M como secciones de cierto fibrado
asociado a F?(M) (véase p. ej. [FFR]). Para ello definimos

la accion por la izquierda

K: (GL(n)® S%*n)) x L*(n) — L*(n)
((a,t),s) — (s —1t),

(se comprueba ficilmente que es una accién por la izquierda).
Las secciones del fibrado KF?*(M) asociado a F*(M) y a K

estdn en correspondencia biyectiva con las coneziones lineales.

En efecto: Nétese (ver el final del apartado 1.1) que el con-
junto Sec (JCF?(M)) estd en correspondencia biyectiva con
el conjunto de funciones YT : F*(M) — L*(n) que son K-
equivariantes, esto es, que verifican

T[z(a,t) = K(a,t)“sz - (T’z)a‘l + t.

Recuérdese que para cada conexion lineal A la funcién T,,
definida en D.4, es de estas caracteristicas (ver N.14.d). Re-
ciprocamente, dada Y : F?(M) — L*(n), K-equivariante, si
definimos, VI € LM y Vv € R",

B(v)]; := (T].(v))"; = BY ()1, con I(2) =1y X €C,

(que se comprueba, por la K-equivariancia de T y por N.11.b,
que es independiente de z, con II(z) = [), es inmediato
verificar que los campos B(v) son necesariamente los cam-
pos estdndar horizontales para una conexién lineal A tal que
T, =T7.
A la vista del lema L.21, estd claro que existe una correspon-
dencia biyectiva entre las secciones del fibrado KX F?(M) y las
escisiones 5 de la secuencia exacta de L.20. La nota N.38.b
hace explicita esta correspondencia, via las funciones T de
F?*(M) en L*(n) que son K-equivariantes.
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2.3 Alzado natural a T*M de campos de vectores sobre
M.

Un campo de vectores sobre M, X € X(M), induce un inico campo de vectores

sobre LM, X € X(LM), con las condiciones de que 7, (X‘ ) = X‘ﬂ.L(l), Vie

LM y que Ly8" = 0 (véase [K-N, p.229]). A X se le llama el alzado natural
de X a LM. Ademas se vemﬁca que RY X =X, RE, lo que permite definir

a *

univocamente la seccién [X] € Sec(T*M).

Sea (z,U) una carta en M y (z_y,z0) la carta inducida en LM. Sea
X € See(TM), con X|y =90, siendo ¢ : U — R". Entonces

XtLMiU = (ﬂoWL)ag,;_l + (D(’l?owil) om,kl)mo (99;[.].

En efecto: Como n/(X|) = X|,v vay, V1€ LM, X serd de la forma
X’LMIU = ($ont)d,_, + ad,,, para cierta funcién « : LM|y — gl(n).
Para evaluar a, calculemos L 36". Recordemos que la derivada de Lie
verifica ([K-N, Pr.3.10]) Ly = doig + %5 od. Usaremos también que
d(zo™') = —zo 'd(z0)zo™"; y, como Yo" no depende de zy, es inmedi-
ato ver que d(dom”) = (D(Yoz™')oz_,)dz_,. Se obtiene que

Lidt = (doig +igod)0" =

(6" (X)) + igd" =

oy~ (907) — (oo d(z0)a0” Yhda (K, ) =

—(zo~d(zo)z0™ 1)(19 DYtz (D(@oz Doz )de_—
—zo tazy ey + (2o ' d(zo)zo T ) (Fonh) =

= 2o '(D(Foz oz — awo)dr_y;

(L4.2)

I

y de L 30" = 0 se encuentra para a el valor dado arriba.

Definicién 16 FEl alzado natural a TYM de un campo de vectores X sobre M
es la seccion [X] de T*M — M.

Lema 23 Una seccion Z € SEC(TLM) determina candnicamente sendas sec-

ciones X € Sec(TM) y B € Sec(AdLM) tal que Z = [X]|+jo B.

Demostracién: Se tiene que Z = [W] para un tnico campo GL(n)-
invariante W € Sec(TLM). Si definimos X = 7l oW ¢ Sec(TM),
entonces W — X es un campo vertical, pues 7% o (W — X) =X -X =
0, y, ademds, es GL(n)-invariante, luego determina una seccion Z° €
Sec(T"M) que serd imagen por j de alguna seccién B € Sec(AdLM),
ya que to Z° = 0. Luego se sigue que Z = [X] + [W — X] = [X] +j.B.
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Ahora bien, dada una conexién lineal ), una secciéon Z € Sec(T'M) deter-
mina (ver N.37.c) univocamente otras dos secciones X € Sec(TM)y A €
Sec(AdLM) tales que Z = [X,]+jo A. La condicién para que A = B puede ex-
presarse diciendo que el campo X € Sec(T M) verifique X = X,. El siguiente
lema da una condicién necesaria y suficiente para ello (cuando A es simétrica).

Lema 24 Sea A una conexidn lineal simétrica. Un campo X € X(M) es A-
paralelo si y sélo si X = X, esto es, los alzados natural y A-horizontal de X

a LM coinciden.

Demostracién: Sea (z,U) una carta en M y sea I' la funcién de
coeficientes de A en z. Escribamos X|y = 9 9,, siendo ¢4 : U — R".
Sabemos (ver 1.5(a)) que X |;; es A-paralelo (esto es, X |, es transportado
A-paralelo en s{ mismo a lo largo de cualquier curva en U) si y sélo si
se verifica

D(ﬁom_l)lx(m) = "F*m('aﬁ(m))) Vm e U.

Por otra parte, de las expresiones en coordenadas de X (letra pequeiia al
principio de este apartado) y de X, (N.37.c) se deduce que X|y = X, v
(esto es, el flujo de X |y coincide con el transporte A-paralelo a lo largo
de sus curvas integrales) siy sélo si

Doz o) = —Tlm(¥(m)), Vmel.

El resultado se sigue al ser A simétrica.

3 El fibrado tangente de segundo orden.

En esta seccién, en el apartado 3.1, se introducen los llamados fibrados tan-
gentes de orden arbitrario (véase [YI2, Cap.XI]). En el apartado 3.2 se estudia
el fibrado tangente de segundo orden T?M ([YI1],[YI2, Cap.X]) explicitando
(L.25), en base a una cierta accién de GL(n) ® S*(n) en R*", el conocido iso-
morfismo (véase [CDL]) canénico entre T?M y un fibrado asociado a F?(M).
En el apartado 3.3, en estrecha relacién con lo hallado sobre T*M en la seccién
anterior, se encuentra (L.26) una secuencia

0 —TM —T*M — TM — 0,

que, aunque T?M no es (en principio) un fibrado vectorial, se puede consi-
derar exacta teniendo en cuenta la existencia de una seccién 0 en T?M; se
analiza (L.27 y L.28) la relacién que existe entre T°M y el fibrado vectorial
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TVMy se demuestra (L.29) que, asociadas a cada conexién X en LM, hay
una estructura de fibrado vectorial sobre T*M y una escisién de la anterior
secuencia que permite (L.30) expresar T?M como suma de Whitney TM &T M
(véase [Bow]). Por dltimo se estudia (L.31) la condicién de que una curva en
M sea de aceleracién paralela respecto de una conexién lineal.

3.1 El fibrado tangente de orden r.
En toda esta seccion » € N, » > 0.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, con M su atlas maximal.
Sobre el conjunto de curvas v : J — M, siendo J C R un intervalo abierto
arbitrario con 0 € J, se introduce la relacién de equivalencia ~ definida por

(véase [Y12, p.372]):

ds(li o "}’)
du’

_ @(zo7)

y , Vscon 1l <s <,
uS

0

v~y st 40=490 y

0
. s e o s/ T

siendo z una carta en M, cuyo dominio contenga a y0. La definicion de ~ es

independiente de la carta elegida. Una clase de equivalencia con representante

v se denota por j"(y) y se denomina el r-jet de la curva y en v0. El conjunto
de clases de equivalencia se denota por T"M.

T"M tiene una estructura de fibrado sobre M con:

(i) proyeccion
P IT"™™M — M
i"(y) = 0,
(i) y trivializaciones locales las siguientes biyecciones definidas para cada

carta (z,U) € M:
" "My — UxR"x .- xR"

jr('y) — (’)/U, J—HZZ”Y FEREEE dr;;iv 0)'

Llamaremos a T"M el fibrado tangente de orden r. A la fibra sobre m € M
la denotaremos por 7T M. Para todo 1 < r < 7/, la proyeccion p T M —
T M, 77(v) — 5" (7) es una aplicacién fibrada; ademds T"M resulta ser un
fibrado sobre T M.

Es bien conocido que 7'M es un fibrado vectorial canénicamente isomorfo al
fibrado tangente TM, bajo el isomorfismo

P (O = (k) F(M) — R

du
h —

(siendo u : R — R la carta identidad en R).
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3.2 T?M como fibrado asociado a F?(M).

En esta seccién nos ocuparemos del fibrado T?M (M, R*", p?), fibrado tangente
de sequndo orden, con proyeccién p* : T*M — M, j*(y) — ~0, y trivializa-
ciones locales (V(z,U) € M):

v T°M|y — UxR"xR"

() — (70, dz2)

dQ(:vo'y) )
o’ du? g/t

Demostraremos (L.25) que T?M puede considerarse un fibrado asociado a

FZ(M)
Nota 39

a. Es frecuente (véase, por ejemplo, [Bow]) definir el fibrado tan-
gente de segundo orden de la siguiente forma: Se tiene el dia-
grama conmutativo

T(TM) —2— TM

p1l }'d
™ 4 TM,

siendo p : TM — My p: T(TM) — TM las respectivas
proyecciones de los fibrados tangentes de M y de TM. Se
define

TOM :={Y ¢ T(TM): p(Y) = p.(Y)}.

Sea v una curva en M (ver 1.3.1). La curva de vectores tan-
gentes a v es una curva en T'M que se denota por v, (y dada
por 1.7 1= v.(=|;)). A su vez,la curva de vectores tangentes a
7. es una curva en T(T M) que denotaremos por 4. Se verifica
que 37 € T M.
En efecto: 4 viene dada por 7 := (.0 - ). (
que:

d

—-|7); se tiene

pP(IT) = (Vo g )(T), ¥
p(37) = (por-o gy )« (inlr) = 1 (i lr)-

Reciprocamente todo elemento de T2) M se puede expresar de
esta manera para alguna curva en M. Es inmediato probar
que existe una correspondencia biyectiva

™M — TOM
7*(v) — A0,
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(que verifica 7*(yoT;) +— 47), que es un isomorfismo de fi-
brados y permite la identificacién T?M = TP M. Nosotros
asumiremos esta identificacién.

b. Coordenadas en T?M. Dada una carta (z,U) en M, la carta
inducida en T?M es

(z,id|gnyrn) o ¥T° . T?M|y — R™xR" x R"

. d(x o e
.72(7) — (m('70)7 (duﬂl) i() =7 (0)7
e, =)

(recordar las notaciones introducidas en 1.5(a)).

Definamos la siguiente accién que refleja (ver la nota N.40, posterior a la defi-
nicién) el cambio de coordenadas de j%(7) ante un cambio de carta.

Definicién 17 La accidn B por la izquierda de GL(n) 2 5%(n) sobre R*™ es
B: GL(n)® S*n) xR — R*" :
(@8, (0,w) > (av,at(v,0) + aw).

Efectivamente es una accién por la izquierda:

(B(a,t) 0 B(a’,t’))(va w) - B(a,t)(a',’va a',tl(lua ?J) + a’w) =
= (ad'v,at(a'v,av) + a(d't'(v,v) + dw)) =
= (ad'v,ad(ty- +t')(v,v) + adw) =
= B(aa',tw,_lﬂ’)(")» w) = B(a,t)-(a',t')(va w).

Nétese que B no estd asociada a una representacién de GL(n) % S*(n),
ya que s6lo es lineal en R*" si se restringe al subgrupo G L(n).

Nota 40 Sean (z,U) y (¢/,U’) dos cartas de M. Se obtiene que
g!z,z O(‘I’Z‘Z)~1 - U x R —, U x R™

(m,v,w) > (m,anv, ants(v,v)+ anw).
siendo a,, = D(2'o :c_l)'x(m) V bt = a;lDz(a:’o:z:_l)L,(m).

En efecto: Sea la curva y7 = 2~ '(z(m) + Tv + %Tzw); se verifica

facilmente que (¥7°)~!(m, v, w) = j*(y). Se obtiene que

d(z' . - d(z(m)—*—ﬂ}{»%v'z}?}))l
L) = Doz )lawm da |, =
= D(m’om“l)im(m)v,
d (Zu{iﬂ) o D(z' o m_l)\m(m)(v,v)+

d*(z(m)+ro+ %1'211;)

£D (e o 2oy I
= Dz(mlom_l)'w(m)(v,v)+D($,°mml)|w(m)w;

y el resultado se sigue.
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Es sabido (véase [CDL]) que T?M es isomorfo a un fibrado asociado a F*(M);

el siguiente lema explicita este isomorfismo usando la accién B (D.17).

Lema 25 FEl fibrado T*M es isomorfo al fibrado asociado a F*(M) y a B por
la aplicacion

T°M — BFZ(M)
) o L2

con z tal que m(z) = 40 y con z) una carta normal para (cualquier) X € C,
centrada en ¥0 y correspondiente a II(z) = L.

d?(zy o) | )}
o’ du? ]0 !

Demostraciéon: Comencemos viendo que la aplicacién estd bien defi-
nida.

(i) Es independiente de la A € C, elegida: Sea M € C, y z la carta
normal para X centrada en 40 y correspondiente a [. Entonces,
por L.11 (Cap.IIT), j%(z;") = j%(zx ") lo que implica que

D(m)\’om)\_l)lO:I y Dz(mAromA“l)]O:O_

Luego se tiene que

s x)-:lluo = iO = D(m/\’ o mz\—l)lo d(m;uo u 0 = d(zguo o .0’
C, = Do 0 50 )
-1 zAO“/) _d(ﬂ?AO’Y)
—f—D({L')\ o0&y )I 0 = du? O‘

(ii) Es independiente de z. Si tomamos 2’ = z(a,t) y X' € C, se tiene,
por L.11, que

PGz =2y 20N enh) = 2(a, ).
Esto implica que, en cualquier carta (z,U) de M, la trivializacién
local ¥, de (LM), & F*(M) (ver N.17, I11.2.2) da lugar a
(D(CC 0 w)\'—l)lo’D(m o:E,\r“l)lalDQ(m 0 m)‘lml)‘o) =
= (D(zozr Yo, D(zozy=)|oD*(zoxy™")|o) - (a,t)
(siendo - laley de producto en GL(n)® $*(n), ver N.5, I1.3.1),
lo que prueba, tomando z = z,., que

D(w)‘loﬂf,\“l)]():a_l y Dz(m/\:ow,\"l)]():—a_lta.

De lo cual se sigue que
L] ) = [, 1), (a7 25522
0
d(zx 07) )+ a1 4 (m ow}{

=1 d(zx 07)
a ta( du 0 ? du

e [z(a,t),B(a 1)~ 1(d(w'\07)

du

o (d(x)\l o)

dg(wa 07) 1 )] =

— [Z, ( d(x;i\uo 7)

dZ(x)\ o'y)l )
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(iii) Por dltimo, es inmediato ver que es independiente del representante
v € 7%(7); luego, efectivamente, la aplicacién estd bien definida.

Obviamente, la aplicacion induce la identidad en M y preserva las fi-
bras. Por otra parte dada una carta (z,U) en M, la trivializacién local
YEM) de BF?(M) inducida (ver 1.1) por la trivializacién local ¥,
de F?(M) se corresponde, bajo la aplicacién dada, con la trivializacién
local ¥7° de T?M;

T*M|y, = UxR"xR"

J J’id
) ‘IIBFZ(M)
BF*(M)|y, ——— UXxR"xR".
En efecto: Ya que, trivialmente, A, € C,2(sm) (recordar N.19.b,

I11.2.2) y z es carta normal de ), correspondiente a o”(m), sobre
T?M |y la aplicacién dada se puede escribir como

T°M|y — BF*(M)|y
() o [oP(y0), (Heed| | Heomd )

0 0

(El que z esté o no centrada en 0 es indiferente pues un cambio de
carta por traslacién en R" no afecta ni a 02(y0) ni a las derivadas
de (z07)). Por otra parte, se tiene

g T M)y — UxR"xR"
72(y) — (40, d(ﬂ;;v) ¥ d (fuiw 0)_

GEFAM) . BRYU M), — Ux(R"xR")
[z, (v, w)] +— (W(ZLB(wu(Z),féx(Z))(U’w))'

2

Como (zo(02(m)), Z,(c2(m))) = (I,0), se sigue que

77 (52(5)) = $E N ([02(~0), ( d(z 0 7)

du

=L 0.

0 ’ du? 0

Por tanto es un isomorfismo de fibrados (recordar la definicién en I.3.3).

Nota 41 En lo sucesivo identificaremos T*M = BF*(M).

3.3 Relacién entre T?M y T M.

Aunque T*M no es, de forma natural, un fibrado vectorial se obtiene una
secuencia andloga a la obtenida para TYM (ver L.20, en 2.1).
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Lema 26 Si definimos la aplicacion fibrada

. TM — T'M
[1,v] — [2,(0,v)],

Vz e F*(M) tal que II(2) = I, obtenemos la siguiente secuencia de fibrados

0 — TM — T°M 25 TM — 0,

que es exacta en el sentido siguiente: | es inyectiva, p>' es sobreyectiva y

pz,l of = 0.
Demostracién: Se comprueba de forma inmediata.

Nota 42 Se verifica que (T M) es un subfibrado de T7°M que es

vectorial y canénicamente isomorfo a T M.

Definamos la aplicaciéon

§: R"+glln) — R"xR"

(v, @) — (v, ow).

La primera componente de § es lineal y la segunda componente es bilineal. Se

obtiene (V (a,t) € GL(n) ® S*(n)) que 5OA?M) = Ba, 0.
Lema 27 La aplicacién

6: TEM — T°M
[Za(v)a)] — {275(’0,04)]: [z,(v,om)}

es una aplicacidn fibrada que verifica (v y j se definen en L.20):
(i) p*'aeb =, 6.j=0.
(i) §(T*MYNF(TM) =0, &§(T*M)UF(TM)=T*M.
Demostracién: Es inmediata.

El siguiente diagrama resume la situacion:

0 — AdLM —» T'M -5 TM — 0

-

0— TM 1M 25T o

Introducimos la siguiente definicién, con una notacién coherente con la iden-
tificacién hecha en N.39.a.
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Definicién 18 Llamamos alzado natural a T°M de una curva v en M a la
curva y* en T?M dada por v*1 = j*(y.T,).

Nota 43 Claramente p*'oy? = ~.. Si (z,U) es una carta, V7 € J
con y7 € U, se verifica (L.25 y N.19.b)

heem)] LA ) 2 (o2, (5o, 570

IRt CON

la tltima equivalencia segin las notaciones introducidas en 1.5(a).
Definicién 19 El alzado natural a T*M de una seccidn X € Sec(TM) es la
inica seccion X* € Sec(T*M) definida por X*(m) = j*(v) siendo v una curva
wntegral de X con 0 =m
Si v es una curva integral de X se verifica que X?(y7) = j*(v.T,) = ¥°7

Recordando que [X] € Sec(T*M) denota el alzado natural de X € Sec(T M)
a TV'M (D.16) se tiene el siguiente lema.

Lema 28 Se verifica que 6([X]) = X2.

' Demostracién: Sea (z,U) una carta en M. Sea X € Sec(TM), con
X|y = 98,. Entonces, VI € LM|y,n*(l) = m,

(X1 = [Xlorem] =
(2‘3) = [(19OWL)ioi(m)aax_llaJ%(m)'*'
+((D(19°m_1) 0 Z_1)Z0)| oL (m) 0o ot (m)] =
(N'lg'b) = [Ui(m)(( )idb(m)a((D("?"w_)Dm—l)wo)lrfi‘(m))}:

(T.4) = [og(m), (¥(m ) D(Foz™")|a(m)]-

Sea v una curva en M, con 70 = w*(l), que sea curva integral de X.
Por definicién, 7,7 = X|,,; entonces, V7 en un entorno de 0, se verifica

ﬂ%il) = J(y7). Derivando esta ecuacion en 7 = 0 queda
;

PE| = Des g 2 0)

El resultado se sigue.

Veamos la estructura de fibrado vectorial ([Bow|) que una conexién lineal in-
duce sobre el fibrado tangente de segundo orden.

Lema 29 Dada una conexion A en LM se obtiene una estructura de fibrado
vectorial en T?>M, con fibra tipica R®", definiendo sobre cada fibra T M las
operaciones

2, (v, ni[<vwn = o (w0, = Nl (0,07) = Tal,(v,) + w + w)),
k [ ( 'w)] = [z,(k’v,(k—kz)T,\’z(v,'v)—l—kw)],
con ke R.
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Demostracién: Se prueba que las operaciones estan bien definidas
pues no dependen de los representantes. Se comprueba que cada fibra
T> M es un espacio vectorial sobre R. Se obtiene un sistema de tri-
vializaciones locales de T?M tomando para cada carta (z,U) de M la
trivializacién local

@;1,'2 : T*M|y, — UxR"xR"
[o2(m), (v,w)] (M, (v, Loz (m) (v, v) + w)),

que testringida a cada fibra es un isomorfismo lineal.

Lema 30 Una conexidn lineal A permite expresar T*M como suma directa

(suma de Whitney) de TM y TM. Escribiremos T°M = TM &y TM.

Demostracién: Definimos la aplicacién fibrada

pr:  TPM ™
[z, (v,w)] +— [(2), L[, (v,v) + w].

Se comprueba que estd bien definida por las propiedades de T, de lanota
N.12.d. Se comprueba inmediatamente que se verifican las condiciones:

p>lo(80sy) = id|puy prof =id|pm
p)\o(b‘oﬁ)\)zo p2’lo]("—-"0;

y que
A
(605)\) 0 p2,l + fo Py = 'I:dT:z‘w.
Para cada m € M, resulta T2M = (§ o5\ ) (T M) & f(T,n M).

Se obtiene el diagrama con dos filas de secuencias exactas (las de abajo en el

sentido del lema L.26):

j T

0 — AdLM __ T*M _ TM — 0
PY S
la 11-4
N L
0— TM __ T)M _ TM—0.
P 605y

Nota 44

a. Si ), es la conexién lineal simétrica con las mismas geodésicas

que A (véase [K-N, Prop.II1.7.9]) entonces px = p,,.
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b. Sea A una conexién lineal simétrica y sea oy : LM — F*(M)
la seccién en S(F?(M)) asociada (ver L.17). Entonces la apli-
cacién fibrada py correspondiente verifica py([or(), (v,w)]) =
[l,w] (ya que Tyooy = 0).

c. En particular se verifica, para cada z € F*(M), con 7(z) = m,

T?M = T,,M ®, T,,M, siendo X € C,. Esta descomposicién

™

es independiente de la A escogida.

d. Si A, es la conexién lineal simétrica con las mismas geodésicas
que A (véase [K-N, Prop.IIl.7.9]) entonces la estructura de
fibrado vectorial de 7% M, asi como su descomposicién en suma
directa, es la misma para ambas conexiones.

Finalmente, veamos una caracterizacion alternativa del hecho de que una curva
en M sea una geodésica o de que sea una curva de aceleracion paralela respecto
de una conexion lineal sobre M.

Lema 31 Sea A una conezidn lineal en M (sea V la conezidn vectorial in-
ductida por A en T M) y sea v una curva en M. Entonces:

a. 7 es geodésica de A (esto es, V., v. = 0) st y sélo si pyoy? = 0.

b. v es de aceleracién A-paralela (esto es, Vz/*’y* = 0) si y sdlo si proy? =
[vy, w], para algin w € R™.

Demostracién: (a) Se comprueba que pyoy? = V., 7..
En efecto: En una carta (z,U) de M, se tiene
Pa(3* (1) = oy o7, (Tao 07)(70)(770,770) + §70);

y, por N.19.b, (1 0 02)(v0) = T|,0, siendo I' los coeficientes de X
en z. Comparando con la expresion estandar en coordenadas de
V.07« se obtiene la igualdad.

(b) Se comprueba directamente que la ecuacién V2 7. = 0 se corres-
ponde con la ecuacién en coordenadas

(1) 77+ ((dD) o) (3) (375 F7) + (Fo)(F7,97) + 2(T o) (75, 5°) +
+ (T35 (Do) (59%)) = 0.

Por otra parte, sabemos por (a) que

prey® = [ot o7, (Tom)(37,77) + 7]

y, por otro lado (ver 1.5(a)),
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Entonces la condicién pyoy? = [y,,w] equivale a

(r 0 7)(7387 7z) + 4" = Yow,

para algin w € R"; y ello es equivalente a

d N — N z\—~12v2
— () (T e)(F"7") + (v5)~157) = 0.
du

Derivando,

— (&) () THT ) (5, A7) + (98) (D) 0 V) (TN (7, 7) +
+ (1) T e)(F %) + (16) T (T om)(3747) —
= () () AT+ (1) = 05

y, multiplicando por ¢ y usando la ecuacién (1) en 1.5(a), que caracte-
riza a 7y, como alzado A-horizontal de v a LM, queda que la condicién
necesaria y suficiente para que pyoy? = [v,,w] es la ecuacién (1) de
arriba.

Nota 45

a. La ec. (1) es la misma ecuacién que Bowman obtiene, en [Bow,
ec.(4.8)], cuando define una “geodésica de segundo orden” para
una “conexién de segundo orden” (en el sentido de [Bow])
inducida por una conexion lineal.

b. Por ser la secuencia 0 « TM £ T*M °& TM — 0 exac-
ta, por ser p?'oy? = 4, y por ser p*lo(805)) = d|rm, la
condicién para que 7 sea geodésica puede escribirse alternati-
vamente, en vez de pyoy? = 0, en la forma 7% = § 0550, (lo
que puede comprobarse directamente).

4 Conexiones en fibrados asociados al orden
dos.

Dada una conexién w en F?(M), en el apartado 4.1 se definen los alzados w-
horizontales a F*(M) y los alzados A,-horizontales a LM (con A, la conexion
en LM inducida por w) de curvas en M; se obtienen, en coordenadas, las
ecuaciones que verifican. En el apartado 4.2 se estudian las conexiones in-
ducidas por w en los fibrados asociados T*M y T?M, se definen los alzados
w-horizontales a T"M y a T?*M de curvas en M y se da una relacién que los liga
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(L.32); se introduce (D.20) el concepto de geodésica (de orden dos) respecto de
w (diferente del dado en [Bow] como “geodésica de segundo orden”); se prueba
(L.33) que una geodésica (de orden dos) respecto de w es también geodésica
respecto de la conexién lineal inducida A,; y se demuestra (L.34) que, en el
caso de la conexién de segundo orden wy inducida por una conexién lineal
A, las geodésicas (de orden dos) respecto de wy coinciden con las geodésicas
respecto de A, probando asi que este tipo de conexiones de segundo orden son
de las llamadas “admisibles” en [CDL] (véanse referencias alli); por ultimo
se retoman las nociones, anteriormente definidas, de alzados naturales de un
campo sobre M a T'M (D.16) y a T*M (D.19), junto con la relacién que las
liga (L.28), y se exploran las consecuencias (L.35) de que cada uno de ellos sea
w-horizontal.

En el apartado 4.3 se muestra como las 2-formas (sobre F?(M)) de torsién
(R"+gl(n)-valuada) y curvatura (gl(n) P S*(n)-valuada) de una conexién de
segundo orden inducen 2-formas sobre M a valores en TXM y AdF?(M), res-
pectivamente (D.21 y L.36).

4.1 Alzados horizontales a F?(M) de curvas en M.

Sea w una conexién en F*(M). Sea v una curva en M. El alzado w-horizontal
de v a F*(M) (ver 1.3.3) con condicidn inicial z, es la curva v, en F*(M)
determinada, univocamente, por las condiciones (V7 € J):

ToYe =7, wW(1:T)=0 y 0=z

Sea (z,U) una carta en M con y(J) C U y sea (z_;, 2o, %) la carta
inducida en F?(M). Usaremos las siguientes notaciones:

) d(z . d*(z oy vy d¥(To
] o Pleen) g o),
du du du
’7f1 =iIL_10Yy = Lo, ’Yg::moo'yuy ’Yf ::iIO'Yw;
TR ) B o Az0070) o AZ107w)
T-1 = du =7 Yo = du ’ T du ’

Entonces la curva de vectores tangentes 7, . se escribe en coordenadas

Yo T = '}/flT 63:_1 l'ywr + 737 amol’yw’r + 7‘;77- 851”)@7"

Y la ecuacién (wo,w;)(7w+«) = 0 se escribe

{(Fov)(‘r”)'ré” +95 =0

(1) T 2T LT
(Tor)(3" Ny +97 =0,

siendo I' y T las funciones de coeficientes de w en la carta (z,U) (N.24,
Iv.2.1).
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Sea A, la conexion en LM inducida por w. Sea v, el alzado A,-horizontal de y
a LM con condicidn inicial w(z) =1 (ver 1.5(a)). Se verifica que Yy, = Mo

y que 7, - = oo

La ecuacién A, (7, ,) = 0 es la primera ecuacién de (1) (comparar con
lo dicho en 1.5(a)).

4.2 Conexiones inducidas en T*M y T?M.

Con las mismas notaciones que en el apartado anterior, el alzado w-horizontal
de v a T'M (ver 1.4(a)), con condicién inicial [z,(v,a)] es la curva en TXM
[Yw, (v, @)], con 4, como en el apartado anterior.

Se obtiene que
[Yos (v, @)] = [02 07, Afie 2y (v, @)] = [0 07, (Y60, 15 (77 (v) + ) (48) )],

con o? la seccién de F*(M)|y — U inducida (N.19.b) por una carta
(z,U) en M.

El alzado w-horizontal de v a T*M (ver 1.4(a)), con condicién inicial [z, (v, w))
es la curva en TVM [v., (v, w)], con 4, como arriba.

Se obtiene que
hu," ('Ua w)] = [Uj oY, B('rﬁ,’yf)(’vv w)} - [Uﬁ C ) (7(0)67)3 737?(1]’ U) + 75)}

Lema 32 La imagen por § (ver L.27) de un alzado w-horizontal de v a T*M
es un alzado w-horizontal de v a T*M.

Demostracién: Escribiendo §(v,a) = (v,w) (<& w = av) entonces,
obviamente, [, (v,w)] = 8o [, (v, a)].

Anélogamente al caso lineal (apartado 1.5), definamos las geodésicas (de orden
dos) respecto de w.

Definicién 20 Una curva~y en M es una geodésica (de orden dos) respecto de
w si el alzado natural ¥* a T*M (D.18) verifica v* = [y, (v,w)], conv,w € R"
tales que v*0 = [v,0, (v, w)].

Sabemos (ver N.43) que v* = [6207,(7%,%")]. Por tanto, una curva vy
es geodésica respecto de w si y solo si

{7 = 75w,
7" =571 (v, v) + 15w,
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para algunos v,w € R"; si y solo si
{(73)“"’# =,
() 9" =i (v, v) = w,
para algunos v,w € R"; si y solo si
{;“;((73)-17”) =0,
2 ()15 = ()97, (16) 71 T) = o
La primera ecuacién da (ver 1.5(a))
~(8) () + () = 0
y la segunda ecuacién da (usando la que acabamos de hallar)
() OE) T+ ()T = AH((E) ', (8) 1) = 0,

equivalente a

=75 (18) 7"+ T = (37)2 (37, 97) = 0.

Ahora, usando las ecuaciones (1) de 4.1, queda que 7y es geodésica (de
orden dos) respecto de w si y solo si

(2) {7 +(Tey)(37,77) = 0,

T (o) 57) + (Tey) (375775 7%) = 0.
Lema 33 St una curva es geodésica (de orden dos) respecto de w lo es también
respecto de la conexion lineal inducida A, .

Demostracion: Una curva geodésica de orden dos respecto de w,
debe vericar las dos ecuaciones (2); y la primera ecuacién es la ecuacién
estandar de las geodésicas respecto de la conexién lineal inducida A,.
También puede verse sin recurrir a las ecuaciones. Basta tener en
cuenta que p»'oy? = v, (N.43), que p*'([y., (v, w)]) = [v,,,v] v que
la condicién de que v sea geodésica respecto de A, se escribié (apartado
1.5(a)) 7. = [7,_,v], con v € R" tal que 7.0 = [y, 0,v)].

El reciproco es cierto en el caso de conexiones de segundo orden inducidas por
conexiones lineales simétricas (ver D.15, IV.4.2).

Lema 34 Siw, es la conexion en F?(M) inducida por una conezidn simétrica
X en LM las geodésicas respecto de A coinciden con las geodésicas respecto de
Wwy.



112 CAPITULO V. FIBRADOS ASOCIADOS AL SEGUNDO ORDEN.

Demostraciéon: Si derivamos la primera ecuacién de (2) se obtiene

T (@) o)) (57,57 + (To7) (5557) + (Tom) (57,57 = .

Por otro lado la conexion de segundo orden inducida por una conexién
lineal simétrica verifica (ver N.33.b):

[(dz) = dP4+T""); = (To7)(37) = ((dD) 0y)(3)+ (T 7).
En particular verifica

Te)F%34%97) = ((dD)or)(¥7) (77, 77)+ .
(T o), 57) =
((dL) o y)(77) (%, 77)
_(F 07) ((I‘°7)(7z>7x)77x) =
(1% ccuacion de (2)) = ((d)o7)(37) (7%,3%) + (To1)(3%37)

Sustituyendo en la derivada hallada arriba de la primera ecuacién de (2)
nos da la segunda ecuacién de (2).

(L.2.b.vi)

Nota 46 Las conexiones en F'*( M) cuyas geodésicas (de orden dos)
coinciden con las geodésicas de la conexién inducida en LM son
destacadas en [CDL, 10.4] (véanse alli referencias) como coneziones
de segundo orden “admusibles”. El lema anterior prueba que toda
conexion de segundo orden inducida por una conexién lineal simé-
trica es “admasible”.

Recordemos el apartado 1.4(a). Sea X un campo de vectores sobre M y sea X,
el alzado w-horizontal de X a F?(M) (1.3.3). El campo sobre T*M (respec-
tivamente, sobre T?M) (v, ), o X,, (resp., (v,w), o X,) es, por definicién, el
alzado w-horizontal de X a TYM (resp.,a T>M) y su construccién no depende
del (v,a) € R" + gl(n) (resp., del (v,w) € R*") que se elija. Las curvas inte-
grales de este campo sobre TY M (resp., sobre T?M ) son alzados w-horizontales
a T'M (resp., a T>M) de las curvas integrales de X. Es inmediato (ya que
(6(v,@))” =60 (v,a); ver L.27, apartado 3.3) que §. compuesto con el alzado
w-horizontal de X a TVM da lugar al alzado w-horizontal de X a T?M.

Recordemos también las definiciones de alzados naturales [X] a XM (D.16)
y X* a T*M (D.19) de un campo X sobre M, asi como la relacién que los
liga (L.28). Podemos considerar los casos en que [X| € Sec(TVM) sea una
seccién de TV M w-horizontal o que X? € Sec(T*M) sea una seccién de T*M
w-horizontal.

Lema 35 Sea X un campo de vectores sobre M.

a. Si [X] es una seccion de T*M w-horizontal entonces X? es una seccidn de
T*M w-horizontal.
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b. St X? es una seccidn de T? M w-horizontal entonces X es un campo A, -
paralelo (ver 1.5(a)).

Demostracion: El apartado a se sigue de los lemas L.28 y L.32 y de
las definiciones en 1.4(a). Para el apartado b nétese que X = p*'o X?
y que si H es el subespacio w-horizontal en [z, (v, w)] € T*M entonces
p21(H) es el subespacio A,-horizontal en [II(2),v)] € TM.

4.3 Tensores de torsion y curvatura de segundo orden

En este apartado se obtienen, dada una conexion de segundo orden w, los
objetos andlogos a los tensores de torsién y curvatura para una conexién lineal.

Recordemos la siguiente construccién (véase [GHV, II, secs.7 y 8]):
Sea P(M, @) un fibrado principal y A una representacién de G en F'. Sea AP
el fibrado vectorial asociado a P y a A. La aplicacion

q: PxF — AP
(p, &) — (&) = [p,¢l,

se puede considerar una aplicacién fibrada entre el fibrado trivial P x F sobre
P y el fibrado vectorial AP sobre M, que induce entre las bases la aplicacién
7w : P — M. La aplicacién q, restringida a una fibra {p} x F, establece un
isomorfismo entre 'y Fy(). Entonces (véase [GHV, II, Sec.7.3, p.308]) se
puede definir la aplicacién R-lineal (Vr > 0)

q: A(M,AP) — A'(P,F)
Iz — q'(p),

dada (para Xy,...,X, € T,P) por
()X, X)) = (m(m X, X)) € F

(ver 1.4(b) para la notacién A"(M, AP)). Se puede probar (siguiendo a [GHV,
IT, Sec.8.22, Prop.9]) que ¢’ establece un isomorfismo entre A"(M, AP) y el
conjunto A" (P, F) de r-formas F-valuadas tensoriales p sobre P, es decir, que
se anulan si se aplican sobre algiin vector vertical y que verifican

R:[L = Aa—l o jb.

En el caso r = 0, ¢’ : Sec(AP) — F(P,F) es la biyeccién dada al final del

apartado 1.1, que ahora resulta ser un isomorfismo R-lineal.
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Definicion 21 Sea w una conezién de sequndo orden y sean O, y {1, la
torsidn de seqgundo orden y curvatura asoctiadas (D.11, IV.3).

a. Llamamos “tensor” de torsién de segundo orden a la 2-forma T' M -valuada

T, € A*(M, TV M) definida por
T.(X,Y) = 2(0,(X,Y)),

con X,Y € T,,M, z € FX(M), n(z) = m, X,Y € T.F*(M) tales que
1.(X) = X, m7(Y) = Y y 2 la aplicacién definida en 1.1 relativa al
fibrado asociado T+ M.

b. Llamamos “tensor” de curvatura de segundo orden a la 2-forma AdF*(M)-

valuada R, € A*(M, AdF?(M)) definida por
R,(X,Y) := 3(0,(X,Y)),

con X,Y € T,M, z € F} (M), n(z) = m, X,Y € T,F*(M) tales que
(X)) = X, 7.(Y) = Y y % la aplicacidn definida en 1.1 relativa al
fibrado asociado AdF*(M).

Comprobemos que es una buena definicién, independiente de los z, X, Y
elegidos. Si variamos X,Y en T, F*(M) con 7.(X) =X, m.(Y) =Y, el
resultado no cambia ya que tanto ®, como (), son tensoriales. Entonces
basta ver, para a, que

,;'(a, t)(QU(R(a»t)*X’ R(a,l)*)?)) = [2(a, 1), Afa,c)‘le)w(-xa Y )] =
(L.9) =[(RLo2),0,(X,Y)] = 2(0,(X,Y));
y analogamente para b.

Definamos, como se hace al principio de este apartado,

q: FYM)x (R"+gl(n)) — T'M

(2, (v, @)) — 2(v,a) = [z, (v, )]
correspondiente al fibrado vectorial asociado TV M, y

q: F2M)x (gi(n)®S%(n)) — AdF*(M)

(z,(a,s)) — 2(a,8) = [z, (o, 8)]
correspondiente al fibrado vectorial asociado AdF*(M).
Lema 36 Se verifica:

a. qb(Tw) = 0O,
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b. q(R.)= Q.
Demostracién: Sean X,Y € T,,M, z € F*(M), n(z) =m,y X,Y €
T.F*(M) tales que 7.(X) = X, 7.(Y) =Y. Por la definicién dada en
1.4.(d) se tiene, para a,
@' (T.)(X,Y) = 27 (T(r. X, m.Y)) = 27(2(0.(X,Y))) = 0,(X,Y);
y andlogamente para b.

Nota 47

a. Bajo la aplicacién v : T"M — TM dada en el L.18, se com-
prueba ficilmente que T := voT, es el clisico tensor de
torsién para la conexion lineal A, inducida por w. Por otro

lado, identificando el fibrado vectorial AdF?(M) con cierto
subfibrado vectorial de End(T? M) bajo la aplicacién

(1) AdF*(M) — End(T'*M)

[Z’ (Oé, S)} — ‘2 o (12((1,3) o é_ 3
y definiendo
t: End(T*M) — End(TM) = AdLM (ver 1.5.c)

como la tnica aplicacién que hace conmutativo el siguiente

diagrama (Vo € End(T"M))

TLM —2 . TLM

fk

Yo
T 2
se comprueba facilmente que RZ :=to R, es el clasico tensor

de curvatura para A,.
La aplicacién (1) dada arriba estd bien definida pues, por

é(a, t) = 20 A%(4, (ver 1.1) y por un célculo directo, se sigue
que

—

é(a, tj 0 azM(ayt)ﬁl COK é(a, t)_l =2Zo az(a,s) 027 L,

Facilmente se prueba que la aplicacion definida es un mono-
morfismo de fibrados vectoriales.
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Un tratamiento, similar al dado aqui, para los tensores de
torsién y curvatura del caso lineal se halla en [GHV, II, p.403

y ss.].
b. Coordenadas de T, y R,. Sea (z,U) una carta en M. Por

definicion, se tiene
T 351, #2al,) = lo2(m), Ouloy (%], 5% 1,))]-
Demos a TYM las coordenadas (ver N.36
(z,2-1,0)[05(m), (v, )] := (=
y escribamos &_; = (3') y & = (i;) Por definicién, se tiene
(@ 25)(Tu( 55,5 22,) = (Do Tipg)s

siendo estas iltimas funciones las coordenadas de ©, definidas

en N.29, Cap.IV.

)
(m

), v, ),

Por otro lado, demos a AdF?(M) las coordenadas

(z, 7:50’ él)[oi(m), (@, 8)] == (z(m), @, 5),

y escribamos &y = (2}) y 21 = (2;,). Por definicién, se tiene

2

Ru( 2 s 42
W\ 8zP |y

ml) [Jg(m),ﬂw(ai*( af?ﬂ!ma a—i)“m))]7
se sigue que
(@5 &5 ) (R (o rl,.) = (Ripgs Bipy),

siendo estas dltimas funciones las coordenadas de (), definidas

en N.29, Cap.IV.



Capitulo VI

G-estructuras 1-integrables.

En este capitulo queremos estudiar sobre todo las G-estructuras 1-integrables
(que son las que admiten conexiones lineales simétricas). Una G-estructura de
este tipo define una reduccién de F?(M) con grupo de estructura el que hemos
dado en llamar el “levantamiento” al orden dos G? del grupo G C GL(n).
Probaremos que dicha reduccién se puede considerar isomorfa a la primera
prolongacién de la G-estructura (en el sentido de [Ste] y [Ko2]) que, en este
caso, resulta estar univocamente definida. También estudiaremos el concepto
de sequnda prolongacién, definido para G-estructuras 1-integrables, en analogia
con el concepto de primera prolongacién; nos ocuparemos especialmente del
caso en que el dlgebra de Lie g de G sea de tipo (finito) 2.

Comenzamos (Sec.l) con la nocién de “levantamiento” al orden =, G", de
un subgrupo de Lie GG de GL(n); G" es un grupo de Lie, que involucra las
prolongaciones hasta orden r — 1 del dlgebra g de G. Estudiamos en detalle los
levantamientos a érdenes 2 y 3 y ciertas representaciones naturales asociadas
(L.37 al L.40). Consideramos a continuacién (Sec.2) la nocién de (r — 1)-
integrabilidad de una G-estructura P(M, (), equivalente a la posibilidad de
definir el que hemos llamado “levantamiento” al orden 7, P", de P; en tal
caso, se sabe ([Gui]) que P’ tiene una estructura de fibrado principal sobre M,
reducciéon de F"(M) con grupo de estructura G". Cuando ademas es g, = 0,
tiene interés definir (D.27) lo que entendemos por formas de tipo Cartan sobre
P, que en ciertos casos resultan ser conexiones de Cartan (ver Cap.VII).

En la seccién 3 recordamos la definicién de primeras prolongaciones de una G-
estructura y reformulamos algunos resultados ya conocidos sobre existencia de
conexiones functoriales en G-estructuras (T.5) y de conexiones con una torsiéon
prescrita de antemano (L.44). La existencia de conexiones simétricas sobre una
G-estructura P(M, &), que es equivalente a la l-integrabilidad de ésta, resulta
también equivalente (T.6) a la unicidad de su primera prolongacién, que puede
entonces identificarse (L.46) con el levantamiento al orden 2, P?, de P.

117
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Finalmente, en la seccién 4 (la mds importante) estudiamos (4.1) el concepto
de sequnda prolongacién P? de una G-estructura l-integrable P. Cuando g es
de tipo (finito) 2, encontramos: que las conexiones en P*, con igual conexién li-
neal inducida simétrica (en P), vienen caracterizadas por su torsién de segundo
orden (T.7); que cada segunda prolongacién de P (de cierto tipo) induce sobre
P? una forma canénica de tipo Cartan (T.8), de cuya curvatura calculamos
su ecuacién de estructura (T.9); y que cada conexién simétrica en P induce, a
partir de una forma de tipo Cartan sobre P?, una conexién en P?, y viceversa
(T.10). Por dltimo (4.3), encontramos (sin restricciones sobre el tipo de g) que
la existencia de conexiones en P? con torsién de segundo orden nula es equi-
valente a la 2-integrabilidad de P y equivalente a la unicidad de su segunda
prolongacién (T.11).

1 Levantamientos de grupos de matrices.

En el apartado 1.1 se define la 7-ésima prolongacién g, (D.22) de una subalge-
bra g de gl(n), y también lo que se entiende por que g sea de tipo finito
(D.23); en 1.2 se explicitan las nociones bésicas de la cohomologia bigraduada
de Spencer para subdlgebras de gl(n).

Un subgrupo de Lie G de GL(n) da lugar a una G-estructura canénica sobre
R", que es (D.24) la que resulta de mover por G la seccién global o7 del fibrado
de referencias LR™ definida por la carta estandar de R". El subgrupo de G"(n)
constituido por los r-jets de difemorfismos (locales de R" que preservan el 0)
para los cuales la transformada de o tiene orden de tangencia r — 1 sobre el
0 con alguna seccién de la G-estructura candnica constituyen el levantamiento
al orden v, G", de G (D.25). G" resulta ser un subgrupo de Lie de G"(n). La
representaciéon natural (I1.1.4) A" de G"(n) restringe bien a una representacion
(denotada igual) A" : G" — GL(R" + g+ -+ g, ,). Cuando g es de tipo
finito 7 — 1, entonces A" induce una representacién A : G"~! — GL(R™ + g+
.--4g, ,). Todo ello se comenta, sin detalle de demostraciones, en el apartado

1.3.

Estudiamos a continuacién (apartados 1.4 y 1.5) los levantamientos G* (L.37)
y G* (L.39) de un subgrupo de Lie G de GL(n), explicitando las representa-
ciones adjuntas (L.35 para G?) y las representaciones A” (L.38) y A*, asf como

también las A (cuando g, =0) y A (cuando g, = 0; L.40).

1.1 Prolongaciones de algebras de matrices.

En toda esta seccién r € N, r» > 0.
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Definicién 22 Sea g una subdlgebra de Lie de gl(n). La r-ésima prolonga-
cién, ¢,, de g es el espacto vectorial

g, = {t € S (n) : t(vi,...,v,) €@, YVoi,...,v, € R"}
Se define, ademds, g, =9 y g_, := R"
Nota 48

a. Resulta obvio que una definicién alternativa de g, , por recurren-
cia, es (dando por supuesto g, := g):

g, = {te St (n) : tv)eg,, VoeR"} =
= LR g, )N S (n)

(recordar la notacién t(v) en N.1, 1.2.3).

b. Como consecuencia de (a) ndtese que: g, = 0 = g, = 0,
Vo' > .

c. Obviamente: (gl(n)), = S (n).

Definicion 23 Se dice que g es de tipo (finito) » si g, # 0 y g, = 0. Se
dice que g es de tipo'infinito si g, # 0, V7.

Sobre la suma directa de espacios vectoriales 7] g, definimos el corchete
siguiente

G ! c y g+1)
{tpvtq] - %LS( (t;('a H_]'a‘)a'{ ) )) %S(t,(t ( p+1 ) '7'))7
sipt+g<r—1,
[tp,t,] =0, sip+qg>r—1,
cont, € g,, t € g,, p,q > 0 (resulta que [t,,¢] € g,,,). Se dota asi a Srol g,
de una estructura de dlgebra de Lie, subalgebra de 372, S*7!(n) (ver 11.1.3).
Nota 49

a. Sea 0 <1’ < 7; el nicleo 3'_!, g, del homomorfismo
E:;(l) 9 - E: _Ol g
(t(),...,trl_l,trl,...,tr_l) | — (t())"')tr—l)

es un ideal nilpotente (y g,_; un ideal abeliano) del algebra
p - ', 0, v se tiene:

Zgrwzgq

3=0
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(suma semidirecta; ver notacién en 1.1.3). Obsérvese que,
o -1 —2
salvo que 7 = 2, no se puede escribir Y. " g, = > 1209, P,y

g=l

(el subespacio Y722 g, no cierra como subalgebra de Y02/ g, ).

b. Sobre la suma directa de espacios vectoriales

r—1 r—1
Z gs - R‘n + Z gs

s=—1 s=0

se puede definir un corchete como arriba, anadiendo (Vv,v’' €
R" Vt,cg,, 0<s<r-—1)

[v,v'] := 0,

[ts,v] := t4(v).
Pero este corchete no satisface la identidad de Jacobi, salvo
que 7 = 1 (en tal caso se obtiene la subdlgebra afin R" & g)
o que g, = 0 (esto es, g es de tipo finito < r; en tal caso se
tiene: 72! g, = R"@ Y72} g,). Por ejemplo, si g es de tipo
2, el corchete de Lie en R™ + g+ g es
(v, a,t), (v, o, t")] = (av' — a'v, [a, o]+ t(v') —t(v), " — tc“().

1.2 Cohomologia de Spencer de g.

La cohomologia de Spencer de una subdlgebra de Lie g de gl(n) es de gran
importancia en el estudio de las sucesivas prolongaciones y de la integrabilidad
de una G-estructura. Definimos aqui sucintamente esta cohomologia (véase
p.ej. [Gui]; ver también 1.1 y 1.2.3 para notacién).

El complejo bigraduado de Spencer se define como la suma formal >, . C™7(g),
siendo

Aq(nagp—l)a sip,q >0

0 sipdq<0,

CPi(g) = {

donde A%(n,g, ,) es el subespacio vectorial de L(R"x .9. xR", g, ,) C
LR"x .9. xR",SP(n)) C LP*(n) constituido por las aplicaciones anti-
simétricas en los g primeros indices con valores en g, ;. Puesto que g_; = R",
es C%(g) = A(n,g_,) = A%(n) (si ¢ > 0). Se sobrentiende que C*°(g) = g,_,
(si p > 0), en particular C*°(g) = R". El operador de Spencer se define como
la aplicacién

t— Al,...,q«}—l(t)) Si D > 03 q 2 0

o . P op—tatl
(a) = (2), t— 0, sip<06qg<0,
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z (_1)Ut(?}0(1)) o e 3v0(q+1))1}q+27 N ,'I}q+p)
7€Pgt1

T (g+1)!

es el antisimetrizado de t en los q + 1 primeros indices. Sit € C(g) =
A9(n,g) (g > 0) es Ay, 4+1(t) = A(t) (ver 1.2.3). Por otra parte, O|cro(y) (p >
0) no es sino la inclusién de A%(n,g, ;) = g, , en A'(n,q, ,) = L(R",g,_,).

Las secuencias resultantes pueden escribirse como sigue:

g=0 g=1 q=2 g=3 g=4
pig=0 0 > R" — 0
ptg=1 0 — g al(n) — 0

L(R",g) -2 A%n) —0

N
pte=2 0 — gy —
pta=3 0 — gy — L(Rnygl) Bz, Az(na g) 2, Ag(n) — 0

«— L(R",g,) L_EN A*(n,g,) fuzg, A3(n,q) N A'Y(n) >0

pre=4 0 — gqy

Es obvio que 908 = 0. Escribiendo Z7(g) := Ker(d|cra(y) C C™(g) v
BPi(g) := Im(8|cr+1.0-1 () C CP9(g), se definen los grupos de cohomologia

- Z”"’(g)

170 = ()

.

Es claro que Z7%(g) = 0, si p > 0; con lo que H?"(g) = 0, si p > 0. Por otra
parte, BP'(g) = g,, si p > 0; y de la definicién de prolongacién (N.48.a) se
deduce que Z"'(g) = g,, si p > 0; con lo que HP'(g) = 0, si p > 0. Para
cualquier g, la tabla de los grupos de cohomologia de Spencer puede escribirse
como sigue

H"(g) = R"
0 H*'(g) = gl(n)/g
0 0 H*(g)
0 0 H'"*(g) H"(g)
0 0

H**(g) H'(g) H"'(g)

Los grupos de cohomologia que afectan a nuestro estudio son los de la forma
HP?(g) (véase [Gui]). Trivialmente se ve que, para g = gl(n), todas las se-
cuencias de la cohomologia de Spencer son exactas, esto es, H??(gl(n)) = 0,

Vp,q.
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1.3 Levantamientos de grupos de matrices.

Consideremos el fibrado de referencias lineales 7% : LR™ — R™. Denotare-
mos por (ver 1.4.2) o7 a la seccién global de LR" correspondiente a la carta

identidad I = (u',v?,...,u") de R™.

Bajo los isomorfismos canénicos (ver 11.1.4)

FYR") — IR* %) R*x GL(n)
ie) = I=wdo = (#(0), Do),

se tiene la correspondencia (Vv € R")
jl(Tv) s op(v) =Ty ulo — (v, I).
Para cada v € R", la referencia o;(v) no es otra que el isomorfismo

R" — T,R"

|
w | — Y 10
siend() Ia carva 7y . 7T = v + TW.

Sea GG un subgrupo de Lie de GL(n); se obtiene el siguiente subfibrado principal
de LR"™ canonicamente isomorfo a R" x G.

Definicién 24 La G-estructura candnica sobre R™ es

GR":={l € LR": [l = of(r*(]))a, cona € G}.

Sea g € Doo(R™), esto es, un difeomorfismo g : U — V entre entornos de
0 € R", con g(0) = 0. Recordemos el isomorfismo g de fibrados principales
(D.6 en I11.2.2):

g: LR"ly — LR"|y
FW) =1 jUgo) = gularqy ol

Definamos ahora:
Definicién 25 FEllevantamiento al orden r (o r-levantamiento) de G es
Q" = {j"(g) € G"(n) : o € Sec)(GR™) con 57 (Goo;) =3 (00g)}.

Esta definicién involucra (r —1)-jets en 0 € R" de aplicaciones de (abier-
tos de) R" en LR™.
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Nota 50

a. La condicién de la definicién expresa la idea de que el difeomor-
fismo g : U — V preserva hasta orden (r—1) (o (r—1)-preserva)
la (G-estructura candnica GR™ en 0; o, en otras palabras, que
las subvariedades regulares (de LR") g(Im o) e Im o tienen
“contacto de orden (r—1)” en el punto g(o(0)) = o(0) € GR".
La expresion clasica de esta condicién es: existe una carta
(y,z;U) (donde y = (y',...,y"), z = (zi,...,z"Q)) en torno
a g(o7(0)) € LR", tal que las ecuaciones de g(Im o) NU son:
z = 0 (la carta estd adaptada a la subvariedad g(Im oy)),
mientras que las ecuaciones de Im o N U son:

z = f(y), con D*flyG ) =0 (0 <s <r—1),

para cierta funcién f :y(U) C R" — 2(U) C R" .

b. Es claro que la condicién de la definicién sélo depende de j"(g).
Por tanto, se puede decir que es el r-jet j7(g) el que (r—1)-
preserva GR™.

c. En esta definicién, se puede, equivalentemente, reemplazar la
ecuacién 37 (goor) = 77 ' (0 0 g) (que involucra jets de aplica-
ciones U — LR"|v) por la ecuacién j7 "' (goosog™') =777 (0)
(que involucra jets de secciones del fibrado LR"|y — V).

En efecto: Cualquier difeomorfismo entre abiertos de R",
g : U — V, induce una biyeccién entre los jets de aplica-
ciones de dichos abiertos en una variedad M, J*(V, M) —
Jk(U7M)aj§(p)'¢' = j§(¢° g) (Vp € V)

d. Se puede, equivalentemente, reemplazar la condicién de esta
definicién por

Vo € Seco(GR"), o € Secy(GR") tal que
7 —1

i (Goo) =3 (oog);

o también (por (c)):

Vo€ Seco(GR™), Jo € Seco(GR™) tal que
7 Gooeg") =4 (o).
e. Puesto que j1(g) € G' & g.lo = (goor)(0) € GR”, se de-

duce que el grupo G'' es candénicamente isomorfo a G, por el

isomorfismo j'(g) — Dglo. Nosotros identificaremos ambos
grupos.
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f. Una descripcién mas operativa de G" es la siguiente:

G" ={j"(g9) € G"(n): 3k € F(R",G) con Dyg|, = x(0)
y Dyl = D'slo (1 < s <r—1)}

S

identificando Dk|, € L(R"x ---
elemento de L*™!(n) dado por

xR", L(R",R")) con el

DSFLI()('U], cee ,’Us_H) = (Dsiﬁ‘,l@(’l)l, ce ,1}3))(7}3+1);
en coordenadas

(D'q,gl )7 ‘ — %}__
0Jg1 0 ndst1 — Oun . ..0uls .

En efecto: Basta tener en cuenta que, en la carta global
(u_1,up) : LR" — R™ X GL(n),
se tiene (para o € Seco(GR")):

{u,_logocr[:g {uﬁloaog::g

UgoJooy = Dg wooog =k € F(R",G).

El conjunto G" forma un grupo, de hecho un subgupo de G"(n), con ley de
producto dada, por tanto, por (I1.1.1)

i'(9)-3"(g") = 3"(g9-9)

En efecto: por la nota N.50.d, basta probar que, dados j"(g), 7"(¢') € G”
y 0 € Seco(GR™), Jo € Seco(GR") tal que

77 goge0o(g09)"") =5 (o).

Pues bien, se tiene:

i gog 000 (909) ) =T Gog 009" e gT!) =
= 3" Ygo o' og7 "), para cierta ¢’ € Seco(GR"),
= j"" (o), para cierta o € Seco(GR");

respecto de la segunda igualdad, obsérvese que, si bien la seccién local
de ZR" ¢'0 pog'~ ! no pertenece, en general, a Seco(GR"), su (r—1)-jet
77 "(g' o 009'""') (que es de quien depende el miembro de la izquierda de
dicha igualdad) si puede escribirse (por ser j7(g') € G") como j7~'(¢'),
para cierta ¢’ € Seco(GR"); y la igualdad se sigue.
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Se deduce de la seccién I1.1.1 que, para todo 0 < ' < r, la proyeccion g
Q" — G, 77(g) — 7" (g), es un homomorfismo de grupos y que Grr' =
Ker 87" es un subgrupo invariante y nilpotente de G”. En particular, el grupo
G™"! (r > 1) es abeliano. Asimismo, para r > 1, se tiene el isomorfismo
canénico (ver I1.1.2)

X : G — G Gl
i"(9) — (Dgl,, i"(Dgly" - g)),

con el producto semidirecto G'® G™! asociado a Q7 € Hom(G, Aut(G™"))
definido por

Q" (a)(i"(9)) :==3"(aogoa™).

Se puede probar (véase [Guil; lo haremos con detalle mas adelante para r = 2
y r = 3) que " es un subgrupo de Lie de G"(n), difeomorfo a la subvariedad
Gxg,x-+xg,_; de GL(n) x S*(n) x -+ x S"(n) (ver IL.1.1) y que el algebra
de Lie g" de G"es isomorfa a 3.7/ g, con el corchete dado en el apartado 1.1.
Se sigue de lo dicho antes que el grupo abeliano G™"~! (r > 1) es isomorfo al
grupo vectorial g, ,. En el caso g, ; = 0, el homomorfismo 877! : G" — G"!
es un isomorfismo de grupos de Lie.

La representacion natural A" de G".

Definimos el levantamiento al ordenr (o r-levantamiento) G"R"™ de GR™ como
(ver la seccién 2 para la posibilidad de definir el levantamiento al orden r de
una G-estructura P arbitraria):

G'R" := {j"(p)EF"(R") : o € Sec,oy(GR") con j7 (@oas)=3"""(cop)}.
G"R™ es una reduccién de F"(R") con grupo de estructura G" (recordar I1.1.4).

La accién de j"(g) € G" sobre j7(¢) es 7"(¢) - 7"(g9) := j"(pog). Se ve
(andlogamente a la comprobacién (arriba) de la operacién de grupo) que
actiia dentro de G"R"; y es transitiva pues dados 57 (¢), 7" (¢') € G'"R"
con ¢(0) = ¢'(0), el elemento j"(¢~'o¢') € G" pasa del uno al otro.

Se obtiene una trivializacién global de G"R™ bajo el difeomorfismo
¥y G"'R" —> R" x G"
]r((p) = (90(0)7 jr(T—cp(O)OSD))'
Sea j"(g) € G", donde g : U — V es un difeomorfismo entre entornos de
0 € R", con g(0) = 0. Denotemos por
L GTRM — PR
ITNp) o T geegTh)
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la restriccién a G"7'(R™)|y de la aplicacion denotada por la misma letra en
I1.1.4. Se puede probar (véase [Gui]; lo haremos con detalle para 7 = 2 y
r = 3) que la aplicaciéon tangente

Ir—l

gx*

ot (I) . T?T_l ([)GT-I(RH) R Tjrfl(I)Fr—l(Rn)

toma de hecho sus valores en Tjr—l(])Gr_l(Rn)’ por lo que escribiremos

r—1
1,.

i1 (1) : Tjr——l([)GT_l (Rn) — Tjr-«l(})Gr#] (Rn)

Identificando, via ¥~ G"!(R") con la variedad producto R" x G"~' y, por
tanto, Tjr_l([)GT‘l(R") con R” 4+ g"!, se obtiene una representacién de G”
(r > 1) denotada igual que la representacién A" de G"(n) de la que procede:

A G GL(R™ +g")
jv.(g) N (15:1 - R™ +gr—1 S R" _|_g1._1).

i)

Analogamente, se obtiene una representacién del dlgebra de Lie g (r > 1),
denotada igual que la representacién a” de g"(n) de la que procede (ver 11.1.4):

ar = Ailj*([) g (n) — gl(R" 4+ ¢"7).

Si g, , =0, el isomorfismo de grupos de Lie 87"~! : G — G"~' antes citado
induce una representacién A : G"' — GL(R™ + g'!) en la forma obvia. Se
puede probar (véase [Gui]; lo haremos con detalle para 7 =2 y r = 3) que esta
representacién preserva el corchete en R" 4 ¢"~' dado en N.49.b, con lo que
escribiremos (recordar 1.1.1) A" : G"™! — Aut(R" 4+ g"~'). Se puede probar
que

Ajrs (9)

J

Y1, e P —
91‘—1 — Ad;r—l (9)7 \/j l(g) & G l.

1.4 Levantamiento al orden 2 de G.

Sea G’ un subgrupo de Lie de GL(n) y sea g su 4lgebra de Lie. El homomorfismo
Q* € Hom(GL(n), Aut(5%(n))) (ver 11.2.2) restringe bien a un homomorfismo,
que denotamos por la misma letra, @* € Hom(G, Aut(g,)), ya que si t € g,
y a € G entonces, obviamente, ¢, € g;. Podemos, pues, definir el grupo de
Lie producto semidirecto G' ® g; asociado a @ que resulta ser un subgrupo de
Lie de GL(n) ® S*(n), pues la inclusién es obviamente una inmersién (véase

[GHV, II, Ch.2, 2.1]).
El 4lgebra de Lie de G'® g; es la subalgebra de Lie de gl(n)$ S*(n) dada

por la suma semidirecta g D g, asociada al homomorfismo, restriccién de ¢* €
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Hom(gl(n), End(5%(n))) a g y denotado igualmente, ¢° € Hom(g, End(g:))
(que restringe bien, pues si ¢ € g, y @ € g entonces el elemento t* € 5%(n)
verifica t*(v) = (L.2.b.vi) [a, t(v)] —t(aw) € g, Vv € R" y, consecuentemente,

t(y c 91)
El levantamiento al orden 2 de G, segin D.25 y N.50.f es
G? = {j*(g) € G*(n) : Fo € Secy(GR™) con j'(Goo;) =j'(cog)} =
= {7*(9) € G*(n) : Ix € F(R",G) con Dyg|, = x(0), D’gl, = Drlo}

Lema 37 G? es un subgrupo de Lie de G*(n) isomorfo, via (uo, 1), a G 2 g1.
Consiguientemente el dlgebra de Lie g* de G* es isomorfa, via (uo,U1)|2(1),
agDdg.

Demostracion: Sea j%(g) € G*. Puesto que
$%(n) 3 Dygl,' D*gl, = (v'Dk)lo € L(R", 9),
se deduce (recordar D.22) que Dg]ngzg\O € g, y se puede escribir
G* = {j(9) € G*(n): Dygl, € G, Dgl;"' D*gl, € g}
Asi pues, la carta global e isomorfismo de grupos de Lie (ver I1.2.2)

(uo, ;) : G*(n) — GL(n) 2 §*(n)
i*(g) ~ (Dgly, Dgly" D?gl,);

induce, por restriccién al subgrupo G* C G?*(n), un isomorfismo de
grupos (denotado de la misma forma)

(w0, 1) : G* — G R gi;

al ser el subgrupo G ® g; de GL(n)® S*(n) un subgrupo de Lie con
algebra de Lie g gy, se sigue el lema.

Nota 51 A partir de ahora identificaremos G* = G ® g, segin el
lema anterior, y denotaremos un elemento de G? indistintamente

por (a,t) o por 7%(g).

La representacién (ver 11.3.2) Ad ™| - G — Aut(gl(n) D S*(n)) da lugar,
por restriccién a g b gy, a la representacién adjunta de G?, que denotaremos
simplemente por Ad; lo propio ocurre con la representacién ad® (™

G2

Asimismo la representacién (ver 11.3.3) A*| : G* — GL(R" + gl(n)) da
lugar, por restriccién a R™ + g, a una representacién de G, que denotaremos
igualmente por A*; lo propio ocurre con la representacién a’|,..
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En efecto: De la demostracién de L.4 (I1.3.3) se obtiene que
A i) : R'"+g — R"+gl(n)
(v,8) > (Dglov, D*glo(v) Dyly" + DygloBDgl,");

y se observa que

D?%|,(v) Dgly' + DyglB Dyl = Dglo(Dyly" Dglo(v) + ) Dyl € g,
pues Dgl, € Gy Dgl;' D%gl, € g1

Resumimos en el siguiente lema (ver L.3 y L.4, Cap.II) estas representaciones,
escritas teniendo en cuenta el isomorfismo del lema anterior.

Lema 38 Se verifica:
a. La representacion adjunta de G* es

Ad: G»g — Aut(g b g1)
(0,) —  ((Bs) = (aBa,s, — (¢7).))
(0,) > (By5) o (a7 Bays, s + 17 5%).

b. La representacion adjunta de g*

ad: ghg — End(g{Bgl)
(a,t) +— ((8,8) ¥ ([@,B],8% — tﬁ) = [(a,t),(8,8)))-

c. La representacién A% de G* es la dada por
P p

A*: Gog — GL(R" + g)
(a,t) = ((v,8) = (av,a(t(v) + B)a™")).

d. La representacidn a? de g* es la dada por

a: gho — gl(R™ +g)

(a,8) +— ((v,8) = (aw,5(v) + [e, B]))-
Caso g, = 0.
Cuando g; = 0, se obtiene que la aplicacién

¢ — G*=a»{0}

a (a,0)

establece un isomorfismo entre Gy G?. Como ya se dijo al final del apartado
1.3, la representacién A? (respectivamente a?) induce, en este caso, una rep—

resentacién de G (respectivamente, de g) en R" + g, que denotaremos por A
(respectivamente, por @) (recordar N.7.a en 11.3.3). Esta representacién A

verifica ZZ'R“ = Ad%nagz “lpn ¥ A la = AdY y preserva el corchete de Lie del
algebra afin R" & g.
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1.5 Levantamiento al orden 3 de G.

Recordemos la seccién I1.4. Debido a que, si t,t’ € gy, [t,t/] € g, es inmediato
que (g; X g2, 0 ) es un subgrupo de (S*(n) x S%(n), o). Asimismo, G' R (g1 X
s, 0) es un subgrupo de GL(n) 2(5%(n) x 5*(n), o).

El levantamiento al orden 3 de G, segiin D.25 y N.50.1, es
G* = {j%(g9) € G®(n) : Jo € Secy(GR™) con j*(gooy) = j*(0og)} =

= {5%(g) € G*(n) : Ik € F(R",G) con Dg|, = £(0), D*g|, = Dklo
y D’gly = D*[o}.

Lema 39 G® es un subgrupo de Lie de G*(n) isomorfo, via (uo,u1,%s), @
G 2(gh X g2, 0). Consiguientemente el dlgebra de Lie g* de G° es isomorfa,
via (o, U1, U2). |51y, @ §+ @1 + g2 (con corchete el dado en 1.1).

Demostracién: Es claro que j7(g) € G” si y solo si 3k € F(R",G)

con
Dgl, = &(0),
Dg‘all)zg’o = (k7'DK)lg,
Dgl(;lD:ﬁgto = (K7'D?K)l;

equivalente, a su vez, a que 3k € F(R",G) con

Dg‘o = K’(O):
(1) Dg|;' D%gl, = (s7'Dk)l,,

(2) Daly" Dgly — 25(Doly" D0ly() Dly " D)) =
= (5D, — S5((5 DR (57 DR, )

Nétese que, si & € F(R",G), entonces Dk € F(R", L(R", gl(n))) pero
k™ 'Dk € F(R",L(R", g)); luego la ecuacién (1) implica que (s~ 'D&)|,
€ g,. También se tiene que D(x™'Dk) € F(R", L(R" x R", g)). Ahora
bien, como D(k™!)(:) = —k~'Dk(-)k™", se obtiene que

D(k'DE)(+,+) = =k ' D&(-)s™ ' D&(-) + 7' D?k(, ).
Por otra parte, si s € g, se verifica (recordemos que s(v)w = s(v, w)):

s(u)s(v,w) = 5(s(u)s(v,w)+ s(v)s(w,w) + s(w)s(u,v))+
+5(s(u)s(v, w) — s(s(uw)w, v) — s(w, s(u)v)) =
(D.1.b) = 58( s(+)s(-, ) (u, v, w) + %s“’(")(v w)

lo cual podemos decirlo escribiendo que

s(+)s = 2‘8(5(03(', )+ %53(-)_
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De lo dicho es inmediato deducir que
S 3 ;
(k7' D?K)l, = 5S((7 Dr)lo() (7 DK)o( ) =
D DRl (DRI P,

Como los dos tiltimos sumandos pertenecen a L(R" xR", g) (identificado
con L(R", L(R", g))), y de la ecuacién (2) se sabe que su suma estd en
53(n), se sigue que

3 ,
(r7'D*k)|g = 5((7 D) () (7 DKl () € g
Llegamos a la conclusién que j"(g) € G® si y solo si

Dygl, € G,
Dgl;' D%, € w,

1 3 - 1 p
Dy, D*gl, = 58(Dgly" D*glo() Dyly " Dgl(+5)) € ga-

Y la primera parte del lema se sigue inmediatamente. La segunda parte
se sigue de L.6.b en II.4.

Nota 52 A partir de ahora identificaremos G* = G ®(g1 X g2, O),
segiin el lema anterior, y denotaremos un elemento de G* indistin-
tamente por (a,t,T) o por 5%(g).

La representacién (ver 11.4) Ad“" (| : G* — Aut(gl(n) + S?*(n) + S*(n))
da lugar, por restriccién a g -+ g; + g2, a la representacién adjunta de G, que
denotaremos simplemente por Ad y que, bajo el isomorfismo del lema anterior,
se expresa igual que la dada en L.6.a; lo propio ocurre con la representacién
ads’ (™ |43, que se expresa igual que la dada en L.6.b. La representacién natural
A® de G*(n) en R"+gl(n)+S5%(n) (ver I1.4) restringe bien a una representacion,
que denotaremos ignalmente por A%, de G* en R"+g+g;. Bajo el isomorfismo
del lema anterior es (ver L.7.a en I1.4):

A Go(g xg2,0) — GLR"+g+m)
(a,t,T) — ((v,B,8) — (av, a(t(v)+ B)a™',
(T(v) = 5t') =7 + 5)a)).

Lo propio ocurre con la representacién a?| s, que se expresa igual que la dada

en L.7.b.
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Nota 53 Tanto G como g, pueden considerase subgrupos de G*
identificando G con (G,0,0) y g2 con (1,0,9:). A su vez, ambos,
se pueden identificar con los subgrupos de GL(R™ + g + g¢;) dados
por A?G,o,@) y A?I?o,ggp respectivamente. En cambio, no sucede asi
con el grupo G? = G ® g; que no es, en general, subgrupo de G*, ni
hay, en general, restriccién de A’ a una representacién de G ® gy

que fuera de la forma
Gogi — GLR" +g+a), (a,8) = A0

(recordar N.9 en I1.4).

El caso g, = 0.

Cuando g, = 0 (como sucede en el caso del grupo lineal conforme G = C(n),

que estudiaremos en el Cap.VII) se obtiene que la aplicaciéon

GF=Grgn — =G x{0},0)
(a,t) — (a,t,0)

establece un isomorfismo candnico entre G* y G*.

Nétese que (ver I1.4)
1
(aa t 0) ’ (alv t’7 0) = (aa', y tar-1 + t ’ 5[15“,_1 ’ t,])

y que Vi, t' € gy, [t,t'] € gs.

Ademis en este caso R™ + g+ g1 admite una estructura de algebra de Lie con
corchete dado en N.49.b. Como ya se dijo al final del apartado 1.3, la repre-
sentacién A® (respectivamente, a*) induce, en este caso, una representacion de

G? (respectivamente, de g°) en R" 4 g + g1, que denotaremos por A (respec-

tivamente, por @) y cuya forma se sigue inmediatamente de L.7 (Cap.II):

Lema 40 En el caso g, = 0, se tiene:

a. La representacion inducida por A* es

A Gog — GLR"+g+a)
(a,t) > ((v,B,8)— (av, a(t(v)+ Ba~',

(—3t0) — ¢ 1 8),));

(a,t)"" +— ((v,8,8)— (a7 'v, —t(a'v) + a ' Ba,

k%tl(”“l“) +t(1—1ﬁa+5a~1)).
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b. La representacion inducida por o’ es
@ gpa — gl(R"+g+m)
(a,t) = ((v,0,5) > (av, t(v) + [, 8], s* = 17).

Nota 54
a. Si g, = 0, se verifica:

() ) =50 Vs teg, VveR™

En efecto: Se tiene (ver N.8) [s,t] = #*() — ') y, como
(61, 01] C g2, el resultado se sigue.

(i) el =0, Vit g, Vo,w e R™
En efecto: 14 = (L.2.b.v) (#1(»))H) — (¢())tw) =
= (i) (1 ()=t w)) = (L.2.b.vii) — 2ty el resul-
tado se sigue.

b. Si g, = 0, se verifica:

(1) A’ (a,6) ] atar = Ad( X’ 8 (recordar N.9 en II1.4).
i) @ = adt T8 (recordar N.49.b).
(at) = (o)

(iii) A* preserva el corchete de R™ + g + gy (dado en N.49.b).

) —3 Ny
En efecto: Por (i) y puesto que A es una representacion,
basta comprobar los tres siguientes casos:

(1) Por un lado

A wl(v: 85 5), (w,0,0)] =
- A (0.0)(Bw, s(w),0) = (afw, as(w)a™",0);

por otro lado,

{“_4'3((1,0)(1)7ﬁaé)}zg(a,o)(w7 0 O)]
= [(av,aBa™ ", s,), (aw, 0,0)] = (afw, s,(aw), 0),

que es igual a lo primero (L.2.a.v).

(2) Por un lado -ﬂg(,,t)[(v, 0,0),(w,0,0)] = (0,0,0); por otro
lado,

(A ]t)(v,0,0),’221,0(71),0,0)];
= [(v,t(v), —3t'™), (w, t(w), —5t"))] =
= (t(v,w) — t(w 'u),

=5t O (w) + 5t (v) + [t(v), t(w)],
_%(tt(m)t(v} + L))y,
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donde la primera componente es 0 pues ¢ es simétrico, la
segunda es 0 por L.2.b.vii y la tercera es 0 por L.2.b.v y
por a.ii de esta nota.

(3) Por un lado

A1 0l(0,8, ), (v,0,0)] = A (1.5 (Bv, 5(v), 0 =
= (Bu, t(Bv) + s(v), —2t1F2) — ¢+ ());

por otro lado,

A (1 0(0,8, ), —“13(1 (v, 0,0)] =
=[(0,8, —t? + 5), (v, t(v), — tf(v )] =
= (Bv, [B,1(v)] - t?(v) + s(v) —%( t(v))ﬂ + (tlg)tt((v));

siendo ambas primeras componentes y ambas segundas
componentes (por L.2.b.vi) iguales. La igualdad entre
las terceras componentes se sigue de (a.i) y de que

(DY 4 ()0 = (Labv) H)) 4 L) =
= (a'l) %t(tﬁ(”)"rft(’«’)w@]) — (L_z,b,v1) — ét’(m)

c. El siguiente comentario serd retomado cuando hablemos de co-
nexiones de Cartan: Nétese que el algebra de Lie, g5 gy, de
G? es justamente la subdlgebra (0,g+g;) de R" +g-+g; (con el
corchete dado en N.49.b) y que @ es (ver b.ii) la restriccién a
(0,g+g1) de la representacién adjunta del dlgebra R" +g+g;.
Podria ocurrir que G? fuera un subgrupo de un grupo de Lie,
L, cuya algebra fuese R" + g + g1, ¥ A’ la restriccién a G?
de la representacién adjunta de L. Este suele ser el punto de
partida al abordar el tema de las conexiones de Cartan (ver
N.56.b, al final de la seccién siguiente).

2 Integrabilidad de G-estructuras.

La nocién clésica de integrabilidad de una G-estructura P(M,G) (véase por
ejemplo [Ko2, p.1]) se puede formular diciendo que P(M,G) es integrable si:
Vm € M, existe un entorno V de m y un difeomorfismo ¢ : U C R" —» V
tal que ¢ es un isomorfismo de fibrados principales entre GR"|;; y P|,. (al-
ternativamente: Vm € M, existe una base local de campos coordenados en
torno a m, adaptada a la G-estructura; o también: Vm € M, existe un en-
torno V de m y una conexién en P|y con torsidén y curvatura nulas; véase



134 CAP{TULO VI. G-ESTRUCTURAS 1-INTEGRABLES.

p. €j. [Fuj]). Es bien sabido que para que una G-estructura P sea integrable
es necesario que admita una conexién (lineal) simétrica ([Ko2, Prop.1.2]). En

general esta condicién no es suficiente; asi ocurre por ejemplo con las estruc-

turas (semi)riemannianas o con las estructuras conformes que estudiaremos en
el capitulo VIL

Es posible definir una nocién mas debil que la de integrabilidad, a saber, la
de integrabilidad al orden r—1 (o r — l-integrabilidad), con r € N, r > 0,
consistente en la posibilidad de construir el llamado levantamiento al orden r
(o r-levantamiento) P" de P (D.26), que resulta ser un fibrado principal sobre
M con grupo de estructura G".

La integrabilidad implica r-integrabilidad (V) y la r-integrabilidad implica
r’-integrabilidad (V7' < r). No sucede as{ a la inversa: supuesta la (r —
1)-integrabilidad (toda G-estructura resulta por definicién 0-integrable), la
r-integrabilidad resulta equivalente ([Gui, Th.4.1]) a la anulacién de cierta
funcién (la r-ésima funcién de estructura) definida en P (aunque se nece-
sita P™' para poder definirla) con valores en la clase de cohomologia de
Spencer H"~'?(g) construida a partir del dlgebra de Lie g de G (ver 1.2).
La l-integrabilidad de una G-estructura (esto es, la anulacién de su primera
funcién de estructura) resulta equivalente a que ésta admita una conexién (lin-
eal) simétrica. Por otra parte, si g es de tipo (finito) 7, toda G-estructura que
sea (r+1)-integrable es integrable ([Gui, Th.5.1]). Resulta aqui evidente el
interés que tiene el tratamiento de las clases de cohomologia de Spencer para
un G dado, puesto que su no-anulacién sefializa las obstrucciones a que una G-
estructura arbitraria sea “automdaticamente” integrable (se les llama también
clases de obstruccidn). En el capitulo VII estudiaremos lo dicho para el caso
del grupo lineal conforme.

Sea un difeomorfismo ¢ : U — V entre un entorno de 0 € R" y un abierto V
de M. Recordemos el isomorfismo ¢ de fibrados principales (D.6 en 111.2.2):

QBZ LR”‘U — LM!V
jl('l/))El — j](lpo’l/))ESD*lﬂL(l)ol.

Definicién 26 Sea P(M,G) una G-estructura sobre M. Sear € N, r > 0.
Se dice que P es integrable al orden r—1 (o (r— 1)-integrable) si: VYm ¢
M, 3j7() € F'(M), con ¢(0) =m, y 3o € Secn(P) tal que

jv-_l(sa o O'I) — j‘r_l(do(p).

Si P es (r—1)-integrable, se define el levantamiento al orden r (o r-levanta-
miento) P de P(M,G) como el conjunto (no vacio)

P = {j"(p) € FT'(M): 30 € Secy)(P) con 77 (gooy) = 7T N oop)}
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Esta definicién involucra (r—1)-jets en 0 € R" de aplicaciones de (abier-
tos de) R"en LM.

Nota 55

a. La condicién de la definicién expresa la idea de que el difeomor-
fismo ¢ : U — V preserva hasta orden (r—1) (o (r—1)-preserva)
la G-estructura GR™ en 0 enla G-estructura P(M, G) en ¢(0);
o, en otras palabras, que las subvariedades regulares (de LM )
¢(Imar) e Imo tienen “contacto de orden (r—1)" en el
punto @(a/(0)) = o(0) € P (ver N.50.a).

b. Es claro que la condicién de la definicién sélo depende de j" ().

Por tanto, se puede decir que es el r-jet j7(p) el que (r—1)-
preserva GR" en P(M,G).

c. En esta definicién, se puede, equivalentemente, reemplazar la
ecuacién 577 (@oor) = 77! (0 o) (que involucra jets de apli-
caciones U — LM ) por la ecuacion J;(_Ol)(cﬁ oarop ) = _j;a)l)(a)

(que involucra jets de secciones del fibrado LM |y — V).

d. Se puede, equivalentemente, reemplazar la condiciéon de esta

definicién por (ver N.50.d)

Vo € Seco(GR™), Jo € Sec,)(P) tal que

PN @gog) =3 (oop);

o también (por (c)):

Vo € Seco(GR™), Fo € Secyo)(P) tal que

iy (@oece™t) = iy (o)
e. Puesto que ji(¢) € P! & ¢.lo = (poor)(0) € P, se deduce
que el conjunto P! se puede identificar con P, por la biyeccién
7' () — @.]o. Nosotros asi lo haremos.

Sea P(M,G) una G-estructura (r—1)-integrable. Se puede probar (remitimos a
[Guil; lo probaremos en detalle para el caso 7 = 2) que P tiene una estructura
de fibrado principal sobre M, reduccidn de F"(M) con grupo de estructura G",
con proyeccion:
T =a"|lpr: P — M
J(g) — (o),

y con G"-accién por la derecha

Rird"(0) = 3"(0) - 57(g) == 3" (o g)-
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Para ver que R" es una G"-accién, habria que probar que (N.55.d)
Vo€ Seco(GR"), o € Secyo)(P) tal que
iITH@gee) =" (oo pog);
lo que es equivalente a

a1

37N @ogooog ) =3 oo p).

Pero como, por N.50.d, ;""" (Gooog™") = j"'(¢’), para alguna o’ €
Seco(GR"), se tiene que

sy -1

7N @oFooog ') =3 (poo");
entonces, por N.55.d, necesariamente existe o € Secy(0)(P) que verifica
la condicién.

Resulta inmediato que si P es r-integrable entonces, V »' < r, es r’-integrable.
La proyeccién natural 7" : P" — P", 7 (p) — jT'(go), es un homomorfismo
de fibrados principales correspondiente al homomorfismo de grupos B del
apartado 1.3. Ademds, P" resulta ser un fibrado principal trivializable so-

bre P"', con grupo de estructura G"" (demostracién andloga a la dada en el
apartado III.1.1).

Si P es (r—1)-integrable, la 1-forma candnica " de F"(M) (IIL.1.3), R" +
g ~!(n)-valuada, define en P" una 1-forma R"+g"'-valuada, que denotaremos
igualmente por §”. Comentemos brevemente esta construcciéon ((véase [Guil;
lo haremos con detalle para » = 2, es decir, para el caso de G-estructuras
1-integrables):

(i) Sea ¢ : U — V un difeomorfismo entre un entorno U de 0 € R™ y un
abierto V de M tal que j"(¢) € P". Se obtenia (III.1.2) la aplicacién

(I ).

Se puede probar ([Gui]) que esta aplicacién restringida a Tjr—1()G"'R",
entonces toma sus valores en TjT—l(w)Pr“l.

jT*l(I) . Tjr—l(])FT—l(Rn) — Tjr-—-] (LP)FT_](M).

(i) Identificando Tjr—1()G"'R" con R™ +g"~! (ver 1.3), se puede definir ¢’
(obtenida de la restriccién de la aplicacién homénima en III.1.2) como
g PT - L(Pr'l)
i'(e) — ((Jr—l‘P)*br—l([) R"+g ! > TjT‘l(cp)PT_])'

(iti) Ahora, andlogamente a lo hecho en II1.1.3, definimos sobre P" la 1-forma
R" + g"!-valuada
6" = 0",
con 6 la 1-forma canénica sobre L(P""!). Se puede comprobar que 6"

es de tipo A" ([Gui]).
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Introducimos la siguiente definicién que serd de utilidad mas adelante.

Definicién 27 Sea G' un subgrupo de Lie de GL(n) con g, =0 (r > 0). Sea
P(M,G) una G-estructura (r—1)-integrable. Una I-forma{ € A'(P",R"+g")
se dice de tipo Cartan su verifica

a. VA€ 97‘ = Zz;(l) (4] C(Aﬁ) = (09-‘4)
b.VXeTP, ((X)=0 = X=0
c. Vj'(g) € G", R, = 7‘%—1) X

(con la representacion At e Aut(R"+¢g") definida al final del apartado
1.3).

Nota 56

a. Escribamos ¢ = ({_1,(,), con (;r € A'(P",g"). Obviamente
(ye verifica (+(A") = A, VA € g". Por tanto, (- serd una
conexién en P7 siy sélo si

—r+1 T
(A7"(q) [¢] C)g\‘ = Ad_gr(g) [o} Cgr,

siy sblo si (al ser :Z(;j.(;”gr = Ad;’;r(g), Vi"(g) € G", ver 1.3) la

subalgebra (R™,0) de R" + g" es A invariante, esto es, si y
sélo si r = 1.

b. Si se diera un grupo de Lie £, con dlgebra de Lie R" + g" (con
el corchete dado en N.49.b), tal que G" fuera un subgrupo
de Lie de £ y tal que A fuera la restriccién a G7 de la
representacién adjunta de £, la 1-forma de tipo Cartan ( seria
una conexién de Cartan en P" respecto de £ (ver Cap.VIL.3.1).

c. Supongamos que P(M,G) fuera ademds r-integrable, esto es,
que se pudiera definir (D.26) el (r+1)-levantamiento P"*', que
serfa el espacio total de un fibrado principal P™+'(M,G"1). Al
ser Gt = @7 la proyeccién natural 77t : P*M — PT serfa
un isomorfismo de fibrados principales sobre M y, denotando
el isomorfismo inverso por 7, : P — P"t! es inmediato ver
que la 1-forma 57 (87"') € A'(P",R"+¢") seria de tipo Cartan.

En el caso de que P(M,R) sélo sea (como indica la definicién)
(r — 1)-integrable, se pueden definir en P" formas de tipo Car-
tan en ciertos casos ([Gui]); ver mds adelante.
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3 Primera prolongacion de G-estructuras.

Dada una G-estructura P(M,G) comenzamos (3.1) definiendo (D.28) un cierto
subconjunto P, de referencias lineales sobre P, constituido por aquellas referen-
cias que se corresponden con 1-jets arbitrarios de secciones (locales) del fibrado
principal P — M. A cada elemento z € P, se le asocia su “torsién” (D.29.b)
7, € A%(n). Consideremos la aplicacién (1.2) A : C"'(g) = L(R",g) —
C%%(g) = A%(n); para cada subespacio £ complementario de Im A en Z%*(g) =
A%(n), se define (D.30) la primera prolongacién P de P relativa a £ como el
conjunto de referencias en P, cuya torsién estd en E. PF resulta ser (via la
representacién A*; 1.42) una g;-estructura sobre P (véase [Ste] y [Ko2]). El es-
pacio total P, admite una G-accién natural que, cuando E es G-invariante bajo
la accién sobre A%(n) (3.2), preserva P (L.43). En este caso, las acciones de
g1 v G se pueden combinar en una accién de G ® g; sobre PZ; analizaremos
esta cuestién en el siguiente apartado, en el caso de que la primera prolon-
gacién sea tnica. Tiene interés recoger aqui (T.5) un resultado de Bernard
[Ber], que podemos enunciar as: si gy = 0, cada eleccién del subespacio (G-
invariante) E, como antes, induce sobre P una forma candnica ¢¥ de tipo
Cartan, cuya parte g-valuada es una conexién candnica en P; este es el origen
de la aparicién de conexiones functoriales en ciertas G-estructuras (paralelis-
mos proyectivos, paralelismos lineales, estructuras semiriemannianas); en el
apartado 4.2 establecemos un resultado similar (T.8) para levantamientos a
orden 2 de G-estructuras 1-integrables.

En el apartado 3.3 estudiamos la unicidad de la primera prolongacién de una
G-estructura P. Comenzamos recordando la definicién (D.31) de la primera
funcién de estructura ¢! : P — H*?(g). A continuacién damos una de-
mostracién diferente de la habitual de otro resultado (L.44) de Bernard [Ber],
que afirma que una funcién G-equivariante de P en Z”*(g) es la torsién de una
conexién en P siy sélo si su clase de cohomologia es ¢! (esta demostracién nos
permitird formular en el apartado 4.3 un resultado analogo para levantamien-
tos a orden 2 de G-estructuras l-integrables). Resulta ahora inmediata la
equivalencia (T.6) entre la existencia de conexiones simétricas, la anulacién de
la primera funcién de estructura y la unicidad de la primera prolongacién (de-
notada entonces por P;); todo ello es también equivalente a la 1-integrabilidad
de Py, en tal caso, se puede identificar (L.46) P, con P? (el levantamiento a
orden 2 de P). P, tiene una estructura de fibrado principal sobre M (L.45),
que aqui usamos para dotar a P? de la estructura de fibrado principal sobre

M (L.48).

Por iltimo en los apartados 3.4 y 3.5 comentamos brevemente cémo puede
trasladarse lo dicho en los capitulos IV y V sobre conexiones de segundo

orden y fibrados asociados a F?(M)(M,GL(n) 2 5%(n)), al fibrado principal
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PZ(M,GXEH).

3.1 Primera prolongacién PP de una G-estructura P.
Sea G un subgrupo de Lie de GL(n) y sea g su dlgebra de Lie. Sea P(M,G)

una G-estructura (ver el final del apartado 1.4.1).

Definicién 28 Sea P(M,G) una G-estructura. Definimos P, C L(P) como el
conjunto de referencias lineales z € L(P) (isomorfismos lineales z : R” +g —
T\P, para algin | € P) que verifican las condiciones siguientes:

a. Yacg, z(0,a) = d|;, para alpinl € P.
b. VveR" yacg, 0'(z(v,a))=.

Denotaremos por I la proyeccion P, — P, restriccidn de la proyeccion L(P) —
P. Denotaremos por 7 la proyeccion P, — M, m := 7wl o 11,

P .c ., L(P)

"/

Nota 57

a. En el caso P = LM, el conjunto (LM ), habia sido ya definido
en N.10.d (Cap.III).

b. Es inmediato comprobar que cada z € P, induce univocamente
un z € (LM), (con II(z) = II(z) = I) que hace conmutativo

el diagrama

R" +g z T,P
M
R” + gl(n) —2 T.LM.
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Nosotros, si no se advierte lo contrario, identificaremos z y
z. No existe una aplicacién andloga entre L(P)y L(LM).

c. La condicién a nos dice que z, aplicado al subespacio (0,g), da el
subespacio vertical de Tpy(,)P. Puesto que 2z es un isomorfismo
lineal, el subespacio H* := z(R",0) es transversal a la fibra y
serd el subespacio horizontal en II(z) para alguna conexién en
P. Ello permite definir el conjunto Cf de conexiones en P (no
se debe pensar que tienen que ser, ni siquiera que puedan ser,
simétricas) que tienen a H” por subespacio horizontal.

d. La condicién b nos dice que para cada A € C! se tiene z(v,0) =
B*v)|;, siendo B*(v) el campo estdndar A-horizontal corres-
pondiente a v € R" (ya que 81(B*(v)|;) = v, Vv € R"). Se
obtiene que z(v,a) = B*(v)|; + o!|;, independientemente de la
X € CP que elijamos.

Resulta entonces que 27! = (8%];,A;), VA € C7.

Cualquier n-subespacio H C T;P transversal a la fibra de P —
M determina univocamente un isomorfismo lineal z € P, tal

que H = H”*.

e. Es facil dotar a P, — P de una estructura de fibrado afin, con
fibra tipica L(R",g), isomorfo al fibrado J'(P) — P de I-jets
de secciones del fibrado principal P — M. La parte g-valuada
de la forma candnica sobre P, (que surge de restringir a P, la
1-forma canénica sobre L(P), que es R" 4 g-valuada) se corre-
sponde con la llamada “forma de conexién canénica” en el fi-
brado J'(P)(J'(P)/G,G) (N.32.b). Pero no nos detendremos
en ésto pues estamos mas bien interesados en ciertos subfibra-

dos de P,.

En las definiciones D.29 y D.30 y en los lemas L.41 y L.42 recogemos las
construcciones hechas en [Ste, p.316 y ss.] (véase también [Ko2, p.20 y ss.]),
adaptandolas a las nociones introducidas arriba.

Definicién 29 Sea P(M,G) una G-estructura.

a. Dados z, 2/ € P,, con II(z) = II(2') = I, y dadas X € C¥' y X € Cl,
definimos

Tzzl = A(BA,()II) - L(Rn,g)
(que es independiente de las A y X' elegidas).
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b. Dado z € P,, con Il(z) = I, definimos la aplicacién bilineal antissmétrica
de R" x R" en R" (ver 1.2.3) dada por

T, == d6L o (B (), B*()i) € 2°%(g) := A%(n), VYAecCll,
que llamaremos la torsién de z (o de H?).

Nota 58

a. En el caso P = LM la condicién ¢ de D.2 (II1.2.1) equivale a
7, =0.

b. Dado z € P, y dado ¢t € L(R",g), existe un tdnico 2z’ € P,, con
I(z) = II(2"), tal que
T, =t.

En efecto: El subespacio H := {B*(v)|ng) + (¢(v)) |ne) :
v € R"}, con X € CF, es transversal a la fibra de P — M y
determina un dnico 2’ € P, que verifica la propiedad deseada.

Ampliando la representacién A” (L.38.c) a una representacién
(definida y denotada de la misma forma)

A’ G» LR, g) — GL(R" + g),

el elemento

2=z A%I,t)
es el dinico que verifica la propiedad deseada.

c. Por N.57.d, es obvio que una conexién A arbitraria en P define
una seccién global oy de P, — P dada por ox(I)(v,a) :=
B*v)|i+a!|;, verificdndose (por las propiedades de los campos
A-horizontales y de los campos fundamentales; ver 1.4.1) que
Rl _oo\(l) = J,\(la)oA%u_1,0), Va € (. Reciprocamente, es
inmediato comprobar que cualquier seccién global de P, — P,
que verifique esta dltima propiedad, viene determinada por

una conexién en P conforme a este procedimiento.

Por otro lado, una conexién A en P determina una funcién

Ty: P — Z%%(g) := A*(n)

[ +— To-)\(l),
que verifica la propiedad

Toy(la) = a—l‘T(,/\([)(a-,a,-) = (T(I’)\(l))a,"la Yacd@.
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En efecto:

‘T,A(la)(v,w) = dOL(B/\('U)!la)B)\(w)Lla,) -
= d0" (R, (B*(av)l,), By.(B*(aw)l1)) =
(I1.4.1) = a‘ldHL(B’\(a’U)[hBA(‘“”NI) = a‘liT(,A(I)(av,aw).

Nétese que T determina (y es determinada por) la torsion ©,
de A; de hecho se tiene

O, = ‘TAO(@L,GL).

En particular, ®) se anula en un punto si y sélo si T se anula
en ese punto.

Recordemos la aplicacién A : C'!(g) = L(R",g) — C%*(g) = A*(n), dada

en 1.2.

Lema 41
a. KerA =g,.

b. Vz,2/ € P,, con II(2) = H(2') = I, se teene que T, — T, = —2A(Y...).

c. Vz,2' € P, conII(2) = II(2'), se tiene que

Z

‘.TZ’ = T, et Z’ = Zo A%Lt), con t E gl’

Demostracién: La parte a es inmediata. Basta en efecto recordar

(N.48.a) que g, = L(R", g) N S*(n).

Para demostrar b, recordar que 7, (v, w) = d6%(B*(v)|;, B*(w));), siendo
S Cf. Sea X € Cf,; entonces, usando la primera ecuacion de estructura
(ver 1.4.1) de la conexién lineal X, se tiene que

(T = T)(v,w) = dO"(BY (v)ls, B (w)]1)-
o —do¥ (B ()|, BM(w)lr) =
= (B ()l BY (w))-
~(CNAB - OB o)1, BA(w)l) =
= (NAGM)(BA ()i, BM(w)li) =
N (BX(w)[)w — N(B*(w)|i)v =
—(T..(v))w + (T, (w))v,

con ©' la torsién de A’ (la antepeniiltima igualdad se sigue de que la com-
ponente A-horizontal de B*(v)|; es precisamente B* (v)|;). Por tanto,
se obtiene el resultado.

La demostracién de c¢ es inmediata por a, b y por N.58.b.
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Nota 59
a.Vze P, yVvVte L(R",g), 32 € P,, con II(z) = II(Z'), tal que
T — T, = At).
En efecto: Tomando 2’ = zo A?I’v%t“,), con t' € gy arbitrario

(y A® como en N.58.b), se verifica la condicién.

Se sigue que: Vz € P,y Vr € ImA, el elemento 2/ =
z OA?I,_%S(T)), con s una seccién arbitraria de A : L(R",g) —
Im A, verifica 7, — T, = T.

En particular: si 7, € Im A, 32’ € P,, con T,y = 0.
?

b. Sea P una G-estructura y sea g; = 0. Sean A y A’ dos conexiones

en P. Se tiene, VI € P,
(O — 0O\ = (N.B8.c) (Tr,, (1) — ‘I(,A(,))O(GL,HLM!,

siendo oy y o las secciones globales de P, — P inducidas por

Ay X; se sigue (por gy =0y por L.4l.c),VIe P,
Oxli =0, <= ox(l) =ax(l);

finalmente (por la biyeccién existente entre conexiones A en P
y secciones o)

@)\/:@)\ = N =

Hemos obtenido el resultado (bien conocido; véase p. ej. [Fuj,
Cap.III, Prop.2.1]) siguiente: Si gy = 0, las coneziones en una
G-estructura P(M,G) vienen caracterizadas por su torsion.

Definicién 30 Sea P una G-estructura. Sea E un subespacio complementario
de Im A en Z%%(qg), es decir, Z°%(g) := A*(n) = ImA + E (suma directa).

Se define la primera prolongacién de P relativa a F,
PE.={ze P :7. € E}.

Denotaremos por 11 la proyeccion PP — P, que es la restriccion de la proyec-
cion L(P) — P. Denotaremos por m la proyeccion PE — M, m:=n"oIL
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PEc___, P,

Sobrentenderemos el grupo aditivo g, identificado con el subgrupo de GL(R"+
g) dado por la imagen del monomorfismo g, — GL(R" + g), t — A%I,t)'
Obtenemos el siguiente lema:

Lema 42 Sea P una G-estructura. Sea E un subespacio complementario de
ImA en Z%%*(g). Entonces Il : PP — P es una g,-estructura sobre P, esto
es, una reduccidn de L(P) — P con grupo de estructura g, — GL(R" +g) y

accion

PP xg — PP
(z,t) > Riz=2zt:=zo0 A%I,t);

Ademds PP es una subvariedad regular de L(P).

Demostracién: Se siguen en lo posible los pasos dados en la de-
mostracién de L.8 en T11.2.1.

(i)

(ii)

L(P) — P es trivializable. En efecto: Basta tomar cualquier
conexién en P, que da una paralelizacién global de L(P) ([K-N,
Pr.2.6, p.122]). Dada cualquier seccién diferenciable global o de
L(P) — P se tiene un difeomorfismo ¥, : L(P) — PxGL(R" +g),
que verifica ¥,(Imo) = P X {e}, con e el elemento identidad de
GL(R" + g). Consecuentemente, L(P) es reducible a cualquier
subgrupo de GL(R" + g), en particular a g5y ¥, '(P X g;) es una
reduccién.

Existe una seccién diferenciable de L(P) — P que es seccidon de
PP — P. En efecto: Tomemos la seccién oy de L(P) — P de-
terminada por una conexién A en P. Se tiene que o, es seccién,
a su vez, de P, — P y define una funcién diferenciable (N.58.c)
Ty: P — A%*(n), I > T,,0). Sea Ty : P — ImA la primera com-
ponente de la funcién T, en la descomposicion AQ(n) =ImA-+F.
Sea S un subespacio de L(R", g) tal que L(R",g9) = S + g (suma
directa); entonces (L.41.a) existe un isomorfismo f : Im A — § tal
que Ao f = idj,,. Se sigue que foTy; : P — L(R",g) es una
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funcién diferenciable. Sea o : P — P, [ — U,\(l)oA'(?I’%f(T)‘yl(l))).
Entonces, por N.59.a, T, — Te,qy = —7Ta,1(l). Se sigue que T, =
Torty — Ta,1i(1) € E y, por tanto, o es una seccién diferenciable de
PP — P (nétese que o no serd, en general, la seccién global deter-
minada por una conexién en P, en el sentido de la nota N.58.c).

PP se obtiene como la érbita de o(P) bajo g;. En efecto (véase
[Ste, Ch.VII, Th.3.2], [Ko2, p.22]): Sea l € P y sea z € P’ con
Ii(z) = L y tal que o(I) = z; sea z' € P, con II(2') = l. Probemos
que z' € PE siysolosi 3t € g, tal que 2’ = 2o A?l,t)’ Pues bien, la
condicién 2’ € PP es equivalente (por el L.41.b y D.30) a T, = T,
lo que a su vez es equivalente (por L.41.c) a que 2’ = zo A?M) con
teg,.

(iii) De (i), (ii) y de la propiedad de las trivializaciones locales de un
fibrado principal se deduce:

PP = (Imo)-g1 =9, (P x{e})-m =
= ;4P xg),

que, por lo dicho antes, es una reduccién de L(P) — P a g;.

(iv) Como g, es un subgrupo cerrado de GL(R" + g), entonces PP es
una subvariedad regular de L(P).

Nota 60 Si P = LM, como A(L(R",gl(n))) = A’(n), el sub-
espacio F es, necesariamente, igual a {0}, con lo que la primera
prolongacién de LM es tnica e igual a (LM); (dado en la D.2,
[11.2.1). Esto serd consecuencia también del teorema T.6.

3.2 El caso F invariante y g; = 0.

El espacio total L(P) admite, obviamente, la siguiente G-accién por la derecha
L(P) x G — L(P), dada por R,z = za := Rl ozoAj, ), que no preserva las
fibras de L(P) — P, aunque si las de la proyecciéon L(P) — M. Esta accién
tiene de particular que preserva P, y, mds concretamente, que corresponde

(N.61.a, a continuacién) a la condicién RL (H?) = H™, Vz € P, (N.57.c),
equivalente a C!' = CI") Vz € P, (conviene sefialar que la accién FR? : L(P) —
L(P), z+ REL_ oz no preserva P,; ver N.13.e). Pues bien, esta accién también
preserva el conjunto P, si el subespacio E es G-invariante en el sentido que

se precisa a continuacion.
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Lema 43 Sea P una G-estructura. Sea E un subespacio complementario de
Im A en A*(n), invariante respecto de la representacidn

G — GL(AY(n))

a > (r—ar(a e ).
Entonces existe la siguiente G-accidn sobre PP :

R : PIEXG — PlE

(z,a) +— R,z =za:= RE

2
ax 020 A(a,O)‘
Demostracién: Sea z € P, con II(z) = [. Entonces za € P,, pues

(za)(0,a) = (RE, 0 2)(0,aca™) = RE, (aca™ )|, = (L4.1) o,

0 ((za)(v,0)) = 60X ((RE, 0 z)(av,0)) = (1.4.1) a~'0*(z(av, 0)) = v.
Calculemos ahora (recordar D.29.b):

Tea(v, w) = d8"((2a)(v, 0), (za)(w, 0)) =
= dO“((R’, o z)(av,0), (RE. o z)(aw, 0)) =

a

= (I.4.1) a'db#*(2(av, 0), z(aw, 0)) = a~'T,(av, aw);
como F es G-invariante, 7, € E implica 7,, € F.
Nota 61

a. Como ya se ha dicho antes, la definicién dada de za es precisa-
mente la que corresponde a la condicién RY (H?) = H*, ¥V z €
P,, equivalente a C!, =C7', Vz¢€ P,.

Z

En efecto: una vez probado que z € P, = za € P, (ver

dem. al lema anterior), el resto se sigue inmediatamente de
N.13.a.

b. Se verifica Illo R, = REGII, Va € G (ver N.13.b).

Por su interés, damos ahora un teorema de Bernard ([Ber, Cor.I11.6.2]) sobre
existencia de conexiones candnicas en G-estructuras cuando el algebra de Lie g
de (G posee primera prolongacién nula y existe un subespacio £ complementario
de Im A en A%*(n) que sea G-invariante.

Teorema 5 Sea G un subgrupo de Lie de GL(n) con g1 = 0. Sea E un
subespacio complementario de Im A en A*(n). Entonces E induce en cualguier
G-estructura P(M,G) una 1-forma (¥ = (¢, (F) € A'(P,R" +4g), candnica-

mente definida, que verifica
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a. Yacg, (Y(a) = (0,a)
b. VX € TP, (F(X)=0 = X #£0.

Se encuentra (¥, = 0L, la 1-forma candnica sobre P. Si ademds E es G-
wmvartante se verifica

c. Va € G, RE*(F :—‘Zz"l o (P

entonces (¥ es una forma de tipo Cartan (D.27), resultando que (¥ es una
conexién en P candnicamente definida.

Demostracién: Sea PP la primera prolongacién de P relativa a E.
Por ser g, = 0, PP es una {I}-estructura, es decir, una paralelizacién
de P (L.42), con lo que Il : PP’ — P es un difeomorfismo; llamemos
75 : P — PP al difeomorfismo inverso. Sea §°(") ¢ A'(L(P),R" + g) la
1-forma canénica sobre L(P). Entonces la 1-forma

P = (8, ¢0) = gp70"") € AY(P,R" + q)

verifica, de forma inmediata, las propiedades (a) y (b). Finalmente, por
N.57.d, se sigue de la definicién de (¥ que (¥, = 6*.

Sea E G-invariante. Probemos (c): VI € P (llamemos z = jp(1)) y
VX c TP, (F(X)=6"P)(35,X) = 2z""(X), y entonces

CP(Ry.X) = 0"(p.(By X)) =
(N.61.b) = (za) " (RLX)= ’
(L43) = Aforg)(27 (X)) = (Afums 0y 0 CF)(X)-

De lo anterior, y del hecho de que A?a,t)‘ﬂ — AdS (L.38.c), se sigue que
la parte g-valuada (f € A'(P, g) es una conexién en P.

Nota 62

a. La forma (¥ es functorial respecto de la categorfa de G-estruc-
turas, lo que se prueba facilmente por el hecho de que la forma
canénica 6% asi lo es.

b. Se sigue de N.57.d que, VI € P (llamemos z = 35(1)), (&l =
A, VA € Cl'; esto es, la seccién o de P — P inducida
(N.58.c) por la conexién (J verifica ch(l) =z = jp(l). En-

tonces, obviamente, la funcién (N.58.c) Tt P — A*(n) toma
valores en F.
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c. Puesto que la representacién adjunta del grupo afin' R" & G
verifica

n i a 0 9
Ad%%,a()X( = (0 Ad(}) - Af{z,())?

en el caso que nos ocupa la representacion A es la restriccién
al subgrupo G de la representacién adjunta de R" & . Por
tanto, con las tres propiedades (a, b y ¢) la 1-forma (¥ resulta
ser una “conexién de Cartan” en P (ver N.56.b; ver también

Cap.VIL3.1).
d. Sea G un subgrupo de Lie de GL(n) con g; = 0; entonces en la

secuencia de Spencer resultante, 0 — L(R",g) EX A*(n) — 0,
A es inyectiva (L.41.a) y ello pone una cota superior a la di-
mensién d de g (d < 2@2;1_2) Supongamos 0 < dim H"*(g) <

n(n—1
2
prayectiva); equivalentemente, 0 < d < ﬂ%ﬂl En tal caso,

si existe un subespacio E tal que A*(n) = ImA & E y G-
invariante no tiene porque ser unico.

) (esto es, la aplicacién A no es nula ni tampoco su-

Ejemplo: Sea G' = R* (miltiplos de la identidad no nulos);
= g =0yl > dim HO%(g) = o250 — 1) > 0
(si m > 3). Las R*-estructuras han sido estudiadas en [Val];
alli se encuentra una conexién functorial adaptada a cada R”-
estructura, con la condicién de que la traza de su torsién sea

nula. En nuestro lenguaje esta conexién es precisamente (2,

con E :={T € A*(n): T}; = 0} (recordar b y N.58.c).

e. Con las mismas hipétesis que en d: si dim H"*(g) = pon=l)
(equivalentemente d = 0), existe un wunico subespacio F tal
que A%(n) = ImA & E, a saber E = A*(n) (trivialmente

G-invariante).

Ejemplo: Sea G = {I = e}; = g =0y g = 0. Las {e}-
estructuras (paralelismos lineales) admiten una conexién func-
torial tinica (en este sentido), la asociada a la correspondiente
paralelizacién de M. Esta conexién es precisamente (£, con

E = A*(n).

!Acorde con la definicién de producto semidirecto dada en 1.1.3, el producto en R" « G
debe leerse (v,a) - (w,b) = (b~'v + w, ab). Es mds comin (ver p.¢j. [K-N, p.125]) tratar el
grupo afin como (R" X G, ), con (v,a) * (w,b) = (v + aw, ab). Ambas versiones del grupo
afin son isomorfas bajo la aplicacién (R" x G,%) — R" € G, (v,a) — (a"'v,a). Lo dicho
arriba es independiente de cual sea la versién que se adopte.
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f. ([Ber, Cor.I11.6.3]) Igual que antes: si dim H"*(g) = 0 (equiv-
alentemente d = ﬂ%f—la)), existe un wunico subespacio E tal

que A*(n) = ImA @ E, a saber E = {0} (trivialmente G-

invariante).

Bjemplo: Sea G = O(pya) (p+q = n); = g = 03
g1 = 0. Las O(p,q)-estructuras (estructuras semiriemanni-
anas) admiten una conexién functorial inica (en este sentido),
que es precisamente (¥, con E = {0}. Esta conexién es de
torsién nula (recordar b y N.58.c) y es, evidentemente, la de
Levi-Civita.

3.3 Unicidad de la primera prolongaciéon y 1-integrabi-
lidad.

Definicién 31 Sea P(M,G) una G-estructura. La primera funcién de estruc-

tura de P es
c': P — H"(g)

I — (7],
stendo z € P, tal que II(z) = L.

En efecto estd bien definida: Nétese que T, € Z%%(g) := A*(n) (ver 1.2)
y que si z,2' € Py, con II(z) = II(Z'), entonces [T,] = [T,.], pues, por
L.41.b, T, — T, € B®?*(g) := Im A.

Dados @ € Gy 1 € Z%(q), 7o := ar(a™'-,a™":) € Z"*(g). Pues bien, se
puede definir [7], := [r,] € H"*(g) (la razén es que, si 7 € B"*(g), entonces
7. € B%%(g)). Se verifica: ¢'(la) = ¢'(1),-1.

En efecto;: Tomemos 2z’ := R!

[
a *

0 ZOA:(Za’O); es inmediato verificar que
z' € P,y es obvio que II(z') = II(z)a. Tomando X € CY, y procediendo
como en N.58.c, se obtiene que 7,, = a~'7,(a-, a+). El resultado se sigue.

Por otra parte, dada una conexién A arbitraria en P, con seccién global aso-

ciada (N.58.c) o de P, — P, se verifica
c'(l) = (ver arriba) [7,, )] = (N.58.c) [Ta(1)].

El siguiente resultado se debe a Bernard ([Ber, Teor.I11.6.1]; véase también
[Fuj, Cap.III, Teor.2.1]). Nos ha parecido interesante dar otra demostracion,
que no usa la correspondencia biyectiva entre las conexiones en P y las es-
cisiones de la secuencia de Atiyah (ver L.21 y apartado 3.5 mas adelante), y
que nos serd ademas de utilidad cuando tratemos la segunda prolongaciéon de
G-estructuras 1-integrables (ver L.52, en el apartado 4.3).
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Lema 44 Sea P una G-estructura y c¢' : P — H"?*(g) su primera funcidn
de estructura. Para cada funcidn T : P — Z%%(g) := A%*(n), tal que T(la) =
(7(1))q=1 (con ( )4 definido en D.1 en1.2.3) y c'(I) = [7(1)], VI € P, emiste una

conexion A en P tal que T) = 7.

Demostracién: Sea A una conexién en P con seccidn asociada o :
P — P,y funcién T, : P — A%*(n), I — T4, (N.58.c). Entonces
(L41b)Vie P, 7\(1) — 7(1) € Im A. Sea S un subespacio de L(R", g)
tal que L(R",g) = S + gy (suma directa); entonces (L.41.a) existe un
isomorfismo f : ImA — § tal que Ao f = id;,, 5. Sea {U;} un recubri-
miento por abiertos de M tal que, V3, P|y, admita una seccién s; : U; —
P|y.. Y sea {p;} una particién de la unidad subordinada a {U;} (véase
[GHV, I, ChI, 1.8]). Definimos, Vi, una funcién h; : P|y, — L(R",q)
tal que

hi: Py, — L(R",q)
1= si(m)a; +— Ga7 f(Ta(si(m)) — T(si(m)))(ai, ai),

con a; € G. Sea la funcién diferenciable h = S (pion?)h; : P —
L(R",q); entonces, VI € P con 7wl (l) = m, se tiene que

A(hL) = Yei(m)A(hil) =
= Y pi(m)A(Ga7 f(Ta(si(m)) = T(si(m)))(ai, i) =
= Zw(m)l _1(%\(51( ) — T(s:(m)))(ai, ai) =
(N.58.c) = Y i(m)3(Ta(l) = 7(1)) = 5(Ta(1) = 7(D))-

Demostremos que o : P — P,, dada por o(l) := o,(l) oAfI,h“) (N.58.b)
es la seccién global determinada por una conexién (ver N.58.c). En
efecto: Es facil comprobar que hl;, = (h|;),~1 y que, por tanto, (a™',0)-
(I,h)) = (N.5) (I,hli) - (a',0). Se sigue que

a* 0 U(l) - Rf* 0 0—/\( ) A(I hi)
(N 58.c) = oa(la)o Ag =1,0) "Agl hli) =
= oa(la)o A([ hlia) 0-'4(a—L 0) = = o(la)o A(a‘1 0y

lo que nos dice que o estd determinada por una conexién X' en P, esto es,
o = oy. Ademds, por N.58.b, h|; = T4, (1ye,, (1), ¥ entonces, por L.41.b,
‘T)\I(l) - ‘I;\(l) = *2A(hl() - —T,\(l) *Jr T(l), = T)\l =TJ.

Teorema 6 Sea P una G-estructura. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

(i) P admite una conexidn simétrica.
(1) La primera funcidn de estructura es nula, esto es, ¢'(I) =0, VI € P.

(111) P admite una dnica primera prolongacion, que denotaremos por Py,
independiente del subespacio E elegido.



3. PRIMERA PROLONGACION DE G-ESTRUCTURAS. 151

Demostracion: (¢) = (i¢). ([Ber, Cor.IIL.6.4]) Inmediato, de la nota
N.58.c.

(i1) = (7). ([Ber, Cor.IIL.6.4]) Se sigue del lema anterior, tomando T = 0.
(i¢) = (441). Supongamos que ¢' = 0. Entonces, para toda primera
prolongacién PP yVz € PP, 7, € ImANE = {0}. Se concluye que
cualquier primera prolongacién de P consta de todos aquellos z € P,
que verifican 7, = 0; por tanto la primera prolongacién es unica.

(412) = (42). Supongamos que la primera prolongacién de P es tnica.
Dados E, E' tales que A*(n) = ImA+ E = ImA + E’, cualquier
z € PP = PP = P, debe verificar T, € En E' = {0}. Se concluye que,
Vie P, 3z € P, con II(z) = I, tal que T, = 0; por tanto ¢' = 0.

Corolario 3 Sea P una G-estructura que admita una conezion simétrica. En-
tonces la (dnica) primera prolongacidn Py se identifica (segin N.57.b) con un

subfibrado principal de (LM ),(LM,S*(n)).

Demostracion: Es claro que todos los z € P, verifican 7, = 0, con
lo que la aplicacién P, — (LM),, z — Z (ver N.57.b) restringe bien a
una aplicacién j : P, — (LM),. Por otro lado, una conexién simétrica
A en P, que determina (N.58.c) una seccién global de P, — P y por
tanto (L.42) una trivializacién global de Py, ¥1* : P, — P X g,, induce,
por imagen directa de la inclusiéon P — LM, una conexiéon A en LM
simétrica, y por tanto una trivializacién global de (LM ),, ¥, : (LM ), —
LM x S*(n). Sin necesidad de tener en cuenta, por el momento, la
expresion explicita de estas trivializaciones, es claro que el siguiente
diagrama es conmutativo

g
Py —y P xg

l] J(l’j)

(LM), —2 LM x §(n),

conz: P — LM yj:g — S%n)las inclusiones respectivas. Al ser
tanto 2 como j inmersiones inyectivas, se sigue que j(P;) es subvarie-
dad de (LM),, que 3(P;)(¢(P),7(g:)) es un fibrado principal y que la
inclusién 3(P;) — (LM), es un homomorfismo de fibrados principales
que induce una inmersién inyectiva ¢ : P — LM entre las bases.

Sea P(M,G) una G-estructura que admite una conexién simétrica. Procede-
remos analogamente a lo hecho en el apartado I11.2.1.
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La accién principal, dada en el L.42, del grupo vectorial g, en el fibrado 1I :
P, — P (que corresponde a la dada en D.3 en II1.2.1) verifica las propiedades
andlogas a las de la nota N.11. Y analogamente a D.4 podemos introducir la
siguiente definicion:

Definiciéon 32 Sea A una conezion en P. Definimos la funcidn

W P — L(R",g)
EABYOl) (VX )

PR — TAP

Nota 63

a. Al poseer los subespacios horizontales H* torsién nula (por la
construccién de P;), consideraremos sin perder generalidad

. . > . ’ .
que las conexiones lineales X' € C! son simétricas (ver N.10.c).

En el caso de que ) sea simétrica la funcién Y\ estd valuada
en g, (ver N.12.a).

b. Puesto que una conexién A en P induce una conexién A en LM
(por imagen directa via la inclusién de P en LM ) se puede ver
que Yy es la restriccién de Ty (D.4) a P;.

c. Se verifica para T\, adaptdndolos a este caso, los correspon-
dientes analogos a la nota N.12.b, ¢ y d). Destaquemos en
particular que la trivializacién global \Ilf\”l de P, — P,inducida
por una conexién simétrica A en P, viene dada por

ol P — Pxg
PR — (H(z),T/\[iz).

Respecto a N.12.e, en nuestro caso no es posible, en general,
tomar A = A, (conexién lineal simétrica y plana asociada a
una carta z), ya que la G-estructura P no tiene por qué ser
integrable. Témese, sin embargo, una carta ¢ A-normal de
M centrada en w(z) y correspondiente a cualquier referencia
lineal sobre m(2); en tal caso se tiene se tiene (igual que en

N.12.e)
'I:\’

z = _(mal(rlowL)(m’O:330)117(43 VA e Cf)

siendo I los coeficientes de A’ en .

Lema 45 P; es un fibrado principal sobre M con proyeccidn w := w01l y la
sigutente G R g1 -accion

RZ_P1X(GZ)Q1) — P]
(z,(a,t)) — Rz = 2(a,t) = RE, oZOA%a,t).



3. PRIMERA PROLONGACION DE G-ESTRUCTURAS. 153

Ademds, Py(M,G ® g1) se identifica (segin N.57.b) con una reduccion del fi-
brado (LM ), (M,GL(n) 2 5*(n)).

Demostracién: La primera parte se demuestra analogamente a L.9:
la accién definida lo es por la derecha y es diferenciable; la proyeccién
7 es diferenciable; y las trivializaciones locales vienen dadas, para cada
seccién local o de P (con trivializacién local asociada ¥ : P|;, — U X Q)
y para cada conexién simétrica A en P (con trivializacién global asociada
¥ P, — P X gy, ver N.63.c), por

lIlf,\ = (UFid) o U s Pyly — U X (G R gy).

En cuanto a la segunda parte, cada trivializacién local 7 de P induce
una trivializaciénlocal de LM $L : LM|,; — UxGL(n)y cada conexién
simétrica A en P induce una trivializacién global ¥, : (LM ), — LM X
S?(n); ambas inducen una trivializacién local (ver dem. a L.9) ¥, , :=
(9L id)o ¥y : (LM),ly — U X (GL(n) ® S*(n)) que hace conmutativo
el diagrama

Py

Yo
PJlU 7, UX(GX)EH)

| |Gy

(IM)ly —= U x (GL(n) » §7(n)),

con 3: P, — (LM)y, i : G — GL(n)y j: g, — S*n) las inclu-
siones respectivas. Se comprueba entonces trivialmente que la inclusién
3(Py) = (LM), es un homomorfismo de fibrados principales, que induce
la aplicacién identidad en la base.

Nota 64 Se verifican, adaptando a este caso, los correspondientes
andlogos a la nota N.14.a, b, c y d).

Sea P(M,G) una G-estructura l-integrable. Entonces el levantamiento al or-

den 2 de P(M, ), segun D.26, es
P? = {j*(p) € FA(M): 3o € Secyo)(P) con j'(poor) = j'(coep)}.

Pretendemos dotar a P? de una estructura de fibrado principal sobre M, re-
duccién de F?(M) con grupo de estructura G*. Recordemos (T.1 en Cap.III)

que la aplicacién ¢?

establecia un isomorfismo de fibrados principales sobre M
entre F?(M) y (LM),. Demostraremos que .* establece una biyeccién entre
P? y la (necesariamente tinica) primera prolongacién Py de P. Entonces, por

L.45, se induce en P? la estructura anunciada.
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Lema 46 La aplicacién inyectiva 1*|p> : P* — L(LM) tiene por imagen el
conjunto j(Py), con 3 : P, — (LM),, z — z (ver N.57.b), y siendo P, la
(necesariamente inica) primera prolongacion de P.

Demostracién: La restriccién de la aplicacién 2 a P? es

Blpa: P* —— L(LM)
Jz((p) e @*‘]1(1) . Rn + g[(n) — jl(w)LM.

Sea j*(p) € P?; sabemos que (*(3%(¢)) € (LM),. Por otra parte, Vv €
R" se tiene:

Saxijl(l) (v,0) = (@oor)o(v) =
(al ser j(p) € P?) = o.(p.lo(v)) € Tjrp)P,

para alguna o € Sec,()P; esto implica (D.24) que ¢*(j°(¢)) = Z con
z € P, (notacién como en N.57.b). Al ser :*(P?) C (LM),, se sigue que
T, =0y de ahi que z € PP, VE (D.30); pero eso significa (L.41.b) que
existe una inica primera prolongacién P; y que z € P;. Hemos probado,
por tanto, que :*(P?) C j3(P,); la igualdad se sigue inmediatamente ya
que el siguiente diagrama es conmutativo (ver dem. de T.1 en IIL.2.2):

prxa: L, p

l(ﬂ,(un,ﬁ])) lﬁ

I(P1) X (G ® @) L, 3(Pr)-

Nota 65

a. Obsérvese que, dado z € P; (y el correspondiente z € (LM ),),
el elemento de P? cuya imagen por :* es Z es precisamente
(dem. L.10.c) aquél j*(p) € F*(M) que verifica (en cualquier
carta z de M en torno a 7(z))

D(zop)l, = wo(l()) |
DAaep)ly = —((Torb)(wo,zo))lney, VAEC,

siendo I' los coeficientes de A en =.

b. Nétese que si una G-estructura P(M,G) posee una tnica pri-
mera prolongacién P; (necesariamente, por el corolario C.3,
identificable con una subvariedad de (LM ) ), entonces el con-
junto (¢2)7'(3(P1)) define P? y la G-estructura resulta l-inte-
grable.
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Correspondiente a la interpretacion geométrica dada por el lema L.11 del
apartado I11.2.2 se tiene el siguiente lema.

Lema 47 Sea z € P, y para cada A € CI sea z\ una carta A-normal de
M centrada en w(z) correspondiente a la referencia lineal II(z). Entonces se

verifica que t*(j%(zy')) = 3(2) = 2z

Demostracion: A la vista de la nota N.65.a, s6lo hay que probar que
(usando como carta auxiliar la propia carta ¢ = z,)

I(= D(zozy')|,) = zo(Il(2))
0(= D wow/\llo = —((Tor) (2o, z0)) (o).

(con I los coeficientes de A en ¢ = x,); lo que es evidente (ya que I' = 0).

Habida cuenta de la equivalencia entre 1l-integrabilidad y anulacién de la
primera funcién de estructura (véase [Gui, Cor. al Teor.4.1]) el teorema T.6
conduce al siguiente resultado:

Lema 48 Una G-estructura P(M,G) es I-integrable si y sélo si admate una
conexion lineal simétrica. Ademds, en tal caso, la aplicacién 1* induce una
estructura de fibrado principal en P‘(M, G*) isomorfo a P(M,G % g1), con el
wsomorfismo de grupos dado en L.37.

Demostraciéon: La primera parte es inmediata: P es 1-integrable si y
sélo si (D.26) se puede definir P?, siy sélo si (L.46 y N.65.b) P posee una
tnica primera prolongacién P, siy sélo si (T.6) P admite una conexién
simétrica.

En cuanto a la segunda parte, se sigue directamente del lema 1..45 y del
teorema T.1 (Cap.III).

Nota 66

a. Se puede probar directamente (sin usar :*) que P*(M,G*) posee
una estructura de fibrado principal. Baste decir que, en tal
caso, las trivializaciones locales pueden darse, para cada cone-
xién simétrica A en P y para cada seccién local o € Sec(P|y),

en la forma (ver N.16, Cap.III)
‘I’iﬂ : P21U — U x G2
3*(p) +— (2(0), 5% (2rs(p0) 0 ®))s

siendo z) ,(m) una carta A-normal de M centrada en m € U
y correspondiente a la referencia o(m) € P. Una vez hecho
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esto se puede probar que ¢? induce un isomorfismo de fibrados
principales entre P*(M,G*) y Pi(M,G % g1). De hecho, se ve
(en la linea de la nota N.17.b) que las trivializaciones locales
\I!i, de P; (ver dem. de L.45) hacen conmutativo al diagrama

g2
P2IU ———3\-—“~—> U x Gz
{(J_1 0:%) l(id»(uo,ﬂl ))

P,

] 1
Pily —% U x (G2g).

b. La situacién obtenida para una G-estructura l-integrable se re-
sume en el siguiente diagrama

-~
»

FY(M) —— (LM} ©—— (LM).
J| L.46 N.57.b
P2 .48 P] . P*

o

En lo que sigue usaremos, cuando convenga, la identificacion

pP? = py.
c. Al identificar P? ¢ F?(M) con P, C L(P), es inmediato ver

que la I-forma candnica 6%|p: (ver I11.1.3) coincide con la res-
triccion de la 1-forma canénica 8 sobre L(P) al subfibrado
P,. La denotaremos simplemente por 6,

0= 0% = (37" 012)"0" € A (P2, R" + ).

3.4 Conexiones de segundo orden para G-estructuras 1-
integrables.

Sea P(M, @) una G-estructura l-integrable. Practicamente todo lo dicho en el
Cap.IV se puede aplicar al subfibrado P? C F*(M), sustituyendo LM, F*(M),
GL(n), gl(n) y S*(n) por P, P?, G, gy g, respectivamente. En este apartado
recalcamos los conceptos mas importantes.

Es inmediato ver que la 1-forma canénica de P? (ver N.66.c), § = (6_,,6,) €
A'(P?,R" + g) es pseudotensorial de tipo A”, con A” la representacién de G*
en R"+g (L.38.c) obtenida de la representacién con el mismo nombre de G*(n)
en R" + gl(n) (ver L.12.a en IV.1.1).
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Los campos fundamentales de P2, (a,s)*) con (a,s) € g g; son las restric-
ciones de los correspondientes campos fundamentales de F?(M). Se verifican
analogas propiedades a las dadas en el lema L.13 (en IV.1.2).

Una conexién w = (wp,w;) € A'(P%,g P g,) en P? induce, por imagen directa
de la inclusién P? C F?(M), una conexién de segundo orden (D.8 en IV.2.1)
que denotaremos igualmente por w. La conexién w induce una tdnica conexién
lineal A, en P (andlogamente a D.9 en IV.2.1) por la condicién II*A, = wy
siendo II : P? — P la proyeccién. Esta conexién ), da, por imagen directa
de la inclusién P «— LM, una conexién A, en LM, relacionada con la citada
conexion de segundo orden también por la definicion D.9. Se obtienen campos
de vectores sobre P? w-horizontales estandar con propiedades anédlogas a las
dadas en L.15 (en IV.2.2). Se definen la ‘torsién de segundo orden” O, y la
curvatura {2, de w y se verifican las mismas ecuaciones de estructura que las
dadas en el teorema T.2 y corolario C.2 (en IV.3).

En analogia a D.13 (en IV.4.2), podemos denotar por S(P?) al conjunto de ho-
momorfismos o : P — P? asociados al monomorfismo G — G* = G R gy, a —
(a,0), tales que oo = idp. Igual que en L.17, existe una correspondencia
biyectiva natural entre el conjunto de conexiones simétricas en P y el conjunto
S§(P?); y también, dada una conexién simétrica A en P con su correspondiente
oy € S(P?) se verifica que (0,)"0y = A. Se obtiene que una conexién simétrica
A en P induce una conexién wy en P? (ver D.15 en IV.4.2) tal que

(o) (wr)o = A, (oa)(wr)1 = 0;

se verifica un analogo al lema L.18 y, en concreto, se tiene que
(CU)\)O — H*/\, ((4.))\)1 - dTA) + (T)‘))H*z\’

con 1" : P, — g definida en D.32 (apartado 3.3).

3.5 Fibrados asociados a P2.

Sea P(M,G) una G-estructura cualquiera. Recordemos lo dicho al prncipio de
la seccién V.2. El fibrado T P/G constituido por todos los campos de vectores,
definidos a lo largo de las fibras de P, y que son invariantes bajo la accién
de GG, es un fibrado vectorial de fibra tipica R"™ + g. Lo podemos construir
analogamente a lo hecho en V.2.1, y emplear la notacién TP/G = TV M. Se
tiene una secuencia exacta de fibrados vectoriales, andloga a la definida en

1..20:
0— AdP L TPM 5 TM — 0.

También existe una correspondencia biyectiva natural entre el conjunto de
conexiones en P y el conjunto de las escisiones de esta secuencia exacta,
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analogamente a lo establecido en el lema L.21, lo que permite expresar, para
cada conexién A en P, TV M como suma directa (suma de Whitney) de M y
AdP: T*M = TM @®y AdP (ver L.22 en V.2.1).

Sea, ahora, P(M,G) una G-estructura l-integrable. Denotamos por A°P? al
fibrado vectorial asociado a P? y a la representaciéon A* de G* = G ® g, en
R" + g. Anélogamente a lo hecho en T.4 (en V.2.2) se obtiene (aunque no
nos detendremos aqui en su demostracién) que el fibrado vectorial A*P? es
canénicamente isomorfo a TH M.

En el apartado V.2.3 se introducfa la nocién de alzado natural [X]aTVM de
un campo de vectores X sobre M. Noétese que el alzado natural X a LM del
campo X no da lugar, en general, a un campo de vectores en P. Esto solo
sucede cuando X es un automorfismo infinitesimal de P (esto es, cuando el flujo
de X estd formado por automorfismos de la G-estructura P; véase [Ko2, p.3]).
En el caso, pues, de que X sea un automorfismo infinitesimal de P, se obtiene
que el alzado natural a T*M de X (ver D.16 en V.2.3) da origen a una seccién
[(X] de T"M — M. Se obtiene el siguiente andlogo al L.23: Una seccién
Z € Sec(TP"M) determina canénicamente sendas secciones X & Sec(TM)
(esto es, X € X(M))y B € Sec(AdP) tal que Z = [X} +joB siy solo sila
proyeccién de Z en T'M, es decir, X es un automorfismo infinitesimal de P.
También hay un andlogo al L.24 (en V.2.3), con A una conexién simétrica en
P, para el caso en que X sea un automorfismo infinitesimal de P.

Se ve facilmente que el fibrado tangente de segundo orden, T?M, puede con-
siderarse un fibrado asociado a P?M y a la accién B por la izquierda de G ® g4
sobre R?" definida de la misma manera que en D.17, obteniéndose un resul-
tado andlogo al establecido en el L.25 (en V.3.2). Las peculiaridades, para cada
subgrupo G C GL(n), de la accién B y de la aplicacién 6 : T"'L — T?M (L.27
en V.3.3) aconsejan un estudio independiente, para cada tipo de G-estructura
1-integrable, del resto de las propiedades halladas en el Cap.V.

4 Segunda prolongacién de G-estructuras.

Sea P(M,(G) una G-estructura. Se puede continuar (inductivamente, véanse
[Ste], [Ko2]) con el proceso de prolongar una primera prolongacién arbitraria
PP (recordemos que PP(P,g;) es una gi-estructura; ver L.42 en apartado 3)
obteniendo una llamada segunda prolongacién de P. Nosotros nos quedamos
con el proceso més restrictivo de prolongar la primera prolongacién Py = P*
de una G-estructura l-integrable (recordar T.6 y L.48). Esta seccién es para
nosotros la parte mdas importante del trabajo.
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En el apartado 4.1 comenzamos definiendo (D.33) el conjunto (P?), C L(P?).
Asociado a cada elemento g € (P?), se define de manera natural su “g-torsién”
(D.34.b) 7, € Z"“*(g) C A*(n,g). En el orden 1, cada conexién X en P
definfa (N.58.c) una seccién global o) de P, — P y, por tanto, una funcién
Ty : P — Z%%*(g) que venia controlada por la torsién ©, de A. No ocurre asi en
el orden 2: una conexién w en P* no define una seccién global de (P?), — P%;
ahora bien, si la conexién inducida A, en P es simétrica, entonces w define
(N.68.b) una seccién global &, de (P?), — Py, por tanto (N.68.c), una funcién
T, : P — Z"*(g) que viene controlada por la parte g-valuada de la torsién de
segundo orden ©, de w. Lo anterior, junto a un lema técnico (L.49), permite
formular un resultado (T.7), andlogo al ya conocido en el orden 1 (N.59.b), que
afirma: si gz = 0, las conexiones en P? con igual conexién inducida simétrica
(en P) vienen caracterizadas por su torsién de segundo orden. Consideremos
ahora la aplicacién A, : C*'(g) = L(R",g1) — C"*(g) = A%(n,q); para
cada subespacio F' complementario de I'm A, , en Z1%(g) C A%(n,g), se define
(D.35) la segunda prolongacién (P?)!" de P relativa a F', como el conjunto de
referencias en (P?), que tienen su g-torsién en F. (P?)l resulta ser (via la
representacién A% 1.50) una g,y-estructura sobre P2,

En el apartado 4.2 examinamos lo que ocurre cuando F' es GG-invariante. En
este caso, y andlogamente a lo que ocurria en el orden 1, se puede definir
en (P?), una G-accién natural que preserva (P*)!. Siguiendo una sugerencia
de [Gui], formulamos a continuacién (T.8) un andlogo de T.5, que afirma: si
g2 = 0, cada eleccién del subespacio (G-invariante) F, como antes, induce so-
bre P? una forma candnica ¢! de tipo Cartan (cuya parte g + g;-valuada no
es una conexién en P?); cabe considerar que éste es el origen de la llamada
“conexion” normal de Cartan en las estructuras conformes (ver VII.3). Resulta
posible definir (D.36) una diferencial covariante respecto de la distribucién (no
invariante bajo la accién de G ® gy) de n-subespacios inducida por la 1-forma
(" y, asociada a ella, definir la curvatura de (¥, obteniéndose la ecuacién de
estructura correspondiente (T.9) y las identidades de tipo Bianchi asociadas
(C.4). Por dltimo, si gs = 0, obtenemos explicitamente, para cada conexién
simétrica en P, una biyeccién (T.10) entre el conjunto de conexiones de se-
gundo orden en P? y cierta clase de formas de tipo Cartan; en la seccién VII.4
aplicaremos este resultado al caso de las estructuras conformes.

Finalmente, en el apartado 4.3, estudiamos la unicidad de la segunda prolon-
gacion de una G-estructura l-integrable P, estableciendo (T.11) la equivalencia
entre la existencia de conexiones en P? con torsién de segundo orden nula, la
anulacion de la segunda funcién de estructura (equivalente a su vez, como se
sabe [Gui], a la 2-integrabilidad) y la unicidad de la segunda prolongacién de
P.
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4.1 Segunda prolongacién (P?)I de una G-estructura P
1-integrable.

Construimos la segunda prolongacién de una G-estructura l-integrable, que se
determina por la eleccién de cierto subespacio F' complementario de Im A, 5
en A%*(n,qg) (recordar apartado 1.2)

Definicién 33 Sea P(M,G) una G-estructura I-integrable. Definimos (P?),
C L(P?) como el conjunto de referencias lineales ¢ € L(P*) (isomorfismos li-
neales ¢ : R" +g+g, — T.P?, para algin z € P?) que verifican las condiciones
sigurentes:

a. V(a,t)€g+a, ¢(0,a,t) = (o, t)., para algin z € P?.
b. VveR", 6(q(v,0,0)) = (v,0).

Denotaremos por 11 la proyeccidn (P?), — P?, restriccidn de la proyeccidn
L(P?*) — P%. Denotaremos por T la proyeccidn (P*), — M, T := mwo Il

El siguiente diagrama ilustra la situaciéon en que nos hallamos:

(P*).c— L(P?)

o

prc__ L(P)

n

?W/P
KWL

M

Nota 67

a. La condicién a nos dice que g, aplicado al subespacio (0,g+ g1),
da el subespacio vertical de Tﬁ(q)Pz. Puesto que ¢ es un iso-

morfismo lineal, el subespacio H' := ¢(R",0,0) es transversal
a la fibra de P? — M y seré el subespacio horizontal en II(g)
para alguna conexién en P?. Ello permite definir el conjunto
sz de conexiones en P% que tienen a H' por subespacio ho-
rizontal.



4. SEGUNDA PROLONGACION DE G-ESTRUCTURAS. 161

b. La condiciéon b nos dice, por un lado, que para cada w € C(fz
se tiene g(v,0,0) = B“(v)|,, siendo B“(v) el campo estdndar
w-horizontal correspondiente a v € R" (ya que 0_1(B%(v)|,) =
v, Vv € R"). Se obtiene que g(v,a,t) = B*(v)|, + (o, t)*].,
independientemente de la w € C;ﬂ que elijamos.

Por otro lado, como (ver L.15.b en 1V.2.2)
QU(BW('U)‘Z) = )‘(B/\w(lv)iﬂ(z)% Ve Cfa

b nos dice también que A, |ne.) = Ay, VA€ C!y, por tanto
(&]. ser 9(‘)‘2 = (HXA)|Z y wo = H*Aw), (U(j)‘z - 00‘;. Resulta

enfonces que

q~1 — (6—1|z7w}z) = (9—1|z390|zaw1|z)7 vw € sz'

cual (ver N.63.a) podemos considerar sin perder generalidad
. 32 . .« . .

que las conexiones w € C(f tienen su conexién inducida, A,

en P simétrica.

Cualquier n-subespacio H C T,P? transversal a la fibra de
P? — M y verificando II.(H) = H* determina univocamente
un isomorfismo lineal ¢ € (P?), tal que H = H".

c. Se verifica df_; o (0_1|'-I}],6_1 |—;71) = 0.
En efecto: Por b, 9_1[%1('0) = B“(v)|, ¥y wol. = 0o|,. En-

tonces, por la ecuacién del 1..12.¢, se sigue el resultado.

Haremos, ahora, unas construcciones analogas a las hechas en 3, adaptandonos
a la nueva situacién (recordar 1.2).
Definiciéon 34 Sea P(M,G) una G-estructura 1-integrable.

a. Dados q, ¢ € (P?),, con lI(q) = 2z, 1I(¢') = 2’ y I(z) = 1I(2'), y dadas
w € sz yw' € Cl”, definimos

qg' 7
qu’ = wl(BWI(')’Z) € L(R",g1)
(que es independiente de las w y w' elegidas).
b. Dado g € (P?),, con II(q) = z, definimos la aplicacidn
Ty = dboo (B*(-)|, BY()|.) € Z2"(g) C A*(n,0), Ywel)",

que llamaremos la g-torsién de q (o de H').
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En efecto T, pertenece a Z'?(g) (ver 1.2), pues, por un lado,
A(Ty) (v, w) = 3(dfoA0_1)(B* (u)l:, B (v)l:, B*(w)l:),

con w € C(fg y Il(q) = z, y, por otro, diferenciando en la ecuacién de
L.12.c, se obtiene que df,A6_, = 6,AdO_,, que aplicado a vectores w-
horizontales en z es cero (pues |, = wol.)-

Nota 68

a. Dado q € (P?), y dado T' € L(R",g), existe un tnico ¢’ €
(P?),, con II(q) = II(¢') = 2, tal que

T, =T

En efecto: El subespacio H := {B“(v)l. + (0,T(v)), : v e
R"}, con w € sz, es transversal a la fibra de P> — M
y verifica II,(H) = H*, determinando, por tanto, un tnico

¢ € (P?), que verifica la propiedad deseada.

Ampliando la representacién A* (ver 1.5) a una aplicacién
(definida y denotada de la misma forma)

A G (g x L(R™,g1),0) — GL(R" + g+ 1),

el elemento
q’ ‘—go A?m,'r)
es el inico que verifica la propiedad deseada.

b. Por N.67.b, dada una conexién w en P?y dado z € P?, el isomor-
fismo lineal R +g+g1 — T.P?, (v,a,t) — B(v)],+ (o, )],
define un elemento de (P?), si y sélo si wo|. = 6ol.. Esto
no puede ser satisfecho, en ningin caso, en todos los puntos
z € P?, debido a las diferentes propiedades de transformacion
de la forma canénica f en P? y de una conexién w en P? (se
deduce, en efecto, de L.12.a y de D.8 que R?I,t)(HU —wp) =
—t(6_1) + (6o — wp)). Por tanto, a diferencia de lo que ocurre
en el orden 1 (N.58.c), dada una conexién arbitraria w en p?
ésta no define una seccién global de (P?), — P

Ahora bien, sean A una conexién simétrica en P, oy la seccién
de P? — P inducida por A (L.17 y apartado 3.4) y w una
conezién en P? tal que A, = XA (D.9 en IV.2.1; en particular
esto sucede si tomamos w = wy, la conexién en P? inducida

por A (D.15), ver L.18.a). Entonces se obtiene una seccidn
global &, de (P?), — P dada por

7o (D)(v, a,t) == B(v) |0,y + (2 1)loy ) € Toyy P,
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que verifica

Rasy» o7ull) = 7ulla) o Alros oy, Va € G.
En efecto: Porun lado (L.15.b y N.32.a), 6,(B“(v)|,,y) = 0,
lo que prueba que 7, (l) € (P?),. Por otro lado,

o.(la)(e v,a 'aa, t,-1) =

= B*(a”"0)|s,0a) + (a7 @y ta-1) o\ (1a) =
(N.58.¢, L.45) = B“(a™"0)|o,(ya + (™ aa, ta— ) oy ya =
(L.15.¢, L13.2) = RaoyeB°(0)losy + Bian)s (@ 6) |-

Reciprocamente, cualquier seccion global @ de (P*), — P tal
que Iloo = o), para alguna conexién simétrica A en P, y tal
que verifique R, 0).07(l) = o(la) OA€(1~17(:)7()), Ya € G, deter-
mina una conexién w en P? con A, = A, tal que @ = 7.

En efecto: Para cada z € P?, con II(2) = [, definimos H, :=

—5 (1)

Ry -H 7. De Ry 0c(l) = 7(la) OA?(L—l,o,o) se sigue

que R(a,o)*ﬁgm = Fﬁ(la), con lo que (por construccién) la

distribucién {H, : z € P?} es la distribucién horizontal para
una conexién w en P? tal que 7 = 7.

c. Sean ) una conexién simétrica en P, oy la seccién de P? — P
inducida por A y w una conexién en P% tal que A, = A; y sea

7., la seccién global de (P?), — P que se ha definido en b.
Definamos la funcién

T,: P — ZY(g) C A*(n,q)

I (?'Ew(l)a

que verifica la propiedad
T,(la) = AdS T (1)(aa) = (Tu(l))ar, Yac G
En efecto:
Tz (1) (v, w) = dbo(B*(v) o, ta)» B (w)],(0)) =

= dbo(R(a,0)«(B* (av)|o,))s B(a,0)+( B (aw)]o,))) =
(L12a) = Adfﬁldgg(Bw((l’U)la)‘(l),Bw((l’u})ln)‘(;)) =

= Ad Tz, 1y(av, aw).

Nétese que T, determina (y es determinada por) la torsidn O,
de w; de hecho se tiene

(@w)()‘(r,\(l) - To.z|l o (671 3 6—1)|0)\(l)’

En particular, si tomamos w = wjy, la correspondiente funcién,
que denotamos por T) = T,,, determina (y es determinada
por) la curvatura 0, de A; de hecho Q] = Tal;o0 (HL,HL)\Z.
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Ello se sigue de lo anterior, ya que (0, )o = II*(£2,) (T.3.b)
y 0_, = 1I*(6*) (L.12.b).

Se sigue que la curvatura de una conexién simétrica en P toma
sus valores en Z'%(g) (véase [Gui, Prop.8.3]).

Recordemos la aplicacién A, : C%'(g) = L(R",g1) — C"*(g) = A*(n,q),
dada en 1.2.

Lema 49

a. KerA, = g,.

b. Vq,q € (P?),, con Il(q) = 2, 1I(¢') = 2’ y l(z) = I(Z'), se tiene que

Ty — Ty = — Ay 2 (2T —{—tt(')), siendo t € L(R",gy) dado por 2 = z(I,t).

c. Vq,q € (P?),, conT(q) = II(q'), se tiene que

?ql = ?j:q <_—_:> ql == qOAZIO,T)7 con T 6 g2~

Demostracién: La parte a es inmediata. Basta en efecto recordar

(N.48.a) que g, = L(R",g,) N §%(n).

Para demostrar b, nétese que T,(v,w) = dfy(B“(v)|., B“(w)|.), siendo

P? ’ P?
weC, . Seaw' € Cy ; entonces

Ty (v,w) = dbo(B* (v)].r, B (w)].r) =
(L.15.c) = (R, B (v)]., Reruy- B2 (
(L12.a) = (A _,d6(B* (v)]., B (w)l.))
—t(d0_,(B*'(v)], B (w)].)) +
+ d0o(B (v)]:, B (w)].) =
(N.67.c) = dfo(B* (v)l., B (w)].).

w)IZ) =

O:

Il

Usando la ecuacién de estructura N.28.a.ii (en IV.3) de la conexién o'
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(llamemos O’ a la torsién de segundo orden de w'), se tiene que
(iz’ - qu)('v,w) =
= dfo(B ()], B (w)].) - dbo(B*(v)]., B*(w)].) =
= 04(B* (v)]-, B (w)l.) = (~w{ R0y — [wh, 6] +
+ 5w, wt] + O (B ()., B(w)].) =
(*) = (@A0-) — 5 [why of) (B (0)]., B (w)].) =
(e8) = (@IA0_1 — L0-1),HO_))(B*(v)]., B(w)].) =
wi (B (v)[:)(w) — wi(B*(w)]:)(v) = [¢(v), t(w)] =
(L2bii) = —(Tpp (0 + (T (w)) — (1 w) - £0)(0));

Il

la igualdad (x) se sigue de que la componente w’-horizontal de B¥(v)|,
es precisamente B“"(v)lz y de que (N.67.b) 65|, = wpl,; en cuanto a la
igualdad (xx), nétese que (N.67.b) O], = wil.,, = (N.33.a) T, | =
0, = (N.12.b) T, ,|. = —t, = (N.33.a) (|, = O], — t(6_1].), ¥, de
nuevo por 0|, = wyl,, la igualdad (*x) se sigue. Por tanto, se obtiene el
resultado.

Para demostrar ¢, nétese que si II(g) = II(¢') entonces, por a y b,
Ty = T, implica que T,, € g2, y entonces c se sigue de N.68.a.

Nota 69 Vqe (P?),yVTe L(R",g1), 3¢ € (P?),, con II(q) =
I(q"), tal que Ty — T, = Ay o(T).

En efecto: Tomando ¢’ = ZOA?I,O,-—%TH"V con T' € g, arbitrario
(y A? como en N.68.a), se verifica la condicién.
Se tiene que el elemento ¢’ = qu?l,(),~%s(r))’ Vge (P, yVr e
Im A5, y con s seccién arbitraria de Ay, : L(R",g1) — Im A,

verifica Ty — T, = 7.

En particular: si T, € Im A, 5, 3¢ € (P?), con, T, = 0.

Teorema 7 Sea P una G-estructura 1-integrable y sea go = 0. Las coneziones
en P? con igual coneridn inducida simétrica en P vienen caracterizadas por
su torsion de sequndo orden.

Demostracién: Sean w y ' dos conexiones en P% con A, = A, = A
simétrica. Se tiene, VI € P (por N.68.c),

((®w’)0 - (G)w)O)‘aA(l) = (ﬁsﬁwl(l) ’ﬁ ﬁ:7;,,(1)) 0(6~17 9--1)[(7)\([)3
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siendo G, y 7. las secciones globales de (P?), — P inducidas por w y
I,

w'; se sigue (por ser A simétrica, por g, = 0 y por L.49.c), VI € P,
Oulory = Oulony = Tu(l) =7,(1);

finalmente (por la biyeccién existente entre conexiones de segundo orden
w con conexién lineal inducida simétrica y secciones ,,, N.68.b)

O, =0, = w=uw

Definicién 35 Sea P una G-estructura I1-integrable. Sea F C A*(n,g) un
subespacio complementario de Im A, , en Z'*(q), es decir, Z*(g) = Im Ay 5+
F (suma directa). Se define la segunda prolongacién de P relativa a F,

(PHF :={q € (P?),:T, € F}.

Denotaremos por 11 la proyeccion (P*)Y — P?, restriccidn de la proyeccion

L(P?) — P2. Denotaremos por 7 la proyeccién (P*)] — M, T := woll.

El siguiente diagrama ilustra la situacién en que nos hallamos:

(P*) c— (P*)s

n T

Nota 70 En el caso P? = F?(M), puesto que H"*(gl(n)) = 0, se
obtiene que la segunda prolongacién es tnica, y la podemos denotar
por (F?(M));. Se podria probar que la aplicaciéon (ver 111.1.2)

G F3(M) —  L(F*(M))
i’(e) > (o)l
establece una biyeccién entre F3*(M) y (F?*(M));. Nosotros no

profundizaremos en este punto que nos llevarfa a un estudio, en
gran parte, similar al realizado para F*(M).
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Sobrentenderemos el grupo aditivo g, identificado con el subgrupo de GL(R™+
g + ¢1) dado por la imagen del monomorfismo g, <> GL(R™ +g+g1), T —
A?[»O,T). Obtenemos el siguiente lema:

Lema 50 Sea P una G-estructura 1-integrable. Sea F C A*(n,g) un subespa-
cio complementario de Im Ay, en Z"2(g). Entonces I : (P?)] — P? es una
g,-estructura sobre P?, esto es, una reduccidn de L(P*) — P? con grupo de
estructura go — GL(R"™ + g+ @) y accion

(PP) g — (Pz)fj
(¢,7T) > qo Al o)

Ademds (P*)l" es una subvariedad regular de L(P?).

Demostraciéon: (Hay una ligera complicacién respecto de la demos-
tracion de L.42.)

(i) L(P?) — P? es trivializable. En efecto: Basta tomar cualquier
conexién en P?, que da una paralelizacién global de L(P?) ([K-N,
Pr.2.6, p.122]). Dada cualquier secciéon diferenciable global & de
L(P*) — P? se tiene un difeomorfismo ¥5 : L(P?) — P? X
GL(R" + g+ g1), que verifica ¥5(ImT) = P x {e}, con e el ele-
mento identidad de GL(R" + g+ g;). Consecuentemente, L(P?) es
reducible a cualquier subgrupo de GL(R" + g+ g,), en particular
a g3y U2 (P? X g,) es una reduccidn.

(ii) Existe una seccién diferenciable de L(P?) — P? que es seccién de
(P?)f — P2 En efecto: Sea X una conexién simétrica en P, y
sea 0, la seccién global de P? — P determinada por A (L.17 y
apartado 3.4). Sea z € P? y sea X' € C!'; denotemos por wy s la
conexién de segundo orden obtenida de A’ por imagen directa a
través de o, : P — P? (como en N.34, IV.4.2); obviamente, wy |,
es independiente de X € CY. Asi obtenemos una seccién global
diferenciable &, de (P?), — P2, definiendo

Gr(z): R"+g+g — T, P?
(v, a,t) s B (v)], + (e, )., N EC,.

Entonces &, define la funcién diferenciable Ty : P> — A%(n, g), z+>
Tf&)\(z). Sea ‘3‘,\’1 : P? — ImA,;, la primera componente de la
funcién T, en la descomposicién Zb2(g) = ImA,, +F. Sea §
un subespacio de L(R",g) tal que L(R",q,) = S + g, (suma
directa); entonces (L.49.a) existe un isomorfismo f : Im A, — §
tal que A, of = idim s, .- Se sigue que —fo{%)\’l : P2 — L(R", &)
es una funcién diferenciable. Definamos & : P? — (P?),, z
6'/\(‘2)OA?I,O,%?(?,\,J(/Z)))' Por N.69, T5(z) — Tor(z) = ~”‘T)\71(Z). Se



168 CAP{TULO VI. G-ESTRUCTURAS 1-INTEGRABLES.

sigue que T5(,) = Tz, (2) —Tr1(2) € F y, por tanto, & es una seccién
diferenciable de (P?)f' — P2.

(P?)F" se obtiene como la érbita de G(P?) bajo g,. En efecto: Sea
z € P? y sea g € (P?)! con II(q) = z y tal que 5(z) = ¢; sea
¢ € (P?), con II(¢') = z. Probemos que ¢ € (P?)! siy solo si
3T € g, tal que ¢’ = qo A?,,()’T). Pues bien, la condicién ¢’ € (P*)F
es equivalente (por L.49.b) a T, = T,, lo que a su vez es equivalente
(por L.49.c) a ¢' = go A?,,O,T), con T € g,.

(iii) De (i), (ii) y de la propiedad de las trivializaciones locales de un
fibrado principal se deduce:

(P = (Imo)-ga = 95" (P* x {e}) -2 =
- Q';l(Pz X g2)a

que, por lo dicho antes, es una reduccién de L(P?) — P? a g,.

(iv) Como g, es un subgrupo cerrado de GL(R" + g + g,), entonces
(P?)F es una subvariedad regular de L(P?).

4.2 El caso F invariante y g, = 0.

El espacio total L(P?) admite (comparese con lo dicho al principio del apartado
3.2) la G-accién por la derecha L(P?) x G — L(P?), dada por R.,q = qa :=
Riap) - oqu‘?a’O’O). Esta accién tiene de particular que preserva P?, y, més
concretamente, que corresponde a la condicién R(a_o)*(ﬁq) = H", Vqc (P,
(N.67.a), equivalente a qu: = C;ﬂ, V q € (P?),. Pues bien, esta accién también
preserva el conjunto (P2)F si el subespacio F' es G-invariante respecto de la
representacion
G — GL(A*(n,g))

a +— (1 Adfor(a™'a™l)).

Sin embargo, no es posible definir una G ® g;-accién en (P?)" de la forma
q(a,t) == Ry oqu‘?a.’t’o); la razén es que no es posible introducir, en el
caso general, una G ® gi-accién en (P?)!, puesto que no hay restriccién de
A* a G = GO g, ya que G? no es subgrupo de G* (ver N.53). Ahora
bien, en el caso g, = 0 esto si puede hacerse, es mas, en este caso G y G°
son canénicamente isomorfos y A? induce la representacién A Gaw g1 —

Aut(R™ + g+ ¢1) (L.40.a).

Lema 51 Sea P una G-estructura 1-integrable y sea gy = 0. Sea F C A*(n,q)
un subespacio complementario de Im A, 5 en Z'?*(g), G-invariante (respecto
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de la representacion dada arriba). Entonces emiste la siguiente G 2 gi-accion
sobre (P!
(P xGog — (P
A —3
(g,(a,t)) — Rung = q(a,t) := R ywoqo ‘A(a,i)'

Demostracién: En efecto: Sea ¢ € (P?), con II(g) = z. Entonces
Ra,1)q € (P?), pues (recordar L.40.a)

(B 0)(0,2,5) = (Riary. 0)(0 aca™, (=12 +5),) =
= Ray-(aca™, (=" + 5),)']: =
(L.13.a) = (a,8) a0

O(Ria2)(©,0,0)) = 0((Riay. o 9)(av, alt(v))a",
(—3£).)) =

(L.12.a) = (a,) 10(q(av, a(t(v))a™',
(~5®)) =
(D.33 y L.13.d) = A?a’t)_l(av,a(t(v))a“l) =
(N.5yL.38.c) = (v,0).

Calculemos ahora (recordar D.34.b)

T ®) = d00((Biaya)(v,0,0), (Ba.g)(w,0,0)) =
= (B @00)|-((g0 Aly)(v,0,0), (g0 Ay, ) (w, 0,0)).

De L.12.a se sigue que R{, ,df = A?M)_l o df y, por tanto,
R{, yd0o = (N.5 y L.38.c) —t(a™"df_,) + Adg-. o db,.
Ahora bien:
£(v) = (g0 Ay ) (v,0,0) = (N.67.b)
— B*(av)]. + (a(t(v))a~, (—}it‘(”))a)“iz, Ywe

con lo cual, se tiene (usando que 6], = wy.)

df_y.(£(v), &(w)) =
(L.12.c) = —(6,A0_1)].(&(v), (w)):
= —wol:(£(v))0-1]: (§(w)) + wol:(£(w))81[.(£(v)) =
= ~(at(v)a~")(aw) + (at(w)a" )(cw)-

= —a(t(v,w) — t(w,v))a"' =0,

y queda
Tﬁ(w)q(v,w) = AdY_.dbo|.(E(v), £(w)).
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Usemos la primera ecuacién de estructura de w (N.28.a.ii)

- 1
diy = —w A0_; — [wo, b] + E[we,wo} +(0u)o;

como se tiene que

- (wl/ﬁ\e—l)‘z(g(ng(w)) =
= —wi |, (£(0))0_1]. (E(w))) + wi . (€(w))0_1].(£(v))) =
= (5#alaw) + (~5) (av) =
= %a(ti(”)(w) _ t‘(w)(v))a—l _
(L.2.b.vii) = alt(v), t(w)la’,

y como (usando que 6y], = wp|,)

(~o,Ou] + 5 s )| (£(v), () =

= o, ]l (£(v), £(w)) = —alt(2), H(w)]a™,

queda finalmente
7”E(u,t)q(v’w) = Ad27_1(®w)0[2(£(v),£(w)) =
= AdS ., db,|,(B* (av)|,, B (aw)|.) =
= Ad . db,).(g(av,0,0), ¢(aw,0,0)) = Ad;. T, (av, aw);

entonces, como F es invariante, T, € F implica ‘TE( e € F. Luego la
accion estd bien definida.

Nota 71 Se verifica ITo R4y = Ray)oII, ¥ (a,t) € G ® gi.

Formulamos a continuacién (siguiendo un comentario de Guillemin; véase
[Gui]) un teorema sobre existencia de formas canémicas de tipo Cartan en
P? (analogo al teorema T.5, apartado 3.2).

Teorema 8 Sea G C GL(n) con gy = 0. Y sea FF C A*(n,g) un subespacio
complementario de Im A; 5 en Z"?*(g). Sea P una G-estructura I-integrable.
Entonces F induce en P? una 1-forma (¥ = (¢F,, (5, () € AN (P2, R +g+01),
candnicamente definida, que verifica

a. \_/(O‘;t) €g+d, CF((aat)”Z) = (07a>t)
b. \V/XETPZ, CF(X):O = X =0.

Se encuentra (&, = 60_, (&' = 0,, con § = (0_,,0,) la 1-forma candnica sobre
P?%, Si ademds F es G-invariante se verifica
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c. V(at) € GR g, Bj, 0" = AiyoC"
entonces (¥ es una forma de tipo Cartan (D.27).

Demostracion: Sea (P?)I la segunda prolongacién de P relativa a F.
Por ser g, = 0, (P?){ es una {I}-estructura, es decir, una paralelizacién
de P? (L.50), con lo que II: (P?){" — P? es un difeomorfismo; llamemos
7p + P? — (P*)!" al difeomorfismo inverso.

(P*)y C— L(P?)

Sea OL(F%) ¢ AYL(P?),R" + g + g1) la 1-forma candnica sobre L(P?).
Definamos la 1-forma

"= (G = e,
Por definicién de forma canénica de un fibrado lineal, si X € T,P?,
0L (9, X) = 7p(2) (T (37. X)) = gp(2)"'(X). La propiedad (a) se
sigue de que (P?)F C (P?), (D.33.a). La propiedad (b) es inmediata
(recordar que jp(z) es un cierto isomorfismo R" 4+ g + gy — T.P?).

Finalmente, por N.67.b, se sigue de la definicién de (¥ que (¥, =6_, y
COW — 00.

Sea F' G-invariante. Probemos (c): Se obtiene, facilmente, (V(a,t) €
G ® g,) el siguiente diagrama conmutativo

(P2)r Zen, (pryr

(1) lﬁ TJF

pr fen, p2
Sea, ahora, X € T, P? entonces R,). X € T(a)P?; se tiene

(F(Rany-X) = (T.8) 0r(R(an2)) ™ (Ban)X) =
(por (1)) (Biay2r(2)” (Beap < X) =

(Rga,z)* 03r(2) 0 Ay iy) T (Bayy - X) =

= (Apguy-r00r(2) ' NX) =

Ay CF(X).

Il
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Nota 72

a. La forma (¥ es functorial respecto de la categorfa de G-estruc-
turas l-integrables, lo que se prueba facilmente por el hecho
de que la 1-forma canénica 6“(") sobre L(P?) y la 1-forma
canénica 6 sobre P? asi lo son.

b. Nétese que (¢! = 8o, ¢F) no es una conexién de segundo orden
(ver N.56.a). Recordar también que, bajo las condiciones de
la nota N.56.b aplicadas a este caso, una forma de tipo Cartan
podria considerarse una conexién de Cartan (ver Cap.VIL.3.1)
y en particular (7.

c. Consideremos la distribucién de n-subespacios (ver nota N.67.a)

Dp = {Tf“‘(z) = 3r(2)(R",0,0) : z € P?}, que, aunque
F7or (2)

transversales a las fibras de P?, no wverifican R(a,t)*HJ[ =
F]p(z((l,t)) (

si lo verificaran ((/',([") serfa una conexién de se-
gundo orden).

Definamos el campo Dp-horizontal correspondiente a v € R",
BT (v) € X(P?), con B (o). i= 61|, (0) = 3¢(2)(0,0,0),
esto es, (F'(B"(v)) = (v,0,0). Estos campos tienen las si-
guientes propiedades:
(i) (B (v)]:) = BA®)Ine), YAecr.
En efecto: Se sigue de N.67.b y L.15.a.
(ii) R(ay)-B"(v) = B (a7'v) — (t(a"'v), %tt("‘_l"))“.
En efecto: Por N.68.c, se obtiene

C"(Ban- B (v)) = Ay ¢ (BT (v)].) =
A(a D 1(’[) 0 0):
(ver L.40) = (a_lv,,_t(a—lv)’__%tt(u_lv));

y el resultado se sigue.
(iif) [(a,t)f, BY(v)] = B" (aw) + (£(v), 0)".

En efecto: Que [(a,0)!, B (v)] = B (av) se demuestra
igual que para los campos estdndar horizontales de una
conexién lineal (véase [K-N, III, Prop.2.3]), puesto que
Ra0).B"(v) = BF(a~'v). Por otro lado, sabemos que
Ezpe(0,t) = (I,et), siendo Ezp la aplicacién exponen-
cial en el grupo G' X g,; luego

[(0,¢)", B¥(v)] = lim 2 (Bf’(v) Ry B (v)) =
= ].lmc_,o (Et( ) Zéztt(v))ﬁ —

= (#v),0)"
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(iv) Por construccién (y D.35), Vz € P?,
d¢5 o (BT (4)]=, BY()]:) = dbo o (BT ()|, B(1)]:) € F.

d. Las curvas integrales de los campos B (v) proyectan en ciertas
curvas sobre la variedad M, distinguidas localmente por una
ecuacién de tercer orden que no vamos a estudiar aqui. En el
caso conforme dichas curvas son estudiadas por [Ogi] y [Schl;
y entonces se tiene:

Se puede definir una diferencial covariante, respecto de la distribucién Dy de
la nota ¢ anterior, del siguiente modo. Dado X € T, P?, se define X’ como la

proyeccién de X en el subespacio _ﬁjp(z), es decir, X := BY(6_,(X))|..

Definicién 36 Dada p € A"(P?, V), con V un espacio vectorial, se define
DFp e AT P2 V) por

DU u(Xy, .., Xo) = du(XT, ..., X5 ).
Definimos la curvatura de la forma (¥ como la forma
0F = (05,,07,07) = D"¢" € AP, R" + g+ ).

Nota 73 Se prueba que Qf es una 2-forma tensorial de tipo A

En efecto: Se sigue de que R(a,t)*XF _ (R(a,:)*X)F,_ de que
R, yod=doR{,, v, por iltimo, de que (" es de tipo A .

En la literatura es habitual (véase p. ej. [Ko2, IV.3], [Ogi, Sec.5]) definir la
curvatura de una conexién de Cartan (N.72.b) por la ecuacién de estructura
que damos a continuacién, en analogia a las ecuaciones de estructura para una
conexién de segundo orden (ver T.2 y N.28, Cap.IV).

Teorema 9 (Ecuacién de estructura de (). Se verifica
. 1 .+ .5
dCP :_§[€F7CF]+QFa

donde el corchete es el de R" + g + g1 dada en N.49.b. En componentes se
tiene (valen las observaciones hechas en N.28, Cap.IV)

i. QF, =df_, +6,A0_, = (por L.12.c) 0
ii. d90 - -—%{6(),60} - Clb’f\g‘l + Q(I;
i, deF = —¢FAf, +QF.
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Demostracién: Es suficiente demostrarlo para X,Y € T,(P?) en los
tres casos siguientes:

e Si X, Y son Dp-horizontales. Sean X = B (v)|, e Y = B (w)|,.
La ecuacién se verifica ya que (N.72.c) ¢¥(B*(v)) = (v,0,0) v,
consecuentemente [(7, (¥')(B (v)|., BY (w)].) = 0.

e Si X, Y son verticales. Sean X = (a,t)|, e Y = (8, 5)"|.. Se tiene
(tener en cuenta el T.8):

d¢" (X,Y) = —("L([(a1), (8, 9)))
= —(0, [(e,t),(B,s)]) (corchete en g g,),

(XYY = 2[(0,a,t),(0,8,s)] (cor. en R"+g+g),

0F(X,Y) — 0
y se verifica la ecuacién, pues g g; es subdlgebra de R" + g + g,
(bajo la inclusién obvia).

e Si X es vertical e Y es Dp-horizontal. Sean X = (a,t)!, e Y =
B (v)],. Se tiene:

(" (X,Y) = —C":([(ay t), B (v)]) =
(N.72.c.iii) = —C("L(BY (av) + (t(v),0)!) =
= —(av,t(v),0),

(8, ¢CFI(X,Y) = 2[(0,a,1),(v,0,0)] = 2(av,t(v),0),
QO (X,Y) = 0,

y se verifica la ecuacion.

El siguiente corolario es un andlogo a la identidad (Bianchi) satisfecha por la
curvatura de una conexién de segundo orden (ver C.2, Cap.IV).

Corolario 4 Se verifica:
a. QLA =0
b. DF QL = QFA6_,
b. DF QI = 0.
Demostracién: Para a, usando (ii) del teorema anterior, tenemos
OF A, = dsA0_, + %[90,00]Aa_1 L+ (CPRO_)AG .

Usando la diferenciacién en la ecuacién L.12.c, se obtiene

%

. . L 1 .
dgo/\g~1 - 00/’\d0,.1 = —00/\(90/\9“1) = —‘2‘[90, 60]/\6_1
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(la dltima igualdad es inmediato verificarla). Por otro lado, se tiene que
(CFRB_,)AO_, = 0, pues (I toma valores en g, C §*(n). Y la igualdad
se sigue.

Para b, diferenciando (ii) del teorema anterior, tenemos
1
2

y aplicadndolo a vectores D p-horizontales se sigue el resultado.

o 1 ~ .
ng — [dg(), 00} — 5[90, dHO} —f— dClF/\e—l — Cf/\d@_l;

Para c, diferenciando (iii) del teorema anterior, y aplicandolo a vectores
D p-horizontales se sigue el resultado.

Como hemos visto, la forma ¢! sobre P? (T.8) entra dentro de la categoria
de formas de tipo Cartan. El siguiente teorema establece una relacién entre
formas de tipo Cartan y conexiones de segundo orden.

Teorema 10 Sea G C GL(n) con g» = 0. Sea P una G-estructura I-
integrable. Sea A una conezion sumétrica en P y sea Y. la correspondiente

funcion (D.32).
a. Sea ¢ = (¢_1,¢0,¢1) una forma de tipo Cartan sobre P?. Entonces
, 1 P )
wi= G+ (), G+ ) e AP ap )
es una conezién de sequndo orden en P?.

b. Sea w = (wp,w) una conexidn de seqgundo orden en P?. Entonces
3 ]' 3 P -1 n
CZ: (9_1,&)()——’1{\(6_1)7(4)] —§T§T)‘(6 ))EAl(PZ,R +g+91)

es una forma de tipo Cartan sobre P*.

Demostracién: Las propiedades de transformacién por la accién en P?
de los objetos {, w y T{ son las siguientes (escribimos simplificadamente
T)\ = Tg)):

(1) Rinl = Ay o€ = (1:40)

(@ e ) +a g, T T (),
(2) R yw= Ad(q,)-1 ow = (L.38) (a“woa,t“_l“"-’“ + (wi)a-1).
Por otra parte se obtiene (también en particular cuando (_; = 0_,):

¢

(3) R(;,,t,)T/\(Cfi) =a "N (¢1)a+ta (o).
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En efecto: Sea X € T,P?,

(1) (Ra,X) = (D.14 y L.40) T}\]z(a,t)(a_lfﬂ(X)) =
(N14.d) = (L],)a- (a7 ¢o(X) + t(a™'¢1(X) =
(L2.av) =a "0 (C(X))a+t(a ¢ (X))

Y también se obtiene:

(4) R(;’t)T/\’D\(C—l) — (TATA(Cvl))a-l + 2ta*1“{)\((;_1)a + tt(gﬁlc_l)'
En efecto: Sea X ¢ T, P?,

T)\T)‘(C_T)(R(a,t)*X) —
(D14 y L40) = (T/\lz(a,t))TAlz(a't)(a— C—1(X))
(N.14.d y L.2b.dii y iv) = ((Tn],)q-r)(PIdamr (@77 60X 4
Y A G SO (N )a_L)t(a“‘z:-l(X)) 4 gtaTia (X)) =
(L.2.a.v, L.2.c, N.54.a.i) = ((Ny],) 0Dy 0 4
1 2 ¢l (X)) 4 gta™ (-a (X))

y, de nuevo por L.2.a.v, se sigue.

Probemos a: Que w((a,t)!) = (a,t) es inmediato de la primera propie-
dad de ¢ (D.27). Ahora, por
Rz n(Co+ La(C-1)) = (L y 3) —t(a™'(1) + a7 Goa+
+ a7 G(C-) (a7 ) = a7 (o + Ta((-i))a

y por

o) T ()
—1 1 1
+ §(TATA(C—1))G_1 + e Tr(§-1)a + _Z_tt(a C-1)

. 1
(L.2.adii y b.iv) = ¢ @orDlade ¢ 4 5%““"”)&41,

L 1,
R (Gt §TATA(C"‘)) =(1y4) -5t
1

se sigue (por 2) que w verifica la segunda propiedad de una conexion.

Probemos b: Que (((a,t)!) = (0, a,t) es inmediato. Sea X = B“(v)|, +
(a,t)!|, € T,P% Supongamos que ((X) = 0; entonces v = _;(X) = 0
¥, por tanto, @ = (wg— Ly (0-1))(X) =0y t = (w; — %TAT“(S‘I))(X) = 0;
signiéndose la segunda propiedad de una forma de tipo Cartan (. Ahora,
por

R(;,t)(g—l) = (L.12.a) a '6_y,
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B gn(wo — T (0-1)) = (2y3) a'wea — a™ "Ny (0_1)a —t(a™'0_,) =
= a”(wo — Li(0-1))a — t(a™0_1),

y por

1 —1
Rgolwn - §T,\T*(9“)) =2y 4) " '+ (w1)a -

1 1 1, -
= T T,\(G_l) a1 — ta T)\(G_l)(l o _tt(a 9_1) —
5 (T ) 2

—1 ]. -1 1
(L.2.adily b.iv) =1t* (“"“T*(a“‘))“—itt(” e“l)Jr(wl~§T,\T"(9”'1))a_1,

se sigue (por 1) que ( verifica la tercera propiedad de una forma de tipo
Cartan.

No vamos a explorar aqui en detalle las consecuencias de este teorema. Volve-
remos a él cuando tratemos en el Cap.VII la geometria conforme.

4.3 Unicidad de la segunda prolongacién y 2-integrabi-
lidad.

En [Gui] se define la k-ésima funcién de estructura para G- estructuras que son
(k—1)-integrables. Nosotros limitaremos nuestra atencién al caso l-integrable.

Es bien conocido (véase, p.ej.,[Fuj, Cap.III, Prop.3.2]) que si una G-estructura
P admite una conexién simétrica y de curvatura nula entonces P es integrable;
en este caso, todas las sucesivas funciones de estructura (véase [Guil) se anulan.

Definicién 37 Sea P(M,QR) una G-estructura 1-integrable. Se puede definir
una funcién, llamada segunda funcién de estructura de P

ct: P — H“(g)
[ — [Tq],

siendo q € (P?),, tal que (ILo1)(q) = L.

En efecto estd bien definida: Nétese que T, € Z"*(g) y que, si ¢,¢' €
(P?),, con (II.M)(q) = (IloM)(q'), entonces [T,] = [T,], pues, por
L.49.b, T, — T, € B"?(g) :=Im A ,.
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Por otra parte, dadas una conexién simétrica A en P y una conexién w en P?
tal que A, = A, con seccién global asociada (N.68.b) 7, de (P?), — P, se
verifica obviamente

(1) = [Tr)) = (N.68.) [Tu(D)].

Eligiendo como w la inducida (apartado 3.4) por A, w = wy, se tiene

c*(1) = [T, (D] = (N.68.c) [TA()];

habida cuenta de que (ver N.68.c) Qy|; = Talio (67, 6%)|;, se sigue que la se-
gunda funcién de estructura viene dada por la clase de cohomologia de la cur-
vatura de cualquier conexién simétrica en P ([Gui, Prop.8.3]); en particular,
si la curvatura de X es {1, = 0 entonces ¢? = 0.

El siguiente lema es el andlogo de orden 2 del L.44, que era una reformulacién
de un resultado de Bernard para el primer orden. La citada reformulacién y
la demostracién dada en L..44 se pueden trasladar casi literalmente al orden 2.

Lema 52 Sea P una G-estructura I-integrable y ¢* : P — H"“?(g) su se-
gunda funcién de estructura. Para cada conezion simétrica A en P y para
cada funcidn T : P — ZV%(g), tal que T(la) = (T(1))a-1 (con ( ), definido en
D.1 en 1.2.3) y ¢*(1) = [7(1)], VI € P, exziste una conezidn w en P? tal que
Av = Ay T, = 7’

Demostracién: Sea w, la conexién en P? inducida por A con seccién
asociada @, : P — (P?), y funcién T, : P — Z"%(g), | = T&,
(N.68.c). Entonces (L.49.b) VI € P, T,(I) — T(I) € ImA;,. Sea
S un subespacio de L(R",q,) tal que L(R",q,) = S + g2 (suma di-
recta); entonces (L.49.a) existe un isomorfismo f : ImA,, — S tal
que Ayso f = 4djma, ,- Sea {U;} un recubrimiento por abiertos de M
tal que, Vi, P|y, admita una seccidn s; : U; — Ply,. Y sea {p;} una
particién de la unidad subordinada a {U;} (véase [GHV, I, Ch.I, 1.8]).
Definimos, Vi, una funcién h; : P|y, — L(R", g,) tal que

h; Ply, — L(R",g)
1= si(m)a; — a7 f(Ta(si(m)) = T(si(m)))(ai, ai),

con a; € G. Sea la funcién diferenciable h = S (pion™)h; : P —
L(R", g,); entonces, VI € P con 7% (l) = m, se tiene que

Aa(hli) = Y pi(m)A s (b)) = B
= Z‘P?(m)ALz(é a; ' f(Ta(si(m)) — T(si(m)))(as, a:)) =
= Y pi(m)a; (Ta(si(m)) = T(s:(m)))(as, a;) =
(N.68.c) = > i(m)3(T:(1) - T(1)) =
= (T - TD).
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Demostremos que @ : P — (P?),, dada por @(I) := G, (I) o A{1 0.0, €5
la seccién global determinada por una conexién w en P? tal que A, =
A (ver N.68.b). En efecto: Es inmediato que MoF = o, y es facil
comprobar que k|, = (h|;)a-: ¥ que, por tanto, (a™',0,0)- (I,0,h|) =
(ver IL.4) (I,0,h|w)- (a™1,0,0); se sigue que

R(a70)* oE(l) = R(a,o)* o?wé(l) O‘A?LU-,(_ZIZ) =
- (N.68.b) 7., (la)o Aza,—l,o,o) 0 Azl,(),hh) =
= 0.,(la) °_AIU,O,h]m) ° ‘A'(a‘l,O,O) =
= E(la)oA?rl,o,o)a
lo que nos dice que & estd determinada por una conexién w en P?% tal
que A, = A esto es, & = 7,. Ademds, por N.68.a, h|; = T—,—”(,)ﬁw(,), y
entonces, por L.49.b, T,(I) — Ta(l) = —2A,5(k}) = =T\(I) + T(D), =
T, = T.

I

Teorema 11 Sea P una G-estructura I-integrable. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes

(i) P* admite una conexzién w de torsién de segundo orden nula.
) La sequnda funcidn de estructura es nula, esto es, ¢*(1) =0, VI € P.
7 9

131) P admite una dnica sequnda prolongacion (D.35 ue denotaremos
, gunda prolong )
por (P?);, independiente del subespacio F' elegido.

Demostracion: (i) = (i¢). Inmediato, de la nota N.68.b.

(i1) = (i). Se sigue del lema anterior, tomando A cualquier conexion
simétricaen Py T = 0.

(ii) = (444). Supongamos que ¢’ = 0. Entonces, para toda segunda
prolongacién (P*) yVq € (P?)Y, T, € ImA;, N F = {0}. Se concluye
que cualquier segunda prolongacién de P consta de todos aquellos g €
(P?), que verifican T, = 0; por tanto la segunda prolongacién es tnica.

(1) = (43). Supongamos que la segunda prolongacién de P es tnica.
Dados F, F' tales que Z"*(g) = Im A, + F = Im Ay 5, + F', cualquier
g € (P)F = (PH)I" = (P?), debe verificar T, € F N F = {0}. Se
concluye que VI € P, 3¢ € (P?),, con II(II(g)) = I, tal que T, = 0; por
tanto ¢? = 0.

Para una G-estructura l-integrable P(M,G), no nos ocuparemos aqui de la
relacién que guardan la segunda prolongacién (cuando es tnica) (P*); y P
Guillemin ([Gui]) prueba que, si una G-estructura es l-integrable, entonces es
9-integrable si y sélo si ¢ = 0; por tanto, el teorema anterior nos darfa el
resultado (andlogo a L.48) de que P es 2-integrable si y sélo si admite una

conezidn de sequndo orden con torsién de seqgundo orden cero.






Capitulo VII1

Aplicacion a la geometria
conforme.

La geometria conforme (en dimensién > 3 y de signatura arbitraria) es el mejor
ejemplo al que aplicar los resultados del Cap.VI: Una G-estructura, con G el
grupo lineal conforme, es 1-integrable, luego se puede definir su levantamiento
al orden 2 y, por tanto, le serdn aplicables los apartados VI.3.3, 3.4, 3.5 y 4.1;
y es de tipo finito 2, luego se podran definir formas de tipo Cartan asociadas a
ciertos subespacios algebraicos G-invariantes (que existen para el algebra lineal
conforme) y, por tanto, le serd aplicable el apartado VI.4.2 (para dimensién
igual a 3 las estructuras conformes son, ademads, 2-integrables con lo cual, en
este caso, se llega a la situacién del apartado VI.4.3).

El objetivo de este capitulo es entrar en dos de estas aplicaciones: la primera
es la identificacién (T.12) de la llamada “conexién normal de Cartan” (intro-
ducida por Cartan en [Ca2]; véase también [Ogi], [Och], [Tan], [Ko2] y [Sch])
como una l-forma de tipo Cartan obtenida por el procedimiento establecido
en T.8 (VI.4.2); y la segunda es la obtencién (T.13), aplicando T.10 (VI.4.2)
a una conexién lineal simétrica A compatible con la estructura conforme y a
la conexién normal de Cartan, de una conexién de segundo orden, distinta de
la conexién de segundo orden inducida por A.

En la seccién 1 se introducen conceptos algebraicos que se van a necesitar
posteriormente: el grupo lineal conforme y su dlgebra de Lie, asi como la co-
homologia de Spencer de ésta; el levantamiento al orden 2 del grupo lineal
conforme; y finalmente el grupo conforme completo que aparece como el grupo
(maximal) de automorfismos de una cierta estructura conforme (el espacio de
Moebius), y cuyos subgrupos de isotropia son isomorfos al citado levantamiento
al orden dos. En la seccién 2 se obtienen las estructuras conformes de segundo
orden. Y por dltimo, en la seccién 3, se resuelven las dos aplicaciones men-
cionadas arriba.

181
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1 Conceptos algebraicos.

En esta seccién introducimos una serie de conceptos algebraicos estandar que
nos seran de utilidad. En los apartados 1.1 al 1.3 tratamos el grupo lineal
conforme C(n) relativo al producto escalar estandar en R y la cohomologia
de Spencer de su &lgebra ¢(n); en el lema L.56 se estudian las prolonga-
ciones de ¢(n). En el apartado 1.4 estudiamos el levantamiento al orden 2,
C*(n) = C(n) ®c(n);, del grupo lineal conforme cuando n > 3, obteniendo

las expresiones (L.58) de las representaciones adjunta, A y A (se usa el iso-

morfismo R™ = ¢(n); introducido en L.56). Por dltimo, en el apartado 1.5,

se explicita el grupo conforme completo C'(n) (D.40) y se analiza cémo la res-

triccién de Ad®(™ a ciertos subgrupos isomorfos a C?(n) coincide (L.59.b) con

la representacién .713; este es el origen de que, para las C(n)-estructuras (con
n > 3), conexiones de Cartan (D.41 en Sec.3) y 1-formas de tipo Cartan (D.27
en VI.2) sean lo mismo.

1.1 El grupo lineal conforme.

Sea 7 : R" x R" — R el producto escalar (no degenerado) de indice s dado

por
Niw = 77(61‘,61') = -1 1SZSS
ni; = nleje) = +1 s+1<j<n
ni; = n(e,e) = 0 P F 5

Denotemos por R} el espacio (pseudo)euclideo resultante. Definimos 7% de tal
manera que 7'Fy;; = 0%

Sea g : E X E — R un producto escalar (no degenerado) sobre un

espacio vectorial £ de dimensién n con signatura (—,--, —, 4, -+, +).
Cualquier base g-ortonormal en E establece una isometria lineal entre
(E,9)y RS

Definicién 38 FElisomorfismo métrico d asociado a n viene definido por

d: R" — R™
v o+ d(v) :=7n(v,-);

Se tiene, por tanto',

p(d='(€),w) = {(w), VEeR"™ yVweR™

'Dados v € R", € € R™" y «a € gl(n), escribiremos £(v) € Ry éa € R"".
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Nota 74

a. En componentes se tiene que
d(v), = na®, y A7) = "¢

b. Llamando a' € gl(n) a la matriz adjunta de a € gl(n) respecto

de 5, definida por 7(v,a'w) := n(aw,w), Vv,w € R" (y en

componentes: (af)é- = n'ikafgmj), se verifica:

d'(£a) = ald~'(€).
En efecto:
n(d='(£a),v) = (£a)(v) = n(d " (), av) = p(a'd ™' (£), v).

El grupo lineal conforme relativo a n es el subgrupo de Lie de GL(n) definido
por

C(n):= {a € GL(n): 3k > 0 tal que n{av,aw) = kn(v,w),
Vov,we R"} =
= {a € GL(n):3k > 0 tal que a’a = kI}.

Se puede considerar que C(n) es el producto directo de los grupos de Lie: H(n),
el grupo de las homotecias de R"

H(n) := {a€ GL(n):3k >0 con a= kl},
y O(n), el grupo ortogonal relativo an

O(n) := {a€ GL(n): n(av,aw) =n(v,w), Vv,w € R"} =
= {a€ GL(n):a'a=1}

en el sentido de que: VYa € C(n), 31kl € H(n) y 3!'b € O(n) tales que a =
kI -b.

1.2 El Algebra lineal conforme y sus prolongaciones.

Estudiaremos ahora las dlgebras de Lie de los grupos mencionados y calculare-
mos sus sucesivas prolongaciones.

El élgebra de Lie de O(n) (dlgebra ortogonal relativa a 1) o(n) se identifica
candnicamente con

o(n) {a € gl(n) : n(awv,w) + (v,aw) =0, Vv,w € R"} =

{acgl(n):al = —a}.

I

La siguiente definicién nos serd dtil mas adelante:
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Definicion 39 Definimos la aplicacion:
{,}: R"xR" — o(n)
(vw) > {v,w} 1= (o, Yo n(w, .

La aplicacién estd bien definida pues {v,w} € o(n), Vv, w € R"; efec-
tivamente, Vz,y € R":

n({v,w}e,y) +n(z,{v,w}y) =
= n(n(v, 2)w — n(w,z)v,y) + n(z, n(v,y)w — n(w,y)v) =
= (v, z)n(w, y) = n(w, z)n(v,y) + n(v, y)n(e, w) — n(w,y)n(z,v) = 0.
Algunas propiedades de {-,-}:
Lema 53 Se verifica Vv, w,z € R", a € gl(n):
a. {-,-} es bilineal y antisimétrica.
b. {v,'w}T = {w,v}.

. {ei, e} i1 <i<j<n} esuna base de o(n), verificindose que {e;,e;} =
i B — ;. B, 6 equivalentemente, {e;, ej};n = Nind}" — Nin 0",

d. {v,w}z +{w,z}v+ {z,v}w = 0.
Aav,w} — {aw,v} = afv,w} + {v,w}al.
{z,v},{z,w}] = n(z,w){z,v} — n(z,v){z,w} + n(z,z){v,w}. En parti-

cular,

gl

]

by

{e;,ex} sii,j yk son distintos
0 en los otros casos.

{ei,e; 3, {ei,en}] = {

g Sea & € R {(v)w —¢{(w)v = {v,w}d™(£).

Demostraciéon: Los apartados a y b son inmediatos. Para ¢ nétese que
{{ei,e;} : 1 < i < j < n} es labase de matrices usada habitualmente
para o(n). d se sigue inmediatamente de la definicién. Para e nétese
que {av,w} — {aw,v} = n(av, )w —n(aw, Jv+ (v, - )oaw — g(w, )av =
(v, o' )w — p(w, al)v + a(n(v, -)w — g(w, -)v), y el resultado se sigue.
Para f calculemos

[{.’L’, 'U}a {(B, w}}y - ﬂ(m, y)’?(93> w)v - n(wa y)’?(w; $)’U~—
—n(z, y)n(v,w)z + n(w, y)n(v,z)z—
—n(z, y)n(z,v)w+ n(v, y)n(z, 2 )w+
+n(z, y)n(w,v)z — n(v, y)n(w,z)z =
= n(z, w){=z,v}y—n(z,v){z, wiy+n(z,z){v, wky;

el resto es inmediato. g se sigue de D.38.
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Lema 54 Las prolongaciones de o(n) son todas nulas:
o(n), =0, Vr>1
Demostracién: ([Ste, Prop.3.1, p.333],[0gi],[Ko2, ex.2.5]) Sabemos

(ver N.48.a) que o(n), := L(R",0(n)) N $*(n). Sea t € S*(n) tal que
t(v) € o(n), Yv € R". Se tiene que Vz,y € R":

n(t(v)z,y) = —n(z,t(v)y) = —nlz,t(y)v)=
= n(t(y)z,v) = n(t(z)y,v) =
= -n(y, t(z)v) = —n(y,t(v)z),
= n(t(v)z,y) = 0,

Luego, como 7 es no degenerada, implica que t(v) = 0. Como esto es
Vv, se sigue que ¢t = 0. Por tanto o(n), = 0, y también o(n) = 0, para
r> 1.

El dlgebra de Lie de H(n) (dlgebra de homotecias) hj(n) se identifica canénica-
mente con

h(n) = {a € gl(n) : s € R, tal que o = kI}.
Lema 55 Las prolongaciones de h(n) son todas nulas:
h(n), =0, Vr>1.

Demostracién: Sabemos que h(n), := L(R",h(n)) N S*(n). Sea t €
L(R",h(n)) entonces existe algin £ € R™" tal que t(v) = £(v)l. Por
otro lado si t € §%(n), debe ser Vv,w € R", {(v)w = £(w)v. Esto
implica que ¢ y, por tanto ¢, son cero. El resultado se sigue.

Es inmediato ver que el dlgebra de Lie de C'(n) (dlgebra ineal conforme relativa

an) ¢(n) se identifica canénicamente con
c(n) {a €gl(n): I € R tal que g(aw,w) + n(v,aw) = ky(v,w),
Yv,we R"} =

I

= {acgln): Ik € R tal que @ + o' = kl}.

Y es inmediato verificar que ¢(n) = h(n) @ o(n) (suma directa de dlgebras
de Lie; por tanto, h(n) y o(n) son ideales de c¢(n)), en el sentido de que:
Vaecn), Il €bh(n) y 3! B € o(n) tales que a=rl+ .
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En cuanto a las prolongaciones de ¢(n) se tiene:
Lema 56

a. El espacio vectorial c(n), es isomorfo a R"", siendo un isomorfismo el dado

por

1

i: R — (n), |
b ()= o p() + LA ), 0h);

o lo que es lo mismo, (v, w):= p(v)w + p(w)v — (v, w)d*(p).

b. Paran >3, ¢(n), =0 sir > 2. (Paran = 2 ver la demostracién.)

Demostracién: La demostracion dada aqui es original; otras de-
mostraciones pueden verse p.ej. en [Ogi] o [Ko2].

Para a, sabemos que ¢(n), = L(R",¢(n)) N §%(n). Sea t € L(R", c(n));
equivalentemente, t(v) = p(v)I + s(v), Vv € R", para algin p € R"’
y para algin s € L(R",0(n)). El que t € ¢(n), equivale, pues, a decir
que, Vv,w € R*, p(v)w+ s(v)w = p(w)v + s(w)v, o, lo que es lo mismo
(L.53.g y L.53.d), s(v)w — s(w)v = —{v,w}d ' (p) = {d""(p),v}w —
{d~'(p),w}v. Por lo tanto, s(v) := {d~'(pu),v} verifica la condicién.
Adem3s es tnico pues si s’ € L(R",0(n)) verifica la misma condicién
entonces s — s’ € L(R",0(n)) N §%(n) y, por L.54, s = s'. Se prueba
inmediatamente que 1 es un isomorfismo.

Para b, probaremos que ¢(n), = 0, si n > 3. Sabemos que ¢(n), =
L(R", ¢(n),)NS83(n). Usaremos el isomorfismo lineal (ver a y D.38)iod :
R" — ¢(n), para establecer un isomorfismo lineal entre L(R",¢(n),) y
gl(n), que a T € L(R",¢(n),) le hace corresponder a = (iod)™'oT €

gl(n).

R —4, R™ & ¢(n),

o

NO A

Rn

Si, ademés, T' € $%(n), debe ser T'(v)(w) = T(w)(v). Para imponer esta
restriccién, calculemos

T(v)(w) = T(w)(v) = ((icd)(av))(w) - ((iod)(aw))(v) =
= n(av,w)l + {av,w} — n(aw,v)] — {aw,v}=
(L.53.e) = n((a— av,w)I+ afv,w} + {v,w}al,
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donde n((a — aM)v,w)I € h(n) y (es facil verlo) af{v,w} + {v,w}a
o(n). Entonces (por generar los {v,w} todo o(n), ver L.63.c) T
iodoa € $%(n) siy solo si

{(1) a—al =0,
(2) af+ Bal =0, Vp € o(n),

te

esto es, a es autoadjunta y la aplicacién o(n) — o(n), 8 — af + Baf,
es nula. Es inmediato ver que, si n > 3, necesariamente a = 0, mientras
que, si n = 2, se obtiene tr(a) = 0. En efecto: nétese que, por L.53.c y
por N.74.b

af +Bal =0, VB € o(n) <=
< afe,ej} +{e,e}al =0, V1<i<j<n, <=
= oy —afnu+ 8falng — &aing =0, V1 <i,j,k,1<mn, i<j;
y s6lo los siguientes casos producen ecuaciones no triviales:
sil=1<j =k, queda
af + aﬁ =0,
sil=1<j7#k, t#k, queda

af:O,
sik#£i1<j=1,j#k, queda
afb =0

(6 lo mismo intercambiando k por [);

si al menos tres indices pueden ser distintos (esto es, n > 3), entonces
la condicién (2) implica a = 0 y, por tanto, ¢(n), = 0; pero si n = 2
la condicién (2) equivale a tr(a) = 0, lo que junto con (1) implica que
dim(c(n),) = 2.

Nota 75 La expresién en coordenadas de i € ¢(n), es:
i = 136 + m8s — i .
1.3 Cohomologia de Spencer de o(n) y ¢(n).

Debido a que o(n), = 0, Vr > 1, las secuencias de Spencer (ver VI.1.2) del
algebra de Lie o(n) que son significativas se reducen a

g=1 q=2 q=3 g=4
pre=2 0 — L(R",0(n)) A, A%(n) — 0

pha=3 0 — A%(n,0(n)) -2 43(n) —0
p+q=4 0 — A*(n,0(n)) L Al(n)

— 0.
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Se puede probar que los grupos de cohomologia correspondientes, que nos
interesan, son ([Gui])

H°%(o(n)) = 0,

H"*(o(n)) # 0,
HP*(o(n)) =0, p>1.

La dimensién de H%?(o(n)) es 0, pues la aplicacién A : L(R", o(n))
A?*(n) es sobreyectiva, puesto que dim(L(R",0(n))) = dim(A*(n)) =
in*(n—1) y dim(Ker(A)) = dim(o(n),) = 0.

1

Calculemos la dimensién de H?(o(n)). Se tiene que dim(B"*(0o(n)))
0. Por otro lado, se puede probar que la aplicacién A : A%(n,o(n))
A%(n) es sobreyectiva. Entonces, puesto que dim(A4*(n,o(n))) = 3("2—"12
22l y dim(A%(n)) = Eﬂ_"_:%ﬂ_"_:%), se concluye que dim(H"?*(o(n)))
n’(n’-1)

12

ol

I

Sea n > 3. Debido a que (L.56) ¢(n), = 0, V7 > 2, las secuencias de Spencer
del dlgebra de Lie ¢(n) que nos interesan se reducen a

g=0 q=1 g=2 q=3

pra=2 0 — c(n), = L(R",c(n)) - A%(n) —0

pg=3 0 — L(R"cn)) Bz, A%(n,c(n)) A, A3(n) — 0

pra—1 0 s A%(n,c(n),) 22 A3(n,c(n)) B
A, A*(n) — 0.

Se puede probar que los grupos de cohomologia correspondientes, que nos
interesan, son ([Gui])

(n)) =0

(n)) #0, siysolosin>4
H?**(¢(n)) #0, siysélosin=3

(n)) =0

, p>2.

La dimensién de H%?(c(n)) es 0, pues la aplicacién A : L(R",¢(n)) —
A%(n) es sobreyectiva, ya que dim(L(R",c¢(n))) = (4n*(n— 1))+ n =

dim(A*(n)) +n y dim(Ker(A)) = dim(c(n),) = n.
Calculemos la dimensién de H"?(c(n)). Se tiene

{ dim(L(R", c(n),)) = n?

dim(Ker(Ayy) = ¢(n),) = 0 (L.54.b) i = dim(Im(Ay)) = n.
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Por otro lado, se tiene que la aplicacién A : A%*(n,c(n)) — A*(n) es
sobreyectiva, pues lo es la aplicacién A : 4%(n, 0(n)) — A*(n). Entonces,
puesto que

. 2 _ n(n—1)rn{n-1
dz'm(Ar(n, C(")B 1Mo =+ 1) , se concluye que
dim(A?(n)) = 2o=(n=2)

6

dim(Ker(A)) = "ebeol) gy "_’(%M:Z_) —
= 5(n*+5n® - 6n).
Se sigue que dim([{l,z(c(n))) — Tl‘z’(nll —Tn? — 671,), que se anula si v sélo
sin = 3.

1.4 El levantamiento al orden dos del grupo lineal con-
forme.

Sean > 3. Los levantamientos H*(n) y O*(n) al orden dos de H(n) y O(n) son,
por L.37, L.54 y L.55, isomorfos a los propios H(n) y O(n), respectivamente.

El levantamientos C*(n) al orden dos de C(n) es, por el L.37, isomorfo cané-

nicamente a C(n) ® ¢(n);. Llamaremos a C*(n) = C(n) 2 ¢(n); el grupo con-
forme de sequndo orden.

Los homomorfismos Q% y ¢* de la seccién 11.2.2, si se restringen al grupo lineal
conforme C(n), definen (ver VI.1.4) unos homomorfismos, que denotaremos
igual, Q* € Hom(C(n), Aut(c(n),)) y ¢* € Hom(C(n), End(c(n),)). Veamos
en qué se traducen algunas de las propiedades de Q? y g7, vistas en la seccién
I1.3.1, cuando restringimos al caso conforme.

Lema 57 Sean v,w € R", a,b € C(n), o,B € ¢(n) y p,v € R"". Recordemos
el isomorfismo (L.56) R"" — ¢(n),, p — ji; se verifica:

e

a. ﬂa = ,ZL(L—].

b. i* = —fia.

c. pa~(av) = af(v)a™'.

d. ia(v) = ji(aw) + [(v), .
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Demostracién: Recordemos el apartado I1.3.1. Para a, sea afa =
kI, k > 0 (ver apartado 1.1); se tiene que

app(a v, alw) =
= a(p(a™'v)a 'w) + a(,u(a“lw)‘a“lfu)~
a0 w)d ()
pla™ v)w + p(a™ w)v — ¢ (v, w)a(p) =
(N.74b) = (o) (o)w + (ua~Y(w)o — L 7(v, w)d(a') =
= (pa~")(v)w + (pa~")(w)v — n(v, w)d~'(pa~') =

= pa~ (v, w).

Il

fl

Para b, sea a + al = kI, kK € R (ver apartado 1.2); se tiene que

aj(v,w)— plav,w)— p(v,aw) =
= w(v)aw + p(w)av - n(v, w)ad " (1)~
~p(aw)w — p(w)av + naw, w)d~ ()~
—p(v)aw — plaw)v + n(v, aw)d™}(p) =
(N.74b) = —(pa)(v)w — (pa)(w)v — n(v, w)d™'(pat)+
+rn(v, w)d™(p) =
= —(pa)(v)w — (pa)(w)v + n(v, w)d™'(pa) =
= —pa(v, w).
Las partes ¢ y d son aplicaciéon inmediata de L.2.a.vy a,y L.2.b.viy b,

respectivamente. La parte e se sigue de L.2.b.vii y b. Las partes fy g son
aplicacidon inmediata de N.54.a.i y b, y N.54.a.ii y b, respectivamente.

Recordemos los apartados VI.1.4 y VI.1.5. La representacién adjunta de
C?*(n) = C(n) 2 ¢(n); es la restriccién de la de GL(n) 2 S*(n) (L.38.a); lo pro-
pio ocurre con la representacién adjunta de ¢*(n) = ¢(n) P ¢(n); (L.38.b). La
representacién A” del grupo GL(n) ® S*(n) en R" + gl(n) restringe bien a una
representacién, que denotamos por la misma letra, de C*(n) = C(n) 2 ¢(n);
en R" + ¢(n) (L.38.c); y lo propio ocurre con la representacién a* del dlgebra
gl(n) B 5?%(n) en R"+gl(n), que restringe bien a una representacién de ¢*(n) =
¢(n) B c(n); en R" + ¢(n) (L.38.d). Por dltimo, por ser ¢(n), = 0, se obtiene
(L.40) una representacién A’ de C*(n) (y la correspondiente representacién @°
de ¢*(n)) en el dlgebra de Lie R™ + ¢(n) + ¢(n)1, con el corchete dado en VI.1.1
(N.49.b), y respecto del cual A opera por automorfismos y a* por derivaciones.
En el siguiente lema resumimos estas representaciones usando la identificacion

o

(L.56)i:R" = ¢(n)y, p— [, y los resultados del lema L.57.a y b.
Lema 58 Se verifica:
a. La representacién adjunta de C*(n) = C(n) 2 c(n); es

Ad: C(n)®»c(n); — Aut(c(n) b c(n)) 7
(@,8) = ((8;f) = (aBa™', (pa™" +¢Ba™)7)).
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b. La representacidn adjunta de ¢*(n) = ¢(n) P c(n); es

ad : c(n){BE(n)l N Der(c(n) B c(n))
(a,6)  +— ((B,8) = ([, 8], (68 — pa)™) =
= [(,€), (8, 1)))-

c. La representacion A*, en el caso conforme, es la dada por

A?: C(n) Z)f(n)l ey GL(R" + ¢(n))
(a,€ — ((v,8) = (av,a(&(v) + B)a™"))-

d. La representacion a?, en el caso conforme, es la dada por

co(n)de(n)r — gl(R" + ¢(n))
(CX,&) — (('U>ﬂ) == (Oé’l),f(’l)) + ‘Fa7ﬁ}))

., 3
e. La representacidn A°, en el caso conforme, es la dada por

+¢(n) +c(n))
— (av, a(é(v) + B)a™!
(% E(v) + €8 + p)a™h)Y)).

—3

f. La representacion inducida por a® es

¢(n) Be(n)y — Der(R" +c(n) + c(n))
(,8) > ((v,8,8) = (o, &(v) + [, 1, (€0 — per)7).

Nota 76

a. Se tiene (recordar N.7.a):

2
Aad

C(n) _ ~
¢(n) o Ada o Ad(a’g)‘c(n)

b. Se tiene (recordar N.9 y N.61.b):

Adé™) 0
= (g — Ady, g
¢(n) B e(nh ((5(.)a~1)~ ()a> (a,€)

—3
A(a,g)
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1.5 EIl grupo conforme completo.
Sea 7 : R"™ x R™™? — R el producto escalar de indice s + 1 dado, en la base

estandar {ep,e1,...,€n,eny1} de R™? por (escribamos 7., := 7i(e;, e
+ s P U n A

ﬁ0n+l - —-1
N5 = Mij (1<i,5<n)
Moo = Toi = Tng1i = Mngingr =0 (L <4< n),
con i : R" x R" — R el producto escalar de indice s dado en el apartado 1.1.

En la base estandar de R""? la matriz S de 7 es la dada por

0 0 -1
=10 S 0],
-1 0 0

siendo S la matriz de 7 en la base estandar {ej,...,e,} de R".

Sea O(n + 2) el grupo ortogonal relativo a 7
O(n +2):={A € GL(n +2):j(AV,AW) = 7(V, W), VV,W € R""*}.

Sea P! el espacio proyectivo (n+ 1)-dimensional. Denotemos por [V] el
elemento de P”'E] con representante V e R"?. Cada 4 ¢ GL(n + 2) deﬁzle
una aplicacién A : Pt — Pt A([V]) = [AV]; definamos P(n+ 1) = {A :

A€ GL(n + 2)}.

Definicién 40 FEl grupo conforme completo C(n) relativo a 5 es el subgrupo

de Lie de P(n + 1) dado por
C(n):={A€Pn+1): A€ O(n+2)}.
Nota 77

a. Se tiene: C(n) = O(n +2)/%, vy dimC(n) = L(n+ 1)(n + 2).

2

b. Apuntemos en qué sentido se puede llamar a C(n) grupo “con-
forme completo”.

Sea la cuddrica proyectiva M, := {[V] € P"*' : 5(V, V) = 0}.
M,, es una variedad n-dimensional difeomorfa a S7 := {p €
R (p,p) = 1} (con (,) el producto escalar en R?™"). Ello
induce en M, una estructura semiriemanniana g de indice s
tal que M, ~ S7 son isométricos. M, es lo que se llama el

“espacio de Mdbius” inducido por 7j. El grupo C(n) preserva
M, y actda transitiva y conformemente sobre (M,,g); por
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dimensién, C'(n) constituye el grupo (maximal) de automor-
fismos de la estructura conforme (M,,[g]). Cada punto de
(M,,g) posee un abierto denso conformemente difeomorfo a
R” con el producto escalar 7 y m proporciona una real-
izacién global en (M,,,g) de los difeomorfismos conformes en-

tre abiertos de R? (ver p.ej. [Ko2, Cap.IV.4]).

Se tiene el siguiente resultado:

Lema 59 Sea C,(n) el siguiente subgrupo de C(n):
Co(n) :=={A € C(n): Alens:] = [enri]}-

a. Cy(n) es isomorfo a C*(n) = C(n) D c(n);.

b. Sean > 3. Bajo el isomorfismo anterior, se tiene

3

Ad(j(n) l(}(n) ® c(n)1 — A
(con A° dada en L.58.¢).

Demostracién: (a) Es inmediato ver que C,(n) es isomorfo al sub-
grupo de O(n + 2) constituido (véase [Ko2, Cap.IV.4]) por las matrices
de la forma

k 0 0
A(k-,b»H)E bd_l(ﬂ) b O‘ ’
(2k)~'np(d~"(p),d" () k& 'p K7

con k>0, b¢c O(n), p € R"". Un sencillo cdlculo muestra que se tiene
el siguiente isomorfismo

C,(n) — C(n)®cn) = (L37) C*(n)
A(k,b,p) P (kI b,—-ﬂ),

con ji = i(u) (siendo i: R"" — ¢(n), el isomorfismo definido en L.56.a).

(b) El isomorfismo anterior induce un isomorfismo de las algebras de
Lie; explicitamente

co(n) = o(n) D c(n), = (L.37) c(n)

0
d—l(:u) /6 0 = (kI+ﬁa—ﬁ)a
1
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con £k € R, B € o(n), p € R"". Ademads, un cdlculo directo pone de
manifiesto el siguiente isomorfismo de algebras de Lie

W = R" +¢(n) + ¢(n),
K d(w) 0
d-'(p) B w | v+ (w,kl+B,—f),
0 ° —K

conw € R", ke R, Beo(n), p€ R"", y dotando a R" + ¢(n) + ¢(n),
del corchete dado en N.49.b. que, en este caso, queda (llamando o =
kI + 8 € ¢(n) y teniendo en cuenta L.57.b):

[w,w'] =0,
[a,w] = aw', [a,d] = ad' — d'a,
[, w'] = ('),  [fa]=—i" =pad, [ E]=0.

Finalmente, de nuevo un cilculo directo permite comprobar que se ve-
rifica

C(n) -3
Adp( ) — A(kl-b,—ﬁ)’ VA(k,b,u) € Co(n)

Ao
o, en otras palabras (llamandoa = kI -b € C(n), t = —f € ¢(n),),

AL = Ay, (e t) € Om) B (),
(recordar N.54.c en Cap.VI).

Nota 78

a. Por definicién, C,(n) es el subgrupo de isotropia de 0 = [e,11] €
M,, (N.77.b) bajo la accién de C(n); asi M, se puede describir
como el espacio homogéneo C'(n)/C,(n). Por tratarse de trans-
formaciones conformes de (M, g) que dejan un punto fijo, se

pueden considerar como transformaciones conformes (locales;
ver nota anterior) de R} que preservan el 0 € R". Cada trans-
formacién conforme en R viene localmente caracterizada (por
ser ¢(n)y = 0) por su 2-jet, y se tiene el isomorfismo de grupos

de Lie
Co(n) =~ C*(n) = C(n) 2 c¢(n)i,

que es lo que hemos obtenido explicitamente en la parte a del
lema.

Nétese que la identificacién de C?*(n) como un subgrupo de

C(n) no es canénica en el sentido de que depende del punto
de M,, sobre el que se haga la isotropia.
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b. En relacién con el isomorfismo ¢(n) = R”™ + c¢(n) + ¢(n);: Por
lo dicho en N.77.b, el dlgebra de Lie ¢(n) constituye el algebra
de automorfismos infinitesimales de la estructura conforme

(M,,[g]), y deberd ser isomorfa al dlgebra de automorfismos
infinitesimales de la estructura conforme de R}, que a su vez

es isomorfa al dlgebra R" + ¢(n) + ¢(n);.

2 Estructuras conformes de segundo orden.

Esta seccién estd dedicada a la fijacién de conceptos y notaciones respecto de
la primera prolongacién (siempre dnica) (LeM); de cualquier C'(n)-estructura
L¢M (también llamada “estructura conforme € sobre M™). Al ser tnica,
esta primera prolongacién resulta (L.48 en Cap.VI) isomorfa (como fibrado
principal sobre M) al levantamiento al orden 2, F 2M. Resulta interesante que
la caracterizacién (L.11 en Cap.IIl y L.47 en Cap.VI) de (LeM); en términos
de 2-jets de inversas de cartas normales (en M) correspondientes a conexiones
simétricas en L¢M puede igualmente hacerse tomando solamente conexiones
de Levi-Civita de métricas compatibles con € (L.60).

2.1 O(n)-estructuras y C(n)-estructuras.

Sea M una variedad? de dimensién n. Sea g una métrica sobre M. Denotare-
mos por Ly M la O(n)-estructura inducida por g que se define como

LgM :={l€ LM : n(v,w) = g(l(v),(w)), Vv,w € R"};

es decir, los [ € Ly M que son isometrias lineales entre (R",7) y (Trr(y M, 812 (1))
(equivalentemente, se puede definir Lg M como el conjunto de bases en TM
que son g-ortonormales).

Sea ¢ una estructura conforme sobre M; esto es, € es una clase de equivalencia
de métricas sobre M bajo la relacién de equivalencia:

g ~ g sii dk € F(M) con k > 0 tal que g’ = kg.

Si g es un representante de la clase € denotaremos ¢ = [g] y escribiremos
g el

2La existencia de O(n)- y C(n)-estructuras sobre una variedad M (de dimensién n)
puede, dependiendo del indice s, restringir la topologia de M,
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Sea Ly M la C(n)-estructura inducida por € = [g], que se define como
LeM :={l€ LM : 3k > 0 tal que n(v,w) = kg(l(v),l(w)), Vv,w € R"};

es decir, los [ € Ly M son isometrias lineales entre (R",7) y (Tﬂ,L(l)M, kg ry),
para algin k > 0 (equivalentemente, se puede definir Le M como el conjunto
de bases en T'M que son g-ortonormales, para alguna g € €).

Ly M es un subfibrado principal de LM si y solo si g € €. Es inmediato que,
si g € €, entonces LeM = Lg M X,y C(n).

2.2 Primera prolongacién de una C(n)-estructura.

Por lo dicho en 1.3, H>?*(g) = 0, para g = o(n) 6 g = ¢(n). Se sigue que,
dada la aplicacién A : L(R",g) — A*(n), el subespacio E complementario de
I'm A en A*(n) es dnico, E = 0, en ambos casos. Consecuentemente (D.30)
cualquier O(n)-estructura Ly M, respectivamente C(n)-estructura LeM, ad-
mite una dnica primera prolongacién, que designaremos por (Lg M )y, respecti-
vamente (LeM ). En ambos casos (T.6, V1.3.3) la primera funcién de estruc-
tura (D.31) es nula.

Por el teorema T.6, tanto las O(n)-estructuras como las C(n)-estructuras ad-
miten conexiones simétricas (como es bien sabido) y consecuentemente (L.48)

son l-integrables, esto es, existen los levantamientos Fy M de Ly M y F}!M de
L¢M, dandose las identificaciones (Lg M), = FgZM y (LeM), = FEM.

Al ser o(n); = 0, el fibrado FZM — Ly M es trivial (L.42) y, por tanto (L.17;
ver también VI.3.4) la conexién simétrica en cualquier O(n)-estructura es inica
(otra forma de ver la unicidad de la conexién de Levi-Civita; ver también T.5 y
N.62.f). Por L.47, el conjunto F; M es el formado por todos los 2-jets i*(z3h),
siendo z) cada una de las posibles cartas normales para la conexiéon de Levi-
Civita A de g, centradas en puntos arbitrarios de M y correspondientes a
referencias lineales arbitrarias en Ly M.

El fibrado I : F!M — L¢M es una c(n);-estructura (L.42). Pero ¢(n); # 0,y
existen muchas conexiones simétricas en L¢e M, que no tienen ademas por qué
ser, ni siquiera localmente, de Levi-Civita para ninguna g € € (ver p.ej. [Lft]).
Sin embargo, el conjunto F}M resulta igualmente definido por las conexiones
de Levi-Civita en el sentido siguiente:

Lema 60 Sea LeM una C(n)-estructura. El conjunto F¢M es el formado por
todos los 2-jets j2(z3"), con A la conexion de Levi-Civita de cualquier g € €, y
stendo xy cada una de las posibles cartas normales para A centradas en puntos
arbitrarios de M y correspondientes a referencias lineales arbitrarias en Lg M.
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Demostracién: Elijamos g € ¢. Se tiene una inclusién natural
L M — LM,y la conexién de Levi-Civita A de L M define, por ima-
gen directa, una conexién simétrica en LM, que denotamos igualmente
por A, la cual induce (ver VI.3.4) una seccién equivariante o del fibrado
principal F?M — L,M. Sea z € FiM, con Il(2) = ly w(z) = m;
existira (L.42) un t = i € ¢(n), (p € R"") tal que z = o(I) t. La funcién
(D.32) TL*M . F2M — L(R",c(n)) verifica

e M
T/\

— (N.12.b) 'r’;“”‘ o Ft= (N 12a)

Sea (z,U) una carta normal para A, centrada en m y correspondiente a
[. Sea k := ¢ 2(®) ¢ F(U). Elijamos g’ € € tal que g’ = kg en un
entorno V C U de m. Sean X y o' la conexién en Lo M y la seccién

N . . M
equivariante inducidas por g'. Probaremos que Tﬁ‘”

. = t, lo que
implicard (por ser 1L M inyectiva sobre cada fibra de FgM — L.M,
N.12.b) que o’(I) = z y habremos demostrado el resultado. Y en efecto:
Sean T' y I los coeficientes de las conexiones A y X', respectivamente, en
la carta ; en vista de N.63.c y por ser zo(I) =T y X € Cﬁ,“(;’\;’, bastard
probar que I'|,, = —t. Pues bien, se obtiene ficilmente (ver p. ¢j. [K-N,
Ch.IV, Cor.2.4]) que, en el abierto V:

i p 1 0k, Ok a2 0k
= Tt g (] gt~ 50
siendo g;; 1= g(04i,0.5) ¥ g'g,; = ;. Como z es carta normal para A

centrada en m, obtenemos I‘;k = 0 y, por tanto,
m

A L ZEEm) (gal; . 5} + g}S . bi — miem” S—}ﬁ m) =
= (8 + g8 — mixnT ) = (N.75) .
Nota 79

a. Es habitual definir el conjunto FyM en base a las conexiones
de Levi-Civita ([Hen],[Sch]). EI lema anterior justifica este
procedimiento.

b. Se obtiene ficilmente que F¢M = FiM Xq(n) C*(n), siendo
g el
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3 Conexiones de Cartan en estructuras con-
formes.

Sea L¢M una C(n)-estructura (con n > 3) y sea FZM su primera prolon-
gacién. El objetivo de ésta seccién es, por una parte, identificar (T.12) la
llamada “conexién normal de Cartan asociada a Lo M” (D.42) con la 1-forma
de tipo Cartan ¢ inducida, a la manera sefialada en T.8 (ver VI.4.2), por
un cierto subespacio F'" complementario de Im A, en A%*(n,c(n)) y C(n)-
invariante (L.61); y por otra parte, hacer explicito (T.13) que la conexién de
segundo orden, inducida (segun T.10, VI.4.2) por una conexién lineal simétrica
A compatible con € y por la conexién normal de Cartan asociada a €, no coin-
cide, en general, con la conexién wy inducida (D.15 en IV.4.2 y apartado VI.3.4)
por A.

3.1 Conexiones de Cartan.

Recordamos aqui la definicién de conexién de Cartan (véase p. ej. [Ko2,

1v.3)).

Definicién 41 Sea P(M,G) un fibrado principal y sea L un grupo de Lie del
que G es un subgrupo tal que dim L = dim P. Sean [ y g las respectivas dlgebras
de Lie de L y G. Una I-forma ( € A'(P,1) se dice que es una conexién de
Cartan respecto de L st verifica:

a.VacgcCl, ((d)=a
b. VX eTP, ((X)=0 — X-=
c. Vae GC L, R:(=Ad", o(.

)

Nota 80

a. Las conexiones de Cartan en P(M,G) estdn en correspondencia
biyectiva con las conexiones en el fibrado principal PX(M, L),

con P* := P xg L (la extensién de P, V.1.3.(a)).

Es féacil establecer esta correspondencia usando la in-
mersién natural de P en P X; L y las propiedades (a,b

y c) de .
b. Si el par (£,G) es reductivo (en el sentido de que existe un
subespacio m de [ complementario de g, [ = g + m, y veri-

ficando Ad%(m) C m, Va € G) entonces la “parte vertical” de
¢, es decir, la parte g-valuada (; de ( en la descomposicion
[ = g+ m, es una conexién en P(M,G). Y viceversa, si en una
descomposicién [ = g+ m (suma directa) la parte g-valuada de
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¢ es una conexién en P(M,G) el par (£,G) es reductivo (con
respecto al subespacio m).

En efecto: Si escribimos ( = ((w, (;), para que se veri-
fique simultdneamente la propiedad c de una conexién
de Cartan y la propiedad R:(, = AdS_,+(;, Va€ G,
propia de una conexién en P, es necesario y suficiente
que Ad~% o(, no tenga parte g-valuada en la descom-
posicién [ = g+ m.

c. Para cualquier G-estructura P(M,G) la forma ¢ = (6", ), con
6 la forma candnica en P y A una conexién en P, es una
conexién de Cartan respecto del grupo afin (véase [Ko2,IV.3]).
La forma de tipo Cartan (¥ dada en el teorema T.5, V1.3.2,
es un caso particular de esto cuando gy = 0 (ver N.62.c).

3.2 La conexién normal de Cartan de una estructura
conforme.

En todo este apartado es n > 3.
Es bien conocido (véase p.ej. [Ko2, IV, Th.4.2]; también [Ogi], [Och], [Tan])

que, dada una C(n)-estructura L¢M, existe una conexiéon de Cartan en F:M
(respecto del grupo conforme completo C'(n)) que es canénica, en el sentido de

quedar univocamente determinada por ciertas condiciones (que incluyen una
condicién algebraica sobre su curvatura). Esta es la llamada conezion normal
de Cartan (™", (" = (6_1,00,(1") € A(FZM,R" + c(n) + ¢(n)1) (D.42);

esta conexién fue primeramente introducida por Cartan ([Ca2]).

Por otra parte, si G es un subgrupo de Lie de GL(n) con g, = 0y tal que existe
un subespacio F' C A%(n,q) complementario de Im Ay, en Z'*(g) C A*(n,q)
que sea G-invariante, hemos construido (ver T.8, VI1.4.2), para cualquier G-
estructura l-integrable P(M, @), una forma (¥ = (6_y,60,¢() € A'(P?,R™ +
¢(n) + ¢(n);) de tipo Cartan candnica.

Supongamos G = C(n) y consideremos una C(n)-estructura L¢ M. En primer
lugar, es inmediato ver (en base a L.59.b) que, en FZM, las conexiones de
Cartan (D.41) respecto de C(n) y las formas de tipo Cartan (D.27) son una
misma cosa; en segundo lugar, y como apunta Guillemin ([Gui]), ezisten sube-
spacios F complementarios de Im A, en Z'%(¢c(n)) C A*(n,c(n)) que son
C(n)-invariantes; se sigue pues (T.7; también [Gui]) que, para cada eleccién de
F, (" =(6_1,00,(]") es una conexién de Cartan. Parece légico esperar que la
propia conexién normal de Cartan (" venga inducida por este procedimiento,
para algin subespacio F'". En efecto asi sucede (Guillemin parece sugerirlo,
aunque su comentario no es concluyente al respecto) y en este apartado se
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wdentifica F''".

Definicién 42 Sean LeM una C(n)-estructura y F;M su 2-levantamiento.
La conexién normal de Cartan asociada a € es la I-forma (" = (6_1, 6y, (7)€
AY(FEZM,R" + ¢(n) + ¢(n)) definida univocamente por la condicidn

try (257 (011 (), 0115 (1)) = 0,

siendo Q5" la componente <(n)-valuada de Q" := d(™ + L[(", ("] €
A (FEM,R" +c(n)+c(n)y), H cualquier n-subespacio de T(F¢M) transversal

a las fibras de FEM — M, y tr} la contraccidn (traza) (3) de un elemento de

A*(n,c(n)) C L (n).

Se demuestra en efecto que esta 1-forma ("’ existe siempre y es tinica
(véase [Ko2, IV.Th.4.2], [Ogi, Prop.10]; con diferente formulacién, véase
[Tan, Prop.5], [Och, Th.(11.1)]).

#

Vamos a encontrar ahora un subespacio F'", complementario de Im A; 5 en
A*(n,c(n)) y C(n)-invariante.

En realidad, el subespacio que nos interesa para construir una primera
prolongacién de FZM (recordar D.35) no seria F'" sino mds bien la
interseccion F'" N Z1?(¢(n)), que serfa complementario de Im A, , en
Z%%(¢(n)) y también C'(n)-invariante. No obstante, se deduce de D.34.b
que: T, € F'" = T, € F' N Z"?(c(n)). Centraremos pues nuestra
atencién en los complementarios de Im A, , en 4?(n, ¢(n)), mds cémodos
de tratar.

Recordemos la aplicacion
Arz : L(R",c(n);) — A%(n, c(n)),
dada por (VI.1.2) Ay o(T)(v,w) := $(T(v)(w) — T(w)(v)).
Nota 81 Entresacamos de la demostracién de L.56 los resultados
de interés para lo que sigue.

a. iod € L(R",c(n),) es el isomorfismo

icd: R" — ¢(n),
v — q(v, )]+ {v, }

Se tiene que Aj50iod € A?*(n,c(n)) viene dado por
(AI,Z oiOd)('U7w) = {v,w}, Vo,we R,
por tanto Ay ,0iod = {-,-} € A*(n,0(n)).
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b. Se tiene el isomorfismo lineal

gl(n) — L(R"c(n))

64 — iodoa.

Sean T € L(R",¢(n);) y o € gl(n) tales que T = iodoa;

entonces
1 . ;
Al,z o = 5(77((04 - aT)'a )I + {'7 '}CMr =+ a{'a })
(tener en cuenta que

{n((a — al), )T € A%(n,h(n))
a{'a } + {’7 '}O‘Jr € Az(n, 0(77,)))

Como dim(Im A ;) = n? (ver el apartado 1.3), entonces el subespacio F'
que buscamos debe tener dimensiéon dim(F'") = dim(A*(n,c(n))) — n*. Iden-
tificamos (recordar 1.2.3) A*(n,c¢(n)) con un subespacio de L*(n), poniendo
m(u,v)w = 7(u, v, w).

Lema 61 FEl subespacio de A*(n,c(n))
Fir.={r c A*(n,c(n)) : tr(r(v,,w)) =0, Vov,w € R"}

(tr es la traza) es complementario de Im Ay, A’(n,c(n)) = Im Ay, + F"
(suma directa), y es C(n)-invariante.

Demostracién: Puesto que F'" esta determinado por las n? ecuaciones
independientes

tr(T(ei7"e.i)) = Tik}cj =0, Vi<i,5<mn,

s6lo queda probar que Im A, ; NF'™ = 0. Y en efecto: SeaT =iodoa €
L(R",¢(n),) para a € gl(n) (ver N.76.b); probaremos que

(Ao o T)h; =0, V1<i,j<n < a=0.
Por L.53.c, N.74.b y N.81.b, es facil concluir que
(AI,Z 0 T)fk] = C(?T]kj - tr(a)nij + (1 - n)afnki.

Supongamos que (A, oT)fkj =0, V1<14,7 <n. Fijando ¢ = j, queda

2 — n)akn; — tr(a)n; = 0; = tr(a) = (2 — n)at (no sumado en i);
i1 i i
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se deduce que ntr(a) = (2 — n)ir(a) y de aqui tr(a) = 0, lo que, con
lo anterior, implica que a! = 0 (no sumado en %), V1 < 7 < n. Por otra
parte, para cada par (4,7), ¢ # j, quedan las dos ecuaciones

a{njj +(1 - n)a;}n“ = 0
(L —n)aln;; + ajmis = 0,

que implican (si n # 2) que o = ol = 0. El primer resultado se sigue.

En cuanto a la C(n)-invariancia de F'", se sigue inmediatamente de la
invariancia de la traza bajo la representacién adjunta de GL(n).

Se obtiene el siguiente

Teorema 12 Sean Lo M una C(n)-estructura y F§ M su 2-levantamiento. Sea
= AYFZM,R" 4 ¢(n) + ¢(n)1) la 1-forma de tipo Cartan inducida por el
subespacto F' (L.61) por el procedimiento dado en T.8. Entonces se tiene

¢ = ¢,
stendo (" la conezidn normal de Cartan asociada a € (D.42).

Demostracién: Es inmediata, habida cuenta de la unicidad de la
conexién normal de Cartan (D.42) y del hecho (ver N.72.c.iv) de que

Q5" o (B ()., BY().) € F, Vze FIM.

Nétese que la definicion habitual de "°", que es la dada por
(D.42), se corresponde con la ecuacidn de estructura (T.9) de la
curvatura (D.36) QF" de la 1-forma de tipo Cartan.

Nota 82 Identifiquemos (¥ = ¢,

a. Sea O la curvatura de la conexién normal de Cartan ¢/
(D.36). Se verifica:
(1) inr =0 (ver T.9.).
(i) Sin =3, Q" =0.
En efecto: recordando la aplicacién (ver 1.3)
Az A%(n,c(n)) = C*(c(n)) — A%(n) = C%*(c(n)),
se tiene (Vz € FZM):
P 5 (N720v) 00 o (B ()], BT ()].) €
€ (Corol. C.4.a) Z"*(c(n)) =
= (al ser n = 3, es H"*(c(n)) = 0) B"*(c(n));

y el resultado se sigue de que F'" N B%?(c¢(n)) = 0.
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(ii) Sin>4 y DI QI = 0, entonces Qf" =o.

En efecto: recordando la aplicacién (ver 1.3)

Ay Az(na c(n)y) = CZ’Z(C("')) -
o A(m, () = O (c(m)),

se tiene (Vz € F2M):

Q" o (B" ()., BT ()].) €
(C.4bysi DTQLT =0) € 2%*(c(n)) =
= (al ser n > 4, es H*»*(¢(n)) =0) = B*?*(c(n)) =
= (ver 1.3) 0.

b. Comentemos brevemente la relacién que existe entre la conexion
normal de Cartan ¢ y el “tensor de Weyl” asociados a la
estructura conforme € (ver [Och], en un contexto algo diferen-
te):

(i) Definimos la 2-forma W € A*(Le M, c(n)) por la condicién

W := Q" (siendo II la proyeccién FEM — Lo M)
La 2-forma W estd bien definida; basta para ello com-
probar que la 2-forma QF" € A*(F?M,c¢(n)) es invari-
ante por la accién principal en la ¢(n),-estructura II :
F!M — LM (lo que es inmediato por N.73, L.58.e y
T.9.i).

La 2-forma W es tensorial de tipo Ad°(™).
Se prueba, en efecto, que VI € LM, VX,Y € 1L M
y Va € C(n) (por N.61.b, N.73 y L.58.e)

W(RL X, RLY) = (4d, Vs W)(X,Y).

a—1

Consecuentemente ([GHV, II, Prop.IX, p.406]) VW define
un campo de tensores (sobre M) W € A*(M,AdL.M) C
(ver V.1.5(c)) A>(M, End(T M)); éste es el tensor de Weyl
de la estructura conforme (M, ).

(ii) Sea A una conexién simétrica en Le M. Sean oy : Le M —
F}M su seccién equivariante asociada (L.17 y apartado
VL.3.4) y Q) € A*(LeM,¢(n)) su forma de curvatura. La
parte ¢(n)-valuada de la ecuacién de estructura de ¢
es (T.9): Qg” = df, + %[90,00] + CIFMf\G_l. Puesto que
ooy = 1d, 036y = A (L.17), y Oy = dX + ]5[)\,)\] (1.4.1),
se obtiene

Oy =W — ai(¢F)AGL.
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Evaluada sobre (B*(:)|;, B*:)|/) (VI € L¢eM), esta ex-

presion corresponde a la descomposicion en suma directa
ZM(e(n)) = F'" + BV (¢(n)),

donde la parte F'"-valuada (dada por W) es independien-
te de la conexion A.

En efecto:

o Qyo (B, B*)h) €
(por Q\A0Y =0, 1.4.1) € Z"2(c(n)).

o F'm 5 (N.72.iv) QF" o (BT ()., B¥"()].) €
€ (Corol. C.4.a) Z"%(c(n)), Yz con Il(z) = I; =
= W (Bl B € 293(c(m)) 0 P

o (¢ A1) o (B ()]s BT()].) € B2 (c(n)).

c. Veamos brevemente la condicién de integrabilidad de una C(n)-
estructura L. M.

(i)

Obstrucciones a la integrabilidad. Como ya comentamos
en la seccién VI.2, una G-estructura (r — 1)-integrable
(r > 0) es r-integrable si y sélo si (véase [Gui, Th.4.1])
su r-ésima funcién de estructura (a valores en H"~'?(g))
se anula. Sin > 3 (= H”(c(n)) = 0), toda C(n)-
estructura es l-integrable (ver apartado 2.2). Sin = 3
(= H"“*(c(n)) = 0), toda C(n)-estructura es ademds 2-
integrable; y si n > 4 (= H*?(¢(n)) = 0), toda C(n)-
estructura que sea 2-integrable es 3-integrable.

Por otra parte, y como también comentamos en la seccién
V1.2, si g es de tipo finito 7, toda G-estructura que sea (r+
1)-integrable es integrable (véase [Gui, Th.5.1]). Conse-
cuentemente, si n > 3 (= ¢* = 0), toda C(n)-estructura
que sea 3-integrable es integrable.

Resulta de lo anterior que, si » > 3, la obstruccién a la
integrabilidad de una C(n)-estructura estd en la tercera
funcién de estructura (para n = 3) o en la segunda (para
n > 4).

Integrabilidad. Esun resultado conocido (véase p.ej. [Och,
Prop.(11.1)]) que una C(n)-estructura Le M es integrable
siy sélo si d¢F + %[CF”, ¢""] = 0. Resulta entonces (de
a) que, si n > 3, L¢M es integrable si y sélo si Q" =0
(paran = 3) 6 Qg” =0 (para n > 4).

Lo anterior anterior esta en correspondencia con el cono-
cido teorema cldsico (véase p.ej. [Laf, Teor.9]) que rela-
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ciona la integrabilidad de una estructura conforme con el
tensor de Schouten (para n = 3) o con el tensor de Weyl
(para n > 4), pero no entraremos aqui en ello.

Por tltimo, como aplicacién a nuestro caso del teorema T.10.a, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 13 Sea \ una conexién simétrica en P = LeM. La conezion de
sequndo orden w en FZM, dada por (T.10.a)

{wo =0, + T0(6_;) = (N.33.a y L.18.b) TI"X
wi =P+ LR

verifica:

a. (Qu)o =1,

b. (0,)0 = Q" =: (N.82.b.i) II'W.

Demostracién: La parte a es inmediata. Veamos la parte b. Por la
ecuacién de estructura de w, N.28.a.ii, se tiene

a1 Po_1)y x 1
dfy = —(¢F" + S T)RO L — [wo, 00] + 5 [wo, wo + (0o

pero, por L.2.b.vii, se tiene que 'I‘f\ﬁi)(a"l)f\e_l = [XX(6_,), XX (6-))] =
= (ver arriba) [wy — 8y, wo — 6], y la anterior ecuacién se simplifica:
by = —(" Ry — flwo — bo,wo — 0o] — [wo, o]+
. +é[w07w0]+(®w)03
- _Cf /\0—1 - %[GOa 90] + (®w)07

B |

y, por T.9.ii, el resultado se sigue.

Nota 83 Se puede obtener explicitamente la expresién de (£, )
en funcién de A y thr; sin embargo, y sin necesidad de usar dicha
expresién, se puede afirmar que, en general, la conexién w del teo-
rema anterior no coincide con la coneridn wy inducida por A (D.15
en IV.4.2 y apartado VI.3.4); el que coincidieran implicaria (T.3.b
en 1V.4.2) que Q) = W, lo que no es genérico (ver N.82.b.ii).
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