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RESUMEN. Se desarrolla aqui un sistema generasl para el andlisis
del despla?amiento al rojo en espacio-ticmpos conformes. ln particu-
lar se usplica al modelo cosmoldégico de Irving E. Segal. Se pruebsa que
contrariamente a 1l =firmecidn de Segal, no aparece desplazamiento al

rojo cosmolégico en su modelo.

INTRODUCCION,

iZn 1976, tras varios artfculos previos, I.E. Segal publicd un
libro donde propuso un modelo cosmoldgico, caracterizado esencialmen-—
te por ser un modelo conforme Ys;en cierto sentido, no expansivo aun-
que en cambio afirma predecir un desplazamiento al rojo cosmolégico
dependiente cuudrdticamente de la distancia al observador.

La extenss evidencia experinental en favor de modelos cosmoldgi-
cos (métricos) expansivos ¥y 1& complejidad matemdtics del modelo de
Segal han sido probablemente les r-zones por las cuales hastz ahora
dicho modelo no ha recibido mucha atencidn de los cosmologistas. El
interés del modelo estzrfa en el hecho de qué predice un desplazoerien
to 2l rojo cosmoldgico debido = una expansidn que es solamente aparen
te u observacionsl. Ul presente trabejo ests dedicwmdo a probar que ba
Jo este modelo no se predecirfa tal hecho Ya que li interpretacidn

dede del destluzumiento al rojo no es la correcta.
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Bn este trubajo tode variedad serd C¥, Hausdorff y paracompacta.
Cuando el mismo fndice aparezca dos vecss en un mismo término, arriba

¥y abajo, entenderemos un sumatorio sobre el conjunto de todos los va-—

lores posibles de cse fndicei{-1,0,1,2,3,4} parz s,b,C,...,[0,1,2,3}

pa.r‘d‘f‘,v,oo-, y {1,2,3}})&,1’& i,j,kyoo. ®

2. ESPACIO-TIEMPQS CONFORMES

Definicidén 1.

(a) Sea L un espacio vectorial rezl de dimensidén finita. Una es-

tructura lineal conforme sobre L es una clase de equivalencia C

de formas bilineales simétricas no degeneradas sobre L, median_

te la relacidn de equivalencla: b~ bsii B=ab para algin a (rezl)>0
(si bien en la definicidén dada por Segal ({1] , pdg. 37) se exige
solamente que a# 0, para los casos que nos interessn no se piler

de generalidad tomando a> 0). Escribiremos [b}:[bﬂ..hlamaremos

a2l par (L,C) un espacio vectorial conforme., Si be C diremos que

b induce la estructura conforme C y que b y C son compatibles.

(b) Sea M una variedad. Una estructura conforme G sobre M es
una asignacidn, parz cada punto peM, de una estructura lineal
conforme fi sobre T?M con la condicidn de diferenciabilidad si_
guiente:
V¥ peM,] entorno U de p y una estructura (semi)riemanniana
("(pseudo)métrica") g, definida en U, tales queﬁgﬂ==tzj

v qel.,
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Diremos que (M,&) es un=a variedad conforme y que g yfson com=

patibles; escribiremos ge¢ f/b,.

(c) En el cuso en gue M sea conexa Y de dimensidén 4, y de que
las métricas & que intervienen en la definicidn del apartado

(b) sean lorentzianas (esto ¢g,de signatura (- + + +), se dird

que (M,5) es un espacio-tiempo conforme (ETC). i

(d) Sean (M,£ ) un ETC, peM, .veTpM Yy & una métrica lorentzizna

compatible con £ J cuyo dominio contenga a p. Dircmos que v es
o ‘

.de tipo tiempo (o temporal) si g(v,v)< 0
-de tipo luz si v£ O y g(v,v)=0.

-de tipo esvacio (o espacial) si v=0 § g(v,v)>0.

Estas definiciones (obviamente independientes de la g compati_
"~ ble con ¢ elegida) nos permiten clasificar los vectores de T en
tres conjuntos disjuntos: el de vectores t-:mporales € ,el de vecto
res luz £ y el de vectores espaciales £ . Se verifica TM=Tvuvd u £,

Se usardn las definiciones correspondientes parz curvas, cempos
de vectores, y subvariedades de M,

El conjunto 5Cp:=gfnTpM se llama el conc de luz en p. Tanto aﬁp ? |

eomo §p== € TpM tienen dos componentes conexas ([2] ,ejercicio 1.1.9),

La existencia de una estructura comforme 6’ sobre una variedad M

restringe la topologfa de la variedad. En particular, se wverifica el

giguiente:

Lema 1.
Sea M una variedad de dimensién »2. Entonces las siquientes afir_

maciones son equivalentes
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(i) M admite una estructura conforme & inducida por estructuras
semi-riemanniana® locales con fndice 1.

(11) M admite una estructura semi-riemsnnisna (global) con indi

ce l.
(i11) M admite un campo de direcciones (1fneas).

(iv) ¥ admite un campo de vectores que no se anula en ningin pun

0.

Demostracién:

(1) = (44i). ﬁs‘s?’ es una consecuencia de un argumento estdndsr
que usa particiones de la nnidad y las estructurzs semi-;x'iemanianas
locales que induce © .

(i1) (1) es trivial.

(11) & (1i1). Veéase ({31 ,p.39-40); en esta prueba comstructiva

el campo de dirccciones obtenido (resp. asumido) llega a ser de tipo

tiempo para la estructura semi-riemanians asumida (resp. obtenida).
(ii) ¢ (iv). Véase ([4] ,p.149); la prueba de = no es constructivae
¥y el campo de vectores admisible no necesita ser de tipo tiempo para
la estructura semi-riemaniana asumida. |
Zs bien conocido también que =n un ETC (M, &) el conjunto &« IM
83 una subvariedad abierta con una o dos componentes conexas ([2],Pr.

1.251.).

Definicién 2.
(&) Un ETC (M,€ ) se dice orientuble-tiempo si 2 tiene dos com

ponentes conexas. Si designamos una de ellgs como el futuro z*

(y la otrz como el pasado'€”), obtenemos una orientscidn temporal

para el ETC y dute se dird orientado~tiempo.
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(b) Sea (M,g Jun ETC orientado-tiempo. Un vector temporzl ve %:’p
{(con peM) se dird temporal-futuro (resp. temporal-pasado) si

- *“: + m n Ir'e8Ds ¥ ‘:‘-‘?-T M ®
va'{‘;’p. ?nJ.PM( P eZ'P np)
Dado ve ??;, cualquier vector w temporal-futuro (resp. temporal-
pasado) en p verifica g{v,w)O (remp. g(v,w)>0), con g compatible
con © ; por otra parte, cualquier vector u de tipo luz en p ve_

rifica g(v,u)< 0 6§ bien g(v,u)”0. Un vector luz ueofp se dird

luz-~futuro (resp. luz-pasado) si se verifica g(v,u)0 (resp.

+
g(v,u)?O),Vve§+( (2], 1.1.9). E1l conjunto &, o de vectores luz-futu
@
e +
To en p verifica E{): & o {0}u %j;, v andlogmmente para el conjunto

af,_p de vectores luz-pasado.

L 4

Los anteriores conceptos se aplican en la forma obvia a compos

de vectores, a curvas, etc.

Lema 2.

(1)Tn ETC es orientable~tiempo sii admite un cempo de vectores C%,

global y temporal. Elegida una orientacién temporal dicho cemnpo

es necesariamente futuro en todo punto o pasado en todo punto.

(i1) Todo ETC simplemente conexo es orientable-tiempo.

Demostracién: Véase [5 ], pdg. 17-19.

La orientubilidad temporzl no es la Unica condicién que resulta

razonable imponer a un ETC. Usualmente se agume también la condicién

gde causalidad,que implica la inexistencie de curvas futuras no espa_

ciales cerradas. Otras condiciones mAs restrictivas (como la causali-
dad fuerte, la causalidad estable y la hiperbolicidad global), que
satisfacen los modelos cosmolégicos cléasicos y el modelo de Segal,

no las discutiremos aqui.
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Definicidén 3.

Sea (M,€ ) un ETC orientado-~tiempo. EL’ grupc causal de (M, &) se

define como el grupo de todos los difeomorfismos conformes de (M,E)

gobre sf mismo que preservan la orientacidén tiempo.

Lema 3.

Sea (M,¢¥ ) un ETC orientado-tiempo. Entonces, su grupo caugal es
un grupo de ILie de dimensidén igual o menor que 15.

Demostracidn:

Véase (6]1,ejemple I.2.6 y el teorema I.5.l.

Es claroc que si dos ETC orientados-tiempo son causalmente difeomér

ficos, entonces sus grupos causales son isomorfos como grupos de Lie.

Como con los cu.mpos de Killing en el caso métrico, tenemos la si_

guiente

Definicién 4.

Sesa (M,C?) un ETC orientado-tiempo. Un campo de vectores X sobre

M es causal sii el grupo a un pardmetro local de difeomorfismos

locales generado por X es causal, esto es,sl y solo si se verifi_

ca lo sgiguiente:
¥ ge¥ con Dom Xn Dom g # B, Lxg =¢ g (¢ siendo una cierta
furicidén C% definids sobre la interseceidn de los domfinios de X
¥y &)
Fl pdmero maximal de campos causales R-linealmente independientes
gobre cualquier subconjunto abierto de H serd igual, o menor,a 15

(ver Lema 3).
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Por ¥ltimo un resultado ([{],p.26 y 39) acerca de la posibilidad

de obtener ETC orientados-tiempo con idéntica estructura local pero

diferente topologfa global:

Lema 4.

Sea (M,8 ) un ETC, Si §:M —M es un recubrimiento de M, enton_

ces (M, 8*'2) es un ETC, definiendo $'¢ =[4*2] (g siendo cuulquier
métrica global sobre M compatible com & s ver Lema 1), Si (M, %)

es orientado-tiempo, lo es tambidn (M, d’E).
@
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2. OBSERVADORES ¥ SISTEMAS Di REFERSNCIA

La representacidén matemdtica mds simple de un observador es la
dada por una curva temporzl futura, cuya trayectoria representa toda

su historia y cuyo pardmetro representa la nocidn de tiempo que posee.

Definicidn 5,

Sea (M, ) un BETC orientado-tiempo. Un observador en M es una cur

va temporal futura X:(Raa-waﬁh cuyse parametrizzcidn define el

' tiempo propioco del obsgservador.

Un observador g6lo puede,en rigor, registrar sucesos gque tienen
lugar sobre su trayectoriz espacio-temporal; para obitensr informacidn
de otros sucesos precisa de la cooperacidn de otros observadores que,
junto con é1l, proporcionen un sistema de referencia.

Definicidn 8.

Sea (M, ) un ETC orientudo-tiempo. Un sistema de referencia (SR)

en M es un campo de vectores Q temporal futuro definido en un

abierto Uec M, Cada curve integrzl de ¢ se dird un observador de 2.

El SR se dird globzl si U=M; en otro caso se dird local.

Un corolario del Lema 2 es el siguiente:

Lema 5,

Un ETC orientado-tiempo admite un SR global.

Parz que un sistem= de referencia Q sea operz=tivo debe poder
ofrecer una nocidén de simultaneidad. lLas siguientes definiciones

afinan el concepto de SR,
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Definicién 7.

Sea (M, £) un ETC orientado-tiempo. Un SR Q con domfnio UeM se

dice sincronizable 8i, dada gg-ghj, podewnos encontrar funciones
h,t sobre U, con h>0 y ta=les gue se verifique g(l,.)= -hdt. Lla_

maremos a t funcidn tiempo para Q,

Nétese que si se cumple lu condicidn de sineronizabilidad para
ua ge % o se cumplirZ también para cualguier otra g'ecﬂUw En efec
0, puesto que g’= fg, con ¥ una funcidn positiva, se tendrd £°(Q,.)=

= "h’dt, con h':: fh)oo

Definicidén 8.

Sea (¥, £) un ETC orientado=-tiempo. Un SR en M sincronizable, Q,

se dice gincronizgble a tiempo propio si existe alguna t funcién

tiempo parz Q tal que (%) = 1., Llamaremos a t(qué ahora es unica

salvo una constante editiva) funcidn tiempo propioc para Q.

Lema 6,

Sea (M, ¢ ) un ETC orientado-tiempo y sea Y un SR en M sincroni__

zable & tiempo propio, con t una Runcidn tiempo propio para Q.

Entonces t coincide sobre czda observador de { cohn el tiempo pro_

Pio de dicho observador (salvo una constante aditiva).

Demostracidns

Sean ¥ un observador de ¥ T 8su tiempo propio asociado. Enton

ces ge verifics
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—u( 1) ¥ =(Q7) (%)= Y,(t):%-%ﬁfﬁ > t¥=rt+ra, ask.
Vamos a ver zhora odémo un SR arbitrario "metriza® univocamente
1z remidén del ETC en la que estd definido, de farme tal que el tiempo

propioc de cada uno de sus observadores coincida con la longitud de

arco medida a lo largo de las correspondientes trayectorias.

Lem=z 7.

Sea (M,7 ) un ETC orientado-tiempo y sea W un SR con dominio

. ‘ Q
UcM, Existe entonces una udnica métrica lorentzlana gégﬁu
sobre U tal uue g2(Q,a) = -l.
B

Le demostracién es irivial, al igusl que la del giguiente lema

Lema 8. o

Sea(M, & ) un ETC orientudo-tiempo y sea I un SR con dominio Uell.
Entonces Q es sincronizable a tiempo propio ail existe una funcidn
4 sobre U tal que gQ(Q,.) = =-dt.

Sea Q un SR, denotaremos porVQ a la conexidén de Levi—Civita-cq_
rrespondiente a g('2 . N8tese que la condieidén gQ(Q,Q)= cte., o8 necesaria
pero no suficiente para que (C sea un campo geoddsico de <7Q , 81 1o es
en el caso de Q sincronizable a tiempo propio:

Lema 9.
Sea (M,€ ) un ETC orient:edo-tiempo y sea Q un SR en M sincroniza
ble a tiempo propio, entonces V%.Q=O.

La demostracidn es uns consecuencia directa del hecho de satisfa

cervQ la identidad de Riccel y de tener torsidén cero.

Ciertos sistemas de referencia factorizan su dominio de definicidn
en parte temporsl y parte esp=cial, respetando la estructura co.forme,

como precisesmos en la siguiente
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Definicidn 9,

jea (M,€ ) un ETC orientado-tiempo., Un SR sincronizuble a

tiempo propio Q con dominio UcM se dice fectorizadoer (SRF) de U

sl existe un difeomorfismo®: TxS—> U, con T un intervalo
ablerto de R, y S una variedad diferenciable 3-dimensional y tal
que \

i) se verifica ?£3t= Q, siendo at el campo estdndar sobre T
congiderado como campo de wvectores sobre Tx S,

ii)existan estructures riem=nnisnas 1l y h sobre T y S reg—
pectivamente, gque hacen de @ un difeomorfismo causal entre (xS,

[-Len) v (U, E).

Definicidn 10.

Sea (¥, %) un ETC orientado~tiempo. Sea Q un SRF de UcM(como en
la definicidén 9).

(a) ¢ es homogéneo temporwl si se verifican cualquiera de las

afirmaciones contenidas en el lems 10,b.

(b) Q es homogéneo sspacial si (S,h) posee un grupo de isometrias

transitivo de tres dimensiones.

(e) QU es isétropo espacial alrededor de un punto s S si (S,h) po-

See un grupo de isometrias de tres dimensiones que dejan fijo & s.

Resaltemos que la isotropfa espucial alrededor de tode punto im-

plica la homogeneidad espacial ¥y, viceversa, la homogeneidad espacial
7 la isotropia alrededor de un punto implica la isotropfa alrededor
de cualguier otro punto ([F]; 13.1).

Se puede probar facilmente que las isometrias contempladas en la

definicidn anterior se corresponden de maners natural a isometrfas en
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(U,gQ), saf si un SRF satisface la def. 10, b y ¢, entonces lz varie-
ded métrica (U,gq) tendrd un grupo de isometrias de, al menos, 6 di-
mensiones. Si el SRF es ademds homogéneo temporal el grupo tendrd una
dimensidén mds.Ndtese que la dimensidn mdxima del grupo de isometrias

es diez ((F1).

Zn el lema 9 se probd que si un SR es gincronizable a tiempo pro=
pio, es geoddsico para la conexidn métricu asociada; ahora probaremos
gue si el SR es ademds factorizador ¥y homogéneo temporal entonces es

puralzlo para dicha conexidn:

Lema 11. o

Sea (M, £ ) un ETC orientado-tiempo y sex « un SRF con dominio
4

Uecl, homogéneo temporal. Entonces'V§ o = 0, parse todo campo X

definido sobre U,

Demostracidn.

Por ser L un SRF se deduce directamente del lema 10,a, que alre-
dedor de cudu punto de U existen coordenades (x°,x*, x*,x®) de =1 for
ma que

2
g'=-ax" o ax® +£(x°)h , (x* ,x? ,x3)axtwaxd, 1,3=1,2,3y 230 -

En diches coordenadas los coeficientes de la conexidn métrica VY

sons a 0
Too =Toy=0_con €=0,1,2,3
03 =%V5§-%‘
Q? =3 ¥ By ;
fe =5 hil(hjl’k g - hjk,ﬁ con i,j,k,1= 1,2,3.

Sea Z un campo sobre U, en coordenadas X:.X“&4}xg-
G4 b i A Y L f o )
VX('*"XC'(O a/axpwxno B/aé-x{ —é-i-,-gf_a/‘ax..=-§il" é/axu
por ser < homogéneo temporal, f = O (lems 16,b, iii), luego‘7§ Q= 0,
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Por Wltimo, tengumos en cuenta que un difeomorfismoc cazusal trans-
forma un SR en otro SR con idéntices propiedades de sincronizabilidad

v sinetria, como establece el siguiente lema cuya demostracidn es una

merz cuestidn de cdlculo.

Lema 12. |
Sean (M, #) y (M’,Z') dos ETC orientados-tiempo, sea $ un difeo- |
morfismo causal de M en M’, y seu < un SR en M. Entonces $,Q es |
un SR en M’ y cada una de las siguientes propiedades es cierta 4
para §Q si lo es para Q},
. 8er sincronizable j
- 8er sincronizable a tiempo propilo

- 8er factorizador ,
. Ber homogéneo temporal

. ser homogéneo espacial

- 8er isdtropo espacial alrededor de un punto.

|

Diremos que dos sistemas de referencia son conjugados si existe 1
|

|

un difeomorfismo causal que transforma el uno en el otro.

La definicidén de SRF se ajusta a la noecidn de "observador métrico”
dada por Segal ({1]) y contiene a su vez la de "sistema acompafiante"
(comoving frame) de los modelos cosmoldgicos cldsicos. Las propieda—
des de los factorizadores se resumen en el siguiente

Lema 10,

Sea (M, §) un ETC orientado-tiempo y sea 4 un SRF de Uc M. Con

las notaciones de la definicidn 9 se tiene

(a) @*ng -dt2$ fh, con £ una cierta funcidn definida positiva
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que dependse exclusivamente del primer factor de Tx S. Por tanto,

4 . 0% es una funcidn tiempo propio para W, (lotamos indistintamen-
te a la carta identided t ¥y a l& proyeccién candéunica TT,l:T X8 -—T

compuesta con t).

(b) lLas siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) lazs traalaciones en T, TXS —> Tx3
(t,8)—> (t+8,8) (vt 4vaeT)

son causales en (T xS,[-18 nl).
(4ii) las traslacionés en T son isometriss de la métrica @*gQ,

(iii) la funcidn £ del apartado (a) es constante.

Demostracidn:

{(a) Bs claro que§}verifica @*gc":ﬂ(—l@h):ﬁ?(—dtzaa%—h), conq(resp.
¥ ) una funcidn positiva gobre T x S (reép. sobre T). Ahora bien,
-1 = g%, =9 *gQ(Dt,)t) = -Y; por tanto (ﬁ*gQ=—-dt2$ fn, con
f =z 1/\{/ .
(b) Dado que Lat('é*"g.q) = Lat(-dtge fh)= 0 Q(th)h, se tendrd:
(1) &> (ii) Zn efecto: si para todo g« (-1 @ b} existe una fun-
cidn c’g tal gue Lakg = o"gg, ge verificard en particular para
ga@’gQ; Por lo dicho arriba o’g sélo puede valer cero; enton-
ces L, (@*gQ) % O.
(ii)&> (1ii) En efecto La#(&"gq) - 0 sii f es constante sobre T.

Las definiciones que siguen clasifican los SRF atendiendo al nu-

mero y tipo de isometrias.
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3. DESPLAZAMIEITO =L ROJO E UN ETC

Supongemos que, acompafiando a cierto observador ) , hay un

fragmento de materia en el que tiene luger uns transicién atémi
ca concreta y fija con emisidn de luz, dispositivo al que en lo
Sucesivo llemaremos "fuente luminocsa ", En un cierto interwvalo
AT de tiempo propio de ¥ se emiten n pulscs luminosos; la fre
cuencia de emisidn, obsefvadaz por ¥ , serd, pues,sﬁEkfzﬂl .

AT
Supongamos ahora que los ¥ pulsos son recibidos por otro

observador ¥' en un intervalo AZ' de su tiempo proplo; la frecuen_
T
v e
Vely _AT
razdn de ambas Pfrecuencias serd r:= va\‘ZK? . E1 hecho de gue
L J 1.
sea r>1 (respectivaments, r<l) estd significando que la frecuen_

cia de recweidn, observada por ¥ , serfa, pues, Vol =

cla de emisidn, observada por ¥ con reapecto a su tiempepropio,
es mayor (resp. menor) que la frecuencia de recepcidn, observada
por Y*con respecto a su tiempo propioc. Dicho de otro modo, el f
observador ¥' encuentra que la frecuencia de la luz se hdla des |
plazada hacia valores m’s bzjos (resp. mds altos) que los halla
dos por ¥ en emisién. Puesto que la luz roja se caracteriza por
ger de menor frecuenciz que la azul se dice que’K‘observa un

"desplazamiento al rojo" (resp. al azul) con respecto a las obser

vaciones hechas por X:
La observacidn sistemdtica de walores r>l para los espectros
de la luz procedentes de la mayor parte de lus galaxis y qudseres

8e conoce con el nombre de desplazamiento al rojo cosmoldgico.

La interpretacidén hoy dfa generalmente aceptada de dicho fendmeno

astd basada en los llumsados modelos cosmolégicos"expansivos” (Cr1

ep. 14=15).
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Veremos como un ETC orientado-tiempo (M, &) proporciona un
marco apropiado psra analizar el desplezamiento al Tojo cosmold
gico; pare ello basta postular la relevancia cosmolégica de un
sistema de referencia factorizador global, Q. En concreto, cual
quier gelaxia de las llamadeas nt{picas" (esto es, cuyas trayec_
torias sean aproximadamente las de l= materia en promedio; véase
{121, cap. 14) seguird um linea de universo vepresent=da por la
curva integral ¥ del SRF postulado, W, y nuestra galaxia (gue se
puede considerar b"‘tipioa"; véese [3] , pdg. 110) estard represen

+tada por otra de tales curvas Y'. ILe parametrizacidén de ambas
curvasg representard la que se obtendrds sobre las respectivas 1f
neas de universo con sendos relojes fisicumente idénticos acom
pafizndo a cada una de las gelaxias. Estd justificzdo;aunque no
lo discutiremos aqui, suponer gue las trayectorias seguidas por
la luz en su propagucidén son precisamente agquellss que admiten
parametrizaciones yue lus hacen geodésicas-luz de cualquier mé
trica lorentzisna deda ¥ compatible con la estructura conforme.

Definiecidén 11.

Sea (M, € ) un ETC orientado-tiempo. Sezun los observadores
T8> M, ¥:&'—> My seanfc, dck , [e”, dﬂ':é'-':

Supongumos que existe uns funcibén C™ biyectiva f£: [e,d]—
[c¢* ,d’] tal que VZE@,@D ;3 curva luz-futura entre It yYfT
que es geodésica para alguna ge?. En tal caso definimos

la rezén de tiempos propios r relative a § y Y' en 3 fr

L]

af
(con “coe(c,d) ) como ri= 3zl
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Es sabido que, dadas g, §'¢ [, cualquier gecddésica-luz de g
Puede reparametrizarse convenientements para ser geocddsica-luz
de g’ (véase [2 ], pdg. 132), con lo que es obvio que 1z definicidn

anterior no depende de la £ elegida.,.

La razén de tiempos propios r representa la versidn infind
i}

tesimal del cociente E%' El siguiente lema proporciona un método

para calecular r via un cociente de productos escalares.

Lema 13,

Sea (M, G ) un ETC orientado-tiempo. Sean Y, Y, ¥ Z, como en la
definicién 11. Sea gel v sea ) [29®] —> M, con Ag=Tz, Ab =¥Yz,
la geodés:.ca luz—»futum de g cuya existencia wviene garantizada
por la definicién 11l. Enmtonces se tiene:

&( Aea, ¥y To)
= ;
g(Agb,¥'% (£72,))

Demostracidn: Sea e (a, bl — M, con f’a:fz /\zb:: Ti’z, la corresg
rondiente geodésicae luz-futurs entre Yey ¥’ £z, ¥Yzegle,d] (con A%=2).
Sean @.-[a bl x [c aJcR ¥ O:D —> M definida por o(u,z):=)"u. Enton_
ces ge verifica: g(d 3/2xi,0 ¥ 3xY=0 (constante); se sigue (véase

[2] 5§ 5.0.3) que g0y 3/ xt )s 0z 9/3x*) es constante a lo largo de
cada geoddsica N° (x!, x% , coordenadas estdndar en R*). |

Asi, podemos escribir
(e %%)=60p, %, (£2,) E| ),

L4

de donde se deduce

l (A;a,*&uto)
)*byx‘ To / ®

El resultado de r calculado a pPartir de g no se altera 81 en lu_

gr de g se elige otra métrica g’e¢ (lo que resulta légico, ya que r

es independiente de g); de hecho lo Que sucede es que la contribucidén

-272-




del fazctor conforme fcon g’=«g), sobre ambas curves ny b", se cancela

exactamente con la contibucidén del factor que proviene de la reparame_
trizacién de la curva A para mantener su cardcter geodésico al cambiar
g por g°.

Corolarioc. En las hipétesis del leme 13 se verifica

g( ey W To)
g(Asa, TE, ¥\ (£2,))

siendo Tr 3 el transporte paralelo definido por la conexién de Levi-

Py
=

Civita, VS’ sobre la curva A entre los puntos )\b—szo i Aa= Bzo,

Demoatracidn:

@

Se sigue inmediatamente de que el transporte 'ﬂgpresem los pro_
ductos escalares definidos por g y de que A 88 geoddésica de vz

El siguiente teorema afirma que los observadores de un sistema
de peferenciz factorizador (no necesariamente global) temporalmente

nomogéneo no pueden apreciar desplazamiento al rojo.

Teorema 1. ,

Sea (M,€) un ETC orientado tiempo. Sea Q un SRF homogéneo tempo_
R3r3 . ) s

ral. Entonces‘cualquier pareja de observadores de Q, Yy ¥ en

las condiciones de la definicién 11 la razén de tiempos propilos

es igusl a 1.

Demostracidn:

En el corolario del lema 13 tomemos g:=g®. Por ser Q un SRF
_homogéneo temporal, se verifica (lema 14) VG'Q=0 Vve™ y, puesto que
Vé=V% se tiene ﬂe 2xb)=Q(xa) scbre cualquier curva «:[a,b]-—> M.
En particular, para A se verifica que ﬂ'“ (“d’ £To)= ﬂg (A1) )=Q(xak% %
con lo cual r=l.
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4., EL MODELO DE SEGAT

El modelo de Segal ([4] , cap. III, 1, 2) consiste bdsicamen_

%e en una tripleta (M,5,Q), (M,2) siendo un ETC orientado-tiempo veri_
flcando la condicidn de causalidad, y Q siendo un cierto SRF completo
global sobre (M,Z), homogénes, isétropo 8spacial y homogéneo temporal.

Q representaria las curvas integrales de las trayectorias de la
materia en promedio en el espaéio-tiempo. Nétese que la exigencia de
homogeneidad temporal no la satisfacen en los modelos cosmoldégicos
cldsicos el sistema de referencis "acompafiante” (comoving), pues el
e@spacio~tiempo (métmico) serfa eatdtico ¥ no podria ofrecer uns expli_
cacidn del desplazamienxo al rojo cosmolégico obswrvado,

El ETC (RxS° y (~dt e H) eon h la métrica estdndar en S°, es el els_
&ldo por Segal pura au modelo POr razones de maximalidad del £rupo
causal ([1], pp. 58-59). E1 SRF buede elegirse como Ji, o cualquiery
conjugado a Este.

Segal obtiene easte espacio como el recubridor universal de la “com
pactificacidén conforme del espacio de Minkowski, Para Justificar tal
denominacidn se sigue un elaborado broceso que no desarrollamos en
este trabajo, véase 1), Pars nuestro propésito nos bastard considerar
la aplicacidn causal que se establece entre el egpacio de Minkowski
¥y el ETC del modelo, que, como veremos mgs adelante, juega un papel
esenclal en la asignacidn de coordenadas a los sucesos.

5l espacio de Minkowski en su ver916n conforme: Sea E4 con x°,

x', x*,x* las funciones coordenadas usuales, y seal] = -dx°z+f axi?

la métrica lorentziana habitual. Es claro que (R ,[11) es un ZTC;

crientado-tiempo si declaramos a 3/3x° ( ~VBXQ "futuro”. Su grupo cau-
sal es de 11 dimensiones, de las que 10 corresponden a las isome-

trias de Q(grupo de Poincaré) y la restante a la dilatacidén de esca-
las ([8])0
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xs,xq) relacionadas con las dedas anteriormente por: xts x"sen x

Utilizaremos también para'Bé las funciones coordenadas (x?,x",
e

& 4 3

«'= x'sen x%cos x¥, x?= x"cos x7.

Ta relacidén czusal entre (mx53,[~dt1@ E}) ¥y GR4,[WJ) se resume

en el lema que a continuscidén damos sin demostracidén.

Lema 14.

Existe una aplicacidén J: B4

3

—— R XS~ que verifica:

i) J es un difeomorfismo causal de (ﬁ4,[41) y la restriccidn de

(EXSB,[—dtLé n}) a la imagen J(E&)EU. U es el abierto de!RxS3

definido por
! 4’t+ﬂ<ﬁcon PZO
=l H=p<il
0L BT
0<@s2T
aiendo + la carta identidad de R ¥ (F,Q,P) las coordenadas esfé-
3

ricas. gobre S,
4i) J viene dado en coordenadas por las expresiones

x° g x&

4+ = arctal———————

:' con ?(x,x) =—x 2-9-::‘ z:}-}c’?:--;'ﬁ' 2
P = arctan;:—%zgza f = x?
la inversa viene dada por
" x%= tan(fét£)+ tan(ngl) = 33%%%%%;; ‘xq=9
x= ’Gan(tgp )- tan(tgp) = -0-5%%%5%? Y=

-
ade

cosQ(ngL)ooszngll)

v (-4, x
111) (T-4*q = (-dt @ h)|g -

Tate lems nuestrz que J no es otrd que la aplicacidén conforme

entre el espaciode Minkowski y una regién del espacio estdtico de

Einstein dada en [3}, p. 118-121.

-275-

sen X

4



Sistemas de referencia en el modelo de Segal., Ahora la cuestidn

28 la siguiente: dado un observador ¥ de Qt » scudles son las coorde_
nedas que § asigna a los puntos de su emtorno?, Esta cuestidn es impor

tante. En efecto, ya uue el angdlisis de las observaciones experimen j
tales es esencialmente minkowskiano (esto es, en términos de UR“ CQ}

)), el problems es cémo "4ransferir® los sucesos de interds desde
(M,¢) a el espacio vectorial conforme (T?M,ﬁ?)(candnicamente identifi
cado con (R“,(9]), para todo punto P scbre el rango de ¥ ). |

Una posibilidad razonable es considerar ls métri@aiggtg E—dﬁze h] |
¥ coordinatizar medi;;ta la carta normal correspondiente a dicha métr;
o8 entorno'a cualquiera de los puntos de la curva ¥ . Sobre la varie_ g
dad métrica URx'S ’ gb*), que’ corr93ponde al espacio tiempo estdtico |
de Einstein,la aplicacién Exp -dt" e h (o, con més precisidén, la inver
8a de esta exponencial en la regidh doade ells es un difeomorfismo) f
Parece ser la aplicacidn iddnea Pare asignar coordenadas locales por
los observadores de a%.(Nétese que ggf = dt%ﬁh )
Pero en el modelo cosmoldgico de Segal ninguns métrica tiene

un significado intrinsecc sobre el espacio-tiempo. ;Cémo definir

entonces sistemas de coordenadas locales usociados a los obgervadores
de é; ? E1 criterio de Segal es que esta coordinatizacién la da la

aplicacidén J (descrita en el lemald) (o con mas precisidén la inversa de

esta aplicacidén en la regién donde es un difeomofi_smo),
Concerniente a esta coordinatizacidn alternativa hacemos los si_
guientes comentarios:
9En €l modelo de Segal estd en Principio permitido postular
una coordinatizacidén por medio de Exp_dtzeklo por medio de J.
ii) La aplicacién J no sélamente es un difeomorfismo sebwre

$odo R sino que tambidn es globalmente causal. Ambas cosas
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-dt*e h
no las verifica en general la aplicacién Exp » Desde este

punto de vista parece mejor J*como coordinatizadora.

iii) De las expresiones en coordenadas de ambas se deduce que,
en las proximidades del punto de observacién, ambas coordinatiza_
ciones conducen a los mismos resultadds (hasta términos de segun
do orden en las coordenadas). Asi pues, Segal argumenta que uno
debe atender a las observaciones experimentales de sucesas que
tiemen lugar en regiones remotas en orden a decidir sobre la va_
lidez fisica de une u otra coordinatizacidn. »

iv) Segal afirms gue su modelo, con la coordinatizzcidén dada

por J, predice un desplazamiento al rojo oosmoidgico y consigue

aproximar mejor los datos experimentales que los modelos (métri_
cos) "expansivos". (sobre esta Wltimes cuestidn ,de la gue no nos

eeuparemos, véase [97] ).
En el capitulo 5 nos ocuparemos de discutir la supuesta prediccidn

de un desplazamiento al .rojo cosmolégico via la aplicacidn J. Antes
veamos como la coordinatizzcién por J puede ser expresada en el lengua__

je de los sistemas de referencia desarrollado en el capitulo 3.

Leme 15.
Sea (RxS>, [—dt"ah"l) el ETC orientado-tiempo del modelo de Segal.

Sea el difeomorfismo J:RY —> UcRxS> del lema 1l4. Definamos sobre
U el campo K:=J, Bx. entonces se tiene:
i) ILa métrica lorentziana g ¥ inducida sobre U (lema 7) resulta
ser g¥ =P(-dt’en)|, , con

P:= (cos? (i‘—_%.ﬂ.) cos'z'(i-;—e-))-i,

ii) X es un SRP homogénec temporal.

—d+t2
iii) La exponencial Exp}“:( dt% e h) asociadz a gk entorno al punto e
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perteneciente a RxS® de coordenadas (t=0, p =0, ¢=0,%=0) coin_

cide con la aplicacién J.

iv) E1 campo K verifica
K= (4 (l+ costcos p )3 - ieent senp )kU

Demostracidn:
i) Dado que J~i*v = PF(-dt*eh)(Lema 14,iii), sec tiene:

F(-dt"® 1) (K,K)= (I} K, I3 K)=Y(3,0, dy)=1. y
ii) Puemto que J es causal, K es un SR. Dado que g¥ (K,.)=9

(J;" X, J;," o )=-Adx®, K es sinecronizable a tiempo propio con fun_
2 sen t

Raaacs J

cost+ cosp

cién tiempo propio:x°, I 4=

pero ademds X _es un factorizador completo de U via $:=J: RRU,

3 ® . :
Dado que J*gx=-dx°adx"+ zz-i dx'edx! , X es homogéneo temporal.
11i) Es trivial, dado que J:(R*,v ) —> (U,F(-dt’sh)|g) es una

isometria
iv) Escribiendo K=(f J,+ gap)\u s, ¥ tenien#o en cuenta

Ox° - o 1+ costecosp _ ox"
. (cost + cosp)? op
Jox" sentsen P dx°
¥ T ° Tcost+ cosp }-Sf’

. . e 2 2
y la identidad (1 4 costoosf) - (sentsen)o) = (cost 4 cosf)
se llega a la expresién deseadsa.
El lems anterior ofrece una nueva perspectiva sobre el modelo

cosmolégico de Segal. En efecto, los observadores de Q--:Bt coordinati_

zan(localmente) la variedad espacio-tiempo BxS? esencialmente en la

misma forma en que se ha ce en la teorfa general de la relatividad,

esto es , via la exponencial asociada a una cierta métrica lorentzis_

na compatible con 13 extructura conforme [—dtzah] o Lo novedoso del
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modelo no estd pues ¥anto en la"forms de coordinatizar? como en la elec
cidén de la métrica; Segal postula que las #1as mediciones loceles
antropomdrficamente posibles vienen representadas por variable dindmi_
cas planas y no curvas, mientras que el andlisis y la dindmica "verda_
deros", no antropomfrficos, son curvos y no planos”([4], pdzg. 75; aqui
el adjetivo "plano" se refiere obviamente al hecho de que F(-dﬁnph)

es una métrica lorentziana plana, mientras que (-dt'@h) no lo es), lo

que equivale a decir que cada observador de Q= J¢ se sitda observacio-

nalmente "como gi" en realidad el SRF del gue €1 es curva integral

L]

fuera el correspondiente K centrado en el punto de observecidn v no Q.
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5. GHAY DESPLAZAMIENTO AL ROJO EN EL MODZLO DE SEGAL?

Como ya hemos visto en el capltulo 3, un ETC orisntado-tiempo
(M,8) en el que hay definido un SRF Q globul, cuyas curvas in‘t;egraleav
representen las trayec‘tariés de la materia en promedio, pro;porciona‘
un marco adecuado pars analizar el desplazamiento al rojo cosmolégico

(esto es, entre observadores de Q). El modelo de Segal (véase el ca__

pitulo 4) se ajusta a este esquema; en este sentido sl siguiente teo=

rema es el resulitado mds importante de este trabajo.

»

Teorema 2.
Sea el modelo cosmolégico de Segal (Rxs3, [-d'b-"‘@h} $94)e Sean ¥ ¥y
¥ dos observadores de 51; - Entonces la razén de tiempos propios

para le radiacién enitida por ¥ y recibida por ¥ es igual a 1.

Demostracidn.

Se sigue inmmediatamente del cardcter homogéneo temporal del SRF
9y ¥y del teorema 1.

Ll teorema anterior nos dice gue, en el modelo cosmolégico de Segal,

np existe desplazamiento al rojo cosmoldgico.

i{Cémo se compagina lo anterior con la afirmacidn de I. E. Segal
sobre la existencia del desplazamiento al rojo? En nuestra opinién,
ello tiene que wver con una cyoncepcién equivocada por parte de Segal
de 13 Interpre®icicn .del desplazsmiento al rojo. En el resto de este
capitulo vamos a analizar la demostracién que Segal hace de la exis
tencila de dicho desplazamiento en su modelo

Nota previa

i) En lo sucesivo, identificaremos los observadores Yy¥'de = i

con una galaxla tipica y con la Pierrs, respectivamente ,
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14) Designaremos por G un punto del rango de ¥ (correspondiente

" & un cierto instante de tiempo propio Z,, ¥t,=G); sin pérdide de
generalided podemos tomar t(G)=p(G)=8(G)=0(e)=0.
Supondremos que, entorno al punto G, la galaxia emite radiacién
que es captada en laTierra entorno a un punto del rango de ¥’ gue
designaremos por T. - . @onsideramos la trayectoria de la radia_
cién entre G y T con la parametrizacidn que la hace geodésica de
la métrica lorentziana global g2, llamaremos A a dicha trayecto_
ria asi paramet%izada. Sin pérdida de generalided podemos consi_
derar que dicha propagacidén se realiza a 0 =% =constante=0, por

lo que podremos tomar ?\OGOmo curva mtegralhfdel campo (geodédsi_
oBTenem

co) 3y +3p. Eligiendo A0=G, o =T, (0<a<®; @ (T)=¥(1)=0, +(T)=p(Th=x,
Por dltimo, designaremos por B el punto sobre el rango de ¥y
de coordenadas t(P)=x(0<%<W, p(P)=8(P)=¢(P)=0.

1ii) Denomincremos carta-Segal centrada en G a la aplicacidén J’C: 1:
R x 833 Uas —» RY  que fue discutida en el cap. 4. El subindice
G hace referencila a que dicha aplicacién ‘!:cmz?/el punto G como

origen de coordenadas. Designaremos por (xz ;xé ’fs ,xé) coordens_
l‘

das cartesianas en el R" de 1a carta-Segal centrada en G y por Ke

el campo local (véase lema 45 ) correspondiente

Cuanﬁo nos refireamos = la carta-Segzl centrada en P utiliza_
remos las notaciones J;, (x‘.:,,x‘p,x? ,ng) y Up Kps ¥ andlogamentse
pare el punto T.
El punto de vista en favor de lacexistencia de desplazamien®o al
rojo cosmolégico en el modelo de Segel podria resumirse de la siguien_

+te maneras
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Si el observador ¥ coordinatizars la variedad mediante 1s eXpo__

nencial asociuda g gazndﬁ%ah las curvas integrales de (que re_

presentan les troyectorias de la materia en promedioc) se corres__
ponderian sobre el R* de 1u ca.rta, con las curvas integrales del

cCEmpPo OX el cosmos apareceria estdtico al observador'X‘. Seria,

¥ia T ;la coordinatizacidén alternativa (la dnica "antropomdérfica_

mente posible'" segin postula Segal), la responsable de que apare_

ciera un desplazamiento al rojo cosmoldgico, ,

Vamos a exponer a continuacién dosg tipos de argumentos que prueban
. “ - - . . o
Jjue el punto de vista arriba indicado es en realidad errdneo y que

“orroboran el resultado obtenido en el teorema 2 .

A) E1 primer argumento es de.tipo estructural. E1 punto de vista
anterior no puede ser correcto, simplemente porque diferentes
coordinatizaciones (més o menos "subjetivas", aunque sbélo una
quizds "antropomdérficamente posible™) de la variedad no pueden
alterar el resultado ("objetivo'", en cuanto ligado a las nocio-

nes de tiempo propio sobre 7y y sobre ¥ ') de que la relacidn de

tiempos propios r (véase definicidén 11 ) entre los observadores v y

Y' de Qxat depende exclusivamente

~-del instante Tb (de tiempo propio sobreY ) en que
se realiza la emisién, vy
~de la funcidn Ca’biyectiva f entre cierto intervalo
(de tiempo propio sobre ¥) en torno a‘TO y otro in-
tervalo de tiempo propio sobre Y', funciébén que garan
tiza 1la "conectabilidad-via-luz" de Yy ¥' para ins-
tantes de emisidn préximos a Ty

valiendo por tanto r=1 (teorema 2 ), independientemente de cé- ~é

mo el observador-terrestre "vea'" las restantes curvas integrales
de Q=9 .
R
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B) El segundo argumento considera la apariencia observacional para
T de la trayectoria espacio-temporal de G. Se trata de analizar

en que sertido el cosmos no aparece estitico al observador Y '.

Para ello calcularemos, en el punto G, el jacobiano del cambio

de cartas-Segal centradas en G y T (suponiendo que cada uno de
estos puntos pertenece al dominio de definicidn de la carta-Segal
centrada en el otro).

Jn sencillo calculo conduce a

'1+cos%x sengd
T 00—
2cos o 2cos o
o 1 2 3
E(XT,XT,XTLXT) ) 0 1 0 0
o 1 2 3 B
D(xgXgXgr X)) | g 0 o 1 0
2 2
sen” & 1+cos ol /|
—— 0 0 —0
2cos d 2cos

“sta transformacidn (lineal) puede considerarse (bidimensional-

O - .« &
nente, respecto de las coordenadas XG,Xé) como la composicion de

vy de la transformacidn de Lo-

una dilatacidn en un factor

cCOSso
rentz (bidimensional)

1+cos%x senai
S 5 5
2Cc0s5% sen 14+Cc0O0s A

Comparando esta iltima con la transformacién-Lorentz estandar

D_(xg,xgi) A) cV{b)
2 (x0,%x0) e &

(1la cual se interpreta a su vez diciendo que el origen de 1las
coordenadas XG se mueve con una velocidad p (=1ip<1) respecto

del origen de las coordenadas X, en la direccién de la coordena

-1 _ .
da xi; y siendo 55(1-@2) 2) ', se obtiene
senzd - 1+cos%x
= 2, § s T/
1+cos o 2cos o
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€sta velocidad relativa >0 en la direccién de 123 coordenada

xi Supone, dado que xi(G)=~tgd<O, un ACERCAMIENTO APARENTE DE
G CON RESPECTO A T.

Asi pues, la apariencia observacional para T de 1la trayectoria

€spacio-temporal de G (en t=¢=0) vendria caracterizada por

» una dilatacidn de 1los valores medidos para las coor-

O r . .,

denadas (XT’XT> de un suceso préximo a G, en relaciédn
O r .

con los valores para las coordenadas (XG,XG) de dicho

Suceso (=contraccidn de las escalas que definen

O ., . r
(XT,X§) €n relacidn con las que definen (xg,xG)), en

un factor

que se tendrig

&

r. . ., = r

dilatacidén + CoSs of acercamiento
+ acercamiento

Ahora bien, e1 factor r

dcercamiento se Calcula fécilmente
Y el resultado (bien conocido) es

2 2
- T+cos ‘e senot
r. i = = LTCOS
acercamiento b(7+pr> (1- *“*“*5*) = COsef,
2cosdt T+cos A
u esulta claro que r . .. = 1. Vemos de nuevo
con lo que r q dilatacidén +
acercamiento

que no dpgrece desplazamiento al rojo cosmolégico en el modelo

de segal.

Nota. En (4}, ITI-7, Segal lleva a cabo casi hasta e} final el
calculo que acabamos de hacer, llegando a dar 1a expresidn del

Jjacobiano

4

N

o~
Pe

S

-284-




Sorprende que Segal obtenga ([4], 1I11-6)

2 2 o
= —=— = 1+tg" =
g 1+coso 9_.2‘

en nuestro esquema €110 equivaldria a considerar que G y T se€

hallaran sobre la misma curva integral de Q:at; En efecto:

consideremos el punto P del rango de 7, de coorde-

nadas t(P)=« (0O<o<m), p(P)=6(P)=¢(P)=0. Se tiene:

2 \

— 0 0 0 \
1+cosv :

7( 0] 1 2 XB)
0 1 2 3 B ' 3
0 0 o |
L’(XG,XG,XGy}(G)iG !.
O O _______2______,//
° 0 1+co&1/

Asl pues, la apariencia oBservacional para P (en
t=o, P=0) de la trayectoria espacio-temporal de G

vendria caracterizada por una dilatacidn de 1los va-

. 0
lores medidos para las coordenadas (XP

suceso prdéximo a G, en relacidn con los valores para

I\
, X de un
P)

O r . . .
las coordenadas (XG,XG) de dicho suceso (scontraccidn

. O r .,
de las escalas que definen (XP,XP) en relacidn con

. O r 2 .
las que definen (XG,XG)), en un factor Treoou’ Ello

se 1lustra en el siguiente diagrama:

& 4
(Up» 0 Py (2",7M)

L40
N U
@
L]
Cds
g
L1 fpadid e L1 1 L1

I~
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Aceptando que r fuera el dado por este esquema, es
2

claro que resultaria r = ———
1+CcosX

Sin embargo, el fendmenc del desplazamiento al rojo tiene que

ver no con una "evolucidn temporal' sino con una '"propagacidn

de luz'.
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