Un tratamiento de los invariantes diferenciales
de G-estructuras

Ignacio Sanchez Rodriguez

Departamento de Geometria y Topologia, Universidad de Granada

IX Encuentro Andaluz de Geometria
In memériam del profesor Florentino Garcia Santos

Jaén (Espana), 11 de Mayo de 2012

Ignacio Sanchez Rodriguez (UGR) Invariantes diferenciales de G - estructuras IX EAG - 2012 1/16



Presentacion

@ El paradigma de invariante diferencial escalar de una G-estructura es la
curvatura escalar Sq: M — R de una variedad riemanniana (M, g). En
cada m € M se define S¢(m) a partir de los valores de g y sus derivadas
parciales hasta segundo orden en m, es decir, el 2-jet de la métrica en m.
Se dice que la curvatura escalar es invariante por difeomorfismos porque
si ¢: M — M es un difeomorfismo entonces la curvatura escalar de la
métrica -~ '*g verificaque S, 1.4 = Sgo ¢ .

@ Los invariantes diferenciales escalares de las métricas estan bien
estudiados y se sabe cuantos hay funcionalmente independientes
—segun la dimensién de M y el orden maximo de las derivadas parciales
de g involucradas—y cémo se obtienen a partir de la curvatura de
Riemann.

@ Este es un trabajo preparatorio para estudiar los invariantes diferenciales
escalares de otros tipos de G-estructuras. En especial, nos interesan los
invariantes diferenciales de las estructuras conformes —no confundir con
los invariantes conformes con peso; en todo caso, los invariantes en
sintonia con nuestro trabajo serian de peso cero-.

Ignacio Sanchez Rodriguez (UGR) Invariantes diferenciales de G - estructuras IX EAG - 2012 2/16



Introduccion

@ P, fibrado principal sobre M de grupo G; accion p - g por la derecha;
P/G= M.

@ W, variedad; accion g - w por la izquierda; G\ W —espacio topoldgico, no
es variedad en general—; notacion: [w].

@ P x W; accion por la derecha (p,w) - g = (p- 9,9~ " - w); obtenemos el
fibrado asociado P(W) = (P x W)/G; notacién: [p, w].

@ LM, fibrado de las referencias lineales sobre M de grupo Glj,.

@ Gl,/0,, variedad cociente; accién por la izquierda de Gl, sobre Gl,/O.

@ LM(Gl,/0,), fibrado de las métricas: Dar una métrica g equivale a dar
una seccion og: M — LM(Gl,/0,), siendo o4(m) = [/, 0,] para cualquier
base g-ortonormal / € LM. Y viceversa, una seccién o define una
métrica especificandonos las bases ortonormales.

@ Elfibrado J"LM(GI,/0,) de r-jets de secciones de LM(Gl,/0,), en cada
elemento j" o, lleva la informacién del r-jet en m de la correspondiente
métrica g.

@ Podemos definir la funcién curvatura escalar S: J2LM(Gl,/0,) — R de
tal forma que S o o g = Sg —es decir, S(j2,04) = Sg(m)—.
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Introduccion

@ LM(Gl,/0,), fibrado de las métricas: Dar una métrica g equivale a dar
una seccion oq: M — LM(Gl,/0,), siendo o4(m) = [/, 0,] para cualquier
referencia g-ortonormal / € LM. Y viceversa, una seccion o define una
métrica diciéndonos quiénes son las referencias ortonormales.

@ Elfibrado J'LM(Gl,/0,) de r-jets de secciones de LM(Gl,/0,), en cada
elemento j.o, lleva la informacién del r-jet en m de la correspondiente
métrica g.

@ Podemos definir la funcién curvatura escalar S: J°LM(Gl,/0,) — R de
tal forma que S o o4 = Sy —es decir, S(j2,04) = Sg(m)—.

@ Accion de un difeomorfismo o: M — M

sobre LM: I .ol

sobre LM(W): @ [, w] — [p«ol,w].

sobre secciones o: M — LM(W): o goooyp .

sobre jets de secciones: &' jmo = Jomy(Pooo o .

@ Volvemos al caso W = Gl,/0,. Se demuestraque o,-.q = poogo il
y a partir de esto se prueba que

1

S,-1.g=Sgop |, Vg, Vp <= S=807% Vo
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Accion de los difeomorfismos sobre los fibrados de
referencias y los fibrados asociados

@ Sea F"M el fibrado de referencias de orden r sobre M, con dimM = n.
Es un fibrado principal con grupo G}, el grupo de r-jets. La accién por la
derecha de j¢ € Gy, sobre j'¢ € F'M se define por (v o &) € F'M

£ un difeomorfismo entre entornos de 0 € R”, con £(0) = 0,
1 un difeomorfismo entre un entorno de 0 y un abierto de M.

El pseudogrupo DM de difeomorfismos entre abiertos de M, actda sobre
F"M: La accion por la izquierda de » € DM sobre j'¢) € F"M se define
por j'(p o) € F"M, —esta definida cuando ¢(0) € dom ¢—.

La accion de los difeomorfismos es una accion transitiva:

Vi, jiv' € F'M, 3¢ € DM tal que j (¢ o)) = jl4 .

@ Sea F"M(W) un fibrado asociado a F"M; en él la accién por la izquierda
de ¢ € DM se define por —sobre dom p—:

@ F'M(W) = F'M(W),  [f), w] = [ (¢ o), w]
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Invariantes diferenciales

Definicién (Invariantes de fibrados asociados)

Una funcién f: F"M(W) — R es un invariante diferencial escalar de F"M(W)
si, Vwe W,Vo e DMy V' € F"M con 40 € dom ¢, se verifica:

fliy, w] = flj; (¢ o ¥), w].

Equivalentemente, V¢ € DM, f o ¢" = f sobre dom ¢.

Reduzcamos el problema de hallar los invariantes diferenciales escalares de
F"M(W) a un problema que es independiente de M y de sus difeomorfismos.

Teorema (Independencia de M de los invariantes)

El conjunto de invariantes diferenciales escalares de F"M(W) esta en
correspondencia biyectiva con el conjunto de funciones h: G;\W — R tales
que h o 11 sea diferenciable —siendo NM: W — GI\W, w — [w]-.
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Invariantes diferenciales

Demostracion

Dado un invariante f: F"M(W) — R, la funcion h[w]| := f[j’+, w] esta bien
definida porque:

(/) para otro jT+’, obtenemos un difeomorfismo ¢ = 7’ o 1»~" entre entornos
de 40y ¢’0; entonces f[j/y’, w] = (@ o ), w] = f[jl4), w];

(if) si w' € [w], existe j7¢ € G, tal que [/, w'] = [, & - w] = [ (¢ 0 &), w,
luego f[jfw, w'] = f{j (1> o €), w] y, por (i), fljfw, w'] = F[jTw, w].

La diferenciabilidad se sigue de la igualdad ho Il = f o 7 0 ¢, donde

w: F"M x W — F"M(W) es la proyeccion naturaly ¢,: W — F"M x W,
tz(w) :=(z,w), para z € F"M.

Reciprocamente, dada h: G;,\W — R, la funcion f[j"v, w| := h{w],

Vj ¢ € F'M, que es obviamente invariante, esta bien definida porque
il o), /6wl = hljfe~" - wl = hiw], Vj¢eG,

Sabemos que f es diferenciable si y solo si f o = es diferenciable; como
for=holom, siendow,: F"M x W — W la proyeccion m,(z, w) = w, la
diferenciabilidad de f se sigue de la diferenciabilidad de h o IN.
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Fibrados de r-jets de secciones

@ Dado un fibrado E sobre M con fibra W, se obtiene el fibrado de r-jets de
secciones locales de E, J'E, cuya base es My su fibra es J'(R", W), el
espacio de r-jets en 0 de aplicaciones de R" en W.

@ Veamos como funciona en el caso £ = FXM(W). Usemos la seccion
natural de FXM inducida por una carta (x, U):

X1 U— F*M, pe XKp =5 (x7" o 7)),
con 7y la translacion por x(p) en R". Una trivializacion local de E es:

WV Ely = Ux W, [Xp,w]— (p,w).

Ahora, una seccion local o: U — E viene caracterizada por la aplicacion
X U — Wtal que V*(ao(p)) = (p, o (p)). Podemos escribir o = [x*, o*].
Una trivializacién local de J'E es

JEly— Ux J(R,W), jro = (p,j/(0% 0 x™" o 7p)).
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Fibrado de jets de secciones es fibrado asociado

Proposicion (1)

Si E = FXM(W) es un fibrado asociado a F¥M con fibra tipica W entonces
J'E es un fibrado asociado a F"*M con fibra tipica J'(R", W).

Demostracion
Consideremos la siguiente accion de j’ k¢ € GJ,™ sobre j7i € J'(R", W)

definida por
(G- p)o€7") € SR, W), (1)
donde interviene la funcién W-valuada dada por

(e (V) = K (rey 0 om) - p(v), VER

aqui el dltimo punto se refiere a la accién de G sobre W.
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Fibrado de jets de secciones es fibrado asociado

Proposicion (1)

Si E = FXM(W) es un fibrado asociado a F¥M con fibra tipica W entonces
J'E es un fibrado asociado a F"*M con fibra tipica J'(R", W).

Demostracion

(cont.) Se prueba que (1) define una accion por la izquierda de Gt sobre
JI(R", W)y, entonces, produce un fibrado asociado F’*"M(JO’(R”, W)).
Podemos definir una aplicacién fibrada —en el dominio de la carta x— por

N JE — FRM(JI(R, W))

Jpo > [XEp, (0¥ o xT o myp)],

que es un isomorfismo de fibrados. Probamos que esta definicion es
independiente de la carta y, asi pues, que es un isomorfismo de fibrados
globalmente definido.
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Accion de difeomorfismos sobre jets de secciones

En un fibrado E = FXM(W) se definia la accién de un difeomorfismo ¢ por:
G E = E, [[h,w] = [[f(p o), wl.

Si o es una seccion de E entorno a p € M entonces ¢* oo o ¢~ ! es una
seccion de E entorno a ¢(p); se define la accion de ¢ sobre J"E por:

I E S JE, jiom (@ cooe™).

Definicion (Invariantes de fibrados de jets de secciones)

Sea E = FKM(W). Una funcion diferenciable 7: J"E — R es un invariante
diferencial escalar de orden r sobre E si, Yy € DM, f o 3"k = f sobre dom ¢.

La accién de ¢ vy, por tanto, la nocién de invariante diferencial es la misma
bajo el isomorfismo A, ya que el siguiente diagrama es conmutativo:

JE L Frkm(ar (R, W)

J{ar.k J{S‘BrAk

JE L Frekm(ar (R, W))
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El fibrado de G-estructuras

Sea G un subgrupo cerrado de Gl,. La accion por la izquierda de Gl,, sobre
Gl,/G nos da el fibrado asociado Mg = LM(Gl,/G), llamado el fibrado de
G-estructuras. Sus secciones, o: M — Mg, se corresponden con los
subfibrados P c LM con grupo G, dados por P = {/ € LM: [I.G] € o(M)},
gue son las G-estructuras de M.

Sea J'Mg el fibrado de r-jets de secciones locales, cuya fibra es

JI(R", Glp/G). La accién de ¢ € DM sobre J"Mg se define por:

gl I Mg — I Mg, jho = jhp(@ooop™).

Definition (Invariantes de G-estructuras)

Un invariante diferencial escalar de orden r de G-estructuras sobre M es una
funcion diferenciable f: J"Mg — R tal que, Yo € DM, se verifica f o $"! = f
sobre dom ¢.
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Invariantes diferenciales de G-estructuras

El isomorfismo A de la Proposicion (1) permite identificar J" Mg con
Fr=1M(JI(R".Gl,/G)), el fibrado asociado respecto a la accion de
Jr1¢ € G sobre i € JI(R", Gl,/ G) definida por

J(DE-p)oe™") € J(R",Gly/G),

donde (D¢ - n)(v) := D¢Jy - u(v), con v € Ry el punto es la accion de Gl,
sobre Gl,/G.

Asi un invariante diferencial puede verse como una funcion diferenciable

f: Fr"M(JI(R",Gl,/G)) — R que verifica f o "' = f, Vo € DM.

Ahora, como aplicacién a G-estructuras del teorema de independencia de M
de los invariantes, obtenemos:

Teorema (G-invariantes de orden r)

El conjunto de invariantes diferenciales escalares de orden r de
G-estructuras sobre una variedad M esta en correspondencia biyectiva
natural con las funciones h: G|;""\J/(R",Gl,/G) — R tales que ho Il es
diferenciable. Llamaremos a una tal h un G-invariante escalar de orden r.
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Minimo nimero de invariantes de G-estructuras

Se demuestra que el subespacio, G', de G,,""\J/(R", Gl,/G) formado por las
orbitas de dimension maxima —en J!(R”, Gl,/G)— es abierto y denso y
conjeturo que es una variedad diferenciable cuya dimensioén, m,, sera el
ndmero de G-invariantes escalares de orden r funcionalmente
independientes.

Teorema (Minimo nimero de invariantes)

Sea G c Gl, y m=dim G. El nimero de G-invariantes escalares de orden r
funcionalmente independientes verifica

|
et (1) o)

Demostracion
Teniendo en cuenta que dim J/(R",Gl,/G) = (n? — m)("[") y

n
dim G5t = n((""*7) — 1), el resultado se sigue de
dim(GL\G') > dim G’ — dimGZ.

y
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Minimo numero de invariantes métricos y conformes

En el caso de las paralelizaciones de M —G = {/,}— 0 en el caso de las
referencias proyectivas —G = {kl, : k # 0}— el niUmero minimo del
teorema coincide con el nUmero exacto de invariantes.
En el caso métrico el nimero minimo coincide con el nimero exacto de
O(n; R)-invariantes, salvo el caso n =2y r = 2 en que hay un invariante.

En el caso conforme, el nUmero exacto de CO(n; R)-invariantes es un

problema abierto.

N° minimo de O,-invariantes N° minimo de CO,-invariantes
NG 2 | 3 4 5 NG 2] 3 4 5
1 0| O 0 0 1 - - - -
2 0| 2 5 9 2 = = = =
3 3| 18 | 45 87 3 - - 10 31
4 14| 74 | 200 | 424 4 - 739 [ 130 | 298
5 40 | 215 | 635 | 1475 5 19 | 159 | 509 | 1223
6 90 | 510 | 1644 | 4164 6 62 | 426 | 1434 | 3702

4
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