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Abstract
A PBW algebra R over a field k can be understood as the associative algebra generated
by finitely many elements z,, ... »Tn 8ubjected to the relations
Q= {zjzi=giizizj +pji (1<i<j<n)), (1)

where each pji is a finite k-linear combination of standard monomials % = .. SL
a = (aj,...,a,) € N*, and each ¢ji is a non-zero scalar in the field k. The algebra is
required to satisfy the following two conditions.

1. There is an admissible order < on N" such that exp(pji) < € + €; for every

1<i<j<n.

2. The standard monomials =, & € N* form a basis of R as a k-vector space.
The aim of this paper is to provide algorithms to check in a effective way both conditions
and, hence, to decide whether a giveaalgebra satisfying relations like (1) is a PBW
algebra.

Introduccién

Sea k un cuerpo conmutativo. Uno de los teoremas mé4s celebrados en el campo de la
Teoria de Anillos (en conexién con las 4lgebras de Lie) es el llamado Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt. Dicho teorema establece que los elementos del 4lgebra envolvente U(L) de
un 4lgebra de Lie L con k-base {z1,...,2n} se escriben como polinomios conmutativos en
las variables z,, ..., z,, es decir, el conjunto {z*; a € N'} forma una base de U(L) como
espacio vectorial.
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Aparte de otros ejemplos clésicos como las extensiones de Ore, en los wltimos afios nu-
merosos matemdéticos han buscado teoremas del tipo Poincaré-Birkhoff-Witt para distintas
dlgebras surgidas dentro de la fisica-matema4tica, los llamados grupos cudnticos. Entre estos
destacamos dos familias importantes desde el punto de vista de los teoremas de tipo PBW:
los anillos de coordenadas cuénticos (que son extensiones iteradas de Ore de un anillo de
polinomios conmutativos) y las &lgebras envolventes cuinticas.

Sea k un cuerpo sobre el que construimos el 4lgebra libre asociativa k(zy,...,z,). Un
monomio en k(zy,...,z,) se dice estdndar si es de la forma Az ...z% con A € k. Los
conjuntos de relaciones que nos interesan pueden recogerse dentro del siguiente esquema

Q = {z;zi — gjiziz; —pji ; 1 <i<j<n) (2)

con gj; € k\ {0} y pji un polinomio estdndar. Estas relaciones reciben el nombre de
relaciones cudnticas. Sea R = k(z1,...,z,)/Ig, donde Iy es el ideal biltero generado
por Q. R se dice lgebra de tipo PBW si existe un orden admisible = sobre N* tal que
& < € + €; para todo a € N(pj;) (en cuyo caso las relaciones reciben el nombre de
relaciones cudnticas acotadas), y los monomios estdndar forman una k-base de R (véase
[BCGLY8, Lob98, KRW90, Kre92]). En este trabajo proporcionamos un algoritmo para
decidir 8i unas relaciones dadas confieren a R estructura de 4lgebra de tipo PBW.

Este algoritmo propuesto permite como consecuencia aplicar el cdlculo de la dimensién
de Gelfand-Kirillov presentado en [BGL98a] a cualquier médulo finitamente generado sobre
cualquier 4lgebra de tipo PBW, ya que los 6rdenes utilizados son siempre del tipo requerido
en [BGL98a)

1 El algoritmo
Necesitamos constestar a dos preguntas. Dada R definida mediante las relaciones Qen (2)

1. jExiste un orden admisible < en N" tal que para todo1 < i < J <nytodoa € N(pj;i)
@ < €; + €;7, es decir, ;son las relaciones Q de (2) acotadas?

2. ;Son los monomios estdndar una k-base para R?

1.1 EI orden

La siguiente proposicién permite responder a la existencia de dicho orden utilizando métodos
de programacién lineal. Para cada 1 <i < j < n, sea Cji = N (pji) — €; — €j; llamemos C =
U1<i<j<n C;i\ {0} = {a,...,a,}. Consideremos el siguiente problema de programacién
lineal:
minimize f(w) =w) + -+ + w,
with the constraints

oo jwizl (i=1,...s)
| {w,—ap) 21 (G=1,...,m)

(3)
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Proposicién 1.1 ([BGL99a, Proposition 0.1]). El conjunto de relaciones Q en (2) son
acotadas si y sdlo si el problema de programacidn lineal (3) tiene solucidn. Ademds, para
cada solucidn w de (3), el orden

(w,a) <(w,B) 0

aj“"B = {(waa)::(waﬁ) ) aSlczﬂ

proporciona una acotacion para Q

De hecho, cualquier elemento de ¢ da una acotacién para Q.

1.2 Ejemplo

Ejemplo 1.2. Usaremos el algoritmo del simplex tal como viene implementado en MAPLE
para calcular uno de los vectores

w = (€1, €12, €122, €2, k1, k2,11, 12, f2, f122, fi2, f1)
descritos en la Proposicién 1.1 para el 4lgebra Uq(B2) con respecto a los generadores de
Lusztig Ey, Erg, Erg2, Ep, K1, K2, KT, K71, Fy, Fio, Fi2, Fi.
minimizef(w) =e1+ea+erm+ea+ ki +ka+li +lo+ fo+ fiza+ fiz + fi

with the constraints

e1 > 1, ki > 1, fa21
ei221, ko221, fiz2>1
e122 > 1, h2>1, fiz>1
ez > 1, I > 1, i>1
e; +ex —ep > 1, it fa—fiz21
e12 +e2—ex > 1, Szt fa—fiz 21

e1 + ez —2e12 2 1, fi+tfie—2f221
er+fi—k 21, e1+fi—-h2>1

er+ fiz— k1 — f2 21, ex+fio—lLi—fo2>1
er+ fizz — ki —2f22>1, er+ fin—-l0 —2f22>1
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e+ fi—ea—k 21

e+ fi—e2—li 21

erg+ fiz—k1—k2 21
eiz+fiz—-lhi—h21

ex+ fin—er—k—-fo—fiz1l
| ex+ fin—ki—ka—fa21
e+ fiz—ka—lhi—fa21

el2+ fiz—e1—ka—fr221

erz+ fiz—e1—ka =2 —fa—fi 21
e+ fim—ka—li—f221

ez + fizo—ka =381 —f221

er2+ fiz—e1—ka—2l1 = fiz 21
eiz+fo—er—ka 21

eig+ fo—er—l221

e+ fi—2e2—k1 21
e12+fi—2e2 -0 21

e+ fiz—e1—ea—2ky—k2— f1 21
etz + fiz—ei2—2ki—ke—fHr 21
e12+ fizo—e2—3k1—ko2>1

etz + friz—e2—ki—k221

el +fz—ei—e—lL-fi2l
eizt+ fiz—e2—l—NH 21
e1z+fie—e2—k1—lh2>1

' ein+ fia—ea—-L—-h21
e122 + floa — k1 —2k2 2 1
ez + iz —hi—2p 21
eiz+ fo—e12—ka21
€1+ fo—e1—e—ka21
ei2+fa—e2—l221
et +fa—e1—e2—l2>1

e2+ fio—ke—- 121, e+ fiz—ka— f12 21
e2+ fiz—l— N 21, e2+ fiz—la— fiz 21
e2+ fa—k2a21, e2+ fiz—ke—fo—f1 21
e2+ fo—1221, es+ fiz—la—fo—fr 21
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El minimo se encuentra en:

€1 =4,612 =9,6122 = 15,62 =7,k1 = l,kz = 1,
h = L= 11f2 =2)f122 =21f12= lafl =1

De este modo, obtenemos el vector de pesos

w=(49,15711,1,1,2,2,1,1)

1.3 La base

La existencia del orden anterior permite utilizar el Lema del Diamante [Ber78, Theorem
1.2] para responder a la existencia de la base. Necesitamos unas definiciones adicionales.

Para cada monomio M = Az;, ---z;_en el dlgebra libre definimos su multigrado como
mdeg(M) = a € N* donde ¢; indica el ntumero de apariciones de z; en M, y su indice de
desorden v(M) como el ntimero de pares (ix, %) con ix > iy y k < I. Nétese que v(M) =0
siy sblo si M es estdndar.

Proposicién 1.3. Ses < un orden admisible en N°. Entonces el orden total < definido
sobre (X) por

mdeg(M;) < mdeg (M) 0

Mis e {mdeg(Ml) =mdeg(M) y v(M) < v(My)

es un orden de monoide sobre (X). Ademds, (X) estd bien ordenado con este orden.

Para compatibilizar la notacién con [Ber78] llamamos para 1 < i < j < n:

Wji = T;T4
[3i = giiziz; + pji

Nétese que el indice de desorden en los monomios de Jii es 0, y ademds v(wj;) = 1 para
1<i<j<n
Referimos a [Ber78] para definiciones adicionales. Los algoritmos 1 y 2 presentan un

método estandar de reduccién médulo Q.
Por 1ltimo el Lema del Diamante de Bergman [Ber78, Theorem 1.2} junto al algoritmo

2 proporcionan el algoritmo 3 para resolver el problema planteado inicialmente.

2 Ejemplos

Ejemplo 2.1. Sea ¢ = (i) una matriz n x n con coeficientes en k multiplicativamente

antisimétrica, es decir, todas sus entradas son no nulas Y gji = qa-l paracada 1 <i,7<n
(en particular ¢;; = 1 para cada 7). El 4lgebra de coordenadas cuinticas del espacio afin
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Algorithm 1 Funcién redq

INPUT: M = Az, -+, un monomio
OUTPUT: p = redg(M) una reduccién bajo Q de M.
k=1
while k < r and 1 < 14, do
k:=k+1
{k contiene el primer indice tal que i > 1541}
A=Az -z
B =z, -z,
if k =r then {M ya estd en forma reducida; ademds M = Az, }
p:= Az,
else
p:=Afy i B

Algorithm 2 Funcién stredg

INPUT: p un polinomio no estdndar
OUTPUT: g = stredg(p), una reduccién estdndar bajo Q de p
g=20
while p =0 do
if Im(p) = redg(lm(p)) then {Im(p) es estdndar}
p:=p—Im(p)
g := ¢+ Im(p)
else {lm(p) no es estdndar}
:= p — lm(p) + redo(Im(p))

Algorithm 3 Poincaré-Birkhoff-Witt
INPUT: Q, un sistema de relaciones (2) en k(zy,...,z,)
OUTPUT: Detecta si el 4lgebra k(z1,...,z5)/Ig es de tipo Poincaré-Birkhoff-Witt.
if el problema (3) tiene solucién then
if para todo 1 <1 < j < k < n stredg(zx fji) = stredg(fx;zi) then
k{(z1,...,z,)/Ig es de tipo Poincaré-BirkhofI-Witt.
else
k(zi1,...,zn)/Ig no es de tipo Poincaré-Birkhof-Witt con respecto a dichas vari-
ables.
else
k(z1,...,zn)/Ig no es de tipo Poincaré-Birkhofl-Witt con respecto a dichas variables.

200



n-dimensional, o también llamada espacio afin cudntico, Oy(k™) es la k—4lgebra generada
por zj,...,z, con relaciones

Q = {zjz; = gjiziz;, > i} (4)

Sea X cualquier orden admisible sobre N*. Veamos que (Q, <) proporciona un sistema de
reducciones de tipo PBW. Para cada 1 <1< j <k < n calculamos stredq(zi(gjiziz;))
como sigue,

Tk (gjiTiT;) —q 95iqkiTiThT;q7iGkiGk TiT{ Tk
An4logamente, stredq((qk;z;jzk)z;) vale
(ijl‘jxk)l‘i —Q GkjqkiT;TiTE —Q QkjqkidyiTiT; T
Por consiguiente, stredq(zx (gjiziz;)) = stredg ((grjz;zk)T;).

Ejemplo 2.2 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt). Sea (g, [—, —]) una k-4lgebra de
Lie finito dimensional con base T1y-+-,Zn. Sea U(g) la k-dlgebra generada por zy, ... %
con relaciones Q = {zjz; = iz + [zj,zi] 1 < i < j < n}. Entonces U(g) =
k{zy,... ,zn)/fq es una PBW algebra con respecto al orden lexicogréfico graduado Sdeglez-

Para comprobar la afirmacién anterior, si [z1,2m] = Y5, al™z), para cualesquiera
I <'m, las reducciones estdndar para 1 < j < k son

stredg(zy (ziz; + [, zj]) = TiTi Ty,
i—-1 i-1 n

+ Z a{k:cla:,- + Z a{k[xl, z;] + Z a{k:z:,-:z:l
=1 =1

=i

Jj-1 n n
+) o mz+ Y atoim + > aif[zs,m]
=1 =5 =5

k-1 k-1 n
+ Z a}’xla:k + Z a;J [.'1:1, :L‘k] + Z a;]a:k:t:l
=1 =1 =k

StredQ((ijk + [:Cj, .'ck]).'l:,') =TT Tk
i-1 . n . n &
+ E al*ziz; + E al Tz + Z al*[zi, 7
=1 1= =i

j-1 n

§-1
+ Z a;kxla:j + Z ai* [z, z;] + Z a}kxj:vz
=1

=3
k_ » s n .. n ..
1 1 1
+ a zyzy + Zaﬂxkxl + Z a,’[xk,:z:l]
1 =k =k
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Si restamos ambas reducciones obtenemos la expresion

n

n n
Z afk[a:l, zi] — Z af*[z;, 7} + z a)’ 1, ],
=1 =1

=1

que vale cero por la identidad de Jacobi.

Ejemplo 2.3. Ellgebra de Weyl cuntica 2-dimensional Ag’A(k), 7= (q,q2), A= [AL )1\] "

Este lgebra es de la forma

Ag’A(k) = k(xhx%yl)y?)/IQ’

con relaciones

(2191 = iz + 1
yay1 = A"y
YaT1 = AT1¥2
Toy1 = A1Y1%2
zo71 = AT T
(z212 = 1+ (¢1 — D)inZ1 + g2oz2

Tomemos el orden lexicografico graduado con el siguiente orden en las variables: y; <
z1 < y2 < T2. Esto nos lleva a tener que realizar cuatro reducciones:

Ly>-z1i >y
2. zo -1 > Y1
oz
4

T2 Y211

ve(quyizi +1) = qi(yamn)zr + 12
= @Ay (yez1) + 12
=0 @A 'y (Aziy2) + vo
= qyi1T1y2 + Y2

(Oz1y2)y1 —@ AT A iy
= (z1y1)y2
=g (qyn1z1 + 1)y2
=qyiT1y2 + Y2
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za(qy1z + 1) = qi(zoy1)z1 + 22
=0 ai(Auy1z2)z1 + T2
—q g iz zo + 72

= q1Y1T122 + T2

(A mza)yr =g A tm iy 2o
= (z1y1)z2
=0 (iy1z1 + 1)z2
= qQ1Y1T1T2 + T2

3)

T2(Ar112) = /\)\_lql‘lzl(mw)
= 67 'z1(1 + gayaza + (@1 — Dy171)
= g7 'T1 + g7 ' qazvaa + o7 N — DTz
—Q g7 'T1 + ¢ @z11eTe + o7 ey — 1) (@121 + 1)z
=g 'z1+ g '@zize + (@ — Dzl + g7 (@ — Dm
= g7 '@z1yeme + (0 — Dzl + o

(1+ gayez2 + (q1 — V)y171)z1 = 21 + qoyozoz) + (@1 — 1)y127
—q 71+ AT \qayemizo + (@1 — 1)yn12?
—q =1 + ¢ '@T1y2z2 + (1 — 1)y123
4)
(1+ (g1 = D)y121 + q2y272)71 = 21 + (@1 — V)y122 + gayezamy

—+¢ 21 + (@1 — Vyizi + qava(A\ g7 17y 72)

=21 + (g1 — Dz} + ¢7 ' @2 A " 2z 7a

= 71 + (@1 — Dzt + g7 A Oz1ya) 720

=z + (g1 — Dyiz? + q] L qaz1070
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T2(AzT1y2) = AzT2T1V2
—+q M gy 'm1z2)ys
= q] 'T17212
=gz (1 + (@ = Vyr21 + qayez2)
—qqi T+ (1- gr iz + g7 'q2z1Y222)
=gilz + (1 — 7)1+ aupnm)o + a7 g2 1y2T2
=z + (g — Dzl + 07 ' 2719272

Por lo tanto AZ'A (k) también es un dlgebra de tipo PBW.
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