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Resumen

Para un élgebra R multi-filtrada se muestra que, bajo condiciones favorables
sobre el algebra multi-graduada asociada G(R), es posible levantar condiciones
homolégicas como la regularidad en el sentido de Auslander o la propiedad
de Cohen-Macaulay de G(R) a R. Como aplicacién, obtenemos que las C(q)—
algebras envolventes cuantizadas U, (C) definidas por DeConcini y Procesi en [2]
son regulares Auslander y Cohen-Macaulay. Para obtener estos resultados, se
desarrolla una técnica de multi-filtracién para las llamadas extensiones acotadas
y un método de re-filtracién, en combinacién con resultados de McConnell y
Stafford ([10]) y DeConcini y Procesi (loc. cit.).
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1 Propiedades de regularidad de algebras no con-
mutativas

La presente nota es un resumen de [4]. Una versién completa, con demostraciones,
puede encontrarse en http://www.ugr.es/~torrecil/UqC.html. Comienzo recordando,
para conveniencia del lector, algunas nociones. Mis referencias fundamentales aqui
son [1] y [9].

Sea R un anillo noetheriano y M un médulo (por la izquierda o por la derecha)
finitamente generado sobre R. El nimero grado de M se define como

ja(M) = inf{ | Ext (M, R) # 0} € NU {+oc}

Diremos, por otra parte, que M satisface la condicion de Auslander si para todoi > 0
y todo submédulo N de Ext’ (M, R), se tiene que jr(N) > i. Cuando la dimensién
global homoldgica de R sea finita y todo médulo finitamente generado satisfaga la
condicién de Auslander, diremos que R es regular Auslander.

Si ahora el anillo R es un algebra finitamente generada sobre un cuerpo k, podemos
definir la dimensién de Gelfand-Kirillov de cada médulo (ver [8] para un extenso
estudio de esta dimensién). El dlgebra R se llama Cohen-Macaulay si

GKdim(M) + jr(M) = GKdim(R)
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para todo R—mddulo finitamente generado.

La propiedad Cohen-Macaulay, en conjuncién con la regularidad, es interesante
porque, en su presencia, es posible estudiar la catenaridad de algunas algebras cuan-
tizadas (ver [7]) o la estructura del dltimo punto de la resolucién inyectiva minimal
de los médulos regulares rR y Rg (ver [5]).

2 Algebras y médulos multi-filtrados

En este trabajo N” denotara el monoide libre conmutativo con n generadores ey, . . ., €,.
Los elementos de N, que llamaremos usualmente multi-indices, estaran representa-
dos por vectores & = (ayq,...,a,) con componentes enteras no negativas, siendo la
operacién del monoide la adicién usual de vectores. De esta forma, los generadores
€1,...,€y son los vectores de la base candnica. Aunque haremos uso de monoides de
diferentes dimensiones, la notacién para sus generadores no variard, ya que el contexto
no deja dudas en cada caso.

Una relacion de orden total < en N” es un orden admisible si a+~v < [+, siempre
que a = f para a, 3,7 € Ny 0 < a para todo a@ € N. Una observacién fundamental
es que, por el Lema de Dickson, todo orden admisible hace de N* un conjunto bien
ordenado. Aunque el tnico orden admisible sobre N es el usual, la abundancia de
ordenes admisibles par n > 1 esta garantizada por el hecho de que hay una cantidad
no numerable de ellos.

A partir de este momento, K designard un anillo conmutativo y k un cuerpo (con-
mutativo).

Definicién 1 Una (N*, X)filtracién sobre una K—dlgebra R es una familia de K-
submddulos F(R) = {Fy(R) | « € N} de R satisfaciendo los siguientes axiomas:

1. Sia = B, entonces Fo(R) C F3(R).

2. Para cualesquiera 7,5 € N*, se tiene F(R)Fs(R) C Fy1s(R).

3. Uaenn Fa(R) = R.

4. 1€ Fy(R).

Cuando n = 1, la anterior definicién coincide, exactamente, con la definicién usual
de filtracion positiva. Al igual que en el caso de filtraciones, tenemos la nocién de
moédulos multi-filtrado.

Definicién 2 Supongamos dada una (N",<)-filtracién F(R) sobre R y sea M wun
R-mddulo por la izquierda. Una (N", X)filtracion F(M) sobre M es una familia
F(M) = {Fo(M) | « € N*} de K—submddulos de M satisfaciendo las siguientes
condiciones:

1. Sia = B, entonces Fo, (M) C Fg(M).

2. Para cualesquiera v,0 € N, se tiene que F.,(R)F5(M) C F,4s(M).

3. Unenn Fa(M) = M.

La nocién de dlgebra y médulo graduado asociado a los respectivos objetos filtrados
serd fundamental para nosotros. La construccién es bastante natural si escribimos
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para cada v € N,
Fo (M) = | Fy(M)
7=y
para un médulo multi-filtrado M (entendemos que Fy (M) = {0}). Consideremos el
K-médulo

y definamos el K—moédulo N*—graduado
G(M) = Byen Gy (M)
Parar + F(R) € Gy(R) y m+ Fg (M) € Gs(M), definamos
(r+F; (R)(m + Fy (M)) =rm+ F_ (M)

Si M = R, entonces tenemos un producto en G(R) que lo hace un algebra N*—
graduada sobre K. Ademdas, G(M) se convierte as{ en un G(R)-mdédulo por la
izquierda N"—graduado. Llamaremos a G(R) (resp. a G(M)), dlgebra (resp. médulo)
graduado asociado. Cuando sea necesario, subrayaremos la dependencia de esta con-
struccién con respecto de la multi-filtracién usando la notacién GF (R) o G¥(M).
Intimamente ligado a la nocién de médulo graduado asociado se encuentra el con-
cepto de multi-grado de un elemento de M. Concretamente, dado m € M, llamamos
multi-grado de 0 # m € M, notacién mdegy(m), al minimo (con respecto de <) de
los multi-indices & € N" tales que m € F,(M). Es de resefiar que m+ F_ (M)

mdegp (m)
es un elemento homogéneo de grado mdegz(m) de G(M).

El primer resultado esperanzador sobre la utilidad del método de las multi-filtraciones
es el siguiente (ver [3, Theorem 1.5] para su (sencilla) demostracién).

Teorema 3 (Teorema de la Base de Hilbert) Sea R un anillo multi-filtrado tal que
G(R) es noetheriano por la izquierda. Entonces R es noetheriano por la izquierda.

Otro resultado motivador para intentar dotar de multi-filtraciones a las algebras
de manera que el dlgebra multi-graduada asociada sea sencilla es el siguiente (ver [3,
Theorem 2.8]).

Teorema 4 Sea M un mddulo por la izquierda multi-filtrado sobre un dlgebra multi-
filtrada R. Supongamos que G(R) es un dlgebra finitamente generada y que G(M) es
un G(R)-mddulo por la izquierda finitamente generado. Entonces

GKdim(rM) > GKdim(gr)G(M))
Si, ademds, las mullti-filtraciones son finito-dimensionales, entonces

Este ultimo resultado es fundamental para obtener la exactitud de la dimensién de
Gelfand-Kirillov en una amplia clase de dlgebras (ver [3, Theorem 2.10]).
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3 Multi-filtraciones y extensiones acotadas

Consideremos monoides ordenados (N™, <), (N*,<5) y (N*, <), con =<1,=< y =<
ordenes admisibles, y morfismos de monoides ordenados ¢ : N* — N* y ) : N° — N".
Sea A C B una extensién de K-algebras, para K un anillo conmutativo verificando
las siguientes condiciones:

(EA1) La K-éalgebra A estd dotada de una (N™, <y)filtraciéon F = {F,(A) | a €
N™ 1.

(EA2) La K—4lgebra B estd generada por A junto con una cantidad finita de elementos
Z1,...,25 € B.

(EA3) Paracadai=1,...,s y cada a € N™ se tiene que

2 Fo(A) C Fo(A)z; + > E, (A)x?
(1) +1(72) <9 () +u(e:)

(EA4) Para cada 1 < i < j < s existe gj; € Fo(A) tal que

TjT; — @it € Z F, (A)x™
(1) +¥(y2) <P (eite;)

Definicién 5 Diremos que la B es una extension (p,y)—acotada por la izquierda del
dlgebra multi-filtrada A cuando las condiciones (EA1), (EA2), (EA3) y (EA4) son
satisfechas.

En la Definicién 5 se admite el caso m = 0, entendiendo que N° es el semigrupo
trivial y la filtracién sobre A es trivial (si se quiere, A no se supone en tal caso dotado
de filtracién alguna). En tal caso, ¢ = 0. Destacaremos dos casos particulares de
extensiones (0,1)-acotadas por la izquierda.

Definicién 6 Cuando m = 0 y s = n en la Definicion 5, v = Idy» y <2==,
entonces la extension B se llamard una extensién <—acotada por la izquierda de A.
Las condiciones (EA3) y (EA4) se escriben entonces como

1. Para cada i =1,...,n se tiene que

;A C Ax; + Z Ax7
v <E€;
2. Para cada 1 < i < j < n existe q;; € A tal que
TjxT; — qj;%;T5 € Z Ax”
y<eite;

En el caso de que q;; € U(A), el grupo de unidades de A, para todo 1 < i < j < s,
diremos que B es una extensidn cuantica <—acotada de A. Observemos que si A C
Cen(B) (por ejemplo, si A = K ), entonces la inica condicidn relevante es la sequnda.
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Definicién 7 Si tomamos m =0 yn =1 en la Definicion 5, entonces ¢ proporciona
el vector w = (wy,...,ws) € N* dado por w; = (¢;) para i = 1,...s. En tal caso,
¢ = (w,—), donde {(—,—) denota el producto escalar usual, y, para un monomio
estandar X7, ¥(y) = (W,y) = w1y + -+ + wsys es su grado total w—ponderado. Las
condiciones (EA3) y (EA4) se escriben entonces como

1. Para cada i =1,...,s se tiene que

wAC Ani+ Y AXY

(W) <w;

2. Para cada 1 < i < j < s existe qj; € A tal que

TjT; — qj;TiT5 € E AxY
(w,y)<witw;

Observemos que el papel del orden <5 se torna, en este caso, un tanto irrelevante
puesto que, dado cualquier w € N° | siempre podemos escoger 2o== y 1 = (W, —).
En este caso diremos que B es una extension w—acotada por la izquierda de A.

Nuestro primer objetivo es demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 8 Sea A C B una extension (p,1))—acotada. Para cada o € N, defi-
namos el K—submddulo de B

Fa(B) = Y Fa(A)xe

p(a1)+y(az)2a

Entonces § = {Fa(B) | a € N*} es una (N", <)—filtraciéon sobre B.

La clave para la demostracién de la Proposicion 8 reside en un lema técnico. Intro-
ducimos para ello el orden admisible <’ sobre N®* x N* proporcionado por la siguiente
definicién

v=<v
My) ="V, Y )e o (1)
v=1 y A=< N
para (A, v),(N,v') € N° x N".
La notacién a® indicard un elemento de A que pertenece a Fj(A), para € N™.

Lema 9 Dados (a1, as),(f1,82) € N™ x N* escribamos a = p(ay) + ¢¥(az) y 5 =
©(B1) +¥(B2). Para cualesquiera elementos

=g Z i ke
(p2, 0 (n1)+¥(p2)) <" (az,0)

s =sP1xP 4 Z sV1x”?
(v2,0(v1)+9(v2)) <’ (B2,8)
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entonces
rs = $o1tBigao+Bs + Z 191xv2
(w2,p(w1)+Y(w2)) < (a2+B2,a+0)

Una vez dotada la K—algebra B de la multi-filtracién §, vamos a estudiar la relacién
de su &lgebra graduada asociada GS(B) con G¥'(A). Para ello, supondremos que el
homomorfismo de monoides ordenados ¢ : N — N" es una aplicacién inyectiva. Esto
permite demostrar que F; (A4) C S;(a) (B) para todo a € N™. De aqui, la aplicacién

f:GF(A) — G3(B) definida sobre componentes homogéneas por
Flat Fr(A) =a+§50(B)  (a+ Fx(4) € GE(R)

es un homomorfismo ¢—graduado de K-algebras. Por tanto, la imagen de f es una
subdlgebra N*-graduada de G¥(B), que denotaremos por G(A), donde, para cada
B € N* | la componente S—homogénea viene dada por

Fo(A) 485 (B) . 5 _
Go)=d~ B = ()
0 si B ¢ p(N™)

Teorema 10 La K —dlgebra G3(B) estd generada por G(A) y los elementos homogéneos
Yi,---,Ys, donde y; = x; + 3;(61_)(3) parai=1,...,s. Ademds, se verifican los sigu-
ientes enunciados:

1. Gg(B) = Zw(a1)+¢(a2)=a G%?(Ofl)(A)ya2 (a € Nn)’
2. yzch("/)(A) C ch(’y)(A)yz ] ('Y eN™i=1,..., S);
3. YiYi = 4jiYiY; (1<i<j<s).

Teorema 11 Sea B una extension (¢, )-acotada de A. Entonces 4B es libre con
base {x* | € N°} si, y sdlo si, f: GF(A) = GS(B) es inyectivo y gr(4)GS(B) es
libre con base {y® | a € N°}. En tal caso, GS(B) es una extension iterada de Ore

G3(B) = G (A)[y1;01] - [ys: 0]
donde los endomorfismos o; (i = 1,...,s) verifican que 0;(GL(A)) C GI(A) para
todo v € N™ y 0;(y;) = qjiyi para 1 <i < j <s.
4 Re-filtracién y regularidad de los grupos cuanticos.

Los métodos expuestos en las anteriores secciones permiten obtener la regularidad de
Auslander y la propiedad de Cohen-Macaulay para anillos multi-filtrados con multi-
graduados asociados adecuados. Los resultados de esta seccién apareceran publicados
en [6]. Comenzamos con un teorema de re-filtracién.

Teorema 12 Sea R una K—dlgebra dotada de una (N*, X)filtracion

F={F,(R) | a € N"},
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donde < es un orden admisible cualquiera sobre N . Supongamos que el dlgebra N"*—
graduada asociada es una extension iterada de Ore

GY(R) = A[y1;01]. .. [ys; 0]
donde y1,...,ys son elementos homogéneos. Supongamos que
(a) A = Fy(R) es noetheriano por la izquierda;
(b) para cada 1 < i < j < s existe qj; € A tal que y;y; = qjiViVy;;
(¢) Fy(R) es un A—mddulo por la izquierda finitamente generado para cada o € N".
Entonces R puede ser dotada de una N-filtracion {R,, | n € N} con R,, verificando
1. Ry =A;
2. R, es un A—mddulo por la izquierda finitamente generado para todo n € N;
3. gr(R) =2 Aly1;01] ... [ys; 0s]-

Corolario 13 Supongamos que R estd en las condiciones del Teorema 12. Supong-
amos, ademds, que qj; es una unidad para 1 < i < j < 5 y que 0; es un automorfismo
sobre A parai=1,...,s. Si A es reqular Auslander entonces R es reqular Auslander.

El resultado principal de esta seccién es:

Teorema 14 Sea R una k—dlgebra dotada de una (N*, <)—filtracion F = {F,(R) | a €
N} werificando las hipdtesis del Teorema 12. Supongamos, ademds, que

1. Los escalares qj; son unidades y los endomorfismos o; : A = A son automorfis-
mos.

2. A estd generado por elementos zi,...,z tales que la filtracion estindar A,
obtenida al asignar grado 1 a cada z; satisface que gr(A) = @p>oAn/Apn—1 es
un dlgebra finitamente presentada y noetheriana.

3. 0i(A) C Ay, parai=1,...,s.
4. gr(A) o bien Aly1;01]- - [ys; 0] es un dlgebra reqular Auslander y Cohen-Macaulay.

Entonces R es un dlgebra reqular Auslander y Cohen-Macaulay.

Como consecuencia del anterior Teorema, en combinacién con resultados de Mec-
Connell y Stafford ([10]) y DeConcini y Procesi ([2]), obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 15 El dlgebra envolvente cuantizada U,(C) sobre C(q) de una matriz de
Cartan C es reqular Auslander y Cohen-Macaulay.
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