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Cap��tulo 1Introdu

i�on.E l prop�osito de esta Tesis es el estudio de algunos aspe
tos 
ualitativos de 
iertase
ua
iones diferen
iales ordinarias 
on una 
lara interpreta
i�on f��si
a por mediode herramientas de la Topolog��a adaptadas al An�alisis No Lineal. B�asi
amente,puede de
irse que el nexo 
om�un entre di
has e
ua
iones lo 
onstituye la presen
iade alg�un tipo de \singularidad", entendiendo 
omo tal la existen
ia de algunadis
ontinuidad en el t�ermino no lineal, ya sea �esta esen
ial o de salto.Como es bien sabido, el uso sistem�ati
o de las e
ua
iones diferen
iales parael estudio de fen�omenos f��si
os 
omienza en los siglos XVII-XVIII paralelamentea la 
rea
i�on y desarrollo del C�al
ulo In�nitesimal. Fue 
lave la publi
a
i�on en1687 de los \Philosophiae Naturalis Prin
ipia Mathemati
a" de Isaa
 Newton,donde se formula la ley que rige el movimiento de una part��
ula sometida a un
ampo de fuerzas, universalmente 
ono
ida 
omo Segunda Ley de Newton. En unprin
ipio se prest�o mayor aten
i�on a los pro
esos 
onservativos, es de
ir, aquellosdonde la energ��a se mantiene 
onstante, debido a la relevan
ia de algunos proble-mas planteados en Me
�ani
a Celeste, que a�un en nuestros d��as presentan grandesin
�ognitas. La base de estos problemas es la Ley de Gravita
i�on de Newton, queestable
e que dos 
uerpos se atraen entre s�� 
on una fuerza que es dire
tamentepropor
ional al produ
to de las masas e inversamente propor
ional al 
uadradode la distan
ia que los separa. La fuerza gravita
ional es el ejemplo 
l�asi
o desingularidad, puesto que no est�a de�nida en 
ero y tiende a in�nito 
onforme los
uerpos se aproximan.Como ejemplo simple de apli
a
i�on de estas leyes, 
onsideremos en un espa
io 1-dimensional una masa �ja en el origen y una part��
ula de masa unitaria movi�endosea su dere
ha. Si adem�as 
onsideramos una fuerza externa p(t) a
tuando sobre lapart��
ula, tenemos una E.D.O. es
alar de segundo orden que se puede es
ribir 
omox00(t) + 1x� = p(t): (1.1)



6 1. Introdu

i�on.Esta e
ua
i�on tambi�en rige el movimiento de una part��
ula 
on 
arga el�e
tri
a bajola in
uen
ia del 
ampo el�e
tri
o generado por una part��
ula de 
arga 
ontrariasituada en el origen. Si en 
ambio estas part��
ulas 
argadas son del mismo signo,la fuerza ejer
ida entre las part��
ulas es repulsiva y la e
ua
i�on 
orrespondiente esx00(t)� 1x� = p(t): (1.2)Se di
e que la e
ua
i�on (1:1) (resp. (1:2)) presenta una singularidad atra
tiva(resp. repulsiva) en el origen.L�ogi
amente, la naturaleza de la fuerza externa p(t) determinar�a la din�ami
ade la e
ua
i�on. Cuando p(t) es peri�odi
a, 
abe 
itar el art��
ulo pionero de Lazer ySolimini [53℄, donde se prueban 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen-
ia de solu
i�on peri�odi
a. Este resultado fue la primera motiva
i�on para nuestrasinvestiga
iones y, 
omo veremos m�as adelante, los primeros 
ap��tulos de esta Tesisest�an dedi
ados al estudio de este tipo de no-linealidades.Por otra parte, los fen�omenos disipativos, donde hay alg�un tipo de p�erdida deenerg��a, no tardaron en despertar el inter�es de la 
omunidad 
ient���
a, y de he
hoya el libro II de los Prin
ipia de Newton est�a dedi
ado enteramente a Me
�ani
a disi-pativa. En los siglos XVIII-XIX, a trav�es de la Revolu
i�on Industrial, se produjoun desarrollo te
nol�ogi
o sin pre
edentes, lo que 
onllev�o la inven
i�on y perfe
-
ionamiento de gran variedad de maquinaria pesada. Como es bien sabido, entoda m�aquina se produ
e una p�erdida de energ��a que se tradu
e en 
alor. Enbuena parte de los 
asos, esta disminu
i�on de energ��a es debida al rozamiento, yas�� 
obr�o gran importan
ia el entender de que manera se produ
e, es de
ir, lasleyes del rozamiento, as�� 
omo sus diversos tipos.Un primer ejemplo de e
ua
i�on disipativa esx00(t) + 
x0(t)� 1x� = p(t);donde el t�ermino 
x0(t) (
on 
 > 0) representa una fuerza de rozamiento de lapart��
ula 
on el medio, que 
omo hemos di
ho es la forma m�as fre
uente de p�erdidade energ��a. Sin embargo, en la pr�a
ti
a se observan formas de rozamiento m�as
ompli
adas, por lo general no lineales, de las que hablaremos posteriormente 
onm�as detalle. Los dos �ultimos 
ap��tulos de la Tesis est�an dedi
ados a e
ua
iones
on fri

i�on no lineal.Con respe
to a los argumentos utilizados en esta Tesis, hay que de
ir que son



7fundamentalmente de 
ar�a
ter topol�ogi
o. El uso de la Geometr��a en el estudiode las e
ua
iones diferen
iales es muy antiguo y puede verse ya en los trabajosoriginales de Newton, que de he
ho es
rib��a en un estilo eminentemente geom�etri
o,pero fue en el siglo XIX, 
on el desarrollo de la teor��a 
ualitativa de e
ua
iones dife-ren
iales, 
uando los m�etodos geom�etri
os adquirieron una importan
ia 
re
iente.Sin duda alguna, 
abe desta
ar a Henri Poin
ar�e (1854-1912) 
omo el pionero yprin
ipal impulsor del estudio 
ualitativo, en 
ontraposi
i�on al estudio 
uantitativoseguido hasta enton
es. De entre todas sus aporta
iones en este 
ampo, �uni
amentedesta
aremos su idea de 
onsiderar una solu
i�on de una e
ua
i�on diferen
ial no
omo fun
i�on de la variable tiempo, sino 
omo fun
i�on de sus 
ondi
iones ini
iales.Por ejemplo, esto permite formular el problema de la existen
ia de solu
ionesperi�odi
as 
omo un problema de punto �jo de un 
ierto homeomor�smo �nito-dimensional, la llamada apli
a
i�on de Poin
ar�e. Esta formula
i�on tiene la ventajainmediata de la gran 
antidad de herramientas disponibles a
tualmente para elestudio de homeomor�smos sobre espa
ios de dimensi�on �nita. En nuestro 
aso,se usar�an el grado de Brouwer y la teor��a de homeomor�smos libres. Por otra parte,el estudio detallado de la apli
a
i�on de Poin
ar�e nos permite 
ono
er la din�ami
a
ompleta de la e
ua
i�on, no s�olo la mera existen
ia de solu
iones peri�odi
as.Bajo 
iertas 
ondi
iones, una formula
i�on alternativa del problema peri�odi
o
onsiste en bus
ar puntos �jos de 
ierto fun
ional de�nido en el espa
io de Bana
hde las fun
iones peri�odi
as. A diferen
ia de la apli
a
i�on de Poin
ar�e, este fun
ionales 
ono
ido expl��
itamente, 
on la desventaja de que ya no est�a de�nido en unespa
io de dimensi�on �nita y de que no da informa
i�on a
er
a de la estabilidad dela e
ua
i�on. Para su estudio se usa habitualmente el grado de Leray-S
hauder, quees la versi�on in�nito-dimensional del grado de Brouwer. Re
omendamos [57℄ o [79℄para un desarrollo 
ompleto de la teor��a del grado topol�ogi
o en las dos versionesmen
ionadas.Pasamos a 
ontinua
i�on a des
ribir los resultados obtenidos.En el Cap��tulo 2 se exponen los resultados 
onseguidos en [12, 58℄. Considera-mos la e
ua
i�on es
alar de Li�enard peri�odi
a,x00(t) + f(x(t))x0(t) + g(x(t)) = p(t)donde f se interpreta 
omo un rozamiento, p es una fuerza externa peri�odi
a y g
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i�on.es la fuerza 
entral, que se supone estri
tamente de
re
iente. En estas 
ondi
iones,una solu
i�on x(t) de esta e
ua
i�on de�ne la traye
toria a lo largo de una re
ta deuna part��
ula sometida a estas fuerzas.Nuestro resultado prin
ipal propor
iona, bajo 
ondi
iones de existen
ia desolu
i�on peri�odi
a, una des
rip
i�on del 
onjunto de 
ondi
iones ini
iales de la va-riedad estable 
omo el grafo de una apli
a
i�on estri
tamente de
re
iente. Para lademostra
i�on, es fundamental un resultado de 
onvergen
ia de tipo Massera quedemostraremos re
urriendo a la teor��a de homeomor�smos libres desarrollada en[8, 9℄, lo 
ual nos permite eliminar algunas 
ondi
iones de tipo t�e
ni
o 
onsideradasen [58℄.Dedi
amos una Se

i�on aparte al estudio parti
ular de un 
aso de espe
ialinter�es, 
omo son las singularidades atra
tivas. Como ya hemos di
ho, el \
asomodelo" de no-linealidad 
on singularidad atra
tiva es g(x) = x�� 
on � > 0. Se
onsigue una des
rip
i�on bastante 
ompleta de la din�ami
a global de la e
ua
i�on.En el Cap��tulo 3 
entraremos nuestra aten
i�on en la e
ua
i�on de DuÆng 
onuna singularidad de tipo repulsivo. El 
ono
imiento que poseemos en la a
tualidadde la e
ua
i�on forzada de tipo DuÆngx00(t) + 
x0(t) + g(x(t)) = p(t);donde p y g son fun
iones 
ontinuas de�nidas en IR y p es T -peri�odi
a, se debeen gran parte a los avan
es experimentados en los a~nos sesenta. En espe
ial, lasaporta
iones de Lazer fueron fundamentales. En su art��
ulo [52℄, se prueba laexisten
ia de al menos una solu
i�on T -peri�odi
a bajo 
ondi
iones que in
luyenlim supx!�1 g(x) < p = 1T Z T0 p(t)dt < lim infx!+1 g(x):En la literatura af��n, esta 
ondi
i�on se 
ono
e 
omo de tipo Lasdesman-Lazer.Cuando p es a
otada pero no peri�odi
a, no existen solu
iones peri�odi
as, peroa�un es posible estudiar la existen
ia de solu
iones a
otadas (junto 
on su derivada).En este sentido, Ahmad prob�o en [1℄ la existen
ia de solu
iones a
otadas 
uando
 es positivo y p es una fun
i�on a
otada y 
ontinua 
on un 
ierto valor mediogeneralizado bajo 
ondi
iones de tipo Landesman-Lazer. Adem�as, se demostraronpropiedades sobre la totalidad de solu
iones de�nidas en [t0;+1) (
on t0 2 IR
ualquiera), a saber: todas ellas est�an a
otadas en este intervalo. Atendiendo al



9signi�
ado f��si
o de t 
omo la variable tiempo y siguiendo 
on la terminolog��a delCap��tulo 2, diremos que tales fun
iones son a
otadas en el futuro.Re
ientemente, ha
iendo uso del m�etodo de las fun
iones gu��a, los resultadosde Ahmad han sido par
ialmente extendidos por Ortega en [74℄ a algunos 
asosen los que p no es ne
esariamente a
otada. En 
on
reto, se supone que p puededes
omponerse 
omo p = p�+p��, donde p� tiene primitiva a
otada y p�� es a
otaday 
ontinua veri�
ando quelimx!�1 g(x) < inf p�� � sup p�� < limx!+1 g(x)
on al menos uno de estos l��mites �nito.Sin embargo, es interesante se~nalar que los art��
ulos men
ionados previamenteno 
onsideran la posibilidad de que g no est�e de�nida en toda la re
ta real. Nuestroprop�osito es obtener resultados similares para e
ua
iones 
on una no-linealidadsingular de tipo repulsivo, es de
ir, del tipox00(t) + 
x0(t)� 1x� = p(t);donde 
 es positiva, p es 
ontinua y � > 0. Los resultados ser�an publi
ados en[84℄.Esta e
ua
i�on tiene una 
lara interpreta
i�on f��si
a en t�erminos de din�ami
ade 
argas el�e
tri
as, de la que ya hemos hablado 
on anterioridad. Otro posiblemodelo f��si
o es el movimiento de un pist�on sometido a un a fuerza externa p(t)dentro de un 
ilindro 
errado en un extremo 
onteniendo en su interior un gasperfe
to, que ejer
e una fuerza expansiva g(x). Por otra parte, otras 
lases dee
ua
iones 
omo la e
ua
i�on de Forbat pueden ser redu
idas a la anterior pormedio de un 
ambio de variables ade
uado, 
omo se indi
a en [64℄.En el Cap��tulo 4 se re
ogen los resultados obtenidos en [86℄, art��
ulo en elque se plantea el estudio de un sistema de e
ua
iones singulares 
uya motiva
i�ones de nuevo la din�ami
a de part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a. En el Cap��tulo an-terior, se observ�o 
�omo la e
ua
i�on 
onsiderada des
rib��a el movimiento de una
arga el�e
tri
a dentro del 
ampo el�e
tri
o generado por otra part��
ula del mismosigno. En este sentido, podemos 
itar un trabajo previo de Fonda, Man�asevi
h yZanolin [31℄ donde se estudia el 
omportamiento de una part��
ula 
argada forzadaperi�odi
amente movi�endose en una l��nea dentro del 
ampo generado por una o dos
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i�on.part��
ulas �jas del mismo signo. El modelo 
orrespondiente es una E.D.O. 
onuna o dos singularidades, y por medio de la teor��a de puntos 
r��ti
os y del teo-rema de Poin
ar�e-Birkho�, los autores obtuvieron resultados sobre la existen
ia ymultipli
idad de solu
iones peri�odi
as y subarm�oni
as.Ahora bien, si nos planteamos el 
onsiderar todas las part��
ulas forzadas perono �jas, es ne
esario estudiar un sistema de dos o tres E.D.O. de segundo orden.Para este 
aso, damos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
ia desolu
iones peri�odi
as.El m�etodo de demostra
i�on sigue dos ideas 
lave: en primer lugar, se realizaun 
ambio de variables, bastante 
ono
ido en otros 
ontextos 
omo el problemade los n 
uerpos, que ha
e posible redu
ir una dimensi�on el sistema, estudiando�uni
amente la distan
ia entre part��
ulas. Enton
es, el 
aso de dos part��
ulas seredu
e a una sola e
ua
i�on singular, ya estudiada, mientras que en el 
aso de trespart��
ulas se llega a un sistema de dos e
ua
iones 
on una singularidad en el origen,que puede ser resuelto via 
otas a priori y grado topol�ogi
o.Existe una literatura realmente extensa a
er
a de sistemas 
on singularidades,en su mayor parte 
onsiderando una estru
tura poten
ial (
itamos los trabajos
l�asi
os de Gordon [36, 37℄ donde se empiezan a utilizar t�e
ni
as varia
ionales,y m�as re
ientemente [30℄,[39℄ o [81℄, donde se usan m�etodos m�as 
er
anos a losnuestros) o tambi�en, aunque en menor n�umero, 
on estru
tura hamiltoniana [77℄.Sin embargo, hay que resaltar que nuestro modelo no se adapta a ninguna de estasdos posibilidades.En el Cap��tulo 5 nos o
upamos de 
iertas e
ua
iones diferen
iales en las 
ualesapare
e un t�ermino no lineal respe
to de la velo
idad, que puede interpretarse
omo una fri

i�on no lineal.El rozamiento o fri

i�on puede de�nirse 
omo una fuerza de resisten
ia quepreviene o di�
ulta 
ualquier movimiento. Se 
omprueba de forma emp��ri
a quesi las super�
ies en 
onta
to est�an lo bastante lubri
adas el rozamiento es lineal,es de
ir, dire
tamente propor
ional a la velo
idad relativa de las super�
ies. Sinembargo, en diversas apli
a
iones pr�a
ti
as a la Me
�ani
a, ingenier��a o 
ir
uitosel�e
tri
os el rozamiento es no lineal (v�eanse [10, 67, 70, 25℄).Desde el punto de vista matem�ati
o, un rozamiento no lineal se expresa median-te una no-linealidad dependiente de la derivada de la solu
i�on. En este 
ontexto
abr��a 
itar art��
ulos ya 
l�asi
os 
omo [54, 33, 87℄.La F��si
a nos propor
iona interesantes ejemplos de rozamiento no lineal, 
omo



11el rozamiento produ
ido por el movimiento de un 
uerpo inmerso en un 
uido 
onun alto n�umero de Reynolds: la fuerza de rozamiento es propor
ional al 
uadradode la velo
idad del 
uerpo, o sea, 
jx0(t)jx0(t), donde 
 es una 
onstante positiva.Este es tambi�en el efe
to de la fri

i�on del aire en la 
a��da libre de 
uerpos, unfen�omeno ya expuesto por Newton en el 
itado segundo libro de los Prin
ipia(v�ease por ejemplo [19℄). De igual modo, el rozamiento 
uadr�ati
o apare
e en elestudio del problema de las vibra
iones de un 
able suspendido (v�ease [89℄ y susreferen
ias). Por otra parte, en la e
ua
i�on 
l�asi
a de Rayleigh de la teor��a de
ir
uitos apare
e un t�ermino que depende del 
ubo de la derivada.Sin embargo, quiz�as el ejemplo m�as interesante de rozamiento no lineal lo
onstituya la fri

i�on se
a, tambi�en llamada fri

i�on de Coulomb en honor a CharlesCoulomb (1736-1806), que estudi�o experimentalmente sus propiedades 
on tododetalle en 1785 [18℄, aunque el fen�omeno ya era 
ono
ido desde los tiempos deLeonardo da Vin
i. La fri

i�on se
a se produ
e entre super�
ies de 
onta
to sinlubri
a
i�on y es debida b�asi
amente a la existen
ia de irregularidades mi
ros
�opi
asen las super�
ies. Las leyes emp��ri
as que la rigen son� es independiente del �area de 
onta
to de las super�
ies.� es propor
ional a la fuerza normal entre las super�
ies.� la 
onstante de propor
ionalidad depende de la naturaleza de las super�
iesy de su estado.Matem�ati
amente, la forma m�as simple de modelar la fri

i�on se
a es medianteun t�ermino propor
ional al signo de la derivada, lo 
ual nos lleva a 
onsideraruna in
lusi�on diferen
ial, tal 
omo se muestra en [22℄. Existe una teor��a generalpara in
lusiones diferen
iales que generaliza mu
has de las herramientas b�asi
asdel An�alisis No Lineal 
l�asi
o, 
omo puede verse en [6, 21, 34, 29℄. En parti
ular,la fri

i�on se
a ha sido un tema de inter�es general en las �ultimas dos 
enturias,pudi�endose 
itar gran 
antidad de art��
ulos 
l�asi
os [7, 24, 76, 78, 91℄. A
tualmentese sigue investigando en muy variadas dire

iones, v�eanse [22, 23, 26, 50, 51, 28,48, 49, 83℄ 
omo una peque~na sele

i�on, y sus apli
a
iones van desde teor��a de
ontrol a modeliza
i�on de seismos o avalan
has.El m�etodo que se ha adoptado para el estudio de la fri

i�on se
a 
onsisteb�asi
amente en aproximar la in
lusi�on diferen
ial mediante una su
esi�on de e
ua-
iones diferen
iales en las que se demuestra la existen
ia de solu
i�on peri�odi
a,estudiando posteriormente la 
onvergen
ia de esta su
esi�on de solu
iones a una
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i�on.solu
i�on de la in
lusi�on diferen
ial. Esta idea ha sido extensamente utilizada enla literatura para abordar problemas muy divesos (v�ease por ejemplo [68℄ y susreferen
ias). Siguiendo la terminolog��a de Deimling [22℄, llamaremos a este m�etodoaproximantes de Yosida, por analog��a a las usadas originalmente en teor��a de semi-grupos de operadores (v�ease por ejemplo [88, Chapter XIV,6℄).En nuestro 
aso, la idea 
onsiste en la 
ombina
i�on de este m�etodo 
on t�e
ni
astopol�ogi
as para e
ua
iones diferen
iales 
omo el m�etodo de sub y supersolu
ionesy la teor��a del grado topol�ogi
o. Los resultados se re
ogen en [85℄.Finalmente, el Cap��tulo 6 estudia la existen
ia y multipli
idad de solu
ionesperi�odi
as para la e
ua
i�on de Rayleigh generalizadax00(t) + f(x0(t)) + g(t; x; x0) = �p;dependiendo del par�ametro �p y siendo f una fun
i�on 
ontinua. El 
onjunto depar�ametros \admisibles" para la existen
ia de solu
iones peri�odi
as resulta ser unintervalo que puede ser a
otado o no. Los resultados obtenidos se re
ogen en [41℄,y son apli
ables a e
ua
iones 
on fri

i�on se
a.Hay una gran variedad de resultados en esta l��nea, empezando 
on el 
l�asi
oproblema de Ambrosetti-Prodi [5℄, el 
ual ha dado lugar a multitud de variantes(v�eanse por ejemplo [27, 17℄ y sus referen
ias). Otras situa
iones pare
idas apare-
en 
uando se 
onsideran no-linealidades peri�odi
as (v�ease por ejemplo [62, 45℄) oen el 
aso del problema de Diri
hlet, no-linealidades �uni
amente dependientes de laderivada [40℄. Nuestra meta es estudiar situa
iones en las que se presente el mismo
omportamiento para la e
ua
i�on de Rayleigh, que posee una bibliograf��a menosextensa en este aspe
to, bas�andonos en sub y supersolu
iones y grado topol�ogi
o.Una de las mayores di�
ultades que se presentan es al 
onsiderar 
ondi
ionesde Carath�eodory en la no-linealidad g. Esto nos llev�o a desarrollar un resultadoque rela
iona la existen
ia de sub y supersolu
iones en versi�on d�ebil 
on el gradode 
ierto operador. Este resultado no pare
e 
l�asi
o en el ambiente de fun
ionesde Carath�eodory. Para una elegante exposi
i�on del desarrollo hist�ori
o del m�etodode las sub y supersolu
iones puede 
onsultarse [17℄.Estable
emos a 
ontinua
i�on una lista de las nota
iones fundamentales usadasen esta memoria.



13� \
.p.t." es la abreviatura de \
asi para todo".� IR es el 
onjunto de n�umeros reales.IR+ es el 
onjunto de n�umeros reales positivos.IR+ es el 
onjunto de los n�umeros reales no negativos.� B(x;R) o BR(x) es la bola abierta de 
entro x y radio R.� Cp(I) es el 
onjunto de fun
iones x : I ! IR 
ontinuas 
on p-�esima derivada
ontinua.� Lp(I) := fx : I ! IR : RI jx(t)jpdt < +1g siendo 1 � p < +1.� L1(I) := fx : I ! IR a
otadas 
.p.t. t 2 Ig:� jjxjjp := (RI jx(t)jpdt) 1p :� Una fun
i�on g : [0; T ℄� IR2 ! IR se di
e fun
i�on de Carath�eodory si :g(�; x; y) es medible para todo x, y 2 IR yg(t; �; �) es 
ontinua 
.p.t. t 2 [0; T ℄.� Una fun
i�on g(t; x; y) se di
e una L1-fun
i�on de Carath�eodory si es unafun
i�on de Carath�eodory y para todo R > 0 existe h 2 L1(0; T ) tal quejg(t; x; y)j � h(t) p.
.t. t 2 [0; T ℄, 8x; y 2 B(0; R).� jjxjj1 = essup fjx(t)j : t 2 Ig.� W p;q(I) := fx 2 Cp�1(I) : x(p) 2 Lq(I)g:� H2(I) :=W 2;2(I).� D�;D+;D�;D+ son las derivadas de Dini.� Se har�a uso del proye
torP : L2(0; T )! IR; x 7! Px = 1T Z T0 x dt: (1.3)Dada una fun
i�on x de�nimos su valor medio 
omo �x = Px y su os
ila
i�on
omo ~x = (I � P )x.� Si F es un espa
io de fun
iones dado, designamos por eF el subespa
io de lasfun
iones 
on valor medio nulo.





Cap��tulo 2Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�erminono lineal mon�otono.En este Cap��tulo, pretendemos realizar un estudio exhaustivo de la e
ua
i�ones
alar de Li�enard x00 + f(x)x0 + g(x) = p(t); (2.1)donde f; g : (a; b)! IR;�1�a<b�+1 son fun
iones lo
almente lips
hitzianas,o 
ualquier otra 
ondi
i�on que garanti
e la uni
idad de solu
i�on del problema devalores ini
iales (P.V.I.). A lo largo de todo el Cap��tulo, suponemos las siguienteship�otesis,(i) g es estri
tamente de
re
iente.(ii) f(x) � 0 para todo x 2 (a; b).(iii)La fun
i�on p : IR! IR es 
ontinua y peri�odi
a 
on periodo m��nimo T > 0.Estamos interesados espe
ialmente en el 
aso (a; b) 6= IR, ya que esto nos per-mite 
onsiderar t�erminos singulares 
omo g(x) = 1x� 
on � > 0, al 
ual dedi
aremosuna aten
i�on espe
ial en la Se

i�on 2:5.2.1 Preliminares.Los resultados que se exponen a 
ontinua
i�on se deben a Brown y est�an de-mostrados en los art��
ulos [8, 9℄. Con anterioridad, estos resultados han sido uti-lizados para obtener \din�ami
a trivial" (v�ease [11℄ para una de�ni
i�on formal) endiferentes 
ontextos (en [11℄ se estudia un sistema de tres espe
ies en 
ompeti
i�ony en [75℄ la estabilidad de solu
iones peri�odi
as mediante la ter
era aproxima
i�on).En nuestro 
aso, ser�an una herramienta 
lave para probar un resultado de 
onver-gen
ia de tipo Massera en la Se

i�on 2:3. El ��ndi
e 
onsiderado es el relativo al



16 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.grado de Brouwer usual.De�ni
i�on 2.1. Sea M una variedad 
onexa de dimensi�on 2. Un homeomor�smof :M !M se di
e libre si y s�olo si para todo dis
o D �M tal que f(D) \D = ;se 
umple que fp(D) \ f q(D) = ;; 8p; q 2 ZZ; p 6= q:Dado un homeomor�smo f , denotamos por F el 
onjunto de sus puntos �jos.Proposi
i�on 2.1. (Lemma 3.1 [9℄) Sea f : M ! M un homeomor�smo libresiendo M una variedad 
ompa
ta de dimensi�on 2. Enton
es, si F es totalmentedis
onexo, para todo x 2M existen �(x); !(x) 2 F tales quelimn!+1 fn(x) = !(x); limn!�1 fn(x) = �(x):Teorema 2.1. (Theorem 5.7 [9℄) Sea f : IR2 ! IR2 un homeomor�smo quepreserva la orienta
i�on 
on un �uni
o punto �jo (xT ; vT ) tal queind(f; (xT ; vT )) 6= 1:Enton
es, f es libre.2.2 Compara
i�on de solu
iones.El siguiente Teorema muestra un 
ierto tipo de \orden" en las solu
iones de lae
ua
i�on (2:1) que ser�a fundamental en lo su
esivo. Denotamos por x(t; t0; x0; v0)la �uni
a solu
i�on de (2:1) 
on 
ondi
iones ini
iales x(t0) = x0; x0(t0) = v0, y por(w�; w+) su intervalo maximal de de�ni
i�on.Teorema 2.2. Sean x(t) = x(t; t0; x0; v0); y(t) = x(t; t0; x1; v1) solu
iones distin-tas de la e
ua
i�on (2:1). Si x0 � x1 y R x1x0 f(s)ds � v0 � v1, enton
esx(t) < y(t); t0 < t < mini=0;1w+(t0; xi; vi):



2.2 Compara
i�on de solu
iones. 17Demostra
i�on. Razonando por redu

i�on al absurdo, si la 
on
lusi�on no es
ierta deber��a existir un primer t1 despu�es de t0 tal que x(t1) = y(t1). Si llamamosz(t) = y(t) � x(t), enton
es z(t) > 0; t 2 (t0; t1) y z(t1) = 0. Restando lase
ua
iones respe
tivas y usando la monoton��a de g,z00(t) + f(y(t))y0(t)� f(x(t))x0(t) > 0; t 2 (t0; t1):Si integramos sobre (t0; t1) obtenemosz0(t1) � v1 + v0 + Z y(t1)x1 f(s)ds � Z x(t1)x0 f(s)ds > 0:As�� pues,z0(t1) > v1 � v0 � Z y(t1)x1 f(s)ds + Z x(t1)x0 f(s)ds = v1 � v0 + Z x1x0 f(s)ds � 0;lo 
ual no es posible.Como 
onse
uen
ia dire
ta de este resultado tenemos los siguientes 
orolarios.Corolario 2.1. Toda pareja de solu
iones de (2:1) tiene a lo m�as un punto en
om�un, i.e., siendo x(t) e y(t) solu
iones distintas de (2:1), existe a lo m�as un t�tal que x(t�) = y(t�):Demostra
i�on. Inmediata.Corolario 2.2. Existe a lo m�as una solu
i�on T -peri�odi
a de (2:1).Demostra
i�on. Por redu

i�on al absurdo, supongamos que x1 y x2 son dossolu
iones T -peri�odi
as distintas de (2:1). Por el Corolario previo x1(t) 6= x2(t)para todo t 2 [0; T ℄ y podemos asumir sin p�erdida de generalidad que x1(t) < x2(t)para todo t 2 [0; T ℄. Ahora bien, si restamos las e
ua
iones respe
tivas y tenemosen 
uenta que g es estri
tamente de
re
iente,x001(t)� x002(t) + f(x1(t))x01(t)� f(x2(t))x02(t) > 0; 8t 2 [0; T ℄y la 
ontradi

i�on se obtiene 
on una simple integra
i�on sobre [0; T ℄.



18 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.2.3 Convergen
ia de las solu
iones a
otadas.El resultado prin
ipal de este apartado estable
e que si existe una solu
i�on T -peri�odi
a, �esta es �uni
a y atrae al resto de solu
iones a
otadas. De a
uerdo 
on elsigni�
ado f��si
o de t 
omo la variable tiempo, estable
emos la siguiente de�ni
i�on.De�ni
i�on 2.2. Una fun
i�on x : (w�;+1)! IR se di
e a
otada en el futuro siexisten r; s y t0 tales quea < r � x(t) � s < b; 8t > t0:Lema 2.1. Sea P : IR2 ! IR2 un homeomor�smo que preserva la orienta
i�on
on un �uni
o punto �jo (xT ; vT ) tal que ind(P; (xT ; vT )) 6= 1. Enton
es, para todo(x0; v0) 2 IR2 se veri�
a una de las siguientes op
ionesi)P n(x0; v0)! (xT ; vT ) 
uando n! +1ii)kP n(x0; v0)k ! +1 
uando n! +1.Demostra
i�on. El Teorema 2.1 nos asegura que P es libre. Si extendemos Pa un homeomor�smo entre esferas de Riemman S2 de�niendo P (1) = 1, estaextensi�on, llam�emosla ~P , sigue siendo un homeomor�smo libre. En efe
to, si D esun dis
o de S2 tal que ~P (D) \D = ;, enton
es ne
esariamente 1 62 D, y 
omosabemos que P es libre,~P p(D) \ ~P q(D) = ;; 8p; q 2 ZZ; p 6= q:Para terminar, s�olo hay que apli
ar la Proposi
i�on 2.1 puesto que S2 es unavariedad 
ompa
ta.En el siguiente Lema, estable
emos 
iertas hip�otesis espe
iales que nos permitenobtener un resultado intermedio al Teorema prin
ipal.Lema 2.2. Suponemos que a = �1; b = +1,f a
otada, g(�1) = +1; g(+1) =�1 y existen 
onstantes 
; d > 0 tales quejg(x)j � 
+ djxj; 8x 2 IR:Bajo estas hip�otesis, si x(t) es una solu
i�on a
otada en el futuro de (2:1) enton
esla derivada x0(t) es tambi�en a
otada en el futuro.



2.3 Convergen
ia de las solu
iones a
otadas. 19Demostra
i�on. En primer lugar, las 
ondi
iones sobre f y g aseguran que lassolu
iones de (2:1) est�an de�nidas en todo IR.Por de�ni
i�on, existen r; s tales quer � x(t) � s; 8t � t0:Si �jamos n0 tal que n0T > t0 y apli
amos el Teorema del Valor Medio en elintervalo (nT; (n+ 1)T ) 
on n � n0, se obtiene tn 2 (nT; (n+ 1)T ) tal quex0(tn) = x((n+ 1)T )� x(nT )T ;luego jx0(tn)j � s� rTpara todo n � n0. Probemos que x0(t) est�a a
otada en el intervalo [n0T;+1). Seat � n0T y n1 tal que n1T � t � (n1 + 1)T . Por la uni
idad de solu
i�on del P.V.I.,x(t) = x(t; tn1; x(tn1); x0(tn1));y puesto que la e
ua
i�on es peri�odi
a y sus solu
iones est�an de�nidas en todo IR,x(t) = x(t� n1T ; tn1 � n1T; x(tn1); x0(tn1));y del mismo modox0(t) = x0(t� n1T ; tn1 � n1T; x(tn1); x0(tn1)):En 
onse
uen
ia,x0(t) 2 fx0(s; s0; x0; v0) : s 2 [0; T ℄; s0 2 [0; T ℄; x0 2 [r; s℄; v0 2 [r � sT ; s� rT ℄g;que es un 
onjunto 
ompa
to que no depende de n1.Proposi
i�on 2.2. Bajo las hip�otesis del Lema 2:2, toda solu
i�on a
otada en elfuturo tiende a la �uni
a solu
i�on T -peri�odi
a.



20 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Demostra
i�on. Considerando P 
omo la apli
a
i�on de Poin
ar�e, vamos a 
om-probar que se veri�
an las 
ondi
iones del Lema 2:1. En primer lugar, las 
ondi-
iones sobre f y g impli
an que P es un homeomor�smo de�nido en todo IR2 que
onserva la orienta
i�on.Por otra parte, si se toman � < � tales que g(�) > p(t) > g(�) para todo t,enton
es x1(t) � � y x2(t) � � es una pareja ordenada de sub y super-solu
ionesestri
tas 
l�asi
as, 
on lo 
ual existe una solu
i�on T -peri�odi
a que es �uni
a por elCorolario 2.2. Adem�as, es un he
ho bien 
ono
ido (v�ease por ejemplo Proposition2.1 en [92℄) que el m�etodo de las sub y supersolu
iones propor
iona una solu
i�onT -peri�odi
a tal que si es aislada (
omo en este 
aso) tiene ��ndi
e -1. Ahora, elLema 2.1 impli
a que toda solu
i�on 
on jx(t)j+ jx0(t)j a
otado en el futuro tiendea la solu
i�on peri�odi
a, y �nalmente el Lema 2.2 a
aba la demostra
i�on.Finalmente, probamos el resultado prin
ipal mediante un sen
illo argumentode trun
atura.Teorema 2.3. Si existe una solu
i�on a
otada en el futuro enton
es existe exa
-tamente una solu
i�on T -peri�odi
a, a la 
ual tienden todas las solu
iones a
otadasen el futuro.Demostra
i�on. Sea x(t) una solu
i�on a
otada en el futuro, y sean r; s tales quer � x(t) � s 8t � t0: (2.2)Sean f̂ y ĝ extensiones de f j[r;s℄ y gj[r;s℄ veri�
ando las 
ondi
iones del Lema 2.2.Enton
es, x(t) es una solu
i�on de la e
ua
i�on extendidax00 + f̂(x)x0 + ĝ(x) = p(t); (2.3)en [t0;+1), luego por la Proposi
i�on 2.2 x(t) tiende a 
ierta solu
i�on T -peri�odi
axT (t) de la e
ua
i�on (2.3). Ahora bien, 
onsiderando (2.2) se dedu
e 
on fa
ilidadque xT (t) tambi�en veri�
a r � xT (t) � s para todo t 2 IR, luego xT es solu
i�onT -peri�odi
a de (2:1), y es �uni
a por el Corolario 2.2.En de�nitiva, hemos probado que toda solu
i�on a
otada en el futuro de (2:1)tiende a la solu
i�on peri�odi
a, lo que termina la demostra
i�on.Hay que observar que este resultado de 
onvergen
ia fue probado en [58℄ parael 
aso parti
ular de la e
ua
i�on de Li�enard 
on una singularidad atra
tiva, que se



2.4 Geometr��a del 
onjunto de solu
iones a
otadas en el futuro. 21estudiar�a 
on detalle en la Se

i�on 2.5. Sin embargo, la demostra
i�on ha
��a uso deun resultado de 
onvergen
ia debido a R.A. Smith [80℄, lo que obligaba a imponerhip�otesis adi
ionales sobre la fun
i�on de rozamiento f en base a que 
ierta matrizfuera de�nida negativa (v�ease tambi�en [72℄). Con
retamente, se impon��a que f � 0o bien que que exist��an m;M tales que 0 < m < f(x) < M y M � 2+p22�p2m. Ahorase ha probado que mediante el uso de la teor��a de homeomor�smos libres podemosredu
ir las hip�otesis a la simple no negatividad de la fun
i�on f .2.4 Geometr��a del 
onjunto de solu
iones a
otadas en el fu-turo.El prop�osito de este apartado es des
ribir la geometr��a del 
onjunto de 
ondi-
iones ini
iales de las solu
iones a
otadas en el futuro, que vamos a denotar porW t0s := f(x; v) : x(t; t0; x; v) es a
otada en el futurog:Evidentemente, esta nota
i�on no es gratuita. Como ya hemos visto en laSe

i�on anterior, este 
onjunto 
orresponde a las 
ondi
iones ini
iales de la lla-mada variedad estable global. Si suponemos mayor regularidad en los 
oe�
ientes,la existen
ia de la variedad estable global puede estable
erse a partir de resultadosgenerales sobre solu
iones hiperb�oli
as, en el sentido de que los multipli
adores deFloquet tienen m�odulo distinto de 1. Sin embargo, nuestros argumentos permitenevitar hip�otesis de regularidad adi
ionales.Proposi
i�on 2.3. Sean (x1; v1); (x2; v2) 2 W t0s . Enton
es,x1 < x2 () v1 > v2:Demostra
i�on. Sea x1(t) = x(t; t0; x1; v1) y x2(t) = x(t; t0; x2; v2). Supong-amos que x1 < x2. Si por redu

i�on al absurdo suponemos que v1 � v2, enton-
es x1(t) < x2(t) para todo t > t0 por el Teorema 2:2. Adem�as, por el Teo-rema 2:3 ambas solu
iones tienden a la peri�odi
a, luego limt!+1 x2(t) � x1(t) =limt!+1 x01(t) � x02(t) = 0. Si restamos las e
ua
iones respe
tivas e integramos



22 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.sobre (t0; t), tomando por ejemplo t > t0 + T , se obtiene quex02(t)� x01(t)� (v2 � v1) + R x2(t)x2 f(s)ds� R x1(t)x1 f(s)ds =R tt0[g(x1(s))� g(x2(s))℄ds > � := R t0+Tt0 [g(x1(s))� g(x2(s))℄ds > 0:
omo 
onse
uen
ia de la monoton��a de g.Teniendo en 
uenta queZ x2(t)x2 f(s)ds� Z x1(t)x1 f(s)ds = Z x2(t)x1(t) f(s)ds � Z x2x1 f(s)ds;enton
es x02(t)� x01(t)� (v2 � v1) + Z x2(t)x1(t) f(s)ds � Z x2x1 f(s)ds � �:Finalmente tomamos l��mites 
uando t ! +1. Si tenemos presente que f es
ontinua y por tanto est�a a
otada en un entorno del rango de la solu
i�on peri�odi
a(es de
ir, el 
onjunto fxT (t) = t 2 [0; T ℄g), enton
eslimt!+1 Z x2(t)x1(t) f(s)ds = 0y en de�nitiva v2 � v1 < � Z x2x1 f(s)ds � 0;
ontradi
iendo la hip�otesis ini
ial. Por tanto la impli
a
i�on dire
ta est�a probada,y la inversa se prueba mediante un argumento 
ompletamente an�alogo.Teniendo en 
uenta que este resultado es independiente del tiempo ini
ial t0
onsiderado, una 
onse
uen
ia inmediata de este resultado es la siguiente.Corolario 2.3. Todo par de solu
iones a
otadas en el futuro de (2:1) no tienening�un punto en 
om�un, o sea, x1(t) 6= x2(t) para todo t en el intervalo 
om�un dede�ni
i�on.Seguidamente, des
ribimos el 
onjunto W t0s en un 
aso espe
ial.



2.4 Geometr��a del 
onjunto de solu
iones a
otadas en el futuro. 23Lema 2.3. Bajo las 
ondi
iones del Lema 2:2, existen �1 � ~a < ~b � +1 y unafun
i�on estri
tamente de
re
iente ' : (~a;~b)! IR de manera queW t0s = f(x; '(x)) : x 2 (~a;~b)g:Demostra
i�on. De�namosD+ = f(x0; v0) : limt!+1 x(t; t0; x0; v0) = +1gy D� = f(x0; v0) : limt!+1 x(t; t0; x0; v0) = �1g:Dividimos la demostra
i�on en varios pasos.� Paso 1: D+ y D� son 
onjuntos 
onexos. Por el Teorema 2.2, D+ tiene lasiguiente propiedad,(P1) \Si (x; v) 2 D+ y ~x � x; ~v � v enton
es (~x; ~v) 2 D+:"luego D+ es un 
onexo de IR2.Igualmente, D� veri�
a la propiedad sim�etri
a,(P2) "Si (x; v) 2 D� y ~x � x; ~v � v enton
es (~x; ~v) 2 D�"luego D� es 
onexo.� Paso 2: IR2 = D+ [ D� [ W t0s . Las hip�otesis del Lema 2:2 garantizan laexisten
ia de dos n�umeros � < � tales queg(�) > p(t) > g(�); 8t 2 [0; T ℄:Usando el 
ar�a
ter de de
re
imiento de g se 
omprueba f�a
ilmente que six(t) > � y x0(t) = 0 enton
es x00(t) > 0, lo 
ual impli
a que los m�aximosrelativos de toda solu
i�on de (2:1) son menores que �. An�alogamente, losm��nimos relativos de toda solu
i�on de (2:1) son mayores que �. En otraspalabras, existe una regi�on de \
on�namiento" para las solu
iones os
ilato-rias (ver �gura 2:1). En parti
ular, las solu
iones no a
otadas en el futurono son os
ilatorias. En adelante, nos referiremos a esta propiedad 
omo lapropiedad de no-os
ila
i�on.



24 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.

Figura 2.1. Regi�on de os
ila
ionesSea (x0; v0) 2 IR2 que no pertene
e a W t0s , enton
es por el Teorema 2.3, lasolu
i�on 
orrespondiente es no a
otada, y por la propiedad de no-os
ila
i�on(x0; v0) 2 D+ [D�.� Paso 3: D+ y D� son abiertos. Sea (x0; v0) 2 D+. Fijemos t1 de modo quex(t1; t0; x0; v0) > � y x0(t1; t0; x0; v0) > 0. Por dependen
ia 
ontinua, existeuna bola abierta BR(x0; v0) tal que x(t1; t0; x1; v1) > � y x0(t1; t0; x1; v1) > 0para todo (x1; v1) 2 BR(x0; v0). En esta situa
i�on, la propiedad de no-os
ila
i�on junto 
on el Teorema 2.3 nos garantizan quelimt!+1 x(t; t0; x1; v1) = +1;
on lo 
ual BR(x0; v0) � D+ y D+ es abierto. La demostra
i�on para D� estotalmente an�aloga.� Paso 4: Con
lusi�on. Teniendo en 
uenta los Pasos 2 y 3 y las propiedades



2.4 Geometr��a del 
onjunto de solu
iones a
otadas en el futuro. 25(P1)-(P2), es evidente que~I = fx 2 IR : 9v� < v+ 
on (x; v+) 2 D+; (x; v�) 2 D�ges un intervalo abierto (~a;~b) 
on �1 � ~a < ~b � +1.Adem�as, para todo x 2 ~I existe v tal que (x; v) 2 W t0s , y por el Corolario 2.3esta v es �uni
a. De�nimos '(x) := v.

Figura 2.2.Por 
onstru

i�on, f(x; '(x)) : x 2 ~Ig � W t0s :Probemos la in
lusi�on inversa. Sea (x; v) 2 W t0s ; por los pasos previos y laProposi
i�on 2.3, tenemos que (x; ~v) 2 D+ [ D� para todo ~v 6= v. Adem�as, por



26 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.las propiedades (P1) y (P2), (x; ~v) 2 D+ si ~v > v y (x; ~v) 2 D� si ~v < v. En
onse
uen
ia, x 2 ~I y v = '(x).En resumen, se ha probado la existen
ia de una fun
i�on ' : (~a;~b)! IR tal quesu gr�a�
a es W t0s . Esta fun
i�on es estri
tamente de
re
iente por la Proposi
i�on 2.3y su gr�a�
a W t0s = IR2 nD+ [D� es 
errada, lo 
ual impli
a la 
ontinuidad de '.Finalmente, 
onsideramos el 
aso m�as general.Teorema 2.4. Se suponen 
ondi
iones para la existen
ia de solu
i�on peri�odi
ade la e
ua
i�on de Li�enard (2:1). Enton
es, existe un intervalo abierto no va
��oI � (a; b) y una fun
i�on ' : I! IR 
ontinua y estri
tamente de
re
iente tal queW t0s = f(x; '(x)) : x 2 Ig:Demostra
i�on. Por el Corolario 2.2, la solu
i�on T -peri�odi
a es �uni
a, llam�emoslaxT (t). Dados (r; s) tales quer < xT (t) < s; t 2 [0; T ℄; (2.4)de�nimos W t0s (r; s) = f(x; v) 2 W t0s : r < x(t; t0; x; v) < s; 8t � t0g:Claramente, este 
onjunto es no va
��o por (2:4). La 
lave de la demostra
i�on es elsiguiente Lema.Lema 2.4. Existen un subintervalo abierto ~I � (a; b) y una fun
i�on  : ~I ! IR
ontinua y estri
tamente de
re
iente tal queW t0s (r; s) = f(x;  (x))=x 2 ~Ig:Por medio de este Lema, la demostra
i�on del Teorema es r�apida. Se 
onsiderandos su
esiones rn ! a y sn ! b, a < rn < sn < b de manera que (2:4) se veri�
apara (rn; sn) y se apli
a el 
itado Lema, obteniendo para todo n una  n : ~In ! IRtal que W t0s (rn; sn) = f(x;  n(x))=x 2 ~Ing:Dado que W t0s = 1[n=1W t0s (rn; sn);



2.4 Geometr��a del 
onjunto de solu
iones a
otadas en el futuro. 27la demostra
i�on se a
aba de�niendoI := 1[n=1 ~Iny  (x) :=  n(x); 8x 2 ~In:S�olo nos resta probar el Lema 2.4.Demostra
i�on del Lema 2.4. Empezamos ha
iendo notar que W t0s (r; s) s�olodepende de los valores de f y g sobre [r; s℄, luego podemos 
onsiderar extensionesf̂ y ĝ de fj[r;s℄ y gj[r;s℄ que 
umplan las hip�otesis del Lema 2.2, y apli
ar el Lema2.3 para obtener una fun
i�on '̂ : (â; b̂)! IR tal que Ŵ t0s (el 
onjunto de solu
ionesa
otadas en el futuro para la e
ua
i�on modi�
ada (2:3)) puede expresarse 
omoŴ t0s = f(x; '̂(x)) : x 2 (â; b̂)g:Por el Corolario 2.3, el 
onjunto de solu
iones a
otadas en el futuro est�a ordenado,lo 
ual impli
a que ~I = fx : r < x̂(t; t0; x; v) < s; 8t � t0ges un intervalo (x̂ designa la solu
i�on general para la e
ua
i�on modi�
ada (2:3)).Si se demuestra que el intervalo ~I es abierto, enton
esW t0s (r; s) = f(x; '̂(x)) : x 2 ~Ig;luego la demostra
i�on se a
aba una vez se pruebe que ~I es abierto.Sea x 2 ~I y â < x1 < x < x2 < b̂. Por 
onstru

i�on existe t� tal quer < x̂(t; t0; x1; '̂(x1)) < x̂(t; t0; x2; '̂(x2)) < s;para todo t � t�. Por el Corolario 2.3 las solu
iones a
otadas en el futuro est�anordenadas, luego para todo y 2 (x1; x2) y t � t�r < x̂(t; t0; y; '̂(y)) < s: (2.5)Ahora, por la 
ontinuidad de '̂ y la dependen
ia 
ontinua de las solu
iones respe
toa las 
ondi
iones ini
iales, existe " > 0 tal que si jy�xj < " enton
es (2:5) se 
umplepara todo t0 � t � t�:En 
onse
uen
ia, si jy � xj < " y y 2 (x1; x2) se tiene (2:5) para todo t � t0 ypor tanto y 2 ~I, luego ~I es abierto.



28 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Observa
iones. Mediante peque~nas modi�
a
iones se obtienen id�enti
os resulta-dos \en el pasado", es de
ir, una des
rip
i�on de la variedad inestable. En parti
u-lar, la existen
ia de una solu
i�on tal quea < r � x(t) � s < b; 8t < t0para 
iertas 
onstantes a; b (esta 
lase de solu
i�on puede llamarse a
otada en elpasado) impli
a la existen
ia de exa
tamente una solu
i�on T -peri�odi
a. Adem�as,toda solu
i�on a
otada en el pasado pro
ede de la peri�odi
a, i.e.limt!�1 jx(t)� xT (t)j+ jx0(t)� x0T (t)j = 0;dado que los argumentos usados son 
ompletamente reversibles (la idea 
lave erael 
ar�a
ter libre de la apli
a
i�on de Poin
ar�e y por de�ni
i�on P es libre si y s�olo siP�1 lo es).Del mismomodo, el 
onjunto de 
ondi
iones ini
iales de las solu
iones a
otadasen el pasado puede ser des
rito de forma similar al Teorema 2.4, siendo en este
aso estri
tamente 
re
iente la fun
i�on que la de�ne. Por supuesto, el �uni
o puntode interse

i�on de estas dos gr�a�
as es la 
ondi
i�on ini
ial de la solu
i�on peri�odi
a,lo 
ual impli
a evidentemente la ausen
ia de puntos homo
l��ni
os.Por otra parte, es interesante resaltar que el 
ambio de variales � = �t nos llevaa una e
ua
i�on de Li�enard (2:1) 
on t�ermino de rozamiento negativo. Teniendoen 
uenta lo ya men
ionado, se 
on
luye que los mismos resultados se veri�
an
uando el t�ermino de rozamiento no 
ambia de signo. No obstante, en el segundo
aso la e
ua
i�on no pare
e tener un signi�
ado me
�ani
o 
laro.2.5 Un 
aso parti
ular: e
ua
i�on 
on una singularidad atra
-tiva.En esta Se

i�on haremos un estudio detallado de un 
aso parti
ular de lae
ua
i�on de Li�enard. Vamos a 
onsiderar g : IR+ ! IR+ estri
tamente de
re
ientey tal que limx!0+ g(x) = +1; limx!+1 g(x) = 0: (2.6)En este 
ontexto, hay una extensa lista de art��
ulos publi
ados rela
ionados
on el problema de Diri
hlet para e
ua
iones singulares, 
ono
ido 
omo problema



2.5 Un 
aso parti
ular: e
ua
i�on 
on una singularidad atra
tiva. 29de Emdem-Fowler, v�eanse por ejemplo [46, 47, 82, 42, 43, 55, 56℄ y sus referen-
ias. En 
ambio, el inter�es por el problema peri�odi
o ha sido m�as re
iente. Elart��
ulo pionero fue [53℄, donde para f � 0 se prob�o por medio del m�etodo desub y supersolu
iones que una 
ondi
i�on ne
esaria y su�
iente para la existen
iade solu
i�on T -peri�odi
a positiva es que el valor medio p = 1T R T0 p(t)dt sea posi-tivo.Posteriomente, este resultado fue extendido en [38℄ para la e
ua
i�on de Li�enard
on f � 0 arbitraria. En adelante, suponemos que p > 0.El estudio de la estabilidad se puede ha
er dire
tamente por medio de laspropiedades del grado topol�ogi
o, pues es bien 
ono
ido que el m�etodo de las suby supersolu
iones propor
iona solu
iones inestables (v�ease [73℄).En la Se

i�on anterior, dimos una des
rip
i�on general del 
onjunto W t0s de
ondi
iones ini
iales de las solu
iones a
otadas en el futuro 
omo el grafo de unafun
i�on estri
tamente de
re
iente ' : I! IR 
on I un intervalo abierto no va
��o deIR+. Seguidamente obtendremos informa
i�on m�as detallada a
er
a de la din�ami
ageneral de la e
ua
i�on.Lema 2.5. Existe Æ > 0 tal que todo m��nimo relativo de una solu
i�on de (2:1) esmayor que Æ.Demostra
i�on. Sea Æ = g�1(kpk1). Por la monoton��a de g, si x(t) < Æ enton
esg(x(t)) > kpk1, 
on lo 
ual x00(t)+f(x(t))x0(t) < 0, lo que imposibilita la existen
iade un m��nimo relativo en t.De�nimos los 
onjuntosD+ = f(x0; v0) : lim supt!+1 x(t; t0; x0; v0) = +1gy D� = f(x0; v0) : w+(x0; v0) < +1; limt!w+ x(t; t0; x0; v0) = 0gde los que haremos un estudio detallado. Dada la similitud, hemos adoptadola misma nota
i�on empleada en el Lema 2.3, aunque la situa
i�on es obviamentediferente.Proposi
i�on 2.4. IR+ � IR = D+ [W t0s [D�:



30 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Demostra
i�on. Sea (x0; v0) 2 IR+ � IR n W t0s . Por brevedad, identi�
aremosx(t) � x(t; t0; x0; v0). Probar el resultado equivale a demostrar que1) w+(x0; v0) = +1) lim supt!+1 x(t) = +12) w+(x0; v0) < +1) limt!w+ x(t) = 0:Si (x0; v0) 62 W t0s , por la propia de�ni
i�on deW t0s existe una su
esi�on ftng ! w+tal que una de las siguientes op
iones se 
umplei) limn!+1 x(tn) = 0ii) limn!+1 x(tn) = +1.Por el Lema 2.5, i) es equivalente a limt!w+ x(t) = 0. Probemos la impli
a
i�on 1),para lo 
ual suponemos que w+ = +1. Si i) se veri�
ara, enton
es limt!+1 x0(t) =limt!+1 x00(t) = 0 y tomando l��mites en la e
ua
i�on tendr��amos una 
ontradi
i�on.Por tanto se 
umple ii) y la primera impli
a
i�on est�a probada.Supongamos ahora que w+ < +1. Si se veri�
ara ii) la solu
i�on tendr��a unaas��ntota verti
al, 
on lo 
ual limt!w+ x0(t) = limt!w+ x00(t) = +1 y tomandol��mites la 
ontradi

i�on es obvia. Por tanto, limt!w+ x(t) = 0:Proposi
i�on 2.5. D� es un 
onjunto abierto.Demostra
i�on. Dire
ta a partir del teorema de dependen
ia 
ontinua de lassolu
iones respe
to de las 
ondi
iones ini
iales y del Lema 2.5.En la siguiente Proposi
i�on, se obtiene una mayor informa
i�on sobre D+ im-poniendo una hip�otesis adi
ional sobre el t�ermino de rozamiento.Proposi
i�on 2.6. Supongamos que f � 0 o bien que R+1� f(s)ds = +1 paraalg�un � 2 IR+. Enton
es,D+ = f(x0; v0) : limt!+1 x(t; t0; x0; v0) = +1g:Demostra
i�on. S�olo hay que probar que si lim supt!+1 x(t) = +1, enton
eseste l��mite superior es de he
ho el l��mite. Siendo xT la �uni
a solu
i�on peri�odi
a yz(t) = x(t)�xT (t), se dedu
e del Corolario 2.1 que existe 
ierto ~t tal que z(t) > 0para todo t > ~t. Por otra parte, es 
laro que limt!+1 x(t) = +1 equivale alimt!+1 z(t) = +1. Si esto no es 
ierto, enton
es existir�an su
esiones fz(tn)g yfz(�n)g de m�aximos y m��nimos de z respe
tivemente tales que



2.5 Un 
aso parti
ular: e
ua
i�on 
on una singularidad atra
tiva. 31limn!+1 z(tn) = +1; limn!+1 z(�n) = K < +1
on tn < �n < tn+1 para 
ada n. Como g es estri
tamente de
re
iente, enton
esz00(t) + f(x(t))x0(t)� f(xT (t))x0T (t) = g(xT (t))� g(x(t)) > 0; 8t > ~t;e integrando sobre (tn; �n) se tieneZ x(�n)x(tn) f(s)ds � Z xT (�n)xT (tn) f(s)ds = Z x(�n)xT (�n) f(s)ds� Z x(tn)xT (tn) f(s)ds > 0:Si f � 0 la 
ontradi

i�on es obvia, mientras que si R+1� f(s)ds = +1 la 
on-tradi

i�on se sigue de un simple paso al l��mite.Observa
i�on. la hip�otesis sobre la integral de f men
ionada en esta Proposi
i�onse 
umple en parti
ular si 9m > 0 tal que f(s) > m para todo s, que es la situa
i�on
onsiderada en [58℄.Seguidamente nos proponemos estudiar 
on detalle la fun
i�on estri
tamentede
re
iente ' 
uyo grafo se identi�
a 
on W t0s . Para ello pre
isamos una serie delemas de 
ompara
i�on. Re
ordemos que la fun
i�on f est�a de�nida s�olo para valorespositivos, lo 
ual impli
a que las solu
iones que al
anzan el 
ero en tiempo �nitono son prolongables.Lema 2.6. Consideremos la e
ua
i�onx00(t) + f(x(t))x0(t) = p(t)siendo p(t) < 0 para todo t 2 [0; T ℄. Enton
es todas las solu
iones tienen a lom�as un m�aximo. Adem�as, toda solu
i�on 
on velo
idad ini
ial positiva posee exa
-tamente un m�aximo, y se 
umple que w+<+1 y limt!w+ x(t) = 0.Demostra
i�on. Trivial.Lema 2.7. Consideremos una 
ondi
i�on ini
ial (x0; v0) 
on v0 > 0. Sea x(t) lasolu
i�on del P.V.I. para la e
ua
i�on (2:1) y ~x(t) la solu
i�on del P.V.I. para lae
ua
i�on auxiliar x00(t) + f(x(t))x0(t) +K = ~p(t) (2.7)



32 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.siendo K > maxfk~pk1; g(x0)g. Si tM es el punto (�uni
o) donde ~x(t) al
anza sum�aximo, enton
es ~x(t) < x(t) 8t0 < t < tM :Demostra
i�on. Sea z(t) = x(t)� ~x(t). Enton
es, por las 
ondi
iones impuestasa K, z tiene un m��nimo relativo en t0. Por otra parte, ~x(t) > ~x(t0) = x0 para todot0 < t < tM .Si el resultado no es 
ierto, enton
es existe un primer t1 tal que z(t1) = 0 yz(t) > 0 8t0 < t < t1. Restando las dos e
ua
iones , por la monoton��a de g y las
ondi
iones impuestas a K, se llega az00(t) + f(x(t))x0(t)� f(~x(t))~x0(t) = K � g(x(t)) + p > 0 8t0 < t < t1ya que g(x(t)) < g(~x(t)) < g(x0) < K y p > 0. Finalmente, la 
ontradi

i�onapare
e integrando en (t0; t1).Lema 2.8. Sea x0 > 0. Para todo R > 0, existe v > 0 tal que la solu
i�onx(t; t0; x0; v) del P.V.I. para (2:7) al
anza su m�aximo por en
ima de R.Demostra
i�on. Por 
omodidad, sea x(t) � x(t; t0; x0; v). Integrando (2:7) su
e-sivamente en (t0; t) se obtienex0(t)� v + Z x(t)x0 f(s)ds +K(t� t0) = Z tt0 ~p(s)ds (2.8)x(t)�x0� v(t� t0)+Z tt0 Z x(s)x0 f(� )d�ds+K (t� t0)22 = Z tt0 Z st0~p(� )d�ds (2.9)Si en tM se al
anza el m�aximo, de (2:8) se dedu
e quev = K(tM � t0) + Z x(tM)x0 f(s)ds� Z tMt0 ~p(s)ds;luego si tomamos v lo bastante grande, es de
ir, si ha
emos v ! +1, enton
eso bien x(tM) ! +1 y terminamos, o bien tM ! +1. En este segundo 
aso,sustituyendo en (2:9) se tiene quex(tM)� x0 �K (tM � t0)22 � (tM � t0) Z x(tM)x0 f(s)ds + (tM � t0) Z tMt0 ~p(s)ds+Z tMt0 Z x(s)x0 f(� )d�ds = Z tMt0 Z st0 ~p(� )d�ds;



2.5 Un 
aso parti
ular: e
ua
i�on 
on una singularidad atra
tiva. 33luego x(tM)� x0 �K (tM � t0)22 > Z tMt0 Z st0 ~p(� )d�ds� (tM � t0) Z tMt0 ~p(s)ds:Al ser ~p de valor medio 
ero, el segundo miembro de esta desigualdad es a
otado,y 
omo tM ! +1 enton
es x(tM)! +1, 
on
luyendo la demostra
i�on.Lema 2.9. Consideremos la e
ua
i�onx00(t) + f(x(t))x0(t) = p(t) (2.10)donde se mantienen las hip�otesis ya estable
idas sobre f y p. Sea x0 2 IR+.Enton
es, para todo � > 0 existe v y t1 > t0 tal quex(t1; t0; x0; v) < �:Demostra
i�on. Sea P := maxfR t0 p(s)ds : t 2 [t0; t0 + T ℄g. Tomamos 
omovelo
idad ini
ial v < �� x0T � Z x0� f(s)ds � P:Por redu

i�on al absurdo, vamos a suponer que x(t) � � para todo t > t0.Integrando la e
ua
i�on en (t0; t) obtenemosx0(t)� v + Z x(t)x0 f(s)ds = Z tt0 ~p(s)ds;
on lo 
ual, para todo t 2 [t0; t0 + T ℄ se tienex0(t) = v+Z x0x(t) f(s)ds+Z tt0 ~p(s)ds < �� x0T �Z x(t)� f(s)ds+Z tt0 ~p(s)ds�P < �� x0T :Ahora, integrando en [t0; t0+T ℄ se obtiene x(t0+T ) < �, lo que prueba el resultado.Lema 2.10. Consideremos 
ierta 
ondi
i�on ini
ial (x0; v). Sea x(t) la solu
i�ondel P.V.I. para (2:1) y x̂(t) la solu
i�on de P.V.I. para la e
ua
i�on auxiliar (2:10).Enton
es, x(t) < x̂(t) para todo t > t0 donde ambas solu
iones est�en de�nidas.



34 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Demostra
i�on. Sea z(t) = x(t)� x̂(t). Restando las e
ua
ionesz00(t) + f(x(t))x0(t)� f(x̂(t))x̂0(t) + g(x(t)) = 0:La fun
i�on z(t) tiene un m�aximo relativo en t0 pues z0(t0) = 0 y z00(t0) = �g(x0) <0. Si el resultado no es 
ierto, enton
es existir�a un t1 tal que z(t1) = 0 y z(t) < 0para todo t0 < t < t1, y se llega a la 
ontradi

i�on a
ostumbrada integrando lae
ua
i�on anterior entre t0 y t1.Una vez estable
idos esta serie de Lemas distinguimos dos 
asos fundamentales.2.5.1 Caso disipativo.Suponemos que9m; s0 2 IR+ tales que f(s) > m 8s > s0: (2.11)Lema 2.11. Si w+ = +1, enton
es existe C > 0 tal quejx0(t)j < C 8t > t0:Demostra
i�on. En 
aso 
ontrario, existe ftng ! +1 tal que limn!+1 x0(tn) =+1 (resp. �1). Por la Proposi
i�on 2:6 sabemos que limt!+1 x(t) = +1, luegotomando l��mites en la e
ua
i�on, la 
ondi
i�on (2:11) ha
e que limn!+1 x00(tn) = �1(resp. +1). Ahora, por la 
ontinuidad de x0 es f�a
il dedu
ir la existen
ia de unasu
esi�on f�ng tal que x00(�n) = 0 y limn!+1 x0(�n) = +1 (resp. �1), lo 
ual esimposible.Proposi
i�on 2.7. D+ es un 
onjunto abierto.Demostra
i�on. Sea (x0; v0) 2 D+ y sea C dado por el Lema 2.11. En virtudde la hip�otesis (2:11), podemos �jar R > 0 tal que RRx0 f(s)ds > v0 � C � 1. A
ontinua
i�on, �jamos un entero n para el 
ual x(t0 + nT ; t0; x0; v0) > R y jx0(t0 +nT ; t0; x0; v0)j < C + 1. Por dependen
ia 
ontinua, existe � > 0 tal que x(t0 +nT ; t0; x1; v1) > R y jx0(t0+nT ; t0; x1; v1)j < C+1 para todo (x1; v1) 2 B�(x0; v0).Si de�nimos x1(t) := x(t+nT ; t0; x1; v1), es 
laramente solu
i�on de (2:1) y adem�asZ x1(t0)x0 f(s)ds � Z Rx0 f(s)ds > v0 � C � 1 > v0 � x01(t0);
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tiva. 35luego apli
ando el Teorema 2.2 y la Proposi
i�on 2.6, limt!+1 x1(t) = +1 y ende�nitiva B�(x0; v0) � D+.Teorema 2.5. Existe ' : IR+ ! IR 
ontinua y estri
tamente de
re
iente tal queW t0s = f(x; '(x)) : x 2 Ig:Adem�as, limx!+1 '(x) = �1.Demostra
i�on. En el Teorema 2.4 se estable
i�o la existen
ia de un intervaloabierto no va
��o I � IR+ y una fun
i�on ' : I ! IR 
ontinua y estri
tamentede
re
iente tal que W t0s = f(x; '(x)) : x 2 Ig: Dividimos la demostra
i�on delTeorema en dos partes:A - Intervalo de de�ni
i�on de '. Demostremos que I = IR+. Como D+ y D�son 
onjuntos abiertos, basta probar que dado un x0 2 IR+ existen v1 < v2 talesque (x0; v1) 2 D� y (x0; v2) 2 D+.Distinguiremos dos 
asos: si x0 � xT , basta tomar v1 < vT y enton
es (x0; v1) 2D� por el Teorema 2:2 y la Proposi
i�on 2:3. Por otra parte, v2 nos lo propor
ionael Lema 2:8 tomando R = kxT (t)k1. El Lema 2:7 nos garantiza que x(t; t0; x0; v2)toma valores por en
ima de la solu
i�on peri�odi
a, luego debe 
ortarla, y por tantoel Teorema 2:2 junto 
on otras 
onsidera
iones ya 
ono
idas impli
a que (x0; v2) 2D+.Por otra parte, si x0 > xT enton
es (x0; v2) 2 D+ para todo v2 > vT , mientrasque v1 nos lo propor
iona el Lema 2:9 tomando � := Æ (ya de�nido en el Lema2:5). El Lema 2:10 nos asegura que la solu
i�on toma valores por debajo de Æ, luego(x0; v1) 2 D� por el Lema 2:5.B -L��mite en +1 de '. Veamos que limx!+1 '(x) = �1. Basta probar quepara todo v 2 IR+ existe x0 2 IR+ tal que (x0; v) 2 D+. Para ello se toma x0 talque R x0xT f(s)ds > vT � v (lo 
ual es posible por (2:11)), y el Teorema 2:2 junto 
onargumentos ya usuales impli
a que (x0; v) 2 D+.Finalmente, estable
emos dos resultados sobre el 
omportamiento asint�oti
o de' en 
ero.Teorema 2.6. Si R 10 g(s)ds = +1 enton
es limx!0+ '(x) = +1.



36 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Demostra
i�on. Basta probar que para todo v 2 IR existe x0 2 IR+ tal que(x0; v) 2 D�. De he
ho probaremos que siZ Æx0 g(s)ds > kpk1Æ + v22 (2.12)enton
es (x0; v) 2 D�, donde Æ viene dado por el Lema 2:5. Si v < 0 esto esinmediato por el Lema 2:5 ya que x0 < Æ. Si por el 
ontrario v � 0 y (x0; v) 62 D�,enton
es existir��a t1 > t0 tal que x(t1) = Æ, x(t) < Æ y x0(t) � 0 para todot0 < t < t1. Por tanto,f(x(t)x0(t) = p(t)� g(x(t))� x00(t) � 0 8t 2 (t0; t1);
on lo 
ual x00(t) + g(x(t)) � kpk1 para todo t0 < t < t1. Multipli
ando por x0 eintegrando en (t0; t1) se tieneZ Æx0 g(s)ds � kpk1(Æ � x0) + v22 < kpk1Æ + v22
ontradi
iendo la hip�otesis. Ahora, dada v 2 IR, la 
ondi
i�on R 10 g(s)ds = +1permite tomar un x0 que 
umpla (2:12), y por tanto (x0; v) 2 D�.Observa
i�on. La 
ondi
i�on sobre la integral de la g es muy habitual en la lite-ratura sobre e
ua
iones singulares. Signi�
a que el poten
ial en la singularidades lo bastante fuerte 
omo para \absorber" a la part��
ula si esta est�a lo bastante
er
a, no importa la velo
idad 
on la que parta. Apare
er�a de nuevo en el siguienteCap��tulo. Si esta 
ondi
i�on no se veri�
a, es de
ir, si el poten
ial en la singularidades �nito, enton
es existir�a una \velo
idad 
r��ti
a" o de es
ape a partir de la 
ualtodas las solu
iones es
apar�an de la singularidad, no importa lo 
er
a que est�ende la misma. �Esta es en efe
to la interpreta
i�on del �ultimo Teorema, para 
uyademostra
i�on pre
isaremos de un lema previo.Lema 2.12. Si w� > �1, enton
es limt!w� x0(t) > 0 y si R 10 g(s)ds < +1 enton
eseste l��mite es �nito.Demostra
i�on. Por paso al 
ontrarre
��pro
o, supongamos que limt!w� x0(t) = +1.Enton
es existe t1 tal que x0(t1) > 1 para todo t 2 (w�; t1) y en 
onse
uen
iax00(t) + f(x(t))x0(t) = p(t)� g(x(t)) > p(t)� g(x(t))x0(t)
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Figura 2.3. Estru
tura del semiplano de 
ondi
iones ini
iales.en di
ho intervalo. Integrando sobre (w� + �; t1)x0(t1)� x0(w� + �) + Z x(t1)x(w�+�) f(s)ds > �kpk1t1 � Z x(t1)x(w�+�) g(s)ds;
on lo 
ual, pasando al l��mite en �, si limt!w� x0(t) = +1 enton
es R 10 g(s)ds = +1,probando el Lema.Teorema 2.7. Si R 10 g(s)ds < +1 enton
es limx!0+ '(x) < +1.Demostra
i�on. Para simpli�
ar la es
ritura, vamos a 
onsiderar 
omo tiempoini
ial t0 = 0. Si (xT ; vT) son las 
ondi
iones ini
iales de la solu
i�on T -peri�odi
axT (t), evidentemente '(xT ) = vT . Para todo x0 < xT , por el Corolario 2.3 setiene que x(t;x0; '(x0)) < xT (t) en el intervalo 
om�un de de�ni
i�on. Adem�as porla no existen
ia de puntos homo
l��ni
os (v�eanse las observa
iones de la subse

i�onanterior) se dedu
e que w�(x0; '(x0)) > �1 y limt!w� x(t;x0; '(x0)) = 0.



38 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.Por el Teorema de Continua
i�on, se tiene quelim supx!x�T w�(x; '(x)) = w�(xT ; vT ) = �1:Por tanto, existe x0 tal que w�(x0; '(x0)) = �KT 
on K un entero dado. Ahora,tomando una su
esi�on fxng tendiendo a x0 por la izquierda (es de
ir, xn < x0 paratodo n), se tiene que lim supn!+1 w�(xn; '(xn)) � �KT:De este modo, x(t � KT ;xn:'(xn)) es tambi�en una solu
i�on que tiende a la T -peri�odi
a, luego sus 
ondi
iones ini
iales pertene
en a W 0s , o lo que es igual, sus
ondi
iones ini
iales son (x(�KT ;xn; '(xn)); '(x(�KT ;xn; '(xn)))). Finalmente,si ha
emos tender n a +1,limn!+1 x(�KT ;xn; '(xn)) = x(�KT ;x0; '(x0)) = 0luego por el Lema 2.12,limn!+1'(x(�KT ;xn; '(xn))) = x0(�KT ;x0; '(x0)) =: v
 < +1;y usando la monoton��a de ', se 
on
luye que limx!0+ '(x) = v
 < +1.2.5.2 Caso 
onservativo.En este 
aso, suponemos que no existe rozamiento, es de
ir, que f � 0. Deeste modo, la e
ua
i�on 
onsiderada es simplementex00(t) + g(x(t)) = p(t); (2.13)
on las suposi
iones sobre g y p ya estable
idas anteriormente.Lema 2.13. Si w+=+1, enton
es limt!+1 x0(t) = +1.Demostra
i�on. Sea R tal que g(x) < p2 para todo x > R. Enton
es, por laProposi
i�on 2:6 existe t1 tal que x(t) > R para todo t > t1. Por lo tantox00(t) = p� g(x(t)) + ~p(t) > p2 + ~p(t) 8t > t1:



2.5 Un 
aso parti
ular: e
ua
i�on 
on una singularidad atra
tiva. 39

Figura 2.4. Velo
idad de es
ape bajo poten
ial �nito.Integrando x0(t)� x0(t1) > p2(t� t1) + Z tt1 ~p(s)ds;y 
omo R tt1 ~p(s)ds es a
otado, al tomar l��mites 
uando t ! +1 demostramos elLema.Proposi
i�on 2.8. D+ es un 
onjunto abierto.Demostra
i�on. Sea (x0; v0) 2 D+. Usando el Lema pre
edente es posible �jart1 tal que x(t; t0; x0; v0) > R y x0(t; t0; x0; v0) > k~pk1 para todo t � t1. Pordependen
ia 
ontinua, existe � > 0 tal que dado (x1; v1) 2 B�(x0; v0), enton
esx(t1; t0; x1; v1) > R y x0(t1; t0; x1; v1) > k~pk1.Para mayor 
omodidad, identi�quemos x1(t) � x(t; t0; x1; v1), y vamos a probarque limt!+1 x1(t) = +1. En 
aso 
ontrario, x0(tM) = 0 para un primer tM > t1,



40 2. Din�ami
a de una e
ua
i�on de Li�enard 
on t�ermino no lineal mon�otono.y de nuevo x00(t) > p2 + ~p(t) 8t 2 (t1; tM):Ahora, integrando en (t1; tM) tenemos�x0(t1) > p2(tM � t1) + Z tMt1 ~p(s)ds > �k~pk1;lo 
ual es una 
ontradi

i�on. As�� pues, limt!+1 x1(t) = +1 y en de�nitivaB�(x0; v0) � D+.Teorema 2.8. Existe ' : IR+ ! IR 
ontinua y estri
tamente de
re
iente tal queW t0s = f(x; '(x)) : x 2 Ig:Demostra
i�on. An�aloga a la primera parte del Teorema 2.5Finalmente, el estudio asint�oti
o en 0 se realiza mediante los mismos argumen-tos usados en el 
aso disipativo.Teorema 2.9. Si R 10 g(s)ds = +1 enton
es limx!0+ '(x) = +1.Teorema 2.10. Si R 10 g(s)ds < +1 enton
es limx!0+ '(x) < +1.



Cap��tulo 3Solu
iones a
otadas en e
ua
iones singulares detipo repulsivo.Nuestro prop�osito en este Cap��tulo es el estudio de e
ua
iones 
on una no-linealidad singular de tipo repulsivo, es de
ir, de la formax00(t) + 
x0(t)� g(x(t)) = p(t); (3.1)donde 
 es positiva, p es 
ontinua y g : IR+ ! IR+ es una fun
i�on 
ontinua tal quelimx!0+ g(x) = +1; limx!+1 g(x) = 0 (3.2)y Z 10 g(s)ds = +1: (3.3)Si p es T -peri�odi
a, es 
ono
ido que una 
ondi
i�on ne
esaria y su�
iente para laexisten
ia de solu
i�on T -peri�odi
a de (3:1) es que el valor medio p sea negativo (ver[53, 38℄). Nuestro prop�osito es obtener un resultado an�alogo sobre la existen
iade solu
iones a
otadas 
uando p es una fun
i�on 
ontinua y a
otada 
on un 
iertovalor medio generalizado.N�otese que en el \
aso modelo" g(x) = x��, la 
ondi
i�on (3:3), que se 
ono
e
omo \
ondi
i�on fuerte", se 
umple si y s�olo si � � 1. Esta hip�otesis es esen
ialpuesto que en 
aso 
ontrario se pueden 
ontruir ejemplos de fun
iones T -peri�odi
asp 
on valor medio negativo y tal que no existan solu
iones T -peri�odi
as de (3:1)(v�ease el ejemplo dado en [53℄).Usando los resultados de [1℄, probaremos que si p es una fun
i�on a
otada 
onvalor medio generalizado negativo, enton
es el par formado por 
ualquier solu
i�onde (3:1) y su derivada permane
e en un 
onjunto 
ompa
to de IR+ � IR. Adem�as,



42 3. Solu
iones a
otadas en e
ua
iones singulares de tipo repulsivo.probaremos que 
ualquier solu
i�on est�a de�nida en todo IR. En parti
ular, en el
aso peri�odi
o se dedu
e f�a
ilmente la existen
ia de solu
i�on peri�odi
a.Por otra parte, demostraremos resultados sobre la existen
ia de solu
i�on a
o-tada en toda la re
ta real, as�� 
omo estabilidad global de di
ha solu
i�on para un
oe�
iente de rozamiento 
 su�
ientemente grande.Finalmente, se apli
ar�an los resultados de [74℄ para obtener 
ondi
iones queaseguren la existen
ia de solu
i�on a
otada 
uando p es solamente 
ontinua y a
o-tada inferiormente.A modo de a
lara
i�on, hay que de
ir que puesto que solamente se requiere
ontinuidad en g, el problema de valores ini
iales para (3.1) no tiene en generaluna �uni
a solu
i�on, pero esto no ser�a un problema en las demostra
iones.3.1 Solu
iones a
otadas en el futuro.Sea t0 2 IR el tiempo ini
ial, �jo pero arbitrario. En adelante, suponemos queg : IR+ ! IR+ es 
ontinua y veri�
a (3.2) y (3.3). En esta Se

i�on, p es una fun
i�ona
otada y 
ontinua 
on valor medio generalizado negativo, esto es,limT!+1 1T Z a+Ta p(t)dt = p0 < 0 (3.4)uniformemente 
on respe
to a a 2 IR. Adem�as, sea 
 > 0.Proposi
i�on 3.1. Consid�erese la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis estable
idas.Enton
es, si se de�ne el 
onjuntoA = fx 2 C2([t0;+1)) : 9 m;M;D > 0 tal quem < x(t) < M; jx0(t)j < D 8t � t0g;
ualquier solu
i�on x(t) de (3:1) pertene
e a A.Demostra
i�on. Probemos primero que w+ = +1. Si w+ < +1, usando el Teo-rema de Prolonga
i�on, dos op
iones son posibles. La primera es que limt!w+ x(t) =limt!w+ x0(t) = limt!w+ x00(t) = +1, pero tomando l��mites en la e
ua
i�on se tiene



3.1 Solu
iones a
otadas en el futuro. 43una 
ontradi

i�on. La segunda es que limt!w+ x(t) = 0. En tal 
aso, tomandol��mites en (3:1) una de las siguientes alternativas se veri�
a:i)limt!w+ x0(t) = +1, pero enton
es limt!w+ x(t) = +1,�oii)limt!w+ x00(t) = +1, pero enton
es limt!w+ x0(t) = +1,
ontradi
iendo el he
ho de que x(t) tiende a 
ero en ambos 
asos. As�� pues, quedaprobado que w+ = +1.Visto esto, si una solu
i�on x(t) no pertene
e a A, se tienen las siguientes alter-nativas: i) Existe ftng ! +1 tal que x(tn)! 0�oii) Existe f�ng ! +1 tal que x(�n)! +1�oiii) Existe f�ng ! +1 tal que jx0(�n)j ! +1:Ahora bien, probaremos que iii) ) i). En efe
to, si i) no se veri�
a existir�aun �1 > 0 tal que x(t) > �1 si t > t0. Pero ahora, para 
ualquier � > 0 menor que�1 se de�ne la fun
i�on g�(x) = ( g(x) if x > �g(�) if x � � :y 
onsideramos la e
ua
i�onx00(t) + 
x0(t)� g�(x(t)) = p(t):Esta e
ua
i�on est�a en las hip�otesis del Teorema 2:1 de [1℄, de donde se dedu
e quehay una 
ota uniforme de x0(t), 
ontradi
iendo iii). Del mismomodo se demuestraque ii)) i).Para terminar la demostra
i�on, suponemos que se 
umple i) y llegamos a una
ontradi

i�on. Tomando l��mites en la e
ua
i�on, se 
omprueba que no hay l��mite dex(t) 
uando t! +1, luego en 
onse
uen
ia existen dos su
esiones ftng; f�ng !+1 tales que x(�n) son m�aximos y x(tn) son m��nimos inter
alados, 
onfx(tn)g ! 0; fx(�n)g ! K > 0 (3.5)
uando n! +1.



44 3. Solu
iones a
otadas en e
ua
iones singulares de tipo repulsivo.Ahora 
onseguimos una 
ota inferior para la derivada de x(t) 
uando t > �0.Como p(t) es a
otada, existe P > 0 tal que jp(t)j < P . Al ser g positiva,x00(t) + 
x0(t) = g(x(t)) + p(t) > �P:Multipli
ando por e
t e integrando en [�0; t℄ se obtienex0(t)e
t > �P
 [e
t � e
�0℄ > �P
 e
t;
on lo 
ual x0(t) > �P
 ; 8t > � 0: (3.6)Por la hip�otesis (3:2), existeR > 0 tal que g(x) > P para todo x < R. Teniendoen 
uenta (3:5), existe 
ierto n0 tal que x(tn) < R siempre que n � n0. Adem�as,
ualquier m�aximo de x(t) es mayor que R. De esta forma, es posible tomar unasu
esi�on fsngn�n0 tal que sn < tn; x(sn) = R y x0(t) < 0 para todo t 2℄sn; tn[.Enton
es g(x(t)) > P para todo t 2℄sn; tn[. Considerando adem�as (3:6), se tienequex00(t) > g(x(t))� P � 
x0(t) > [g(x(t))� P ℄[� 
P x0(t)℄� 
x0(t) = � 
P g(x(t))x0(t)para todo t 2℄sn; tn[. Integrando sobre este intervalo,�x0(sn) > 
P Z Rx(tn) g(s)ds;y pasando al l��mite 
uando n ! +1 obtenemos la 
ontradi

i�on bus
ada, puesel primer miembro est�a a
otado, mientras que el segundo tiende a +1 por lahip�otesis (3:3).Proposi
i�on 3.2. En las hip�otesis previas, si de�nimos el 
onjuntoB = fx 2 C2(IR) : 9m > 0 tal que x(t) > m 8t 2 IRg;
ualquier solu
i�on de (3:1) pertene
e a B.



3.1 Solu
iones a
otadas en el futuro. 45Demostra
i�on. Por la Proposi
i�on anterior, es su�
iente probar el resultado parat < t0. Si invertimos la \dire

i�on del tiempo" ha
iendo el 
ambio de variables� = �t, la e
ua
i�on (3:1) pasa a serx00(� )� 
x0(� )� g(x(� )) = p(� ) (3.7)Por lo tanto, debe probarse que para 
ualquier solu
i�on x(� ) de (3:7), existe m >0 tal que x(� ) > m para todo � � t0. Si tal m no existe, supongamos quelim�!w+ x(� ) = 0. Por argumentos pare
idos a los usados en la demostra
i�on dela Proposi
i�on 3:1, se obtiene lim�!w+ x0(� ) = �1, pero enton
es w+ < +1 ypodemos integrar (3:7) en el intervalo [t0; w+ � �℄, resultandox0(w+ � �)� x0(t0)� 
[x(w+ � �)� x(t0)℄� Z w+��t0 g(x(� ))d� = Z w+��t0 p(� )d�:Tomando l��mites 
uando � tiende a 
ero, el primer miembro de esta igualdad tiendea �1, mientras que el segundo no lo ha
e, luego tenemos una 
ontradi

i�on. Portanto, existen dos su
esiones ftng; f�ng ! w+ tal que x(�n) son m�aximos y x(tn)m��nimos inter
alados, 
umpliendo quefx(tn)g ! 0; fx(�n)g ! K > 0
uando n ! +1. En este punto, solamente hay que seguir los mismos razona-mientos de la demostra
i�on anterior, llegando a una 
ontradi

i�on.Para terminar, s�olo hay que veri�
ar que 
ualquier solu
i�on x(� ) de (3:7) est�ade�nida en (�1;+1). Supongamos que el intervalo maximal de de�ni
i�on dex(� ) es (w�; w+). Sabemos por la Proposi
i�on 1 que w� = �1. Adem�as, est�aprobado que existe m > 0 tal que x(� ) > m para todo � , de lo 
ual se sigueinmediatamente que existe G > 0 tal que g(x(� )) < G. As�� pues,x00(� )� 
x0(� ) < P +G:Multipli
ando por e�
� e integrando en [t0; � ℄ se tienex0(� )e�
� � x0(t0)e�
t0 < P +G
 e�
t0y x0(� ) < �P +G
 + x0(t0)� e
(��t0)luego si w+ es �nito, enton
es x0(� ) estar��a mayorada, lo 
ual es 
ontradi
torio.
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iones a
otadas en e
ua
iones singulares de tipo repulsivo.Observa
i�on. N�otese que la demostra
i�on de este resultado es v�alida s�olo suponiendop a
otada y 
ontinua y 
 6= 0, en virtud del 
ambio � = �t.Teorema 3.1. Consid�erese la e
ua
i�on (3:1) 
on 
 6= 0 junto 
on las hip�otesis(3:2) y (3:3). Sea p(t) una fun
i�on T -peri�odi
a y 
ontinua 
on valor medio p =1T R T0 p(t)dt < 0. Enton
es, 
ualquier solu
i�on de (3:1) pertene
e a A\B. Adem�as,(3:1) tiene al menos una solu
i�on T -peri�odi
a.Demostra
i�on. Para 
 > 0, el teorema es una 
onse
uen
ia dire
ta de las Proposi-
iones 3:1 y 3:2 y el segundo teorema de Massera(v�ease [59℄). Para 
 < 0, s�olotenemos que efe
tuar el 
ambio � = �t.Es 
ono
ido que, 
uando p es peri�odi
a, la 
ondi
i�on p < 0 es ne
esaria ysu�
iente para la existen
ia de solu
i�on peri�odi
a. En la Proposi
i�on 3:1 hemosprobado que p0 < 0 es 
ondi
i�on su�
iente para que toda solu
i�on pertenez
a a A.A 
ontinua
i�on probaremos que es tambi�en 
ondi
i�on ne
esaria.Proposi
i�on 3.3. Consid�erese la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis de la Proposi
i�on3:1, y p0 � 0. Enton
es 
ualquier solu
i�on x(t) de (3:1) est�a de�nida en (�1;+1)y es no a
otada en [t0;+1). Si adem�as p0 > 0 enton
es limt!+1 x(t) = +1:Demostra
i�on. Por la Proposi
i�on 3:2 y la observa
i�on dada al �nal de la de-mostra
i�on, 
ualquier solu
i�on de (3:1) est�a de�nida en (�1;+1). Integrando lae
ua
i�on en [t0; t℄ se tienex0(t) + 
x(t) = x0(t0) + 
x(t0) + Z tt0 g(x(s))ds+ Z tt0 p(s)ds: (3.8)Si p0 > 0 enton
es limt!+1 R tt0 p(s)ds = +1, luego tomando l��mites en (3:8)tenemos limt!+1[x0(t) + 
x(t)℄ = +1, y la tesis de la Proposi
i�on se 
umple.Si por el 
ontrario p0 = 0 enton
es de la de�ni
i�on se obtiene que el 
re
imientode R tt0 p(s)ds es sublineal, o sea, para todo K > 0 existe tK > 0 tal que si t > tKenton
es ����Z tt0 p(s)ds���� < K jt� t0j : (3.9)



3.2 Solu
iones a
otadas en toda la re
ta real. 47Ahora bien, si x(t) es a
otada, existir�a un � > 0 tal que g(x(t)) > � para todo t.Tomando K = �2 en (3:9), de (3:8) tenemos que para t lo bastante grandex0(t) + 
x(t) > x0(t0) + 
x(t0) + jt� t0j �� jt� t0j �2 == jt� t0j �2 + x0(t0) + 
x(t0);y tomando l��mites 
uando t! +1, obtenemos una 
ontradi

i�on.3.2 Solu
iones a
otadas en toda la re
ta real.Como ya sabemos, 
uando p no es peri�odi
a, la e
ua
i�on (3:1) no puede tenersolu
iones peri�odi
as; en 
ambio, se plantea la pregunta de si existen o no solu
ionesa
otadas. Se entiende que x(t) es una solu
i�on a
otada si x(t) y x0(t) son a
otadasen IR.Teorema 3.2. Consideremos la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis de la Proposi
i�on3:1. Sea �0 un n�umero positivo tal que g(�0) = �p0 y supongamos que g es estri
-tamente de
re
iente en �0. Enton
es, para todo � > 0 
on � < �0, existe 
� > 0 talque dado 
 � 
�, la e
ua
i�on (3:1) tiene una solu
i�on que veri�
ajx(t)� �0j < �0 � �; jx0(t)j < �0 � �; 8t 2 IR:Demostra
i�on. La demostra
i�on se obtiene usando la fun
i�on trun
ada g� yapli
ando el Teorema 5:2 de [1℄ 
on � = �0� �. La solu
i�on obtenida es mayor que� y por tanto es una solu
i�on de (3:1).Corolario 3.1. Consideremos la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis de la Proposi
i�on3:1. Si adem�as g es de 
lase C1 y estri
tamente de
re
iente, enton
es existe 
� talque dado 
 � 
�, existe una �uni
a solu
i�on a
otada de (3:1) que es globalmenteasint�oti
amente estable.Demostra
i�on. Puesto que g es estri
tamente de
re
iente, trivialmente existe un�0 en las 
ondi
iones del Teorema 3:2. Ahora, s�olo hay que tomar �! �0 y apli
arel Teorema 1:2 de [2℄ para la e
ua
i�on 
orrespondiente.



48 3. Solu
iones a
otadas en e
ua
iones singulares de tipo repulsivo.Hay que resaltar que la hip�otesis 
lave en estos dos �ultimos resultados es queel 
oe�
iente de rozamiento 
 sea bastante alto. Sin embargo, esta hip�otesis puedeser eliminada, asumiendo una 
ondi
i�on m�as restri
tiva para g. En lo siguiente,sea P tal que jp(t)j � P para todo t 2 IR.Lema 3.1. Dada x(t) una solu
i�on a
otada de (3:1) en (�1;+1), se tiene quex0(t) > �P
 ; 8t 2 IR:Demostra
i�on. Efe
tuando el 
ambio � = �t, se obtienex00(� )� 
x0(� )� g(x(� )) = p(� ); 8� 2 IR:Vamos a probar que x0(� ) < P
 para todo � . En efe
to, de no ser 
ierto existir��a�0 tal que x0(�0) � P
 > 0, luegox00(�0) = 
x0(�0) + g(x(�0)) + p(�0) > 0:De esta forma, x(� ) es una fun
i�on 
re
iente y 
onvexa para todo � > �0, luegoser��a no a
otada 
ontradi
iendo la hip�otesis. Una vez he
ho esto, s�olo hay quedesha
er el 
ambio.Proposi
i�on 3.4. Sea g : IR+ ! IR+ una fun
i�on 
ontinua 
umpliendo las hip�otesis(3:2) y (3:3). Suponemos adem�as quelim�!0+ �g(2�) > P 2
2 (3.10)y sea � > 0 tal que �[g(2�)� P ℄ > P 2
2 ; (3.11)y g(x) > P; 8 0 < x < 2�: (3.12)Bajo estas hip�otesis, � es una 
ota inferior de 
ualquier solu
i�on a
otada de (3:1)en (�1;+1).



3.2 Solu
iones a
otadas en toda la re
ta real. 49Demostra
i�on. Es f�a
il ver que si la 
on
lusi�on no es 
ierta, enton
es existet0 2 IR tal que x(t0) = minx(t) < �; de no ser as��, un simple paso al l��mite en lae
ua
i�on nos lleva a 
ontradi

i�on. Tomemos t1 < t0 tal que x(t1) = 2� y x0(t) � 0para todo t 2 (t1; t0). Si tal t1 no existe, enton
es deber��a existir un m�aximo x(tM)por debajo de 2�, pero por la e
ua
i�on y la hip�otesis (3:12) tendr��amosx00(tM) = g(x(tM)) + p(t) > g(2�) � P > 0;lo 
ual no es posible.Ahora, el Teorema del Valor Medio nos propor
iona un � 2 (t1; t0) tal quex0(t0)� x0(t1) = x00(�)(t0 � t1) == [�
x0(�) + g(x(�)) + p(�)℄(t0 � t1) > [g(2�)� P ℄(t0 � t1);y apli
ando el Lema 3:1 se tiene quet0 � t1 < P
[g(2�)� P ℄ :Una nueva apli
a
i�on del Teorema del Valor Medio nos dax(t0)� x(t1) = x0(�)(t0 � t1) > x0(�) P
[g(2�) � P ℄ > �P 2
2[g(2�)� P ℄ :En 
onse
uen
ia, � > x(t0) > �P 2
2[g(2�)� P ℄ + 2�;esto es, P 2
2[g(2�)� P ℄ > �;
ontradi
iendo la hip�otesis (3:11).Observa
i�on. Claramente, toda no-linealidad que veri�que (3:10) permite sele
-
ionar un � que 
umpla (3:11) y (3:12). La hip�otesis (3:10) se 
umple por ejemplosi g(x) = x�� 
on � > 1 o si � = 1 y p2P < 
.Usando de nuevo la misma fun
i�on empleada en la Proposi
i�on 3:1 y apli
andolos resultados de [1℄, se puede probar el siguiente Teorema.



50 3. Solu
iones a
otadas en e
ua
iones singulares de tipo repulsivo.Teorema 3.3. Consideremos la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis de la Proposi
i�on3:1 y (3:10). Enton
es, existe una solu
i�on a
otada en toda la re
ta real.Corolario 3.2. Consideremos la e
ua
i�on (3:1) 
on las hip�otesis de la Proposi
i�on3:1, y supongamos adem�as que g es de 
lase C1 y estri
tamente de
re
iente veri-�
ando que lim�!0+ �g(2�) = K > 0:Sea �� = g�1x (� 
24 ) y P � 
umpliendo las siguientes 
ondi
ionesP � < pK
;��g(2��) > P �[P �
2 + ��℄y g(x) > P �; 0 < x < 2��:Enton
es, para todo p(t) tal que jp(t)j � P �, existe una solu
i�on a
otada en todala re
ta real que es globalmente asint�oti
amente estable.Demostra
i�on. Por la Proposi
i�on 3:4, existe una solu
i�on a
otada en toda lare
ta real y �� es una 
ota inferior. Ahora, la demostra
i�on se 
on
luye 
on unalinealiza
i�on de la e
ua
i�on para apli
ar despu�es los resultados de [2℄.Es importante observar que las demostra
iones del Lema 3:1 y la Proposi
i�on3:4 son v�alidas suponiendo que p es s�olo 
ontinua y a
otada inferiormente. Estonos va a permitir estable
er el siguiente Teorema mediante una apli
a
i�on dire
tadel Teorema 2:1 de [74℄. Siguiendo la nota
i�on de di
ho art��
ulo, vamos a denotarpor BC el 
onjunto de fun
iones a
otadas y 
ontinuas, y por C0 el 
onjunto defun
iones 
ontinuas 
on primitiva a
otada.Teorema 3.4. Sea p una fun
i�on 
ontinua, a
otada inferiormente por �P y talque p = p� + p�� 
on p� 2 C0 y p�� 2 BC y negativa. Ento
es, si g satisfa
e(3:2); (3:3) y (3:10), la e
ua
i�on (3:1) tiene al menos una solu
i�on a
otada en todala re
ta real.



3.3 Notas y posibles extensiones. 513.3 Notas y posibles extensiones.� El resultado de existen
ia de solu
i�on peri�odi
a ya hab��a sido obtenido pre-viamente por Lazer-Solimini para el 
aso 
onservativo en [53℄ y por Habets-San
hez en [38℄ para el 
aso 
on rozamiento, usando un m�etodo diferente quein
luye 
otas a priori y grado topol�ogi
o. Estos art��
ulos fueron el punto departida y la prin
ipal motiva
i�on del presente estudio.� Si no se veri�
a la 
ondi
i�on (3:3), es sen
illo probar siguiendo los argumentosde [53℄ que existen ejemplos de fun
iones peri�odi
as p(t) 
on valor medionegativo para las 
uales no existen solu
iones a
otadas.� Para el 
aso 
onservativo (
 = 0), la Proposi
i�on 3:2 puede probarse usandot�e
ni
as similares, pero la 
uesti�on de si la Proposi
i�on 3:1 es 
ierta en generalpare
e un problema abierto.� Todos los resultados presentados en este Cap��tulo son 
iertos si p es s�oloa
otada y 
onsideramos solu
iones en el sentido d�ebil de Carath�eodory, esde
ir, en W 2;1((t0;+1)) �o W 2;1(IR).� En vista de la observa
i�on que sigue al Teorema 3:1 en [1℄, la Proposi
i�on3:1 se 
umple si 
ambiamos la hip�otesis (3:4) porlimT!+1 1T Z t0+Tt0 p(t)dt = p0 < 0:No obstante, (3:4) es fundamental para el Teorema 3:2.





Cap��tulo 4Movimiento peri�odi
o de un sistema de variaspart��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.En este Cap��tulo pretendemos obtener 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes parala existen
ia de solu
iones peri�odi
as de un sistema formado por dos o trespart��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a 
on un grado de libertad perturbadas peri�odi
amente.4.1 Movimiento peri�odi
o de dos part��
ulas 
argadas.Consideremos el siguiente sistema de e
ua
iones diferen
iales de segundo orden( x00 = �Ag(y � x) + h(t)y00 = Ag(y � x) + p(t) (4.1)donde h; p son fun
iones T -peri�odi
as, A 2 IR y g : IR+ ! IR+ es una fun
i�on
ontinua tal que limx!0+ g(x) = +1; limx!+1 g(x) = 0 (4.2). Bus
amos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
ia de solu
ionesT -peri�odi
as en el espa
io de 
on�gura
i�on � = f(x; y) : x < yg.Como ya hemos visto en los 
ap��tulos anteriores, el ejemplo t��pi
o de esta 
lasede no-linealidad es g(x) = 1x2 . En tal 
aso, el sistema (4:1) gobierna el movimientode dos part��
ulas de masa unitaria 
on posi
i�on x; y en la re
ta real, 
argas q1; q2 yfuerzas T -peri�odi
as externas h(t); p(t) a
tuando sobre 
ada part��
ula. Enton
es,A = Kq1q2 (donde K es la 
onstante de Coulomb) y dependiendo de su signotenemos dos situa
iones diferentes que ser�an estudiadas en los dos teoremas si-guientes. En el primero se 
onsideran 
argas de signo 
ontrario (A < 0), mientras



54 4. Movimiento peri�odi
o de un sistema de varias part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.que en el segundo las 
argas son del mismo signo (A > 0). La situa
i�on se ilustraen la Figura 4.1.
Figura 4.1. Movimiento peri�odi
o de dos part��
ulas.Teorema 4.1. Sea A < 0 y g veri�
ando (4:2). Enton
es, una 
ondi
i�on ne
esariay su�
iente para la existen
ia de solu
i�on T -peri�odi
a del sistema (4:1) es que�h < 0; �h+ �p = 0:Demostra
i�on. Integrando la primera e
ua
i�on del sistema sobre un periodo seobtiene que �h < 0, mientras que si sumamos las dos e
ua
iones e integramos denuevo obtenemos �h + �p = 0, luego la ne
esidad es 
lara.Para la su�
ien
ia, efe
tuamos el 
ambio de variabless(t) = x(t) + y(t);d(t) = y(t)� x(t)
on lo que obtenemos el siguiente sistema desa
oplado equivalentes00(t) = h(t) + p(t) (4.3)d00(t) = 2Ag(d(t)) + p(t)� h(t) (4.4)Claramente, la e
ua
i�on (4:3) tiene una solu
i�on T-peri�odi
a si y s�olo si �h+ �p =0, mientras que (4:4) ya ha sido extensamente 
onsiderada en esta memoria, pueses el 
aso de la e
ua
i�on es
alar 
on una singularidad atra
tiva (ver Se

i�on 2:5).Sabemos por tanto que (4:4) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a si y s�olo si �p� �h > 0,pero 
omo �h+ �p = 0, enton
es �p = ��h > 0 y en efe
to �p � �h = �2�h > 0.



4.2 Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas 
on 
arga del mismo signo. 55Usando el mismo argumento, se prueba el siguiente resultado 
uando la singu-laridad es de tipo repulsivo.Teorema 4.2. Sea A > 0 y g veri�
ando (4:2) y adem�asZ 10 g(s)ds = +1: (4.5)Enton
es, una 
ondi
i�on ne
esaria y su�
iente para la existen
ia de solu
i�onT -peri�odi
a del sistema (4:1) es que�h > 0; �h + �p = 0:Observa
i�on. En [31℄ se prueba la existen
ia de una su
esi�on de solu
ionessubarm�oni
as de (4:4) 
on periodos minimales tendiendo a in�nito bajo 
ondi
ionesde existen
ia solu
i�on peri�odi
a. Observando el 
ambio de variables efe
tuado,tenemos el siguiente Corolario.Corolario 4.1. Bajo las hip�otesis del Teorema 4:2, el sistema (4:1) tiene unasu
esi�on de solu
iones subarm�oni
as 
on periodo minimal tendiendo a in�nito.4.2 Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas 
on 
arga delmismo signo.Consideremos el siguiente sistema de e
ua
iones diferen
iales de segundo orden8><>: x001 = �Ag(x2 � x1)�Bg(x3 � x1) + h(t)x002 = Ag(x2 � x1)� Cg(x3 � x2) + k(t)x003 = Bg(x3 � x1) + Cg(x3 � x2) + p(t) (4.6)donde A;B;C son 
onstantes positivas, h; k; p son fun
iones 
ontinuas y T -peri�o-di
as y g : IR+ ! IR+ es una fun
i�on 
ontinua que veri�
a las hip�otesis (4:2) y(4:5). Bus
amos solu
iones T -peri�odi
as en el espa
io de 
on�gura
i�on� = f(x1; x2; x3) : x1 < x2 < x3g:



56 4. Movimiento peri�odi
o de un sistema de varias part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.En el \
aso modelo" g(x) = 1x2 , este sistema gobierna el movimiento de trespart��
ulas de masa unitaria en las posi
iones x1; x2; x3 de la re
ta real, 
on 
ar-gas q1; q2; q3 del mismo signo y perturbadas peri�odi
amente por fuerzas externash(t); k(t); p(t). En tal 
aso, A = Kq1q2; B = Kq1q3 y C = Kq2q3.Es f�a
il veri�
ar que una 
ondi
i�on ne
esaria para la existen
ia de solu
ionesT -peri�odi
as es que �h > 0 > �p; �h+ �k + �p = 0: (4.7)Nuestro objetivo es probar que esta 
ondi
i�on es tambi�en su�
iente.Figura 4.2. Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas.Efe
tuando el 
ambio de variabless(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t)u(t) = x2(t)� x1(t)v(t) = x3(t)� x2(t);obtenemos el sistema equivalentes00(t) = h(t) + k(t) + p(t)( u00(t) = 2Ag(u) +Bg(u+ v)�Cg(v) + k(t)� h(t)v00(t) = 2Cg(v) +Bg(u+ v)�Ag(u) + p(t)� k(t): (4.8)N�otese que la primera e
ua
i�on es independiente del resto del sistema y queposee una solu
i�on T -peri�odi
a si y s�olo si �h + �k + �p = 0, luego nos queda probarla existen
ia de una solu
i�on T -peri�odi
a (u; v) del sistema (4:8).Consid�erese la siguiente homotop��a,( u00(t) = 2Ag(u) + �Bg(u+ v)�Cg(v) + k�(t)� h�(t)v00(t) = 2Cg(v) + �Bg(u+ v)�Ag(u) + p�(t)� k�(t) (4.9)
on h�(t) = �h+ �~h(t); k�(t) = �k + �~k(t); p�(t) = �p + �~p(t) y � 2 [0; 1℄.En el siguiente Lema, denotamos por degB el grado de Brouwer usual.



4.2 Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas 
on 
arga del mismo signo. 57Lema 4.1. Sea F : (IR+)2 �! IR2 de�nida 
omoF (u; v) = (2Ag(u)�Cg(v) + �k � �h; 2Cg(v)�Ag(u) + �p� �k):Supongamos que existe un 
onjunto 
ompa
to K � (IR+)2 tal que (u(t); v(t)) 2K; t 2 [0; T ℄, para toda solu
i�on T -peri�odi
a (u; v) de (4:9), 0 � � � 1. Enton
es,si degB(F;
; 0) 6= 0para alg�un 
onjunto abierto y a
otado 
 
onteniendo K, existe al menos unasolu
i�on T -peri�odi
a de (4:8).El resultado anterior es una 
onse
uen
ia dire
ta del Teorema 2 estable
ido en[15℄. Para apli
arlo, vamos a probar la existen
ia de 
otas a priori de toda solu
i�onT -peri�odi
a de (4:9), para seguidamente 
omputar el grado.Proposi
i�on 4.1. Bajo las 
ondi
iones (4:2), (4:5) y (4:7), existe � > 0 tal que� < u(t) < 1� ; � < v(t) < 1� 8t 2 [0; T ℄;para toda solu
i�on T -peri�odi
a (u; v) del sistema homot�opi
o (4:9).Demostra
i�on. Comenzamos integrando ambas e
ua
iones sobre un periodo,2A Z T0 g(u)dt+ �B Z T0 g(u+ v)dt� C Z T0 g(v)dt+ �kT � �hT = 0; (4.10)2C Z T0 g(v)dt+ �B Z T0 g(u+ v)dt�A Z T0 g(u)dt+ �pT � �kT = 0: (4.11)Si multipli
amos (4:10) por 2 y la sumamos a (4:11), se obtiene3A Z T0 g(u)dt+ 3�B Z T0 g(u+ v)dt+ (�p+ �k � 2�h)T = 0;pero �p + �k = ��h, luegoA Z T0 g(u)dt+ �B Z T0 g(u+ v)dt = �hT > 0: (4.12)



58 4. Movimiento peri�odi
o de un sistema de varias part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.Un argumento an�alogo lleva aC Z T0 g(v)dt+ �B Z T0 g(u+ v)dt = ��pT > 0: (4.13)Ahora, usamos la hip�otesis (4:2) para �jar  1 > 0 tal queg(x) < �h2(A+B); 8x >  1:N�otese que esto es posible pues �h;A;B > 0. Por otra parte, si u(t) >  1 para todot 2 [0; T ℄, enton
esAg(u(t)) + �Bg(u(t) + v(t)) < A�h2(A+B) + �B�h2(A+B) � �h t 2 [0; T ℄;e integrando se llega a una 
ontradi

i�on 
on (4:12). Por tanto, existe t1 tal queu(t1) �  1.Seguidamente, �jemos  2 <  1 tal queg(x) > �hA; 8x <  2:Si u(t) <  2 para todo t 2 [0; T ℄, enton
esAg(u(t)) + �Bg(u(t) + v(t)) > Ag(u(t)) � �h t 2 [0; T ℄;e integrando se llega a una nueva 
ontradi

i�on 
on (4:12); en 
onse
uen
ia, existet2 tal que u(t2) �  2. Finalmente, usando la 
ontinuidad de u, 
on
luimos queexiste ~t 2 [0; T ℄ tal que  2 < u(~t) <  1:Un argumento 
ompletamente sim�etri
o propor
iona  3;  4 no dependientes de(u; v) tales que existe t̂ 2 [0; T ℄ 
on 4 < v(t̂) <  3:Volvamos nuestra aten
i�on a (4:12) y (4:13). Se tiene queA Z T0 g(u)dt < �hT; �B Z T0 g(u+ v)dt < �hT; C Z T0 g(v)dt < ��pT: (4.14)



4.2 Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas 
on 
arga del mismo signo. 59Por tanto, tomando valores absolutos en el sistema (4:9) e integrando en [0; T ℄obtenemos ku00k1 � 4�hT � �pT + j�kjT + k~kk1 + k~hk1 =:M1y kv00k1 � �3�pT + �hT + j�kjT + k~pk1 + k~kk1 =:M2:Si u(t�) = minfu(t) : t 2 [0; T ℄g,ju0(t)j = j Z tt� u00(s)dsj � Z tt� ju00(s)jds � ku00k1 �M1;luego ku0k1 �M1, y por el mismo razonamiento kv0k1 �M2. Conse
uentemente,u(t)� u(~t) = Z t~t u0(s)ds � Z t~t ju0(s)jds � Tku0k1 � TM1;v(t)� v(t̂) = Z tt̂ v0(s)ds � Z tt̂ jv0(s)jds � Tkv0k1 � TM2para todo t 2 [0; T ℄, y �nalmente 
on
luimos queu(t) � TM1 + u(~t) < TM1 +  1;v(t) � TM2 + v(t̂) < TM2 +  3para todo t 2 [0; T ℄.Ahora, vamos a estable
er 
otas a priori por debajo. De�nimosw1(t) = �Bg(u(t) + v(t))�Cg(v(t)) + k�(t)� h�(t):Esta fun
i�on est�a a
otada en la norma de L1(0; T ) por las estima
iones (4:14). Dehe
ho, kw1k1 � 2�hT � �pT + jkjT + k~kk1 + k~hk1 =:W1:Si multipli
amos la primera e
ua
i�on del sistema por u0 e integramos en [~t; t℄,tenemos u0(t)22 � u0(~t)22 � 2A Z t~t g(u(s))u0(s)ds = Z t~t w1(s)u0(s)dsy enton
es2A Z u(~t)u(t) g(s)ds � Z t~t jw1(s)u0(s)jds+ u0(~t)22 � kw1k1ku0k1 + M212 � W1M1 + M212 :



60 4. Movimiento peri�odi
o de un sistema de varias part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.Por la hip�otesis (4:5), se puede tomar �1 > 0 tal queZ  2�1 g(s)ds � 12A(W1M1 + M212 ):Enton
es, Z u(~t))u(t) g(s)ds � Z  2�1 g(s)dsy 
omo u(~t) >  2, 
on
luimos queu(t) > �1; 8t 2 [0; T ℄:Podemos apli
ar a v an�alogos razonamientos de�niendow2(t) = �Bg(u(t) + v(t))�Ag(u(t)) + p�(t)� k�(t);
on lo que en
ontramos �2 > 0 tal quev(t) > �2; 8t 2 [0; T ℄:En de�nitiva, la demostra
i�on se 
ierra tomando� = minf�1; �2; 1TM1 +  1 ; 1TM2 +  3g:Observa
i�on. N�otese que la presen
ia de 
otas a priori es una diferen
ia notable
on la situa
i�on presentada en [31℄.Por �ultimo, probamos nuestro resultado de existen
ia 
omputando el grado.Teorema 4.3. Las 
ondi
iones �h > 0 > �p; �h + �k + �p = 0 son ne
esarias ysu�
ientes para la existen
ia de una solu
i�on T -peri�odi
a del sistema (4:6).Demostra
i�on. Por el Lema 4:1 y la Proposi
i�on anterior, basta 
on probar quedegB(F;
; 0) 6= 0siendo F : (IR+)2 �! IR2F (u; v) = (2Ag(u)� Cg(v) + �k � �h; 2Cg(v)�Ag(u) + �p � �k)



4.2 Movimiento peri�odi
o de tres part��
ulas 
on 
arga del mismo signo. 61y 
 un abierto a
otado que 
ontiene aK = f(x; y) 2 IR2 : � < u(t) < 1� ; � < v(t) < 1�gA tal �n, efe
tuamos una homotop��a 
onvexa entre F y 
ierta F0 : (IR+)2 �! IR2de�nida porF0(u; v) = (2Ag0(u)� Cg0(v) + �k � �h; 2Cg0(v)�Ag0(u) + �p � �k);donde g0 : IR+ ! IR+ es una fun
i�on 
ontinua estri
tamente de
re
iente que
umple (4:2) y tal que g0(x) < g(x) 8x 2 IR+: (4.15)Enton
es, los grados de F y F0 tienen el mismo valor (tomando si es ne
esario un
 m�as grande) si en
ontramos 
otas a priori para las solu
iones de�F (u; v) + (1� �)F0(u; v) = 0; � 2 [0; 1℄;es de
ir,( 2A(�g(u) + (1 � �)g0(u))� C(�g(v) + (1 � �)g0(v)) + �k � �h = 02C(�g(v) + (1� �)g0(v))�A(�g(u) + (1� �)g0(u)) + �p � �k = 0 (4.16)Si se suman estas e
ua
iones,A(�g(u) + (1 � �)g0(u)) + C(�g(v) + (1 � �)g0(v)) + �p + �h = 0luego �g(u) + (1� �)g0(u) < �h� �pAy usando (4:15), g0(u) < �h � �pA :Pero g0 es estri
tamente de
re
iente y veri�
a (4:2), luego existe la inversa g�10 yu > g�10 (�h� �pA ):



62 4. Movimiento peri�odi
o de un sistema de varias part��
ulas 
on 
arga el�e
tri
a.Por otra parte, si multipli
amos por 2 la primera e
ua
i�on de (4:16) y lasumamos a la segunda, 3A(�g(u) + (1� �)g0(u)) = 3�h;o sea, g0(u) + �(g(u)� g0(u)) = �hA:Por tanto, g(u) > �hA > 0, y usando (4:2) se 
on
luye que existe M > 0 tal queu < M .Por medio de argumentos sim�etri
os, es f�a
il obtener 
otas a priori para v. As��pues, degB(F;
; 0) = degB(F0;
; 0):Finalmente, 
onstatamos que este �ultimo grado es distinto de 
ero usando el Teo-rema de Multipli
a
i�on para el grado de Brouwer (ver Theorem 2.3.1 en [57℄). Enefe
to, si de�nimos las fun
iones G0 : (IR+)2 ! (IR+)2; T : IR2 ! IR2 medianteG0(x; y) = (g0(x); g0(y)) y T (x; y) = (2Ax�Cy+ �k � �h;�Ax+ 2Cy+ �p� �k) res-pe
tivamente, enton
es F0 = T ÆG0. Claramente, G0 es una apli
a
i�on biye
tivapor serlo g0, y del mismo modo, T es biye
tiva puesdet 2A �C�A 2C ! = AC det 2 �1�1 2 ! 6= 0:Llamemos (p1; p2) = T�1(0; 0). Ahora, una simple apli
a
i�on del Teorema deMultipli
a
i�on impli
adegB(F0;
; 0) = degB(T ÆG0;
; 0) = degB(T;G0(
); 0)degB(G0;
; (p1; p2)):Claramente, degB(T;G0(
); 0) 6= 0 por de�ni
i�on de grado, mientras quedegB(G0;
; (p1; p2)) = degB(g0; (�; 1� ); p1)degB(g0; (�; 1� ); p2) = 1;
on lo que se 
on
luye la demostra
i�on.Para terminar, es interesante observar que todos los resultados de este Cap��tulo(ex
epto la observa
i�on del Teorema 4.2) siguen veri�
�andose si a~nadimos un\t�ermino de rozamiento" de la forma 
xi 
on 
 
onstante.



Cap��tulo 5Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamientono lineal y fri

i�on se
a.En los art��
ulos [13℄ y [65℄ se ha 
onsiderado una 
lase de e
ua
iones diferen
ialesordinarias de segundo orden donde la no-linealidad depende s�olo de la derivada,x00(t) + f(x0(t)) = p(t); t 2 [0; T ℄
on distintas 
ondi
iones de 
ontorno (Diri
hlet, Neumann o peri�odi
as).Nuestro prop�osito en este Cap��tulo es el estudio de la existen
ia y uni
idad desolu
iones peri�odi
as de tres 
lases de e
ua
iones diferen
iales ordinarias es
alaresen las que la no-linealidad depende tanto de la solu
i�on 
omo de su derivada. Laprimera extiende en 
ierto sentido los resultados obtenidos en [65℄ para la e
ua
i�ones
alar peri�odi
a. Como 
onse
uen
ia, se obtienen resultados de existen
ia sobrela e
ua
i�on del p�endulo 
on rozamiento no lineal. El p�endulo es el paradigmade problema no lineal y, desde los tiempos de Galileo, ha dado lugar a multitudde problemas y 
ontroversias, a partir de los 
uales se han produ
ido grandesavan
es en el An�alisis No Lineal 
uya importan
ia ex
ede 
on mu
ho la simpli
idaddel modelo. Para 
ono
er 
on detalle el desarrollo hist�ori
o del problema puede
onsultarse [63℄.La segunda e
ua
i�on que 
onsideramos presenta una singularidad atra
tiva,
one
tando de este modo 
on el Cap��tulo 2. Finalmente, se estudia el 
aso dedos singularidades. La idea 
lave de las demostra
iones es usar la informa
i�onobtenida en [65℄ junto 
on el m�etodo de sub y supersolu
iones. Adem�as, se pruebaun resultado de uni
idad en la l��nea del Cap��tulo 2.Por otra parte, una de nuestras mayores motiva
iones a la hora de abordareste tipo de e
ua
iones fue el estudio de la fri

i�on se
a, por lo que la Se

i�on 5:3se dedi
a enteramente a su estudio. En las demostra
iones se usa fundamental-



64 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.mente un m�etodo de aproxima
i�on mediante fun
iones univaluadas, junto 
on laobten
i�on de 
otas a priori para las solu
iones.5.1 La e
ua
i�on no singular.Consideremos la siguiente e
ua
i�onx00(t) + F (x(t); x0(t)) = �p + ~p(t); t 2 [0; T ℄ (5.1)siendo F : IR2 ! IR una fun
i�on 
ontinua y ~p 2 fL2(0; T ). Estamos interesadosen la existen
ia de solu
iones T -peri�odi
as, entendiendo por tal una fun
i�on x 2H2(0; T ) que veri�
a la e
ua
i�on y tal que x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ).De�ni
i�on 5.1. Se di
e que la e
ua
i�on (5:1) satisfa
e una 
ondi
i�on de Bernstein-Nagumo si la existen
ia de una 
ota a priori para las solu
iones T -peri�odi
as de(5:1) impli
a una 
ota a priori para sus derivadas.Algunas 
ondi
iones de Bernstein-Nagumo espe
���
as son las siguientes� F (x; y) = f(y) + g(x).� Dado p 2 [1;+1℄, sea q 2 [1;1℄ tal que 1p + 1q = 1. Si jxj � C para 
ierto C,enton
es existen  2 Lp(0; T ) y k : IR+ ! IR+ tales que jF (x; y)��p� ~p(t)j � (t)k(jyj) para todo (t; y) 2 [0; T ℄� IR, 
umpli�endose queZ +10 s 1qk(s)ds = +1(�esta es una generaliza
i�on de la 
ondi
i�on 
l�asi
a de Nagumo estable
ida en[69℄, v�eanse [20, 60℄ para m�as detalles).� F (x; y) es Lips
hitz-
ontinua en la segunda variable, es de
ir, existe L > 0tal que jF (x; y1)� F (x; y2)j � Ljy1 � y2j 8y1; y2 2 IR:(v�ease [38℄).



5.1 La e
ua
i�on no singular. 65Tanto en la presente Se

i�on 
omo en la siguiente, suponemos que se veri�
auna 
ondi
i�on de Bernstein-Nagumo sobre la e
ua
i�on 
onsiderada, ya sea algunade las anteriores o 
ualquier otra.El siguiente Teorema ser�a el resultado 
entral de esta Se

i�on.Teorema 5.1. Supongamos que existe una fun
i�on 
ontinua f : IR ! IR y �1 �� < � � 
 < Æ � +1 tales queF (x; y) � f(y); 8x 2℄�; �℄ (5.2)F (x; y) � f(y); 8x 2 [
; Æ[ (5.3)para todo y2 IR. Sea K � minf� � �; Æ � 
g. Enton
es, para todo ~p 2 fL2(I) 
onk~pk2 � 6p5TpTK, existe p0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:1) tiene al menos una solu
i�onT -peri�odi
a para todo valor medio p tal queinfs2[
;Æ�K[8>>><>>>: maxx2[s;s+K℄jyj�p15KT fF (x; y)� f(y)g9>>>=>>>;<p�p0< sups2℄�;��K℄8>>><>>>: minx2[s;s+K℄jyj�p15KT fF (x; y)� f(y)g9>>>=>>>; :Adem�as, si este ��n�mo (resp. supremo) es un m��nimo (resp. m�aximo), enton-
es la desigualdad respe
tiva no es estri
ta.Demostra
i�on. Considerando la e
ua
i�onx00(t) + f(x0(t)) = p0 + ~p(t); (5.4)los resultados de [65℄ estable
en la existen
ia de un p0 2 IR tal que (5:4) tiene unafamilia de solu
iones T -peri�odi
as u+ C, 
on C 2 IR. Ahora, multipli
ando (5:4)por u00 e integrando en un periodo, se dedu
e que ku00k2 � k~pk2.A 
ontinua
i�on, usamos la siguiente versi�on de la desigualdad de Sobolevku0k1 � pT2p3ku00k2;demostrada por ejemplo en la p�agina 207 de [79℄. As��, se tiene queku0k1 � pT2p3k~pk2 � p15KT :



66 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.Por otra parte, reprodu
iendo la demostra
i�on de la anterior desigualdad en laProposi
i�on 2.7 del 
itado libro (
on m=0) pero 
onsiderando H 
omo el operadorde doble integra
i�on de valor medio 
ero, y usando que P+1s=1 s�4 = �490 , se dedu
ef�a
ilmente la siguiente desigualdad de tipo Sobolevk~uk1 � TpT12p5ku00k2:Por lo tanto, se tiene queju(t1)� u(t0)j � 2k~uk1 � TpT6p5 k~pk2 � Kpara 
ualesquiera t0; t1 2 [0; T ℄. En 
onse
uen
ia, la 
ondi
i�on impuesta sobre ppermite tomar C1 � C2 tales que x1(t) = u(t)+C1 2 [�; �℄ (o ℄�; �℄ si � = �1) yx2(t) = u(t)+C2 2 [
; Æ℄ (o [
; Æ[ si Æ = +1) es una pareja de sub y supersolu
ionesordenadas de (5:1), lo 
ual junto 
on la 
ondi
i�on de Bernstein-Nagumo impuestaen la e
ua
i�on impli
a la existen
ia de una solu
i�on T -peri�odi
a entre ellas.Observa
i�on 1. Si � = �1 y Æ = +1, no hay 
ondi
i�on alguna sobre la normade ~p. Algunos ejemplos de F y f veri�
ando las hip�otesis (5:2)� (5:3) soni) F (x; y) = f(y) + g(x), donde xg(x) � 0 para todo jxj > R.ii) F (x; y) = h(x)f(y), donde f es positivo (resp. negativo) y h est�a mayo-rado (resp. minorado) para x > R y minorado (resp. mayorado) para x < �R.iii) F (x; y) = h(x)f(y) + g(x), 
on h; f y g 
omo antes.Observa
i�on 2. De la demostra
i�on se dedu
e que el 
onjunto de valores mediosp para los 
uales la e
ua
i�on (5:4) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a est�a in
luido enel 
onjunto de p para los que (5:1) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a.Como 
onse
uen
ia dire
ta de este Teorema tenemos el siguiente resultadosobre la e
ua
i�on del p�endulo 
on fri

i�on no lineal.Corolario 5.1. Sea la e
ua
i�onx00(t) + f(x0(t)) + a sen (x(t)) = p+ ~p(t); (5.5)



5.2 E
ua
iones 
on singularidades atra
tivas. 67donde f es una fun
i�on 
ontinua. Sea 0 < K � �. Enton
es, para todo ~p(t) 2fL2(0; T ) tal que k~pk2 � 6p5TpTK, existe p0 2 IR independiente de a, tal que lae
ua
i�on (5:5) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p 2 [p0�a sen (��K2 ); p0+a sen (��K2 )℄.En parti
ular, si se 
onsidera fri

i�on lineal, enton
es p0 = 0, y en 
onse
uen
ia,Corolario 5.2. Sea x00(t) + 
x0(t) + a sen (x(t)) = p + ~p(t) (5.6)
on 
 2 IR. Sea 0 < K � �. Enton
es, para todo ~p(t) 2 fL2(0; T ) 
on k~pk2 �6p5TpTK, la e
ua
i�on (5:6) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p tal que jpj �a sen (��K2 ).Hay que resaltar que resultados similares han sido obtenidos en las referen
ias[32, 61, 62, 66, 90℄ para el p�endulo 
on rozamiento lineal, y tambi�en en [44; 71℄para el 
aso 
onservativo (
 = 0).5.2 E
ua
iones 
on singularidades atra
tivas.5.2.1 Caso de una singularidad.Consid�erese la siguiente e
ua
i�onx00(t) + F (x(t); x0(t)) = p + ~p(t); t 2 [0; T ℄ (5.7)donde F : IR+ � IR ! IR es una fun
i�on 
ontinua que posee una singularidadatra
tiva en el origen, es de
ir limx!0+ F (x; 0) = +1:Obs�ervese que este tipo de no-linealidad generaliza la 
onsiderada en la Se

i�on 2.5.Nuestro objetivo es bus
ar 
ondi
iones su�
ientes para la existen
ia de solu
ionesT -peri�odi
as positivas.



68 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.Teorema 5.2. En las 
ondi
iones previas, sea f : IR �! IR 
ontinua tal queexisten 0 < � < � � +1 de forma queF (x; y) � f(y); 8x 2 [�; �[ (5.8)para todo y 2 IR. Enton
es, para toda fun
i�on ~p 2 fL2(0; T ) a
otada superiormentey tal que k~pk2 � 6p5(���)TpT , existe p0 tal que (5:7) tiene una solu
i�on T -peri�odi
apara todo p � p0.Demostra
i�on. Es 
ono
ido por [65℄ que dado ~p 2 fL2(0; T ) existe p0 tal que lae
ua
i�on x00(t) + f(x0(t)) = p0 + ~p(t)tiene una familia de solu
iones T -peri�odi
as u+C, 
on C 2 IR. Adem�as, 
omo enla demostra
i�on del Teorema 5:1, se tiene queju(t1)� u(t0)j � TpT6p5 k~pk2 � � � �para 
ualesquiera t0; t1 2 [0; T ℄. Por tanto, si se toma C de forma que u(t) + C 2[�; �[ para todo t 2 [0; T ℄, enton
esu00(t) + F (u(t) + C; u0(t)) � u00(t) + f(u0(t)) = p0 + ~p � p+ ~p(t);
on lo que u+ C es una supersolu
i�on, mientra que si �jamos � > 0 tal queF (�; 0) > supfp+ ~p(t)g (5.9)y � < �, enton
es � es una subsolu
i�on ordenada.Observa
i�on. De nuevo, si � = +1 no hay restri

i�on sobre k~pk2. Algunos 
asosparti
ulares soni) F (x; y) = f(y) + g(x), dondelimx!0+ g(x) = +1; limx!+1 g(x) = 0(por ejemplo, el "
aso modelo" g(x) = x�a, 
on a > 0).ii) F (x; y) = '(x)y + g(x), donde g es 
omo antes y adem�as existenm;M 2 IR tales que m � '(x) �M para todo x > R. Enton
es,'(x)y � f(y) = ( My si y > 0my si y � 0 para todo x > R;y 
laramente f es 
ontinua, luego se veri�
a (5:9) y de esta forma extendemos losresultados de existen
ia para el 
aso lineal [38, 53℄.



5.2 E
ua
iones 
on singularidades atra
tivas. 695.2.2 Caso de dos singularidades.Consideremos la e
ua
i�onx00(t) + F (x(t); x0(t)) = p(t); t 2 [0; T ℄ (5.10)donde F : (0; 1)� IR �! IR es una fun
i�on 
ontinua tal quelimx!0+ F (x; 0) = +1limx!1� F (x; 0) = �1Se di
e que la e
ua
i�on (5:10) tiene dos singularidades atra
tivas en 0 y 1, ybus
amos solu
iones T -peri�odi
as entre 0 y 1. Como interpreta
i�on f��si
a puedepensarse en un par de part��
ulas 
argadas del mismo signo �jas en 0 y 1, y unater
era part��
ula de signo opuesto movi�endose entre ellas.Como es usual, suponemos que se 
umple una 
ondi
i�on de Bernstein-Nagumo.Teorema 5.3. En las 
ondi
iones previas, la e
ua
i�on (5:10) tiene una solu
i�onT -peri�odi
a para todo p 2  L1(0; T ).Demostra
i�on. Basta �jar �1 < �2 tales queF (�1; 0) � kpk1; F (�2; 0) � kpk1;y �1; �2 es una pareja de sub y supersolu
iones ordenadas.Evidentemente, la lo
aliza
i�on de las singularidades en 0 y 1 no es en absolutorestri
tiva. Por otra parte, es interesante observar que la hip�otesis de a
ota
i�onsobre p puede ser eliminada si se 
onsidera un 
on
epto m�as amplio de solu
i�on,expuesto en [38℄ bajo el nombre de solu
i�on generalizada, y 
onsistente en permitirque las solu
iones puedan tener 
olisiones 
on la singularidad en un 
onjunto demedida 
ero.5.2.3 Uni
idad.Para �nalizar la Se

i�on, estable
emos un resultado de uni
idad en la l��nea delos resultados del Cap��tulo 2.



70 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.Proposi
i�on 5.1. Si F es estri
tamente de
re
iente en la primera variable, lase
ua
iones (5:1); (5:7) y (5:10) tienen a lo m�as una solu
i�on T -peri�odi
a.Demostra
i�on. Supongamos que x1(t) y x2(t) son dos solu
iones T -peri�odi
asdistintas, 
on x1(t0) > x2(t0) para alg�un t0 2 [0; T ℄. Enton
es, z(t) = x1(t)� x2(t)es una fun
i�on T -peri�odi
a, luego z(t) tiene un m�aximo positivo, llam�emosle z(tM);as��, x1(tM) > x2(tM) y x01(tM) = x02(tM), luego en 
onse
uen
ia,0 � z00(tM) = F (x2(tM); x01(tM))� F (x1(tM); x01(tM)) > 0;lo 
ual es imposible.5.3 Fri

i�on se
a.Consideremos la siguiente e
ua
i�onx00(t) + � sgn(x0(t)) + g(x(t)) = p(t); t 2 [0; T ℄; (5.11)donde � > 0 es el llamado 
oe�
iente 
in�eti
o de fri

i�on. Esta e
ua
i�on debe serentendida 
omo la in
lusi�on diferen
ial�x00(t)� g(x(t)) + p(t) 2 � Sgn(x0(t)) 
.p.t. t 2 [0; T ℄;siendo Sgn(x) = ( sgn(x) si x 6= 0[-1,1℄ si x = 0 :Equivalentemente, una fun
i�on T -peri�odi
a x(t) ser�a una solu
i�on de (5:11) siexiste una sele

i�on medible s(t) 2 Sgn(x0(t)) que veri�que la e
ua
i�on x00(t) +�s(t) + g(x(t)) = p(t) 
.p.t. t 2 [0; T ℄.Esta formula
i�on permite que las solu
iones sean 
onstantes durante un 
iertointervalo de tiempo, lo que usualmente se llama una \zona muerta". Evidente-mente esto 
on
uerda 
on el modelo f��si
o de fri

i�on se
a. De he
ho, en 
iertos
asos se presentan solu
iones 
onstantes, tambi�en llamadas esta
ionarias, aun enel 
aso en que la fuerza externa p(t) no sea 
onstante. Si x(t) � 
 es una solu
i�onesta
ionaria, la sele

i�on medible debe ser s(t) = p(t)�g(
)� 2 [�1; 1℄. A partir deeste he
ho es posible des
ribir el 
onjunto de solu
iones esta
ionarias.
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i�on 5.2. Una 
ondi
i�on ne
esaria para la existen
ia de solu
iones esta-
ionarias de (5:11) es que p 2 L1(0; T ). En tal 
aso, el 
onjunto de solu
ionesesta
ionarias es� = f
 2 IR : maxt2[0;T ℄p(t)� � � g(
) � mint2[0;T ℄p(t) + �g:Demostra
i�on. Sabemos que la sele

i�on medible para una solu
i�on esta
ionariax(t) � 
 es �1 � p(t)�g(
)� � 1, de donde �� � p(t) � g(
) � �. Por tantoes evidente que una 
ondi
i�on ne
esaria es que p 2 L1(0; T ). Adem�as, debe
umplirse que p(t) � � < g(
) < p(t) + �, de donde es inmediato que el 
onjuntode solu
iones esta
ionarias es el des
rito.En 
onse
uen
ia, para que � 6= ; es 
ondi
i�on ne
esaria quemaxt2[0;T ℄p(t) � mint2[0;T ℄p(t) � 2�;es de
ir, un 
oe�
iente de fri

i�on elevado, lo que efe
tivamente 
on
uerda 
onla intui
i�on. Sin embargo, es interesante estudiar la existen
ia de solu
iones T -peri�odi
as 
on � y p arbitrarios, problema que abordaremos en las siguientes sub-se

iones.5.3.1 Fri

i�on se
a en la e
ua
i�on no singular.Consideremos la e
ua
i�on (5:11) 
on g : IR! IR una fun
i�on 
ontinua tal queg(x) � 0; para todo x 2℄�; �℄ (5.12)g(x) � 0; para todo x 2 [
; Æ[: (5.13)para 
iertos �1 � � < � � 
 < Æ � +1. Vamos a usar la informa
i�on de laSe

i�on anterior para estable
er el siguiente resultado.Teorema 5.4. Para todo ~p 2 fL2(0; T ) 
on k~pk2 � 6p5TpT minf� � �; Æ � 
g, existep 2 [��; �℄ tal que (5:11) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a.Demostra
i�on. Vamos a aproximar la e
ua
i�on multivaluada (5:11) medianteuna su
esi�on de e
ua
iones univaluadas. De�nimos la siguiente su
esi�on de fun-
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i�on se
a.
iones 
ontinuas,fn(x) = 8><>: 1 si x > 1nnx si jxj � 1n�1 si x < � 1n ; para 
ada n 2 IN:Si se 
onsidera la su
esi�on de e
ua
ionesx00(t) + �fn(x0(t)) + g(x(t)) = p + ~p(t); t 2 [0; T ℄; (5.14)se sabe por el Teorema 5:1 que para 
ada n existe pn tal que (5:14) tiene unasolu
i�on T -peri�odi
a xn(t). A 
ontinua
i�on demostraremos que esta su
esi�on desolu
iones de (5:14) 
onverge a una solu
i�on T -peri�odi
a de (5:11), para lo 
ual esne
esario en
ontrar 
otas uniformes para xn y sus derivadas.Usando los resultados de [65℄, para 
ada n existe pn tal que la e
ua
i�onx00(t) + �fn(x0(t)) = pn + ~p(t); t 2 [0; T ℄ (5.15)tiene una familia uniparam�etri
a de solu
iones T -peri�odi
as. Por 
onvenien
ia, seaun el elemento de esta familia tal que mint2[0;T ℄un(t) = 0. Integrando (5:15) sobreun periodo, se obtiene que jpnj < �. Adem�as, los mismos razonamientos usadosen el Teorema 5:1 llevan a kunk1 � TpT6p5 k~pk2:Por tanto, tomando C1 = �� TpT6p5 k~pk2 y C2 = 
, es f�a
il dedu
ir que un+C1 yun+C2 son respe
tivamente una sub y una supersolu
i�on ordenadas de la e
ua
i�on(5:14), luego existir�a una solu
i�on T -peri�odi
a xn(t) de (5:14) que 
umpleC1 � un(t) + C1 � xn(t) � un(t) + C2 � TpT6p5 k~pk2 + C2 =: C3; t 2 [0; T ℄;De esta forma, hemos 
onseguido 
otas C1; C3 para la su
esi�on fxn(t)g queno dependen de n. Veamos ahora la manera de 
onseguir tambi�en 
otas para lasderivadasSea G := maxfjg(x)j : x 2 [C1; C3℄g. Multipli
ando (5:14) por x00n(t) e inte-grando en un periodo se tienekx00nk22 = Z T0 ~p(t)x00n(t)dt� Z T0 g(xn(t))x00n(t)dt � (k~pk2 +GpT )kx00k2;
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i�on se
a. 73luego kx00nk2 � (k~pk2 +GpT ), y en 
onse
uen
iakx0nk1 � pTkx00nk2 � pT (k~pk2 +GpT ):Estas 
otas nos permiten usar el Teorema de As
oli-Arzel�a, que a�rma queexiste una subsu
esi�on de fxng, que representamos nuevamente por fxng, que
onverge a 
ierta x0(t) uniformemente en C1. Evidentemente, esta x0(t) es T -peri�odi
a por serlo las xn. Adem�as, tomando una nueva subsu
esi�on si es ne
esario,existe p 2 [��; �℄ tal que pn ! p. Tomando l��mites en (5:14),�x000(t)� g(x0(t)) + p + ~p(t) = � limn!+1 fn(x0n(t)) 2 � Sgn(x00(t)); t 2 [0; T ℄;
on lo 
ual x0(t) es una solu
i�on T -peri�odi
a de (5:11).Como 
onse
uen
ia inmediata de este Teorema podemos estable
er el siguienteCorolario sobre la e
ua
i�on del p�endulo 
on fri

i�on se
a.Corolario 5.3. Sea la e
ua
i�onx00(t) + � sgn(x0(t)) + a sen (x(t)) = p(t): (5.16)Enton
es, para todo ~p(t) 2 fL2(0; T ) 
on k~pk2 � 6p5TpT �, existe p 2 [��; �℄ indepen-diente de a tal que la e
ua
i�on (5:16) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a.Observa
i�on. Es posible, siguiendo la estrategia del Teorema 5:1, 
onseguir unintervalo 
ompleto de valores medios \admisibles", para los 
uales hay solu
i�onT -peri�odi
a. Sin embargo, hemos optado por la anterior presenta
i�on en aras dela 
laridad. Por otra parte, nuestro m�etodo permite 
onsiderar e
ua
iones 
omox00(t) + f(x0(t)) + � sgn(x0(t)) + g(x(t)) = p(t); t 2 [0; T ℄;
on f 
ontinua. Por ejemplo, si f(x0) = 
x0 
on 
 
onstante, el Teorema 5:4 sigueveri�
�andose sin ninguna modi�
a
i�on.5.3.2 Fri

i�on se
a en la e
ua
i�on singular.Sea la e
ua
i�on (5:11) pero siendo ahora g : IR+ ! IR una fun
i�on 
ontinua
on una singularidad atra
tiva en el origen, es de
ir,limx!0+ g(x) = +1
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i�on se
a.y tal que existen 0 < � < � � +1 y K 2 IR de manera que g(x) � K para todox 2 [�; �[.Teorema 5.5. Con las hip�otesis previas, para todo ~p(t) 2 fL2(0; T ) a
otada supe-riormente y tal que k~pk2 � 6p5TpT (� � �), existe p0 2 [�� + K;� + K℄ tal que lae
ua
i�on (5:11) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p � p0.Demostra
i�on. Usamos de nuevo las e
ua
ionesx00(t) + �fn(x0(t)) + g(x(t)) = p + ~p(t); t 2 [0; T ℄; (5.17)que ya de�nimos en la demostra
i�on del Teorema 5:4. De [65℄, tenemos que para
ada n existe pn tal que la e
ua
i�onx00(t) + �fn(x0(t)) +K = pn + ~p(t) (5.18)tiene una familia uniparam�etri
a de solu
iones T -peri�odi
as. Sea un el miembrode esta familia tal que mint2[0;T ℄un(t) = �. Un uso ade
uado de las desigualdadesde tipo Sobolev, tal 
omo se hizo en la demostra
i�on del Teorema 5:1, prueba quemaxt2[0;T ℄un(t) < �. Por tanto, si 
onsideramos p � pn,u00n(t)+�fn(u0n(t))+ g(un(t))�p � u00n(t)+�fn(u0n(t))+K�pn = ~p(t); t 2 [0; T ℄;por lo que un es una supersolu
i�on de (5:17), y por otra parte la existen
ia de unasubsolu
i�on ordenada es trivial por el 
ar�a
ter singular de g, ya que ~p es a
otadasuperiormente. Por tanto, la e
ua
i�on (5:17) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a paratodo p � pn.Por otro lado, integrando (5:18) en un periodo se obtiene que pn 2 [�� +K;� + K℄, 
on lo 
ual, tomando si es ne
esario una subsu
esi�on, fpng ! p1 2[�� + K;� + K℄, y 
laramente (5:17) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todop > p1, para n bastante grande. Si p1 = � + K, enton
es existe solu
i�on T -peri�odi
a de (5:17) para todo p � p1 y podemos �jar p0 := p1. Si por el 
ontrariop1 < � +K, basta tomar por ejemplo p0 := p1+�+K2 . Para �nalizar, mediante lasmismas t�e
ni
as usadas en la Subse

i�on anterior, es f�a
il en
ontrar 
otas uniformespara la su
esi�on de solu
iones de (5:17), y una apli
a
i�on del teorema de As
oli-Arzel�a 
ierra la demostra
i�on.
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i�on se
a. 75Como en la Se

i�on 5:2, si � = +1 no hay restri

iones sobre k~pk2, 
omo porejemplo g(x) = x�a, 
on a > 0. Por otra parte, usando el Teorema anterior 
onK;�; � ade
uados es f�a
il probar el siguiente Corolario.Corolario 5.4. Sea g : IR+ ! IR una fun
i�on 
ontinua tal que limx!0+ g(x) =+1. Enton
es, para todo ~p(t) 2 fL2(0; T ) a
otada superiormente, existe p0 2 IRtal que la e
ua
i�on (5:11) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p � p0.5.3.3 Uni
idad y estabilidad.En presen
ia de fri

i�on se
a es posible la existen
ia de un intervalo de solu-
iones esta
ionarias, luego en general no hay uni
idad in
luso suponiendo g estri
-tamente de
re
iente. No obstante, puede probarse lo siguiente.Teorema 5.6. Sea la e
ua
i�on (5:11) 
on g estri
tamente de
re
iente. Enton
es,si existen solu
iones esta
ionarias, �estas son las �uni
as solu
iones T -peri�odi
as.Si no existen solu
iones esta
ionarias, existe a lo m�as una solu
i�on T -peri�odi
a,que es inestable.Demostra
i�on. Sup�ongase que x1(t); x2(t) son solu
iones T -peri�odi
as distintas,una de ellas no esta
ionaria. Sea z(t) := x1(t) � x2(t) y z(t1) = maxt2[0;T ℄ z(t).No es restri
tivo suponer que z(t1) > 0. Restando las e
ua
iones respe
tivas yteniendo en 
uenta que g es estri
tamente de
re
iente, se tiene quesgn(x01(t1))� sgn(x02(t1)) > 0;luego x01(t1) � 0 y x02(t1) � 0, pero adem�as z0(t1) = x01(t1) � x02(t1) = 0 por ser elm�aximo. Por lo tanto, x01(t1) = 0 y x02(t1) = 0.De aqu��, y usando que al menos una de las solu
iones no es esta
ionaria, sededu
e que existe t2 > t1 tal que para todo t 2℄t1; t2[, z(t) > 0, z0(t) < 0 y o bienx01(t) < 0 o bien x02(t) > 0. En 
onse
uen
ia,Z t2t1 sgn(x01(t))dt � Z t2t1 sgn(x02(t))dt;lo 
ual es una 
ontradi

i�on, pues se puede obtener la desigualdad estri
ta inversarestando las e
ua
iones e integrando en [t1; t2℄. De este modo hemos probado launi
idad.
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i�on se
a.Para la estabilidad, siendo xT (t) la �uni
a solu
i�on T -peri�odi
a, veamos que esinestable. Sea x1(t) una solu
i�on 
on 
ondi
iones ini
iales x1(0) > xT (0), x01(0) =x0T (0) > 0 (si esta �ultima 
ondi
i�on sobre x0T no se 
umpliera, bastar��a realizar unatrasla
i�on del tiempo ini
ial). N�otese que para todo z(t) = x1(t) � xT (t) > 0 seobtiene de (5:11) quez00(t) + � sgn x01(t)� � sgn x0T (t) = g(xT (t))� g(x1(t)) > 0; (5.19)luego la fun
i�on z(t) tiene un m��nimo en 0.Finalmente, probaremos que z(t) es una fun
i�on estri
tamente 
re
iente paratodo t > 0 donde est�e de�nida. Si esto fuera falso, existir��a z(t1) m�aximo lo
alde z 
on t1 > 0. Usando (5:19), sgn x01(t1) > sgn x0T (t1), 
on lo 
ual x01(t1) � 0 yx0T (t1) � 0. Ahora bien, si alguna de estas desigualdades fuese estri
ta, enton
estendr��amos z0(t1) > 0, luego se dedu
e que x01(t1) = 0 = x0T (t1). Ahora, sea t2 > t1tal que x01(t) < 0 para todo t 2℄t1; t2[ o x0T (t) > 0 para todo t 2℄t1; t2[; una de estasop
iones se veri�
a ne
esarimente ya que z(t1) es un m�aximo (
abe la posibilidadde una \zona muerta" en la solu
i�on, o sea, un intervalo en el que la derivadade z(t) se anule, pero en tal 
aso tomamos 
omo t1 el extremo de este intervalo).Enton
es, Z t2t1 sgn(x01(t))dt � Z t2t1 sgn(x0T (t))dt;Pero si se integra (5:11) obtenemos la desigualdad inversa.En de�nitiva, z(t) no presenta m�aximos para t > 0. Sea (w�; w+) el intervalomaximal de existen
ia para x1(t). Si w+ < +1, enton
es limt!w+ z(t) = +1. Sien 
ambio w+ = +1, se prueba que nuevamente limt!w+ z(t) = +1. De he
ho,si z(t) ! K > 0 
on K < +1, enton
es por ser z estri
tamente 
re
iente existet3 tal que z00(t) < 0 para todo t > t3. En 
onse
uen
ia, de (5:11) se tiene quesgn(x01(t)) > sgn(x0T (t)) para todo t > t3, luego x0T (t) � 0 para todo t > t3, lo
ual es absurdo puesto que xt es T -peri�odi
a y no esta
ionaria. Con esto quedaprobada la inestabilidad de xT .5.3.4 Otros modelos de fri

i�on se
a.Experimentalmente puede 
omprobarse que en general la fuerza ejer
ida porfri

i�on se
a es mayor 
uando no hay movimiento relativo. A modo intuitivo, esm�as f�a
il mantener el movimiento de un 
uerpo sobre una super�
ie no lubri
adaque ha
erle arran
ar. Esto signi�
a que hay que distinguir entre fri

i�on est�ati
a
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a. 77y fri

i�on 
in�eti
a. A 
ada una le 
orresponder�a un 
oe�
iente de fri

i�on distinto,que llamaremos �s y �d respe
tivamente. Por regla general, �d < �s, aunquedependiendo de la naturaleza de las super�
ies en 
onta
to, se dan 
asos en losque son iguales.De esta forma, un modelo m�as realista para la fri

i�on se
a lo 
onstituir��a lasiguiente in
lusi�on diferen
ial�x00(t)� g(x(t)) + p(t) 2 F (x0(t)) 
.p.t. t 2 [0; T ℄;siendo F la fun
i�on multivaluadaF (x) = 8><>: ��d si x < 0[� �s; �s℄ si x = 0�d si x > 0 ;
uyo grafo viene representado por la �gura 5:1.A nuestros efe
tos, pueden demostrarse resultados 
ompletamente an�alogos alos ya estable
idos en esta Se

i�on, ya que podemos 
onsiderar aproximantes detipo Yosida ade
uados (ver �gura 5:2).Cabe la posibilidad in
luso de 
onsiderar otras leyes de fri

i�on m�as 
omplejas,
omo [48℄ (ver tambi�en [70℄), que presenta un 
re
imiento 
uadr�ati
o en la derivaday 
uyo grafo es reprodu
ido en la �gura 5:3. Tambi�en en [26℄ se estudia unasitua
i�on pare
ida, 
on una ley de fri

i�on asint�oti
amente lineal. Finalmente,
iertos modelos s��smi
os 
omo el de Burridge-Knopo� (v�ease [16℄ y sus referen
ias)introdu
en una ley de fri

i�on estri
tamente de
re
iente 
on respe
to a la velo
idad,
omo la representada en la �gura 5:4, que es debida a la intera

i�on entre las pla
aste
t�oni
as.De 
ualquier forma, se ha demostrado que el fen�omeno de la fri

i�on se
a es enmu
hos 
asos extremadamente 
omplejo, dependiendo extre
hamente de pro
esosel�asti
os, pl�asti
os y qu��mi
os a diversas es
alas de longitud y tiempo, no existiendoa
tualmente un modelo totalmente satisfa
torio.
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a.
Figura 5.1. Grafo de la fun
i�on multivaluada F .
Figura 5.2. Aproximantes de tipo Yosida para F .
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Figura 5.3.
Figura 5.4.
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i�on se
a.5.4 Algunos resultados adi
ionales.En la presente Se

i�on emplearemos las t�e
ni
as anteriormente desarrolladaspara abordar algunas situa
iones de espe
ial inter�es. En adelante, 
onsideraremosla e
ua
i�on x00(t) + f(x0(t)) + g(x(t)) = p+ ~p(t); (5.20)donde g : IR ! IR es 
ontinua, ~p(t) 2 fL2(0; T ) y f : IR ! IR es 
ontinua en 
asitodo punto, permiti�endose dis
ontinuidades de salto (
omo en el 
aso de la fri

i�onse
a), en 
uyo 
aso la e
ua
i�on se entiende 
omo una in
lusi�on diferen
ial.5.4.1 Un resultado de tipo Landesman-Lazer.Teorema 5.7. Supongamos queg(+1) = lim supx!+1 g(x) < lim infx!�1 g(x) = g(�1) (5.21)Enton
es, existe p0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:20) tiene una solu
i�on T -peri�odi
apara todo p tal que g(+1) < p� p0 < g(�1):Demostra
i�on. Supongamos primero que f es 
ontinua en todo IR. Como yaes sabido, existe p0 tal que la e
ua
i�on x00(t) + f(x0(t)) = p0 + ~p(t) tiene unafamilia de solu
iones T -peri�odi
as x0 + C. Para C1 bastante grande se tiene queg(x0(t) + C1) < p � p0, lo 
ual impli
a que x0(t) + C1 es una supersolu
i�on de(5:20). De igual manera se obtiene una subsolu
i�on x0(t) + C2 para un C2 < C1ade
uado, 
on lo que tenemos un par de sub y supersolu
iones ordenadas y portanto una solu
i�on T -peri�odi
a entre ellas.Por otra parte, si f presenta alg�un tipo de dis
ontinuidad se re
urre al argu-mento ya 
ono
ido de la Se

i�on anterior: aproximantes de Yosida, 
otas a prioriy apli
a
i�on del Teorema de As
oli-Arzel�a.Observa
i�on. Si se 
onsidera el 
aso lineal f(y) = 
y 
on 
 
onstante, enton
esp0 = 0, luego este resultado es una extensi�on del resultado 
l�asi
o a e
ua
iones 
onrozamiento no lineal. Adem�as, g puede ser no a
otada (o sea, g(�1) = +1 y(o) g(+1) = �1), luego mejoramos el Corolario 2 de [44℄ en dos dire

iones. Noobstante, si la desigualdad (5:21) se invierte no pare
e f�a
il probar un resultadosimilar, y en 
ualquier 
aso se ne
esitar��an t�e
ni
as diferentes.



5.4 Algunos resultados adi
ionales. 81No obstante, si apare
e una igualdad en (5:21), podemos estable
er el siguienteresultado. A partir de ahora no insistiremos m�as en el 
aso de que f presentealguna dis
ontinuidad de salto, pues la estrategia a seguir usando las aproximantesde Yosida es ya 
ono
ida.Teorema 5.8. Sea K = TpT6p5 k~pk2. Supongamos que g(�1) = g(+1) = L. Six(g(x)� L) � 0; 8jxj > R (5.22)para 
ierto R > 0, enton
es existe p0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:20) tiene unasolu
i�on T -peri�odi
a para todo p tal queinfs2[R;+1[( maxx2[s;s+K℄fg(x)g) < p � p0 < sups2℄�1;�R℄( minx2[s;s+K℄fg(x)g) :Si este ��n�mo (resp. supremo) es un m��nimo (resp. m�aximo), enton
es la de-sigualdad respe
tiva no es estri
ta. Adem�as, si la desigualdad (5:22) es estri
ta,este intervalo de valores medios \admisibles" es no degeneradoDemostra
i�on. Es una 
onse
uen
ia inmediata del Teorema 5:1. Con respe
toa la �ultima a�rma
i�on, n�otese que la 
ondi
i�on (5:22) impli
ainfs2[R;+1[( maxx2[s;s+K℄fg(x)g) � L � sups2℄�1;�R℄( minx2[s;s+K℄fg(x)g)y que estas desigualdades son estri
tas si (5:22) es estri
ta.Este Teorema es apli
able a g(x) = �x1+x2 , un interesante ejemplo que ya ha sidoestudiado en [44℄ para el 
aso sin rozamiento.5.4.2 No-linealidades os
ilatorio-expansivas.En [35℄ se propone la siguiente no-linealidadg0(x) = 8><>: sin(plnx) x � 10 0 � x < 1�g0(�x) x < 0



82 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.para un problema el��pti
o, 
omo un ejemplo de las llamadas \fun
iones expansi-vas", de�nidas en el art��
ulo men
ionado. Vamos a estable
er una nueva de�ni
i�onque tambi�en in
luye el ejemplo anterior y que es m�as ade
uada a nuestro m�etodo.De�ni
i�on 5.2. De
imos que una fun
i�on 
ontinua y no 
onstante g es os
ilatorio-expansiva si para 
ada s 2 IR tal que infx2IR g(x) < s < supx2IR g(x), existe unasu
esi�on fang 
on limn!+1fan+1 � ang = +1 y alg�un entero positivo n0 tal queminx2[a2n;a2n+1℄ g(x) � s � maxx2[a2n+1;a2n+2℄ g(x)para todo n � n0.Esta de�ni
i�on generaliza en diversos aspe
tos el 
on
epto de fun
i�on expansiva.En efe
to, una fun
i�on expansiva debe ser a
otada e impar, hip�otesis no requeridasen nuestra de�ni
i�on. Otro he
ho remar
able es que la hip�otesis limn!+1fan+1an g =+1, supuesta en la de�ni
i�on de fun
i�on expansiva, impli
a que limn!+1fan+1�ang = +1, pero el re
��pro
o no es 
ierto, luego en este aspe
to tenemos unade�ni
i�on m�as d�ebil.Por otra parte, si g es os
ilatorio-expansiva, �g tambi�en lo es, lo 
ual no es
ierto en el 
aso de fun
iones expansivas.Sin embargo, g(x) = x es expansiva pero no os
ilatorio-expansiva, por lo quelas de�ni
iones son independientes. Es f�a
il probar la siguiente Proposi
i�on.Proposi
i�on 5.3. Si g y �g son fun
iones expansivas, enton
es g es tambi�enos
ilatorio-expansiva.Con respe
to a la existen
ia de solu
iones peri�odi
as, tenemos el siguiente Teo-rema.Teorema 5.9. Sea g una no-linealidad os
ilatorio-expansiva. Enton
es, existep0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:20) tiene un n�umero in�nito de solu
iones T -peri�odi
as para 
ada p tal queinfx2IR g(x) < p � p0 < supx2IR g(x):



5.4 Algunos resultados adi
ionales. 83Demostra
i�on. De nuevo, p0 es el valor medio para el que x00(t)+f(x0(t)) = p0+~p(t) tiene una familia de solu
iones T -peri�odi
as x0+C. Si fang es la su
esi�on quenos da la de�ni
i�on de fun
i�on os
ilatorio-expansiva para s = p�p0, enton
es paratodo n podemos tomar 
onstantes ade
uadas de forma que x0 +C1n 2 [a2n; a2n+1℄y x0 + C2n 2 [a2n+1; a2n+2℄ sean una pareja de sub y supersolu
iones de (5:20).De esta forma, existe una su
esi�on xn 2 [a2n; a2n+2℄ de solu
iones T -peri�odi
as de(5:20).Como 
aso parti
ular, si g0 es la fun
i�on de�nida al prin
ipio, tenemos el si-guiente resultado.Corolario 5.5. Existe un p0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:20) 
on g � g0 tiene unn�umero in�nito de solu
iones T -peri�odi
as para 
ada p tal que jp � p0j < 1.Otra 
onse
uen
ia dire
ta del Teorema 5.9 es que dada una no-linealidad os
ila-torio-expansiva tal que infx2IR g(x) = �1 y supx2IR g(x) = +1 (
omo por ejem-plo, g(x) = xg0(x)), la e
ua
i�on (5:20) tiene un n�umero in�nito de solu
ionesT -peri�odi
as para 
ualquier valor medio.5.4.3 Otros ejemplos.La hip�otesis (5:22) 
onsiderada en la Subse

i�on 5:4:1 apare
e 
on bastantefre
uen
ia en la literatura. No obstante, aun 
uando (5:22) no se veri�
a es posi-ble en mu
hos 
asos obtener 
ierta informa
i�on, 
omo demuestran los siguientesejemplos. Fijamos de nuevo la 
onstante K = TpT6p5 k~pk2.� Ejemplo 1 ([4℄, ejemplo 6.6). Sea g(x) = 11+x2 . Enton
es, existe p0 2 IRtal que la e
ua
i�on (5:20) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p tal quep0 < p � p0 + 44 +K2 :� Ejemplo 2 ([44℄). Sea g(x) = �e�x2. Enton
es, existe p0 2 IR tal que lae
ua
i�on (5:20) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a para todo p tal quep0 � e�K24 � p < p0:



84 5. Movimiento peri�odi
o en presen
ia de rozamiento no lineal y fri

i�on se
a.� Ejemplo 3 ([14℄, [44℄).Sea g(x) = �xex y supongamos K > 0. Enton
es,existe p0 2 IR tal que la e
ua
i�on (5:20) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a paratodo p tal que p � p0 + g( KeK1� eK ):



Cap��tulo 6Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para unae
ua
i�on de tipo Rayleigh.En este Cap��tulo vamos a 
onsiderar el problema peri�odi
o para la e
ua
i�on detipo Rayleigh x00 + f(x0) + g(t; x; x0) = �p;x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ): (6.1)donde f es 
ontinua y g es una fun
i�on de Carath�eodory. Re
ordemos que en lae
ua
i�on 
l�asi
a de Rayleigh g s�olo depend��a de x. Ahora, al 
onsiderar una no-linealidad de Carath�eodory, bus
amos solu
iones d�ebiles en W 2;1(0; T ). Nuestroprop�osito es estudiar la estru
tura del 
onjunto de \valores medios" p para los
uales existen al menos una o al menos dos solu
iones del problema (6:1) en dossitua
iones distintas, que des
ribimos a 
ontinua
i�on.En la Se

i�on 6:2, 
onsideramos una fuerza restauradora g(t; x; x0) uniforme-mente a
otada por una fun
i�on L2(0; T ). En este 
aso, el 
onjunto de valoresmedios p admisibles es un intervalo I. Esto in
luye no-linealidades peri�odi
as enla variable x. En el 
aso de la e
ua
i�on del p�endulo 
onseguimos una estima
i�onde di
ho intervalo. Adem�as, se prueba la existen
ia de dos solu
iones en el interiorde I.Por otra parte, la Se

i�on 6:3 se dedi
a a fuerzas restauradoras a
otadas in-feriormente. Se estable
en resultados de tipo Ambrosetti-Prodi similares a losobtenidos en [27℄. En 
on
reto, la 
ondi
i�on habituallimjxj!1 g(t; x; y) = +1;uniformemente en t e y, es reemplazada por la 
ondi
i�on de que g(t; x; y) pueda serdes
ompuesta en g(x)+h(t; x; y), donde g(x) veri�
a tal l��mite 
uando jxj ! 1 y



86 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.h(t; x; y) es a
otada por una fun
i�on de L2(0; T ). En las demostra
iones es funda-mental la Subse

i�on 6.1, que rela
iona la existen
ia deW 2;1-sub y supersolu
ionesestri
tas 
on el grado de Leary-S
hauder, que denotamos por deg.6.1 W 2;1-sub y supersolu
iones estri
tas.Sea el problema peri�odi
o x00 + F (t; x; x0) = 0;x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ): (6.2)Estable
emos una serie de de�ni
iones b�asi
as.De�ni
iones. Una fun
i�on � 2 C([0; T ℄) se di
e W 2;1-subsolu
i�on estri
ta de(6:2) si no es una solu
i�on en [0; T ℄ y su extensi�on peri�odi
a en IR, de�nida por�(t) = �(t+ T ), es 
ontinua y veri�
a que para 
ada t0 2 IR;o bien D��(t0) < D+�(t0);o bien existe un intervalo abierto I0 y �0 > 0 tal que t0 2 I0, � 2 W 2;1(I0)y p.
.t. t 2 I0, para todo u tal que �(t) � u � �(t) + �0, y todo v tal que�0(t)� �0 � v � �0(t) + �0, se tiene que�00(t) + F (t; u; v) � 0:An�alogamente, una fun
i�on � 2 C([0; T ℄) es una W 2;1-supersolu
i�on estri
tade (6:2) si no es una solu
i�on en [0; T ℄ y su extensi�on peri�odi
a en IR, de�nida por�(t) = �(t+ T ), es 
ontinua y veri�
a que para 
ada t0 2 IR,o bien D��(t0) > D+�(t0),o bien existe un intervalo abierto I0 y �0 > 0 tal que t0 2 I0, � 2 W 2;1(I0)y, p.
.t. t 2 I0, para todo u tal que �(t) � �0 � u � �(t), y todo v tal que�0(t)� �0 � v � �0(t) + �0, se tiene que�00(t) + F (t; u; v)� 0:Esta de�ni
i�on generaliza el 
on
epto 
l�asi
o de sub y supersolu
i�on, permi-tiendo un 
ierto n�umero de \esquinas".



6.1 W 2;1-sub y supersolu
iones estri
tas. 87A 
ontinua
i�on, es
ribiremos el problema (6:2) de forma que sus solu
iones seanlos puntos �jos de 
ierto operador fun
ional. De�nimos el operadorT = K1N; (6.3)donde K1 : L1(0; T )! C1[0; T ℄ (6.4)es el operador de Green 
orrespondiente al problema peri�odi
o para la e
ua
i�onx00 � x + f = 0, y N : C1[0; T ℄ ! L1(0; T ) es el operador de Nemytskii de�nido
omo Nx = F (�; x; x0) + x. De esta manera, el problema (6:2) es equivalente alproblema de punto �jo x = T x;donde es f�a
il veri�
ar que el operador T es 
ompletamente 
ontinuo.Teorema 6.1. Sea F : [0; T ℄�IR2 ! IR una fun
i�on L1-Carath�eodory. Suponemosque(i) existen W 2;1-sub y supersolu
iones estri
tas � y � de (6:2) tal que � < � en[0; T ℄,(ii) existe R > maxfjj�0jj1; jj� 0jj1g tal que 
ualquier solu
i�on x de x00+F (t; x; x0) =0, x0(t0) = 0, 
on t0 2 [0; T ℄ y � < x < �, veri�
ajjx0jj1 < R: (6.5)Enton
es, deg(I � T ;
; 0) = 1; (6.6)siendo 
 := fx 2 C1[0; T ℄ j � < x < �; jx0j < Rg.Demostra
i�on. Consideremos el problema modi�
adox00 � x+ F̂ (t; x; x0) + Æ(�(t); x; �(t)) = 0;x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ); (6.7)donde F̂ (t; x; y) := F (t; Æ(�(t); x; �(t)); Æ(�R; y;R)) yÆ(A;u;B) := 8><>: A if u � A;u if A � u < B;B if B � u: (6.8)Dividimos la demostra
i�on en tres pasos.



88 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.� 1) Toda solu
i�on x de (6:7) veri�
a �(t) < x(t) < �(t) en [0; T ℄. Supongamospor el 
ontrario quemint2[0;T ℄(x(t)� �(t)) = x(t0)� �(t0) � 0para alg�un t0 2 [0; T ℄. Enton
es, x0(t0) �D��(t0) � x0(t0) �D+�(t0) y porde�ni
i�on de W 2;1-subsolu
i�on estri
ta D��(t0) = D+�(t0) = x0(t0). Ahora,
onsideramos los I0 y �0 > 0 de la de�ni
i�on lo bastante peque~nos para que�(t) � Æ(�(t); x(t); �(t))� �(t) + �0;�R � �0(t)� �0 � x0(t) � �0(t) + �0 � Rpara todo t 2 I0.De esta forma, p.
.t. t 2 ℄t1; t0[�00(t) + F̂ (t; x(t); x0(t)) = �00(t) + F (t; Æ(�(t); x(t); �(t)); x0(t)) � 0:Teniendo en 
uenta que � no es solu
i�on, es posible tomar t0 de forma quepara alg�un t1 > t0, t1 2 I0, se tenga x0(t1)� �0(t1) > 0, 
on lo que se llega ala siguiente 
ontradi

i�on0 < x0(t1)� �0(t1) = Z t1t0 (x00(s)� �00(s)) ds� Z t1t0 [�F̂ (s; x(s); x0(s)) + x� Æ(�(t); x; �(t))� �00(s)℄ ds � 0:An�alogamente se prueba que x(t) < �(t) para todo t 2 [0; T ℄.� 2) Toda solu
i�on x de (6:7) veri�
a que jx0(t)j < R para todo [0; T ℄. Enotro 
aso, existir�a una solu
i�on x de (6:7) y 
iertos t0 2 [0; T ℄ y t1 2 [0; T ℄,t1 > t0, tales que x0(t0) = 0, jx0(t1)j = R y para todo t 2 [t0; t1℄, jx0(t)j � R,�(t) < x(t) < �(t). En 
onse
uen
ia x veri�
a x00 + F (t; x; x0) = 0 en [t0; t1℄
ontradi
iendo la hip�otesis (ii).� 3) deg(I � T ;
; 0) = 1. Consideremos el operador T̂ = K1N̂ , donde(N̂x)(t) = F̂ (t; x(t); x0(t)) + Æ(�(t); x; �(t)):Es 
laro que T̂ es a
otado, lo que impli
a que dado R̂ > 0 bastante grandey � 2 [0; 1℄,deg(I � T̂ ; B(0; R̂); 0) = deg(I � �T̂ ; B(0; R̂); 0) = deg(I;B(0; R̂); 0) = 1:



6.2 Fuerzas restauradoras a
otadas. 89Adem�as 
 � B(0; R̂) si se toma R̂ su�
ientemente grande, y de los pasos 1y 2 junto 
on la propiedad de ex
isi�on del grado se dedu
e quedeg(I � T̂ ; B(0; R̂); 0) = deg(I � T̂ ;
; 0) = deg(I � T ;
; 0) = 1;lo que 
on
luye la demostra
i�on.6.2 Fuerzas restauradoras a
otadas.En la presente Se

i�on estudiaremos no-linealidades a
otadas por alguna fun
i�onh 2 L2(0; T ). El siguiente resultado des
ribe la estru
tura del 
onjunto de p paralos que el problema peri�odi
o (6:1) tiene solu
i�on.Teorema 6.2. Sea f : IR ! IR 
ontinua y g : [0; T ℄� IR2 ! IR una fun
i�on deCarath�eodory tal quejg(t; x; y)j � h(t); p.
.t. t 2 [0; T ℄; 8(x; y) 2 IR2
on h 2 L2(0; T ) dada. Enton
es, existe un intervalo [a; b℄ no va
��o tal que(i) si p 62 [a; b℄, el problema (6:1) no tiene solu
i�on,(ii) si p 2 (a; b), el problema (6:1) tiene al menos una solu
i�on.Demostra
i�on. Sea M el 
onjunto de p para los 
uales (6:1) tiene solu
i�on.Dividiremos la demostra
i�on en 
in
o puntos.� 1) Sea R > pT jjhjj2. Enton
es toda solu
i�on x de (6:1) veri�
ajjx0jj1 < R: (6.9)Multipli
ando la e
ua
i�on por x00 e integrando en [0; T ℄,jjx00jj22 � � Z T0 g(t; x; x0)x00 dt � jjhjj2jjx00jj2: (6.10)



90 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.Por tanto, jjx00jj2 � jjhjj2y si tomamos t0 tal que x0(t0) = 0, enton
esjx0(t)j = j Z tt0 x00(s) dsj � pT jjx00jj2 � pT jjhjj2 < R:� 2) Un problema modi�
ado. Consideremos la fun
i�onf̂(y) := f(Æ(�R; y;R));
on Æ(A; y;B) de�nida por (6:8). Usando el mismo argumento del punto 1,
ualquier solu
i�on x de x00 + f̂(x0) + g(t; x; x0) = p;x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ): (6.11)es tambi�en solu
i�on de (6:1). Por lo tanto, x es solu
i�on de (6:1) si y s�olo sies solu
i�on de (6:11).� 3) M es no va
��o. Sean el espa
io~X := fx 2 H2(0; T ) : x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ); Z T0 x dt = 0g;Sea T̂ = K(I � P )N̂ , donde K : fL2(0; T ) ! ~X es el operador inverso
ompa
to de L : ~X ! fL2(0; T ); Lx = �x00, P es la proye

i�on (1:3) yN̂ : C1[0; T ℄! L2(0; T ); x 7! N̂x = f̂(x0) + g(�; x; x0):El operador T̂ es a
otado y 
ompletamente 
ontinuo, luego el Teorema delPunto Fijo de S
hauder nos garantiza la existen
ia de una solu
i�on parax = T̂ x. Pero esta �ultima e
ua
i�on es equivalente a�x00 = f̂ (x0) + g(t; x; x0)� P (f̂ (x0) + g(�; x; x0))x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T );lo que prueba que p := P (f̂ (x0) + g(:; x; x0)) 2 M.



6.2 Fuerzas restauradoras a
otadas. 91� 4) M es un 
onjunto a
otado. Integrando dire
tamente (6:11) sobre unperiodo se tiene que jpj � jjf̂ jj1 + jjhjj2pT :� 5) M es un intervalo. Sean p1, p2 2 M 
on p1 < p2 y sean x1, x2 lassolu
iones de (6:1) 
orrespondientes. Dado p0 2 (p1; p2), las fun
iones x1 yx2 son respe
tivamente sub y supersolu
iones de (6:11), puesto quex001 + f̂(x01) + g(t; x1; x01)� p0 = p1 � p0 < 0y x002 + f̂(x02) + g(t; x2; x02)� p0 = p2 � p0 > 0.En 
onse
uen
ia, una sen
illa generaliza
i�on del Teorema 5.1 de [17℄ (v�easetambi�en [3℄) demuestra que (6:11), y por tanto (6:1), tiene una solu
i�on parap0.Observa
i�on 1. El Teorema 6.2 no puede mejorarse, 
omo prueba el ejemplox00 + 
x0 + ar
tan x = p;x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T );
on 
 6= 0. Multipli
ando la e
ua
i�on por x0 e integrando sobre un periodo seobtiene jjx0jj22 = 0, lo que impli
a que las posibles solu
iones son 
onstantes, esde
ir, x(t) � tan p. En 
on
lusi�on, este problema posee exa
tamente una solu
i�onpara p 2 (��2 ; �2 ) y no tiene solu
i�on para p 62 (��2 ; �2 ).Observa
i�on 2. Si g es 
ontinua y a
otada, los puntos 2, 3 y 4 de la anteriordemostra
i�on son 
onse
uen
ia de [13, Proposition 2.1℄.En el 
aso parti
ular de que g(t; x; y) sea peri�odi
a en x, el Teorema anteriorpuede ser mejorado sustan
ialmente, 
omo muestra el siguiente resultado.Teorema 6.3. Supongamos que f : IR ! IR y g : [0; T ℄� IR2 ! IR veri�
an laship�otesis del Teorema 6.2 y adem�as(a) Para todo (x; y) 2 IR2 y 
.p.t. t 2 [0; T ℄ se 
umple queg(t; x; y) = g(t; x+ 2�; y):



92 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.(b) Para todo (x0; y0) 2 IR2 y 
.p.t. t0 2 [0; T ℄, dado � > 0 existe Æ > 0 tal quejt� t0j < Æ; jx� x0j < Æ; jy � y0j < Æ ) jg(t; x; y)� g(t; x0; y0)j < �.Enton
es, enton
es existe un intervalo 
errado [a; b℄ tal que(i) si p 62 [a; b℄, el problema (6:1) no tiene solu
i�on,(ii) si p 2 [a; b℄, el problema (6:1) tiene al menos una solu
i�on,(iii)si p 2 (a; b), el problema (6:1) tiene al menos dos solu
iones que no di�erenen un m�ultiplo de 2�.Demostra
i�on. Por el Teorema 6.2, el 
onjunto M de p tales que (6:1) tiene almenos una solu
i�on es un intervalo a
otado, esto es, 
lM = [a; b℄.Dividimos la demostra
i�on en tres etapas.� 1) M es 
errado. Sea fpng una su
esi�on de puntos de M 
onvergente a
ierto p, y sea fxng la su
esi�on de solu
iones de (6:1) 
orrespondiente. Porel 
ar�a
ter peri�odi
o de g en x, podemos suponer (sumando un m�ultiplo de2� a xn si es ne
esario) que xn(0) 2 [0; 2�℄. Teniendo en 
uenta la a
ota
i�on(6:9) se tiene quejxn(t)j = jxn(0) + Z t0 x0n(s) dsj � 2� +RTlo 
ual, junto 
on (6:10), prueba que fxng es una su
esi�on a
otada enH2(0; T ).Como H2(0; T ) est�a 
ompa
tamente embebido en C1(0; T ), existe una sub-su
esi�on 
onvergente a 
ierta u 2 C1(0; T ). Finalmente, tomando p = pn en(6:1), un simple paso al l��mite prueba que u es solu
i�on de (6:1) 
on p = p.� 2) Existen
ia de W 2;1-sub y supersolu
iones estri
tas de (6:11) para p 2(a; b). Consideremos el problema modi�
ado (6:11), donde R > 0 se de�neen (6:9). Sean xa y xb las solu
iones de (6:1) 
on p = a y p = b respe
tiva-mente. Como g es peri�odi
a, existe k 2 ZZ tal que � := xb < � := xa + 2k�y para alg�un t� 2 [0; T ℄, �(t�) + 2� � �(t�): (6.12)Vamos a probar que para 
ualquier p < b la fun
i�on � es unaW 2;1-subsolu
i�onestri
ta. Dado t0 2 [0; T ℄, la 
ontinuidad de f junto 
on la hip�otesis (b) per-miten tomar un abierto I0 y �0 > 0 de manera que t0 2 I0 y p.
.t. t 2 I0, para



6.2 Fuerzas restauradoras a
otadas. 93todo u tal que �(t) � u � �(t)+�0, y todo v tal que �0(t)��0 � v � �0(t)+�0,se 
umplajf̂(v)� f̂(�0(t))j � b� p2 ; jg(t; u; v)� g(t; �(t); �0(t))j � b� p2 :De aqu�� se sigue sin di�
ultad que para tales t, u y v�00(t) + f̂(v) + g(t; u; v)= b+ (f̂ (v)� f̂(�0(t))) + (g(t; u; v)� g(t; �(t); �0(t)))� b� (b� p) = p:Por la periodi
idad es 
laro que tambi�en �(t) + 2� es una W 2;1-subsolu
i�onestri
ta de (6:11) si p < b, y de forma an�aloga se demuestra que �(t) y�(t) + 2� son W 2;1-supersolu
iones estri
tas si p > a.� 3) Si p 2 (a; b), el problema (6:1) tiene al menos dos solu
iones que nodi�eren en un m�ultiplo de 2�. De�namos los 
onjuntos
1 := fx 2 C1[0; T ℄ : �(t) < x(t) < �(t); jx0(t)j < R; 8t 2 [0; T ℄g;
2 := fx 2 C1[0; T ℄ : �(t) + 2� < x(t) < �(t) + 2�; jx0(t)j < R; 8t 2 [0; T ℄g;y 
3 := fx 2 C1[0; T ℄ : �(t) < x(t) < �(t) + 2�; jx0(t)j < R; 8t 2 [0; T ℄g:Sea T x := K1Nx, donde K1 viene de�nido por (6:4) y Nx = p � f̂ (x0) �g(�; x; x0)� x. Apli
ando el Teorema 6.1,deg(I � T ;
1; 0) = deg(I � T ;
2; 0) = deg(I � T ;
3; 0) = 1;y por la propiedad de ex
isi�on del gradodeg(I � T ;
3 n (
1 [ 
2); 0) = �1:Por tanto, existen dos solu
iones x1 2 
1 y x2 2 
3 n (
1[
2) del problema(6:11). Pero este problema es equivalente a (6:1) en 
ada uno de los 
onjuntos
i, luego x1 y x2 son de he
ho solu
iones de (6:1). N�otese adem�as quex1 � 2n� 62 
3 n (
1 [ 
2) 
ualquiera sea n = 1; 2; : : : ya que por (6:12),x1(t�)� 2n� < �(t�)� 2n� � �(t�)� 2(n � 1)� � �(t�):De igual manera x1+2n� 
on n = 1; 2; : : : no puede pertene
er a 
3n(
1[
2)ya que x1 + 2n� > � + 2�. En 
onse
uen
ia, x2 2 
3 n (
1 [ 
2) no es un2�-m�ultiplo de x1.



94 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.El ejemplo 
l�asi
o de e
ua
i�on diferen
ial 
on no-linealidad peri�odi
a es lae
ua
i�on del p�endulo forzadox00(t) + f(x0(t)) + a sen x(t) = p + ~p(t):Re
u�erdese que en el Cap��tulo 5 se obtuvieron 
iertas estima
iones 
uantitativassobre el 
onjuntoM de valores medios p admisibles para la e
ua
i�on del p�endulo enlos Corolarios 5.1 y 5.2. Ahora esta informa
i�on puede 
ompletarse 
on el Teorema6.3 para obtener resultados de multipli
idad.6.3 Fuerzas restauradoras a
otadas inferiormente.Esta Se

i�on la dedi
amos al estudio del n�umero de solu
iones T -peri�odi
as deuna e
ua
i�on de Rayleigh generalizada en 
iertos 
asos donde la no-linealidad esno a
otada.Cosideremos el problema peri�odi
ox00 + f(x0) + g(x) = p + h(t; x; x0);x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ): (6.13)El resultado prin
ipal es de los llamados de tipo Ambrosetti-Prodi.Teorema 6.4. Sean f; g : IR ! IR 
ontinuas y h : [0; T ℄� IR2 ! IR una fun
i�onde Carath�eodory tal que 
.p.t. t0 2 [0; T ℄ y para todo (x0; y0) 2 IR� IR, dado � > 0existe Æ > 0 tal quejt� t0j < Æ; jx� x0j < Æ; jy � y0j < Æ ) jh(t; x; y)� h(t; x0; y0)j < �.Se asumen las siguientes hip�otesis(A)Existen d � 
 > 0 y � � 0 tales que
 � f(y)jyj�y � dpara todo y 2 IR.



6.3 Fuerzas restauradoras a
otadas inferiormente. 95(B)Existe k1 2 L2(0; T ) tal que jh(t; x; y)j � k1(t)p.
.t. t 2 [0; T ℄ y todo (x; y) 2 IR2(C) limjxj!1 g(x) = +1.Bajo estas 
ondi
iones, existe a 2 IR tal que(i) Si p < a, el problema (6:13) no tiene solu
i�on.(ii) Si p = a, el problema (6:13) tiene al menos una solu
i�on.(iii)Si p > a, el problema (6:13) tiene al menos dos solu
iones.Observa
i�on. El modelo t��pi
o de a
ua
i�on que satisfa
e las hip�otesis anterioreses x00 + 
jx0j�x0 + x2 = p+ h(t)
on h 2 L2(0; T ) y � � 0.Demostra
i�on. Estru
turamos la demostra
i�on en 
in
o etapas.� 1) Dado p0 existen R0 > 0 y R1 > 0 tales que toda solu
i�on x(t) de (6:13)
on p � p0 veri�
a jjxjj1 � R0; jjx0jj1 � R1: (6.14)Si multipli
amos la e
ua
i�on (6:13) por x0 e integramos sobre un periodo,por medio de la desigualdad de H�older se obtiene
jjx0jj�+2�+2 � Z T0 f(x0)x0 dt = Z T0 h(t; x; x0)x0 dt� Z T0 jk1x0j dt � kk1k �+2�+1kx0k�+2;de donde jjx0jj�+2 � �1
 jjk1jj �+2�+1� 1�+1 =: K1:Sea K2 := 1T (�p0T + jjk1jj2pT + dK�+11 T 1�+2 ). Por la hip�otesis (C), existe� > 0 tal que g(x) > K2 para todo jxj > �. Si x(t) es solu
i�on del problema



96 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.(6:13), integrando dire
tamente se tieneZ T0 g(x) dt = �pT + Z T0 [h(t; x; x0)� f(x0)℄ dt� �p0T + jjk1jj2pT + d Z T0 jx0j�+1dt� �p0T + jjk1jj2pT + dK�+11 T 1�+2 = K2T:En 
onse
uen
ia, para toda solu
i�on x(t) de (6:13) existe t0 2 [0; T ℄ tal quejx(t0)j � �. Por tanto,jx(t)j � jx(t0)j+ Z T0 jx0(t)j dt � � +K1T �+1�+2 =: R0:Sea G := maxfg(x) : jxj � R0g. Ahora, multipli
ando (6:13) por x00(t),integrando sobre un periodo y teniendo en 
uenta la 
ota obtenida sobrex(t), se obtienejjx00jj22 = Z T0 [h(t; x; x0)� g(x)℄x00 dt � (jjk1jj2 +GpT )jjx00jj2:Por tanto, jjx00jj2 est�a a
otada por jjk1jj2 + GpT , y 
omo existe t0 tal quex0(t0) = 0 se dedu
e quejx0(t)j � Z tt0 jx00j ds � jjx00jj2pT � (jjk1jj2 +GpT )pT =: R1:� 2) El problema (6:13) tiene una solu
i�on para p0 su�
ientemente grande.Consideremos la e
ua
i�on x00 + f(x0) + k1(t) = p1: (6.15)Es 
ono
ido (v�ease [65℄) que existe p1 de forma que la e
ua
i�on (6:15) tieneuna familia uniparam�etri
a de solu
iones T -peri�odi
as u+C 
on C 2 IR. Siu0 es el elemento de esta familia que 
umple que u0 = 0, por medio de lasdesigualdades de tipo Sobolev usadas en la demostra
i�on del Teorema 5:1,se obtiene jju0jj1 � TpT12p5 jjk1jj2:



6.3 Fuerzas restauradoras a
otadas inferiormente. 97Sea p > p1 +maxfg(x) : jxj � TpT12p5 jjk1jj2g. Vamos a probar que u0(t) es unasupersolu
i�on de (6:13). En efe
to,u000 + f(u00) + g(u0)� h(t; u0; u00)� u000 + f(u00) + g(u0) + k1(t) = p1 + g(u0) < p:An�alogamente, es posible obtener una subsolu
i�on ordenada 
onsiderando lae
ua
i�on x00 + f(x0)� k1(t) = p2: (6.16)Sabemos que existe p2 tal que la e
ua
i�on (6:16) posee una familia de solu-
iones T -peri�odi
as u + C, 
on C 2 IR. Sea u1 := u � C 
on C lo su�
ien-temente grande para que u1(t) < u0(t) para todo t 2 [0; T ℄ y g(u1) + p2 > p(lo 
ual es posible por la 
ondi
i�on (C)). Enton
es,u001 + f(u01) + g(u1)� h(t; u1; u01)� u001 + f(u01) + g(u1)� k1(t) = p2 + g(u1) > p:Por lo tanto, u1 es una subsolu
i�on de (6:13) y adem�as u1(t) < u0(t) p.
.t.t 2 [0; T ℄, por lo que teniendo en 
uenta el paso 1 de la demostra
i�on, laa�rma
i�on est�a probada.� 3) El 
onjunto M de todos los p tales que (6:13) tiene una solu
i�on est�aa
otado inferiormente.Por el paso 2, M es no va
��o. Sea p0 2 M y sea x(t) una solu
i�on de (6:13)para p � p0. Usando el paso 1, integrando dire
tamente (6:13) sobre unperiodo obtenemos la 
ondi
i�on ne
erariap � GT � k1 �maxfjf(y)j : jyj � R1g:� 4) Para todo p0 2 M, el 
onjunto M\ ℄�1; p0℄ es un intervalo 
errado ya
otado.De�namos las fun
iones f̂(y) := f(Æ(�R1; y;R1));y ĝ(x) := g(Æ(�R0; x;R0))



98 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.donde Æ(A;u;B) est�a de�nida en (6:8) y R0; R1 vienen del punto 1. Repi-tiendo la demostra
i�on del punto 1 para la e
ua
i�on modi�
adax00 + f̂ (x0) + ĝ(x) = p + h(t; x; x0);x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ); (6.17)est�a 
laro que x(t) es solu
i�on de (6:13) 
on p � p0 si y s�olo si es solu
i�on de(6:17).Ahora, en el problema modi�
ado las no-linealidades son a
otadas, luego losargumentos usados en los Teoremas 6.2 y 6.3 son v�alidos de nuevo, probandoque M\ ℄�1; p0℄ es un intervalo 
errado. Finalmente, el paso 3 demuestraque M\ ℄�1; p0℄ = [a; p0℄ para 
ierto a.� 5) Si p 2 intM, el problema (6:13) tiene al menos dos solu
iones.Sea p1; p2 2 M tales que p1 < p < p2. Usando el mismo argumento delpunto 2 de la demostra
i�on del Teorema 6.3 se prueba que la solu
i�on de(6:13) 
on p = p1 es una W 2;1-supersolu
i�on estri
ta, que llamaremos �(t).De la misma forma, obtenemos una W 2;1-subsolu
i�on estri
ta ordenada �(t).Es
ribiendo el problema (6:13) 
omo un problema de punto �jo x = T x, setiene que por el Teorema 6.1deg(I � T ;
; 0) = 1;siendo 
 = fx 2 C1[0; T ℄ : � < x < �; jx0j < R1g. Adem�as, se puede�jar R > 0 lo bastante grande para que 
 � B(0; R) y para todo p � p2 elproblema (6:13) no tenga solu
i�on en la frontera deB(0; R) � C1[0; T ℄, por elpunto 1. De este modo, si 
onsideramos el valor medio p 
omo un par�ametro,la propiedad de 
onserva
i�on del grado por homotop��a nos garantiza quedeg(I�T ; B(0; R); 0) es 
onstante para todo p � p2. Ahora bien, por el punto3 sabemos que no existe solu
i�on si p < GT � k1 �maxfjf(y)j : jyj � R1g,y en 
onse
uen
ia deg(I � T ; B(0; R); 0) = 0;y ahora la existen
ia de una segunda solu
i�on en B(0; R)n
 se dedu
e 
omo
onse
uen
ia de la propiedad de ex
isi�on del grado.



6.3 Fuerzas restauradoras a
otadas inferiormente. 99El Teorema 6.4 se puede apli
ar dire
tamente al problemax00 + f(x0) + g(x) = p+ h(t; x; x0);x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ): (6.18)Sin embargo, la 
ondi
i�on (A) sobre la fun
i�on de rozamiento f es en 
ierto modobastante restri
tiva. Es posible 
onsiderar una hip�otesis m�as d�ebil si imponemossobre g una a
ota
i�on uniforme para su derivada. De forma m�as pre
isa, estable-
emos el siguiente resultado.Corolario 6.1. Sea f : IR! IR 
ontinua, g : IR! IR 
lase C1 y h : [0; T ℄�IR2 !IR una fun
i�on de Carath�eodory en las 
ondi
iones del Teorema 6.4. Adem�as, seasumen las siguientes hip�otesis(A')Existen 
 > 0 y � � 0 tales que f(y)y � 
jyj�+2 para todo y 2 IR.(B')G := supfjg0(x)j : x 2 IRg < +1.(C') limjxj!1 g(x) = +1.Enton
es, existe a 2 IR tal que(i) si p < a, el problema (6:18) no tiene solu
i�on.(ii) si p = a, el problema (6:18) tiene al menos una solu
i�on.(iii)si p > a, el problema (6:18) tiene al menos dos solu
iones.Demostra
i�on. La idea 
lave es estable
er una 
ota a priori para la derivada delas solu
iones de (6:18).Multipli
ando (6:18) por x0(t) e integrando sobre un periodo, se obtiene
jjx0jj�+2�+2 � Z T0 f(x0)x0 dt = Z T0 h(t; x; x0)x0 dt� Z T0 jk1x0j dt � kk1k �+2�+1 kx0k�+2;de donde jjx0jj�+2 � �+1vuut jjk1jj �+2�+1
 =: K1:Por otra parte, multipli
ando por x00 e integrando sobre un periodo se tienejjx00jj22 + Z T0 g(x)x00dt = Z T0 h(t; x; x0)x00dt;



100 6. Multipli
idad de solu
iones peri�odi
as para una e
ua
i�on de tipo Rayleigh.pero una simple integra
i�on por partes nos da R T0 g(x)x00dt = � R T0 g0(x)(x0)2dt, 
onlo 
ual jjx00jj22 � jjk1jj2jjx00jj2 + j Z T0 g0(x)(x0)2dtj� jjk1jj2jjx00jj2 +Gjjx0jj2 � jjk1jj2jjx00jj2 +GK1T �2(�+2) :Este �ultimo t�ermino es lineal, luego existe K2 > 0 tal que jjx00jj2 � K2, y ende�nitiva jjx0jj1 � pTK2 =: K3.Con esta 
ota, se de�ne la fun
i�on trun
adaf̂ (y) := f(Æ(�K3; y;K3));y el problema (6:18) es equivalente al problema modi�
adox00 + f̂ (x0) + g(x) = p + h(t; x; x0);x(0) = x(T ); x0(0) = x0(T ) (6.19)que 
orresponde al 
aso 
on \fri

i�on a
otada", al que podemos apli
ar dire
ta-mente el Teorema 6.4.Observa
iones �nales.� Las 
ondi
iones (A) y (A') del Teorema 6.4 y el Corolario 6.1 respe
tiva-mente 
ubren 
asos de gran inter�es para las apli
a
iones, 
omo el rozamiento
uadr�ati
o f(y) = jyjy, del que ya se ha hablado. En t�erminos vulgares,puede de
irse que la hip�otesis (A') es \la mitad" que la hip�otesis (A), y suprin
ipal ventaja es que podemos a~nadir un nuevo t�ermino de rozamientof0(y) 
on la �uni
a 
ondi
i�on de que f0(y)y � 0 para todo y, lo que signi�
asimplemente que la fuerza de rozamiento se opone al movimiento.� Es posible sin gran esfuerzo estable
er versiones \duales" de los resultadosde esta Se

i�on 
onsiderando no-linealidades a
otadas superiormente.� Los resultados de este Cap��tulo se extienden sin ninguna di�
ultad a e
ua-
iones 
on una fuerza de rozamiento dis
ontinua 
omo la fri

i�on se
a. Enefe
to, basta 
onsiderar la e
ua
i�on 
omo una in
lusi�on diferen
ial y las 
otasa priori sobre las solu
iones obtenidas en las demostra
iones nos garantizanla 
onvergen
ia de la su
esi�on de solu
iones obtenidas por el m�etodo 
l�asi
ode las aproximantes de Yosida.
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