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INTRODUCCION

El estudio de problemas de contorno para ecuaciones
diferenciales no lineales, aparte de su interés matemidtico
intrinseco, surge motivado por sus aplicaciones en diversas
ramas cienti{ficas. En general, un problema de contorno con-
siste en estudiar las soluciones de una ecuacién diferencial
gue satisfacen ciertas condiciones prescritas en la frontera

de su dominio de definicidn.

Un ejemplo clésico es el problema de las oscilacio-
nes peribédicas de un péndulo simple sin rozamiento. En con-
creto, y si se supone que una fuerza externa p(t) actfda so-

bre el sistema, se tiene la ecuacidén diferencial ordinaria,.

x"(t)&—%? senx (t)=p(t), t &(0, 1) T> 0

junto con condiciones de periodicidad
x(0) = x( D, x'(0) = x*(T).

Algunas notas acerca de la importancia que ha tenido este -
problema en el desarrollo del Anilisis No Lineal pueden ver

se en M3 &

En un contexto diferente, un problema de indole geg
métrica aparece al intentar describir la clase de funciones
curvatura que una variedad admite. Para una variedad bi-di-
mensional, compacta sin borde,si k es la curvatura gaussia
na para una estructura métrica fijada (M,g), la cuestién de
determinar si una funcién K puede ser la curvatura gaussia
na para una métrica puntualmente conforme a g conduce a la

ecuacidn elfiptica sobre la variedad

2u
AL‘L=R—KE,

donde A es el operador de Laplace para la métrica g. En es-

te caso no hay condicién de frontera al no tener borde la -



-

variedad (ver [KW2]para mds detalles y [ Ni] para algunos

casos en dimensiones superiores).

Tambi&n, en algunos problemas de Quimica y Fisica -

Atémica aparecen ecuaciones del tipo
Ay + g(u) =f en f ,
junto con la condicién
u=0 en 2%

‘donde g es una funcién de crecimiento rdpido (por ejemplo,
g(u) =113u), £: 0 + Ry 9 designa en todo lo que sigue

un dominio acotado de RN con frontera 2% (ver | FKI )

El tratamiento matemitico de problemas como los an-
teriores presenta numerosas dificultades, debidas sobre to-
do al caricter global del problema y a que con frecuencia -
se trata de ecuaciones no lineales. Esto hace que la teoria
de problemas de contorno haya tenido una influencia impo re-—
tante en otras disciplinas de la matemdtica. Como ejemplos
de lo que venimos diciendo se puede pensar en el inicio de
la Teorfa de Series de Fourier a rafz del estudio de la Ecua
cién del Calor, o bien en la relacidn que existié entre el
desarrollo inicial de la Teorfa Espectral y las Ecuaciones

Integrales y Problemas de Sturm=Liouville.

Fn esta memoria nos centraremos en diversos proble-
mas no lineales para los que la parte lineal de la ecuacidn
venga dada por un operador diferencial uniformemente elipti
co de segundo orden. Un ejemplo de este tipo de operadores

es el operador de Laplace.

Al realizar un estudio del problema no lineal se ha
ce imprescindible el conocimiento detallado del problema 1i
neal, pues este filtimo ha de ser modelo y herramienta b4 si-

ca del caso mis general. Son bien conocidos los siguientes



resultados acerca del problema lineal homogéneo

(Lh) Au+ lu=0en 2, u=0 en 30 «

=]
n=1
tal que (Lh) admite solucién no trivial si y s6lo si A =2

Existe una sucesién de valores propios () n) sA >0 » +=,

n
para algfiin n> 1.
Para el problema lineal no homogéneo
(L) Au+ Au=f en 2, u =0 en 32,

con £ y O satisfaciendo ciertas condiciones de regularidad,

se tiene la siguiente Alternativa de Fredholm:

i) S5i A no es un valor propio entonces siempre existe una
finica solucidén de (L).
ii) S8i A= ln para algiin n2> 1 existe solucidn de (L) =
2
cuando y s6lo cuando f sea ortogonal en L () a las 50

luciones de (Lh) para A=} n

Lo anterior puede ser descrito en té&rminos de opera

dores definiendo
A4+AI «: X * Y, u*bu+2u,

2 =it
donde X e Y son espacios apropiados. (Pér ejemplo X=Co’u ()
oM 5 ) » . .

Y=cC* (%) , si se trata de soluciones clisicas). Se obtie

ne de lo anterior,
i) S8i *no es un valor propic R(A4+1I) =¥
ii) 8i A= A _ para algin n>1

R(A+)\nI)= [ Ker(a+AnI)]‘LﬂY 5
donde R( 24+ AI) notard el rango o imagen del operador & + A I,

Se obtienen resultados similares cuando se sustitu-
ve la condicién en la frontera de tipo Dirichlet por una de

tipo Neumann (ver Seccién l.l. de esta memoria).



Los mé&todos aplicados para el estudio de problemas
no lineales han sido muy diversos. Un primer avance impor-
tante fue el conseguido por Schauder como aplicacidén del -
teorema de punto fijo que lleva su nombre. Schauder probd -

la existencia de al menos una solucidén para el problema

du Jdu - 2
ﬂu = E(]{’y’u’ ﬂﬁ—;, gn-snr-)’ (x’y) CRCR 5

u 0 en 20 ,

bajo la hipbtesis bisica de que f fuese continua y acotada,
Su método consistfa en transformar el problema en una ecua-

cién integro-diferencial de la forma

au fu
ulx,y) = joG(x,y,E ,n ) £(E ,n,u, = m) d Edn

donde G es la funcién de Green para O . (ver[ Di ).

Resultados similares pueden ser obtenidos para domi
nios acotados { en dimensiones superiores y una parte lineal

de la forma Au+ )u, donde ) no es un valor propio.

De este modo, y al menos para el caso en que el té&r=—
mino no lineal es acotado, la dificultad se centraba en aque
llos problemas que presentaban una parte lineal de la forma

Au + 1nu para algiin valor propio An. Esta situacifn se en
globa en la categorfa mis general de los llamados Problemas

en Resonancia.

Los problemas en Resonancia son aquellos que, en for
ma abstracta, pueden ser representados por ecuaciones de la
forma

Lu+ Nu= 0,
donde L es un operador lineal y N un operador no lineal de-
finidos entre sspacios de Banach y dornde el nficleo del ope-
rador L es no trivial. Los primeros trabajos en esta linea

son debidos a Lyapunov y Schmidt, quienes hacfzn uso del -



Teorema de la Funcidén Implicita para hacer un estudio local
de la ecuacidn. Posteriormente Cesari utilizd métodos globa
les junto con las ideas de Liapunov y Schmidt para estudiar
dichos Problemas. Esto dié lugar al conocido Mé&todo Alterna
tiva. (verl Ccl y [ GgM] para m4s detalles asf como para algu-

nos trabajos posteriores).

Siguiendo en este orden de ideas Landesman y Lazer

probaron en 1970 [LL] un notable resultado para ellproblema
(N) Au+ Au+g(u) = f(x) en 2, u=0en 70,
donde X = lh para n >1 era un valor propio,

g:R » R continua y acotada y f€ Lz(g ).

Dicho resultado permite en ciertos casos caracterizar el -

rango del operador no lineal
ata T+g:iX > Y, us put “ﬁ+gﬁﬂ,

dando lugar a un andlogo de la Alternativa de Fredholm pa-
ra algunos operadores no lineales. (ver Corolario 2.1l. y =~

ejemplos 2.2. ¥y 2.3. de esta memoria),

)

L WA Voo gtz Vg
Dos suposiciones eran bdsicas enl L1l :

i) g es acotada.
ii) g(-=)<gu) < g(+*) Yu€R[ resp g(+ )<gl) <g(-=)veR)
donde g(f=) = 1im g(u)

u+ te
En este trabajo nos proponemos el estudio del rango
del operador &+ )1+ g, para condiciones de frontera de ti
po Dirichlet o Neumann, cuando una de las suposiciones i),

ii), o ambas, no se verifican,

Como ya se ha indicado, es habitual definir un pro-
blema en resonancia como aquel en que la parte lineal no es

invertible, Esta definicién es bastante natural cuando la -
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no-linealidad es acotada (en nuestro caso cuando se verifi
ca 1)), ya que al tratarse de una perturbacién "pequefia" =
del operador lineal, el caricter de &ste se conserva y la

suma de ambos operadores seguird siendo sobreyectiva si el
problema es no resonante. Té&cnicamente, estas ideas se tra
ducen en la posibilidad de aplicar el Teorema de Punto Fi-
jo de Schauder. Si se suprime i) puede ocurrir que la per-
turbacién g sea lo "bastante fuerte" como para cambiar por
completo el cardcter del problema lineal. De este modo ocu
rre que para ciertas g superlineales el operador A+ AI1+g
no es sobreyectivo en pardmetros ’ que no son valores pro
pioso, por el contrario, se encuentran no=linealidades pa-
ra las que el operador A+—xﬂ14~g es sobreyectivo. (ver

Capitulo 3 de este trabajo).

Nos ha parecido entonces conveniente comenzar nues
tro estudio derminando el conjunto - A g, formado por los pa
rémetros A para los que el operador no es sobreyectivo.
(Hay que notar que, tanto en el caso lineal como en el aco

tado, Mg coincide con la sucesién de valores propios).

El siguiente paso serd tratar de dar la méxima in-
formacién posible (cualitativa y cuantitativa cuando sea -

posible) del rango de A +) I+ g para AENg‘

Al eliminar la hipétesis ii) surgen dificultades -
de otro ordaﬁ. Con objeto de simplificar la situacién supo
nemos por el momento que i) se verifica y 2 , ©S un valor

propio simple del problema lineal, con funcién propia aso-

ciada ¢ 4 Mg | =1
i B 12(0 )

Notando por P la proyeccién ortogonal sobre Ker(a +2 nI)

cada funcién f & se descompone en la forma

f=f ¢ +f
n

. E SR, f

L ¢ , donde
n

1 1



[ﬂ £ ¢n, £, & (I= P)F,

El rango del operador lineal puedé‘ser expresado en la for-
ma

R( A+ FlnI) ={f EY:f=f0 ¢n+f1,fc~;£ R, fﬂ'“"n’foﬂm’
v se trata por tanto de un hiperplano cerrado en Y con ecua

cién f =0,
o

Para una funcidn g no lineal que verifique i) y ii)

se sigue de los resultados de Landesman y Lazer que
A ={ = s = & =I5 \
R( 843 T+g)={gC¥se=f ¢ +f 8 R, £ Lo ,FE (v, Fgd &

donde
eI N U O K I L R LK AEY-Ca N P

El rango es ahora un abierto en Y que viene dado por
la relacién £ € v, donde v= (v \,_'_) CR, en la misma “w
forma en que f0= 0 determinaba el rango del operador lineal,
Ademis, la forma geométrica de R( a+ 2 I+g) es particularmen
te sencilla, pues se trata de una franja en Ker( A+ 2 I) & ¢ >'L
Cuando se suprime ii), se puede esperar que el rango sea mﬁs
complicado y que la "ecuacién' que lo define también dependa
de £.. Es decir, cabe pensar en una relacidén del tipo f Ev (fl)

donde V (fl) es un conjunto en R que depende de f 'y
= = : = & ! . = f *
R( A+ xnx+g) £ Ev:f =F ¢ +£ ,f ERy £,L0 £, v ( 1)}

(Ver Seccidn 2.1. para detalles). La determinacién explficita
de v(fl) no parece posible en general y ello induce a pensar
en realizar un estudio cuantitativo que permita dar aproxima
ciones de V(fl). Dicho estudio depende fuertemente de la -
naturaleza particular de g y se dan algunos ejemplos en esta
memoria, (Ver especialmente Ejemplo 2.4 y Teorema 2./ ). Una
direcciédn distinta consiste en realizar un estudio de natura

leza cualitativa del rango, determinando propiedades de V (El}.
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Propiedades significativas son el posible caricter de cone
xidad de u(fl), el caricter cerrado o abierto de v (fl)’
la continuidad del funcional fl *‘“(fl),... El estudio de -
dichas propiedades nos irid permitiendo a lo largo de la me-

moria extraer nueva informacién acerca del rango de A +AII~Pg.

En el Capitulo 1 se exponen algunos preliminares ne-
cesarios para el desarrollo de la memoria. En 1a‘Seccidn 1.1
se da un breve resumen de ciertos aspectos de la teorfa li-
neal de ecuaciones elfpticas. En la Seccién 1.2. se esbhozan
las lineas generales del Mé&todo Alternativa adaptado al ca-
S0 que nos ocupa., En la Seccién 1.3. se expone el mé&todo de
sub y super-soluciones y se presentan algunos resultados re

lacionados con el mismo. (ver en particular [AAMly [Fi].

El Capitulo 2 se ocupa del caso en que g es acotada.
Se obtienen en primer lugar, Seccifn 2.1., resultados de ca
rdcter general para los que las herramientas bisicas son el
Método Alternativa y el grado de Leray-Schauder. En particu
lar se da una nueva prueba de algunos resultados de Ambrose
tti y Mancini [AM I]. Posteriormente, Seccién 2,2., se par-
ticulariza al primer valor propio. En este caso, y debido a
que la funcién propia es no negativa, es posible usar la -
técnica de sub y super-soluciones para obtener resultados =
més precisos.Se acaba el capftulo aplicando las ideas ante-
riores a la ecuacién del pé&ndulo, Seccién 2.3. En esta Sec-
cifn se obtienen mejoras substanciales de algunos resultados
de Castro [Caly Mawhin [M3]; asf como otros resultados ori
ginales.

El Capfitulo 3 trata de ciertas clases de términos ' g
que son no acotados, y se trata de obtener para ellos resul
tados en la linea de lo hecho en el Capfitulo 2. Un problema

bisico para este caso es el de la obtencién de cotas a prio



ri para las posibles soluciones. Esto se consigue por diver
sos métodos, distinguiendo los casos de ecuaciones ordina--
rias y en derivadas parciales. En la Seccién 3.1. se obtie-
nen cotas a priori para ecuaciones ordinarias que permiten
extender resultados previeos de Ward en[ W1l En 1la Seccién:
3.2. se hace algo gimilar para ecuaciones en derivadas par-
ciales y se obtienen resultados de existencia que mejoran los
de [W3) En las Secciones 3.3 y 3.4 se estudia el rango del
operador A 4 AII-kg b&jo dos tipos de hipbtesis. En la Sec
cién 3.3. el método de truncatura y los resultados del Capi-
tulo 2. son bidsicos. En la Seccién 3.4. se combinan las co--
tas a priori con sub y super-soluciones para obtener algunas
mejoras sobre los resultados en [p1l v hI,L La Seccidn 3.5

presenta ejemplos de lo tratado.

En el capftulo 4 se dan algunas lineas de continua-

cidén de este trabajo,

Antes de dar por acabada esta introduccién quiero ma-
nifestar mi profundo agradecimiento y amistad al Prof. R. -
Kannan, director de esta memoria. Sus ensefianzas y ayuda no
s8lo me han permitido realizar este trabajo sino gue han in-
fluido decisivamente en mi formacién cientifica.

Mi gratitud al Prof. Antonio Cafiada Villar, también -
director de esta memoria, con gquien me inici& en el trabajo
de investigacién. Al Prof. Pedro Martfnez Amores por su esti
mulo y ayuda constantes y al resto de mis compaiieros del De-
partamento de Ecuaciones Funcionales de la Universidad de =~
Granada; en especial a la Srta. Paqui Cano que mecanografid
egte trabajo.

Este trabajo fue realizado en su mayor parte durante
nna estancia en la Universidad de Texas en Arlington, gracias

2 una beca concedida por el Comité& Conjunto Hispano-Norteame
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ricano para Asuntos Educativos y Culturales. Al Departamen
to de Matemdticas de esta Universidad debo agradecerle la

ayuda que en todo momento se me presté.
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CAPITULO 1: Preliminares

1«1 El1 Problema Lineal

L N

Sea? un dominio acotado en R, N 311, con fron-
tera regular que denotaremos 3n y tal que el principio -
del miximo es véilido (ver| PW| y[ADN| para las condicio=--

nes concretas sobre o ).
Se considera el problema de contorno
Au +)ru=f en g

(1s1)

2 2
] 3 i
donde 7 = 5=+ oeee + 5~ €8 el operador de Lapla-
a xl 3 xN '

ce, » un pardmetro real y f es una funcién definida en' §l

cuya clase se precisari mds adelante. B denota una condi-

cién de frontera de uno de los dos tipos siguientes:
() Bu = u en 230 (Dirichlet) -

(b) Bu = 2% en 99 (Neumann); ﬁ”‘ representa la deriva
= D n

an. . ; 4
da en la direccién normal exterior a 30 s

Con objeto de precisar la clase de T introducire-~
mos algunos espacios de funciones con sus correspondientes
normas,

I, — ; —
~C (% ), funciones de clase k ea @ , keN; con la nor
ma de la convergencia uniforme de la funcién y sus de-

rivadas hasta el orden k,

=
Iulk= = <~ max [a®u(x) , donde %?F" = 33 3

lal <k @ 3
g = (3 1’ eco 5 o N)j E)u = 3;%1 so e Bf'N para un ]Tllll'tiiﬂ

N

dice o =(u,1‘1boﬁ‘gﬂ.N)¢ y‘lni= ii={ui' |-
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kM

-C ( 2), espacio de H8lder de funciones de clase k

e1 @ para las gue la siguiente norma es finita

a -
ul g = ful+ Y osup e - ()i , 05u< g
L lal=k x,yeq [ x = yI¥
xFy
k

-we P 2), espacio de Sobolev obtenido como completa-

cién de C.(g) para la norma

Il $ = R 5%l s donde I, | denota la norma -
ky,p lal<g, P P

usual en el espacio de Lebesgue Lp(ﬂ), 1<K e

Debido a que en este trabajo nos centraremos en
la existencia de soluciones clédsicas supondremos que
EE?CG(H ) para N=1; con lo que toda posible solucidn de
(1.1) pertenece a Cz(ﬁ )+ En el caso N® 2 es sabido que -
la suposicién anterior no garantiza el caricter clésico -
de la solucidén. Debido a ello, para ¥ 2, supondremos guie
£ ec’ (7)) para algin u comprendido entre 0 y 1que per-
manecerd fijo. Bajo esta condicién toda posible solucién
de (1.1) estd en Cz’u (2) y es por tanto una solucidén -

en el sentido clidsico.

Es bien conocido que el problema (1,1) admite una

sucesién de valores propios

NS g Ky & > e
17 2 * n i

todos ellos con multiplicidad Finita y funciones propias

asociadas $49 ¢q see 3¢ 5 que forman un sistema ortonor

mal y completo de Lz(ﬁ).

La teorfa de Krein-Rutman[ KRl garantiza que el -
primer valor propio es simple y la primera funcién propia
puede ser escogida positiva en £ . Para el problema de -

Dirichlet *1 . es positivo. Para el problema de -



wl 3

Neumann A 1 =0 con 411 congtante en 0 ,

La Alternativa de Fredholm establece gue =i A no
es un valor propio el problema (i.1) tiene una dnica solu

cifn para cualquier £ , ¥y si A =1 con
i

A e My Toeee =A< A entonces el problema (1.1)
tiene solucién si y s6lo si f es ortogonal a
2 .
P 5" n+1,.¢.,¢ ik & L (* ). (BEs decir,
1.2 ¢ = ¢ = ase = ¢ =
( ) Jf n J £ n-+1 £ n+k 0)
£ 2 Q2

En general, si u es una solucidn de (1.1) se tie

nen lags estimaciones

2
(1.4) w cl + CI u
Il z,pﬂ Hﬂlp lp
con C independiente de u yv £. (Ver[ ADN' D).
(En el caso N=1 se tiene también
le
(1.5) lul, <CIE |+ Clul_ )

De la Alternativa de Fredholm y de (1.3) ¥y (1.5)

se sigue que cuande 2no es un valor piropio el operador

A+ AT : Xy > Yo u” Ay + 2 u  es un homeomorfismo lineal

Aqui,

B PN
X: = € c® (§)[ c*(@) si N=1] : Bu=0 en 20}

, o,
Y =.¢C"

= & are _
)y c(g) si w=1] ,
v notaremos por ( A+A I)m1 a la inversa de 4 +A I,

En el caso en que l-=l\n es un valor propio con

-
A ~ A = sace "ZA' {}l 1, y d@finieﬂdﬂ A+ A

1o n n+le n+k+ I'II ke

la misma forma se tiene gue es una aplicacidén de Fredholm
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de indice cero con

Ker (A-+111I) eagendrado por LI L

R( ﬂ+-1nI) dado por la clase de funciones en Y que verifi

can (1.2).

Considerando la proyeccién ortogonal sobre
e

Ker(A + )X TI) dada por )
1l PU.- — iéo(u, ¢n+i) 2 cpn_l_i L] -COon

(.,.)Lz el producto escalar en Lz(ﬂ), se puede definir -
un "inversa generalizada" de 2 + AnI (ver[ Cl, [Lol) que

seguirenos notando por ( A+42 nI)"l, v viene dada por

by -
( 2+ An;) ¢t Y T Xz £ > u con u dnica solucién de

(1.1) en ﬁﬁ, donde

¢ 2 o= XN y= yN
XB. XB Ker P, Y= Y'!Ker P,

Otra vez de (1.3) o (1.5) se sigue la continuidad de
( A4 1)1,

Il
Se tienen las relaciones

A & ik w=hy &
(= + nI)( L 5 e FE Y,

=1
A A A A = =
(4 + nI) (8 + nI)u‘ u=Pu u eXy

-Las consideraciones anteriores son vilidas en ge~

neral para un operador A uniformemente elfptico de segun-

do orden de la forma

N 2 N
u au
Au= Y aij(x) ax ! A 2 b, (x) =
igj=1 871975 di=1 L ©

con ai_ v bi suficientemente regulares y

N N, . ]
2 a0 e e 3wl k) £=(5seeek (JER,  x€0
1IJJ_1 i=1

donde u}'ﬂ es una constante independiente de x (ver[S],

[PW 1),



] G

En general todos los resultados de esta memoria =
son vdlidos para este planteamiento mids general y se ha -

escogido el Laplaciano por simplicidad en la exposicidn,

le2:, El Problema No-Lineal

Se congidera el problema no lineal

Au + ru + g(x,u) = £(x), x€ 0,

(1.6)
Bu =0 en 1 ,

donde g:2x R =+ R, (x,u) + g(x,u) es una funcidn conti

nua cue, si N;’Z, verificari ademis:

(i) g(esu):82 > R es M -HS8lder continua de forma uni-
forme para u en subconjuntos acotados de R, Es decir,

para cada k- 0 existe C-~ 0 tal que

|g(x_,u)—g(y,u)li Glx—]’”l s para x.‘lYEﬁ' sTuE ke

(ii) g(x;.): R + R es localmente lipschitziana de forma
uniforme para x EE?_ Es decir, para cada K 0 existe
C }D tal que

| g(x,u)=-glx,v)lsdu=v, para xe@ ,lul,lvizke

Las anteriores hip8tesis, que se supondridn a lo largo de -

toda la memoria, garantizan la regularidad de la solucidn.

Definiendo el operador no lineal

A+XI+g: Xz > Y u= Au+ ru + glesule)),

La existencia de soluciones de (1.6) se reduce a la exis-

tencia de solucién de la ecuacidén de operadores

(A 42 T+glu =f, u & Xy
v la clase de funciones f en Y para las que (1.6) tiene =
al menos una solucién coincide con el rango de A +A I+ g,

que notamos R(a+2rI+g)e
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Estudiamos ahora la reduccién de (1.6) a un proble

ma de puntos fijos. Para ello sea I el siguiente espacio

111

-

problema de Dirichlet,

g 3 = Co(ﬁ )

la | 2 = lulo’ para ei problema de Neumanne.

Distinguiremos dos casos:

(a) Caso no resonante: A no es un valor propio.

Utilizando el hecho de que (A +2 I) es invertible, (1.6)

es equivalente a

donde

(1.7) T:® 5 = , u A+ I)"ll glosule)) -£ |

Se comprueba que T es continuo y compacto.

(b) Caso resonante: A es un valor propio.

_ Eo' il <
ASA e Aot T AaT 0 T A gk A ntk-l

Siguiendo las lineas generales del método alternativa
(ver Cesari [C ]) (1.6) se transforma en un sistema equi
valente de la forma

(1.8) u=-Pu + Ku =0,
(1.9) Pg (ssu(s))="PF, u€ )

111

i

% = -1
donde K:% * & ,u * (A+AnI) (I-P)[g(osule))~ f
La ecuacidn (1.8) recibe el nombre de ecuacién auxiliar
y (1.9) es la ecuacidn de bifurcacidn.

El operador K es continuo ¥y compacto y, si se define

(1-10)' Te = = s = -Pu+ Ku-+ Pg(-,u(g))— Pf

E4]

el sistema (1.8) = (1.9) es equivalente a
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De nuevo T es continuo y compacto.

1.3 Sub-soluciones y Super—-soluciones

Se considera el problema

Au + g(x,u)=f(x), x € &
(1.11) § p g
Bu =0 en 30 .

Definicibén l.l. Sea ueCz(ﬁ) ¢ Se dice que u es una sub

~solucién de (1.11) si se verifica
Au+g(x,u) = £(x), x€q0 , Bus 0 enpg

Anflogamente se dice que u es una super-solucidn de (1.11)

si me verifica

Au+e(x,u) <f(x), x€g, Buz=0 en 3p

Teorema ls1. Sean u y u sub=solucidn y super-solucidn

de (1.11) respectivamente cumpliendo u(x)< u(x), x€ 2.,
Entonces (1l.11) admite al menos una solucién u verifi

cando
'_1&(:»:)‘E u(x)Su(x), x €2,

(Para una demostracién ver [ Sal).

El teorema anterior tiene numerosas aplicaciones
en la teorfa de existencia de soluciones de (1.11), Sin -
embargo, la condicién us< uw hace que la técnica de sub~s0
luciones y super—-soluciones no se pueda aplicar en algunos
casosy (ver ejemplo 3.2 de esta memoriaj)s. El siguiente teo

-
rema permite eliminar la condicién _g";u en ciertos casos.

Teorema 1.2, ([AAM]) Sea el problema

au+ Ay u + g(xyu) =£f(x), x€0 ,

(1.12)
Bu = 0 en 30
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donde g es acotada.

‘8i (1.12) admite sub-solucidn y super-solucién (no nece-
sariamente ordenadas), entonces (1.12) admite al menos -

una solucidén,

Finalizaremos este Capitulo con un resultado que
relaciona la teorfa de sub y super-soluciones con lo ex-
puesto en la Seccibn anterior. Estudiamos en primer lugar

el problema de Dirichlet

Au + glx,u) = £(x), x En
(1.13) ? ? c?
u=0 en N
Diremos que u es una sub=soluciédn estricta de (1.,13) -

(resp. super-=solucién estricta) si se verifica

Au + g(x,u) >F(x) (resp<£(x)), x€% u=0 en 30

Teorema l.3. Sean u y u sub-solucidn y super-solucién

estrictas de (1.12) y supongamos que{g(x){:a(x), x €g .

Entonces existe un abierto acotado @ def +tal que
deg (I+T,0 ,0) =1

donde T es el operador dado por (1.7) asociado al problema
(1.12) vy deg (eyes5+) es el grado de Leray-Schauder para -

perturbaciones compactas de la identidad (verl Liol ).
Demostracidfn., Definimos la funcifn modificada de g
F(x,u) = g(x,e(x,u)) - r(x,u), (x,u)e 2 xR

donde

e(x,u) = max u(x), min{ u, u(x)}

RIEETIC) R T

1+nu

r(x,u) = 0 » u(x) <u<u(x)

u=u(x)/1442 u< u(x)
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La funcién F verifica las condiciones (i) y (ii) de la Sec

cifn 1.2,

Consideramos el problema auxiliar

Au + F(x,u) = £f(x), x€ q,

(1.14)
u =0 en g

Probaremos en primer lugar que si u es una so=

lucién de (1.14) entonces

n u
ulx)<ulx)<u(x), x€9, gu {:“ ig-— en 20
n n n

Para ello, sea ¥ = u = u y supongamos que? no es estric
tamente positiva en el interior. Entonces
. - EQ j =
min ¥ (x) ‘P(xo) con x| y ¢ (xﬂ) 0,
2
bx)= dulx )= bulx )< =F(x_ulx ) +g(x_su(x)
¥ i(x. )

2

Fuesto que x es interior a ¥ se puede tomar una bola =
pequefia centrada en x, e incluida en Q2 sobre la que se
tenga AV = 0, En dicha bola el mfnimo es alcanzado en el =
interior y, puesto que {§y no es constante; se contradice

el principioc del mfximo. Por tanto, u(x) “u(x), x& 2. De
modo similar se prueba u(x)<u(x), x€ Q. Sea A > 0 tal -
aque g(:!rc,,l.n)--’t u es decreciente en u en el intervalo

u lshax [ |EIO,IGFJ . Entonces

M (x) = MW (xS [ glryu(x) = P ux) [ e(xu ) - ulx) 19, €0 .
De otro lade ¢ > 0 en @ y ¥ =0 en 32 . El principio

de mSdulo méximo en la frontera implica que Wec0 en 30 .
an

De los teorvemas de embebimiento de Sobolev

; 2 : i
([ Ad ) se sigue que si p >N, WP (9 ) con inclusién -
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continua., Si M es una cota para |F , toda solucién de -

(1414) verifica

1/
luj_ S kjuy, P

k? - ‘ = It Q £ <R
MF%+nﬂp] [ MY 4HWM

=
aP
Por tanto, toda solucién u de (1.14) esti en el abierto =

acotado de

0:= {u €:E: u(x)s< u(x){ﬁ(x),xeﬂ,lulf R},
a u
Buo o AR g,

an an an
De ser F acotada se sigue que I+T, es homotépico a la
identidad en bolas suficientemente grandes ¥ con centro
en el origen. (Aqui TF denota el operador dado por (1s7)
asociado a (1.14)). La propiedad de aditividad del grado
garantiza que. deg (I+TF,9 s 0) = 1, pero TF‘=T en 0 lo

que concluye la prueba.

Observacidn Un resultado similar puede verse enl F1], si

bien la demostracién parece menos directa,
Para el problema de Neumann

Au + g(x,u) = £(x), x €0,

(1.15) -
—— = 0 en Bﬂ,
an
diremos que u es una sub-solucidn estricta de (1.15) -

(resps super—-solucién estricta) si se verifica
—  au
Au+ g(x,u) >f(x) (resp< f(x)), x€ 02, — =0 en 30
an

Teorema l.4. Sean u y n sub-solucién y super-solucién
€Eq

estrictas de (1.15) y supongamos que E(x)‘a(x), x

Entonces existe un abierto acotado © de £ tal que
deg(I+ T,0 ,0) = 1,

donde T es el operador dado por (1.10) asociado al problema

(1015)1-
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La demostracifn sigue los mismos pasos que en el caso del

problema de Dirichlet, con

={u €2: u(x)<u(x)<ulx) x€2 Jul <r .

=]

e

&
-

La finica diferencia substancial es la prueba de que I-i-TF
es homotdpico a I debido a que se trata de un problema -
resonante. Se sigue de la demostracibén del teorema princi

pal en [M2] aplicado a F.
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CAPITULO 2: El1 Caso Acotado
Consideramos el problema

paut+ yu+gxu)=F£f(x), xe g,
(2.1)

Bu = 0 en 38,
bajo la hipétesis

(H-2.1) g es acotada. Es decir, existe MZ 0 tal que

IQ(K;U)l <M para cada (x,u)€ 9% Re
Como en la introduccién definimos el conjunto

A, =ER: R(a+) I+g)# Y}

&

Se sigue sin dificultad gque, por ser g acotada ﬂg coinci-
de con el espectro de =~ A (ver teorema ﬁ.l.). Entonces el
caso de interds es el caso resonante en el que A es un -
valor propio. Los resultados de Landesman y Lazer [ LL]pro
porcionan una caracterizacidn exacta del rango del opera-
dor A+—ArlI-+ g para una clase particular de términos -
no linealess Para una g cualquiera no parece posible obte
ner resultados tan concretos sino de un caricter mis cua=-
litativo. Dichos resultados serdn refinados en el caso del
primer valor propio. Debido a su especial significacién -
finalizaremos el capftulo aplicando estas ideas a la exis

tencia de soluciones periédicas de la ecuacidén del péndu-

lo forzado.

2.1s Resultados Generales

Teorema 2.1 Sea g verificando (H=- 2.1.). Entonces

A g S A2k o3 tee ) jaces]
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Demostracién. Si * no es un valor propio se sigue de la -
Seccifn 1.2. y del teorema de punto fijo de Schauder que
el problema (2.1) tiene al menos una solucién para cual--

quier f€ Y (ver por ejemplo !, Fu3), por tanto A éfﬂg.

g1 A= lﬂ y ¢ , una funcién propia asociada, de la
Alternativa de Fredholm se sigue que si (2.1) tiene una —

solucidn u entonces
J[g(x,u(x)) - f(x)! ¢ (x)ax =0
Q n

De donde |
lfﬂ £(x) ¢ (x)dx ’é.fﬂ!g(x,u(x))ll¢n(x)|dxé. M "¢n“ 1

Asi la existencia de solucién para (2.1) implica una res-—

triccién sobre f que hace que R ( A+ ?tn I+g)# Y..

Con objeto de estudiar R (a 4-ArII‘+ g) considera-
mos el problema

Au +Anu+g(x,u)= E(x)y ® ER ,
(2.2)
Bu=03ﬂ ‘ SR,

-

e introducimos alguna notacién que se mantendri a lo lar-

go de esta seccidn,

A <A = = A <A Entonc
: RRponenes n-1 n °°*° n+k n+k+1° 5 ora
¢ _seses ¢ es una base ortonormal de Ker(a +i _T).
n n+k b1

= Y pE LR (T |
Sea ¢ (¢ nee 5 0 n+k) y para cada R s ( o k)’

k

Hetd = '}_-_ e Pt
i=0

La aplicacién L+ U establece un isomorfismo de

ke+
R 1 en Ker(B + AnI).

Generalmente condiciones de existencia para (2.2) =
zon obtenidas a partir del comportamiento asintdtico de g.

Definimos, para x €9
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g(x,f»): = 1im sup g(x,u), g(xt 2)e =lim_’:}nf g(x,u),
u 5 i_ =) um -+ @

g(x): = sup Tg(x,u) tu€r1l, g(x): = Inf g(x,u) € R .

(Las funciones que se han definido son medibles y acota-
das si g verifica (H-2.1)).

Iet1
En R notaremos (e5.) y| « | a1l producto y 1la nor

k :
ma euclfdeos. Sobre la esfera S ={, € e |u| =11 defi

mos las funciones

Fo(): =IR[ g0t ) (n ¢)7(x) = 8(x,== )0 )7 (x)] ax,

It

Rl )i = [ Lo+ o) (4 9) 700 - glxyme )i 07 (0 ax,

Q
I [
Q

2
donde ¢'= max [ $,0l , ¢ =max I 54:,0] ‘

g(x) )" (x)-gx)(u 9)” (x)] ax,

Gl(u ):

I

G, ()= L gx)(4 )T (x)-gGx) ()7 ()] ax,

Teorema 2.2. Sea g verificando (H-2.1).

(i) Si I Flx « ¢ (x)dx cFl( u) Iresp :-Fz(u ) VY€ Sk,

Y)
entonces (2.2) tiene al menos una solucidn,

(ii) si { fx)u, ¢ (x)dx> Gl( U)o “Gz( ®) para algin

b Esk entonces (2.2) no tiene solucién.

Demostracién. Ver [N! , [am1r! oI5 ! .

Nota. En general, para un valor propio miiltiple las con-
diciones anteriores no son ficiles de concretar., (Ver [ Le}
para algunos casos). Si el valor propio es simple y g ve
rifica una condicién adicional se tienen los clisicos re-

sultados de Landesman y Lazer.
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Corolario 2.1 (Landesman y Lazer [LL])

A

Suponemos que es un valor propioc simple,

g verifica (H-2.1) y existen los 1fmites g(x,F*): =1lim g(x,u)

tales que B W

(2.3)  g(x5-=)cglxu)e glx,+«) v (x,ukE xR
[ resp: eg(x,+°) e(x,u) “glx,-=) 1.
Entonces (2.2) tiene al menos una solucidén si y sélo si

F_(=1) =[ g(x,—~ =) ¢I(x) dx - I g(x,+ =) 41;(3{) dx <
lo 0

| 0 g 0axc [ @O+ @) g ax - [ Elxme) g )ax =F (1)
9]

f Q

(res Fz(l) ‘[ﬂf(x)¢ﬂ(xﬂ dx < Fz(—ln 3

Este resultado aparecid por primera vez en| LL | pa-

ra el caso de soluciones débiles del problema de Dirichlet.

Extensiones en diferentes direcciones se pueden ver en BN |
(Fu3d [ave!, lexd! ,lTexz !, haum!, Ind, ...

Bajo las anteriores condiciones el rango de A+4A nI%-g es-~

t4 completamente determinado como

A A =‘{ . o <| go ) 1
R (A + nJ:+g) €y _ sz " N

con a_.v——-Fl(HI), ﬂ+=F1(1)0 GH=F1(1),U‘+=F1(—1).

Se puede ver este conjunto como una banda infinita en el -

espacioc Y con respecto a la descomposicidn

Y=Y® (4), y=1e€€y: £1¢ 1},
n n
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oo
Desde un punto de vista analftico, puesto que (‘1’1{)1{:1
forma un sistema ortonormal y completo de L (2 ), cada f

descompone en y £ ? . con g = (£,9¢ k)Lz . Identifican

do f = (fk) o & ‘12, la condicién (LL), con respecto a f,
zi]],

s6lo depende de la coordenada £ -

En el caso general no cabe esperar que la forma -
del rango sea tan sencilla , dicho de otro modo, que las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de

soluciédn de (2.2) sélo dependan de una coordenada de f.

Damos a continuacién un ejemplo que ilustra la si-

tuacidn cuando g no verifica (2.3).
Ejemplo 2.1. Sea el problema de Neumann

5 1
u"+51nu=f1l-?§-+f‘2 {%cosx, xe (0,7 ),

(2.4)
ut(0) =ut(nr)=0

1
En este caso )\k=(k—1)2, kx 1, ¢, (x) = =9 (x) = 2 cosl (k=1)x]
T e
1 2
3 = S U = ¢ d] M
si k>2 ., Entonces f(x) f1 +E2 cos x fl l(x)-i-fz 2(x)

a /
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Se tiene el siguiente resultado (que seri probado en un -~

ambiente mis general en la Seccidn 2.3):

f ERrR

Para cada 2

existe

Y(£,)Z

menos una solucién si y sélo si 'fJ -

Ademis se verifica

0

£,)

(i) Y (0) =J7

(ii) Y(Ey) = vié=

(iii)  1im Y (£,) =
If_-‘z <o

0 tal que (2.4) tiene al

Y(fz).

i?(fz)“ "osi f, # 0.

La existencia de solucidén para (2.4) es por tanto funcién

de los 2 pardmetros fl ¥ f2 a diferencia de lo que ocurria
antes. En el espacio (ﬁ, ¢2) de paréme%fus fl,fz se pue
d 2
de hacer un esquema del aspecto de R( —— + sin)N (¢ {9 ] -;3 »
d 2
gue viene a ser f. (b5 ¥ .
. )% !
i 2 :
j il ___'_‘J =T r x ( t’ ) I
l ,L,.--H’"’Frr ! \f"\ (_\ ___.__....--""_F I
i /’i _..,---":--l..-- ) = .-‘i'\l
..-.-:’_"_FF__._ y _\f | 221" = _,.--"”rf:_...._.__"._._‘..__ l.l ; { d’i b
\ = !
5 Vr:_\: : .ﬁﬁ‘”"'f L& A /_,-- l Vir
I\ e ey e
Sl W 2 |
- ,_.-f'"/ﬂ - __..-—*'/- l
| e W e |
| |
| |
|
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El ejemplo sugiere que R ( Aﬁ-AnI—Fg) debiera ser expresa

do analiticamente como una relacién entre f y el resto -
1

de las coordenadas de £f. (En el ejemplo,

Ifll i e, o f

15[—'\{ (£,), Y(Ez)l). El siguiente teore

ma formaliza estas ideas.
Descomponemos cada funcién fECOJJ (" ﬂcﬂﬁl ) si N=11
en la forma ;
f=p ¢+f, con pERk+1 ¢ = (¢ vis® FL Ker(A42 1)

Reescribimos (2.2) en la forma paramétrica,

Au+ xnu+g(x,u)=p ¢ (X)+‘-(;(X), x Q,

(2.5)
Bu= 0 en -3R ®

Teorema 2.3. Sea g verificando (H-2.1). Entonces, para ca

da f €Y, fLKer (A-+21 _I) existe un conjunto acotado y

k+1

no vacfo Vv (F)CR tal que (2.5) tiene al menos una solu

cidn si y sb6lo si 2
pEv(£).

Ademis,

k

k
{pERk_H':(P:u ){FI(N),HES o (P:u)}Fz(u):”ES}C

i k .
C v(£)C {pERT ; G, (n)z(p, ¥l G (1) WE ST
Demostracién. Siguiendo las lfneas de la Seccién 1.2.,la -

ecuacibén (2.5) es equivalente al sistema

(2.6) ul—hK(uD¢ -+u1) =0,

(2.7) Pg(-,uo¢(-)+u1(-))=p-¢ ’

donde u u0¢ +u1 s U R 7, uIJ.Ker( + nI) v

-1 5

= A - L] L ) ]o
K(uoq: +u1) ( &+ lmI) (I-P)X g(.,unf# ( )+u1( ) = f
Sea 1= {u €z : u=u ¢ +u, es solucidn de (2.6) .

El teorema de punto fijo de Schauder implica la existencia

de al menos una solucidn |11para cada u fijo. Por tanto
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I es no vacio.

i k:
Definiendo T: I » R +1,

r(u) =C | glxulads  (x)dx, .o, [ Etute 60 ax)

Q
es claro que (2.6) - (2.7) es equivalente a

ru) =p, uSn .,

Definiendo v(f ) =T(E ) 5 (2.5) tiene solucidén si y sdlo
si p € u(é). El hecho de que V(f) es acotado y las inclu

siones que siguen son una consecuencia del teorema 2.2,

Por supuesto el anterior teorema da una informacién
muy escasa, ya que no hay un mé&todo de determinar “(%) en
general., El estudio posterior del conjunto u(%) tiene dos
lineas b&sicas. De un lado un estudio cualitativo determi-
nando propiedades topolégicas de v (f) tales como conexidén,
compacidad,; s-s « También g oV (}) puede ser visto como -
un funcional del que se puede estudiar la continuidad. To-
do ello puede ser utilizado para dar un disefic aproximado
de R(A +2A nI4~g). De otro lado un estudic cuantitativo -
gue permita establecer la existencia de solucién para (2.5)
en ciertos casos. Este filtimo aspecto depende egencialmente
de las propiedades particulares de g. Consideraremos el pri

mer aspecto en lo que queda de Capftulo, si bien se obten--

drin algunas estimaciones cuantitativas.

Imponiendo la siguiente hipbtesis adicional sobre g

podemos obtener mayor.informaciSna

(H=2.2) gecl( 5;1:1?.) y existen M 4 ¥ € R tales que

= < oy < A - A ¢ 2 .
ln—i J\n SH_ S g7l:t(:‘c"’u)= 4T "ntkfi n v (xu) % xR

La condicién anterior fue usada por Ambrosetti y Mancini en
lam 11 ¥y lam 2] ¥y en esencia, garantiza qﬁe la ecuacién -

auxiliar es nicamente soluble en u, para cada u e
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Proposicitn 2.1. (AMIJ [AMm 2] )

Sea g verificando (H-2.1) y (H-2.2). Entonces el -
- i k+1
conjunto v(f)C:R dado por el teorema 2.3. es conexo

para cualquier FfE Y, fL Ker(d + 7‘nI).

En el caso en que (H-2.2) no se verifica no se sabe
si V{f) es conexo o no cuando A , no es el primer valor -
propio. Este problema abierto es mencionado por Dancer en
[p 1l.

Con objeto de estudiar la dependencia de v (f) res

pecto de £ consideramos el funcional

- = T o k-1 ==
vif + v(f) de Y en F(R ), donde denota la
k+1 k+1
clausura en R v F(R i ) es la clase de subconjuntos ce
k+
rrados y acotados de R 1. Para estudiar la continuidad -

let+1

de Y consideramos en F(R ).1la topologia inducida por

la métrica de Hausdorff, viene dada por
k+1
h(A;B) =max (Q(A’B),D (B:A))s A:BEF(R ).'b

¥ p(A,B)=5Llp d(x:B) e
xEA

Hay que notar que si A‘n es simple y en las hipbtesis de
la proposicién 2.1 el conjunto V(f) se reduce a un in
tervalo compacto y por tanto estd determinado por los nid-
meros V+(éj y v _(E) extremos superior e inferior de di
cho intervalo. La continuidad de v de Y en F(R'I] es -

equivalente a la continuidad de v e ¥ v de Y en R.

La continuidad de vi(a) puede ser vista como un -
teorema de perturbacién para el problema (2.5). Esto se de

be a que si pJE int U(%D), la continuidad de V garanti

za la existencia de solucién de (2.5) para cualquier p y f

6xi f .
proximos a pD hd o
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Proposicién 2.2 Sea g verificando (H-2.1) y (H-2,2). En—-

s k . =
tonces vV:Y -+ F(R +1), £f T Yf) es continuo,

_ ~ % ¥ k+
Demostracién. Sea fl’ fz €Y y, dado uﬂER 1, ul’uEEE 3

u_,u, LKer( A+ A I) tales que u ¢+ u , u ¢+ u son so0-
17 2 n [e} o

1 2
luciones de las ecuaciones auxiliares respectivas

-l -
u, + (A2 D)7 (I-P)gleu $ ) +u () -£ 1= 0,

wy + (842 D7THE-P) [g(yu, ¢ () +u, () -, =

Entonces,

(2.8) A(ui— uz)-i— )\n(uluuz)'i-(I‘P) [g(.,u0¢ +ul)-g(.,uﬂ‘f’+u2)]ﬂf1. - f2
B(ul—uz) =0 en M.

Sea P1 la proyeccién ortogonal sobre j@n Ker ( A+ JujI) ¥

P - (&) A4 NT),
, la proyeccién ortogonal sobre 4 g Ker (& + jI)

2
En L°( 2) se tienen las igualdades

u—'?:u ¢+ 2 u g Vi=p u ke u, o L
Pyeamdrt I gepudet TaT e Yy L
Ap == 3 A, ou, i S il AL ou, id) .3 de donde
I P A T
Au + A \ - =i !
( uilﬂ n i’ Pl 1 z( )u. i ;(An n«l)” Pluil
L ji-*n 2
A = L (A.=2)u.242 =x
(Mg By R 00 g (O P o e Ml
jcn+k 2

Sea vYeC( a), 5 s W 4 tal que
g(x, uo G (x) - glx; v (x)+ u(x)) = Y (x) (u, (x)=ux))
para cada x € 2, (Es posible por (H-2.2)).

Multiplicando en (2.8) por P1 (“1'“2) se tiene

L

= {4+ 2T¥u ~u,), P(u ~u2))2 + (1-P) Y (uu), plu~u, B} a +



=10 =

+ (fl—fz, Fl(ulauz))nz - ((A+)\HI)(u1—-u.2),P1(u1—u2))L2 +
trlugmuy)y Plusu) g+ (B-fy Po(umuy)) o 2

. 2 '
& QR P - Yy P - P -
(A= 2 P1F (uy u2)||2+( i e Sl g

-

y P _ P .. e_fg P = 2
(v 2agmug) Fylupmup )y (£ Py uy=uy)) o 2

> PRI ¢ u e = P P - P %
= Mang PP )tk (VP (ugmuy ), P (ny uyd) 2

2
fm - P -
+ ( 1 f2: l(ul ﬂz))Lz .

Andlogamente, multiplicando en (2.8) por ij(ul-uz), se =
obtiene

2
TR A0 WP (g ) ¥ By = P
0 2 pe TN Y ey 5 Ve, ) Ty (upuy)) g

L

+(f - Ff -
(F;=£,0 Bluguy)y
¥y restando ambas desigualdades,

3 Ao Py 2 A A P (v - 2 .
& R I A LS (R I ACH P

nt+k+1  n 9 n n-1

< (o - - P s P &
"”(f1‘f2~’ 1(u1‘u2)+ Z(ul u2))L2 , de donde
lw =u, | é'“_l Iqu —mf I con
i 275 1 2 5
&= min(? e P T +¥1 ) 0.

n+k+1  n 4 n n-1

(En particular, si f1==f2 se obtiene la unicidad de solucién

para la ecuacidén auxiliar).

Sea p € v (%1) v u=u0¢+u1 solucién de (2.5) para p ¥ E‘l.

Sea u, tal que v=u0¢+u2 sea solucién de la ecuacién -

auxiliar para £,
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‘Entonces p' = r(v) € “(%2) y
k
o-pl = Mu) =T (v)l<max( I 11w 1) EO(JRIuI(x)—uZ(#)Il¢n+i(x)l dx) !
- max(]“+',h1_|)k% g™t "él—éz[lg'

Entonces

1
e, T 2 o lys g
h(v(fl), v(£,)) amax (u | olu [k o HE, £yl e

Observaciones. 1. La demostracién anterior adapta ideas del

caso no resonante ( [LL2)] [01]) a un caso resonante.

2, De la demostracién se gigue un resultado mids fuerte que

i 2
el del teorema, V es L —continuo.

3. El mismo procedimiento permite obtener la proposicién -
2.1, teniendo en cuenta la unicidad de solucién de la ecua .
cién auxiliar junto con el Lema 1.2. del AAM | o Lema 1 de

Sh] . La demostracién es distinta a la de| AM1] 3 AM2] don~

de se usan técnicas de inversién global de operadores.

Corolario 2.l1. Sea g verificando (H-2,1). Entonces

R ( A+ ?«.nI+g)= {U¢+Eg“ERk, fEY, E._ch,uEv (:E)}

nERK €Y gL M EV (7))

R (44+ 2 T+g)= {ue +F

k
donde — denota clausura en Y y R respectivamente.

Notas.1. Hay que notar que en el corolario anterior se con=
sideran operadores que no verifican la relacidén de Brezis y
Niremberg [BNl ,R (L+N) =R(L)+ R(N).

2. Del corolario 2.1. se sigue que R ( A 4 AnI4-g) es ce—
rrado si y s6lo si v (f) es cerrado para cada f €Y. Este
resultado es probado en [ 5t] « Condiciones para que el rango
sea cerrado se pueden ver en [FHI,

Finalizamos esta Seccién con dos ejemplos que muestran las

" diferencias entre el caso en que se verifica la condicién -

2

3



Y=

(2.3) v el caso general.

Ejemplo 2.2. Sea el problema de Dirichlet

u"+ Au 4 arcteu = £(x), xe(0,"),
(2.9)

u(0) =u(r )= o.

El problema lineal
u+ Au =0, x e(o, m,
1
u(0) =u( )= o,

; d 2 ;
tiene valores propios A =n con funciones propias aso

n
ciadas i
2

¢ (x) = /— sin nx, n=1,
a ™

La funcién g(u) = arctgu tiene 1fmites en infinito, -
= i1
gl+ =) =%, g(+ =) = -~ 7y se verifica (2.3). Entonces,
j Z 2
(i) si * #n°, n=1,2,,.. (2.9) tiene al menos una so-

lucién para cualquier f ECD(E )

2
(ii) 8i A»=n" (2.9) tiene solucidn si y sélo si

| [Wf(x)sinnxdx | < =
o

El anterior resultado puede ser entendido como una alterna

tiva de Fredholm para el problema no lineal (2.9)

Ejemplo 2.3. Sea el problema de Neumann

u

ul+ Au + = f(x), x (0,7 )

14+ u
u'(0) =u'(M=0

(2.10)

El problema lineal
u+ *u =0, x €(0,7),

ut(0)=ut(7)=0



—

-3 5=

; J 2
tiene valores propios An=(n-1) » con funciones propias -

asociadas 1 5
o)==t (x) = ’_. cos l(n-1)x1, n 22,
ki

m

La funcién g(u) = = 5
1+4+u
y por tanto no se verifica (2.3). Se tiene

tiene limites en ® , g(+® )=g(-")=0

2

i
g’ (u) =---——E-ﬂ y lg'(w)|g! uwE€R. Se verifica (H=2.2) y
(14+u”) ,

se obtiene el siguiente resultado

(i) si ' # (n—-l)z, n=1,2,.e. (2.10) tiene al menos una

solucién para cualquier f ec’ (2) .

(ii) si *= (n=1)" existe funcionales continuos

v v i T - c [om]l = A9 7] N
+,n’ _,n-Cn[U,] R, donde Cn 0, CF Q;

N{funciones ortogonales a ‘f’n b, tales que si

g= W ® L op L f LY, (2.10) tiene solucién si'y soilc
Il O O n ;

=1 i
v, (F) z2wzv _(£).
—-,n
Ademds se puede probar VY o 2xV s (Ver [ AMI] ,
+’n -_..1‘1
D2 o [ FNl para mis detalles. ver tambien el ejemplo 2.4.

de esta memoria para algunas estimaciones de v L YV e

2:2. El primer valor propio

Consideramos el problera

Ay + 11 u + glx,u)=Ff(x), x€a,
Bu = 0 en 9% ,

En este caso A_ es simple y la funcién propia asociada se

. S
notard ¢. Para el problema de Neumann 5\1=0 y ¢=[2] "% en 0.
Para el proklema de Dirichlet 2 3 >0y ¢ es positiva en 9 .,

Ademis L <0 en 230 ,(Ver IPwl). De esta propiedad se =
an
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puede deducir la siguiente desigualdad que se usard a menu

do,

(2.11) [u(x)] < c|ul_ ¢ (x), x €gq, donde ueg

v ¢ > 0 es una constante independiente de u.
Cada funcién f €Y descompone en la forma
g =M4p, SR, gL b,

Reescribiendo el problema en forma paramétrica se tiene

Au+ 2 u+g(x,u) = up (X)'l"ﬁ(x), x €,
(2.12) 1

Bu =0 en 99

Teorema 2.5. Sea g verificando (H-2.1). Entonces, para ca-

da f €Y, £ oL ¢, existen nimeros reales \’+(1::"), \’_-(IE), V_i_(:l?"_) 2

=v (f), tales que

(i) si #E€1v (%), “+(:‘:")[ entonces (2.12) tiene al menos

una solucidn.

(ii) si u H v (i—‘), u+(~f)] entonces (2.12) no tiene solu-
Ci&ﬂo

Ademds se tienen las estimaciones

Jﬂ %(x) ¢(x)d-x v _(Mf) < \)_l_(E) il’ﬂ E(x) o(x)dx,
y si Iﬂg(x,- =) ¢(x)dx ‘Jﬂg(x,#") ¢ (x)dx
[ resp. J g(x,+ =) ¢(x)dx {J glx,=-=) ¢ (x)dx ]

Q Q2

entonces

v (fb) ;’.I glx,+ =) ¢ (x)dx = I glx,-— ®) ¢ (x)dx= V_(f)

+ 0 O

resp. U+(mf) > ]ng(x,-‘”) ¢ (x)dx '}J glx,4= ) p(x)dx > u_(f) ]

93
Finalmente, si ' (f)= U+(f) entonces (2.12) tiene solucién

si v s6lo si H=V _(§)== U+(f)-



Notas. 1. El conjunto v (f) obtenido eén el teorema 2.3, -
viene dado a partir del teorema anterior en la forma

U(f) = [u_(fj, v+(§)]¢ Por tanto, el resultado de la pro
posicién 2.1. es vdlido sin suponer (H=2,2) cuando se tra-

ta del primer valor propio.

N 4
2. En el caso lineal, cuando g es identicamente cero, la =

alternativa de Fredholm indica que V+ =V = 0. , Entonces

la desigualdad T vy no es estricta en general.

El siguiente Corolario expresa el resultado anterior

en términos del rango.

Corolario 2.3, Sea g verificando (H=2.1). Entonces existen

funcionales “+, V : ¥ *R tales que

(whefef efper, v (B)<w v (B)) ©
C R( ﬂ+111+g)c {ug+£ : £€ Y, n€R, v_(f);p;v +("*'f‘) Fq

Demostracidn del teorema 2.5. Del teorema 2.3. se sabe que
existe algin ¥ € R tal que (2.12) tiene solucién para dicho ¥
Definimos u+(€)=5up A(£), v (§)=1TInf A(F), donde

A(f) = 1" R : (2.12) tiene al menos una soluciénl,
Se sigue de la definicién de v LYV que (ii) es cierto.

Sea HGE] v (£)sv +G.’)[‘, entonces existen u Yy u,
' i . 1! ' L 230, TICE S TR
soluciones de (2.12) para Y LY M, con u, il

Puesto que ¢ es no negativa

au +a u1+_g(x,u1) = o (x)+E(x)c Mo b (x) +E(x); xep

y u, es una super-solucién de (2.12) para M.

Andlogamente se comprueba que u, es una sub-golucidn,

Aplicando el teorema 1.2. se tiene que (2.12) tiene al me

nos una solucidén para u= Moo
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Si V+(E) = v (E) = , puesto A(E) no es vacio, necesa

riamente se tiene A(f) ={ut |

Las estimaciones para V ; son un caso particular

de las dadas en el teorema 2.3.

Pasamos a estudiar la continuidad de los funciona

les Vv, Y - R, F 4'01(5) » dados por el teorema anterior.

Proposicién 2.6. Sea g verificando (H-2.1). Entonces y s

es semicontinuo inferiormente y V_ es semicontinuo superior

mente.

Corolario 2.4. Sea g verificando (H-2.1). Entonces

int R(a+) T+g) = (up+£: 250, Ry _(Eayey, E)

donde int denota el interior de un conjunto en Y.

Demostracién de la proposicidén 2.6. Nos centraremos envy +

puesto que la otra prueba es similar. Sea fe Y y fn ., fenY

y la ecuacién auxiliar asociada a (2.12).

- -1~
(2.13) u, + (a+ A1) (I-P)g(.,u0¢-+u1)=4a—+;11) fo

Definimos *= ﬁ1=ub¢ +u1: u es solucién de (2.13)!

Distinguiremos dos casos:

@) Ve 0dr 20t | glru(x) (), (F)- ¢

=

para cada u e

I, Pu=u2R_.
(8]

(ii) Existe una sucesién (un), u €I, Pu = U, 0 +
y jﬂgcx,untx»ux)dx <u, para algin . <y, (E)
independiente de n.

Caso (i) Sea e >0 ¥y (%k) una parcial de (%n) tal que

V+(%k) + o , Por el teorema de punto fijo de Schauder

se sabe que existe Rt¢—+vk solucién de

-1 ~1-
vk+ (A +2 1I) (I-P) g(., REd.+ Vk) =( 5+ II) fl-r.'
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Por un argumento de compacidad se puede extraer una parcial,
- E

que seguiremos notando wv,, tal que vk v en .

Entonces R _¢+ vE Iy

o

lim Y (£, ) 2 Lim lng(x,l? ) v () * (x)ax =
= [Q g(x,R E¢ (x) +VI£JC)) ¢ (x)dx 2 ‘il_(f)-”: por (i).

Por tanto, 1;}{m inf v+(f1{_); v (£) .

Caso (ii) Sea £” 0 tal que ¥ {:ﬁf)- €. El teorema 2.5.

garantiza la existencia de u solucién de (2.12) para

Moo= ‘_’F(ﬂ’-f)- €/2

De (ii) se sigue que u es solucién de (2.12) para

H = Szg(x,un(xj)¢(x)dx. Entonces u es sub-solucién es

tricta ¥ u super-solucién estricta de (2.12) para

" = V(f)- E, Puesto que u 7 +% 3y teniendo en cuen-—
+ n, 0

ta (2.11) para el problema de Dirichlet se puede encontrar
un n tal que u “us En las notaciones de los teoremas 1.3 ¥y
lo4. se tiene que deg (I+T, 0, 0) = 1 donde @C Zes un abier
to acotado y T es el operador abstracto asociado a (2.12) -
para 1 ==U+(%)— € o{véase seccién 1.3). De la continuidad

del grado se sigue que existe " 70 +tal que si ]Txm Tlxl-in

-

2
v T1 es un operador compacto de £ en ¥ entonces deg(I+T1,9,O

Sea ‘I'n el operador abstracto asociado a (2.12) para

v o= V+(f)-5 y £=f , es claro que T * T uniformemente
_1.

vy existe nD: n;no deg(Ii—Tn,@, 0) = Se deduce que
vV (£ )2 v o -
+(fn) : +(f) para n Zn_
Con objeto de probar la continuidad de v+ y Vv
consideramos una hipétesis adicional.

(H-2.3) Existen los 1fmites de g en infinito

Es decir, 1lim . g(x,u) = g(x, =), Q.

0 L

b
)

e

=1
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(H~-2.4.) _gecl( ﬁlel g, &s acotada yllui"[l-fotlp-gu(x’u)iu{h_ll

para todo x €Q.

Proposicidn 2.7. Sea g verificando (H-2.1) y (H-2.3) o =

(H=2.4). Entonces '“+ y ¥  son continuos de Y en R.

Notas. 1. Dancer [D:a lenuncia sin prueba el anterior resul
tado cuando g(x,+ =) =g(x,-=)= 0, x €2, Por tanto, la pro-—-
posicién anterior puede ser considerada como una extensién

de dicho resultado.

2. La condicién (H-2.2) para n=1 es menos general que =
(H-2.4) y la proposicién 2.2 es mejorada para el primer va
lor propio.

3. No sabemos si la condicién (H-2.1) es suficiente para ga

rantizar la continuidad de v + v =

Corolario 2.5. Sea g verificando (H-2.1) y (H-2.3) &

(H-2.4). Entonces

R(59 T+g) =lubte:£EY, R, v _(£) ugo (£)h

Aqui — designa la clausura de un conjunto en Y,

Demostracién de la proposicién 2.7 (i) Suponemos que g veri

Lema Para cada f E%,

v (£)Z= max [[ﬂ g(x,+%) ¢ (x)dx, Iﬂg(x,—w) ¢ (x)dx]

vV (£)< min [IQ g(x,+=) ¢ (x)dx, Jﬂg(x,—‘”) ¢ (x)dx)

Demostracién del lema. En las notaciones de la demostracién

de la proposicién 2.6. sean u , v € I LR + ®

v + = %, Puesto que’ u [:,l v f= estd uniformemen-

Il, 0 n, 1 = A

te acotado u_ ++ = , Vv -+ -
n n

n,i
= casi en todo punto de Q .
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El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue garanti

za

V) 2hin [ glnu, (D¢ (ax= [ g4 ) ¢ )as
“+(f) 21im - lng(x,vn(x))¢(x)dx== Jég(x,—m ) ¢ (x)dx.

oo

1

Anflogamente se prueba la desigualdad para v o3

Para probar que u+ es continuo basta probar, después de la

proposicién 2.6., que es semicontinuo superiormente., Sea

fn + f en Y. v (fk) una parcial tal que V+(fk) e, -

Sea u, solucién de (2.12) con nu M2 v, (fn)—-s w ¥ fk = f

k
para €, +0. Si existe una parcial (u, ) tal que lu | es
k k k, O

acotada se extrae por compacidad una nueva parcial u, T uen?®
v u es solucién de (2.12) para H=a , Por tanto U+(f);ﬂ ¢
=00

= l '-I-CD s o
Si uk,(} se puede suponer que U0 o uk,D - (ex

trayendo una parcial si es preciso). Entonces

@ = Lim Iﬂg(x,uk(x)) b (x)dx = [Qg(x,-fmmx)dx

o ] glx;=e ) ¢ (x)dx

i Q
y por el lema oz v+(f). Asf se tiene
1lim sup v+(fn); v+(f).

(ii) Suponemos que g verifica (H=2.1) ¥y (H=2.4).
De nuevo sea fn +f en Y ¥ (fk) una parcial tal que

“+(fk) > 0, Sea u,_ en las mismas condiciones que en en -

(i) y, tras tazonamientos similares, nos reducimos al caso
+ wme Sean v soluciones de (2.13) para
k, 0 ® ky1 °

y sea R >0 +tal que

en que u

5 %

uO k,o
gy (3,u) p, si lu| 2R, %€ acon My €A, = e

Razonando como se hizo en la prueba de la proposicién 2,2.

se tiene
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.. 2
o - =X - A -
16 Flol, 1 ‘k,1%}l (A= Ay = v g,
@ _1{, €9, $ &
Sea Kk x H uk’o “+ uk’1 R ¥
¢ 2R ! s
uk,O + vk,l R
entonces,
2
(P 3 I S S & |
Fady fyhuy =W, 1! 520 ) MoV al
I 2 ] |
¥ T {Q “k,1“vk,1l “Jalal 2M|uk,1_vk,1 2
k k

donde M es una cota de g. De la anterior desigualdad se sigue

3

leg— g | iy [ * . =& M| g I
- 0, 202,=2,=u,) Uy 1 vkgll2 far='@ o
Puesto que u o ¥ |u | . es equiacotado se tiene, usan
k, 0 k, 11z
do (2.11) que I8 - 8 kl+o si ko= "

Entonces

, = | <
ng&”%ﬂ)mmm1) guauho¢+vh1h¢ =

-

. 1 =
< M S MG =M R I£ =2,

2=0
== "uk‘,l_vk’iuzm +2M| ] kﬁ]

donde M! es una cota de g,°

Finalmente,

@ = 1im “+(fk)u5k -23im inf Igg(x,uk o ¢+-uk 1)"’
. . 3

= 3 d} =V -
lim inf lng(x,uk’o o+ vk,l) -4 +(f)

Finalizamos esta Seccifn con un ejemplo gque muestra como ob
tener estimaciones numérica de los funcionales v " V.V

supuesto que se tenga una informacidén completa del problema

lineal,
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Ejemplo 2.4. Sea el problema

Au + 2 _u+ u2=u¢(x)+%(x), xEﬂ,‘E‘-Ld)
(2.14) 14+u

Bu =0 en Bnn

Kazdan y Warner consideraron (2.14) en [KWly probaron la
existencia de nfimeros t_<0 “t, tales que (2.14) tiene -
solucién si t * W ° t, y no t:l.ena solucidn si p»> t, o
W <t . Ademis |t+l*“'~ 5 J « Veremos como a partir -
de los teoremas anter:mres se pueden mejorar dicho resul-

tado.

Proposicién_2.8. Existen funcionales continuos

L W= H u al
Voo Vo c®* () ~» R, donde C°° (¥)=c°" (%) "{funcio-
nes ortogonales a ¢} , (siN=1, "+, v o Co( @) = R) tales |

que
= (2.14) tiene al menos una solucién si v (f) ;,1!::‘\?+(f)

(2.14) no tiene solucién si u > v+(f‘) o U {U_(f).

Sean )
@ (f)==sup [ Inf i P d(x)+ ? (£)(x) ]

fr & ¢ (X)L b(x)+ o (£)(x)]?

®(£) =1TInf [ Sup tx) E_dGe)+ 8 (F )(x) 1
ER 0 ¢ 14p (x)+ ¢(F)(x)]

donde u= ? (f) es la finica solucién del problema lineal

Au+7‘1u=f, ul ¢, Bu=0 en 3%

Se tiene, ¢ (f) y '® (f) estén bien definidos y

- _.;:_JR pxv (£)g o (£)< O <¢(f)< v (f){ .--I

(La igualdad |vy ) l= ;

se trata del problema de Neumann).

Iﬁ¢ dédndose si y s6lo si f =0 ¥
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) es cerrado y si

Ademds, R (A + l1I+
¥ m

£ L % entonces f es interior a R(A + AIIi- - )
1+4+u

¢+ y: ¥ permiten dar criterios

concretos para la existencia de solucién de (2.14). Por -

Notas.1l. Los funcionales

ejemplo, para el problema

ul + u2= _i W - cos x, xE(b,“),
(2.15) 1+u Voo
. u'(0) =ur(")=20
£(x) = - cos xy o (£)(x)=cos x, x €[0,7] .
i ; = =_1.'_ . 5 = P =i—.
L(£) guésn"’ ;¢ 2 57 o_(F) -gnefR 2(?) Yk
p 4T
[/ + 1 5 02T
1+le /Jm 41
Py = LIl os
1 1+[p /Jm =1]
-1/8 0Pz _2fT
P/ T+ " gy
1+[p /7 +1)]
m o T
b, )= L = , 9 0oz 2w
1+p /7 =1
1/2 0 >pz_Jam
o/J7 +1 & 5 o:ipi-\lzdw
1+ [ o +1]
D/ T =1 ’Fﬂ‘

2 2 pS =4

l. 14+ (p/ « =1)
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1
2 V2

2, Resultados concernientes a la existencia de dos solucio

Entonces (2.15) tiene al menos una solucidn si |p]| <

nes para (2.14) se pueden encontrar enl AMIIFH | cuando se
supone (H-2.2), lo que en este caso implica una restriccidn

sobre el dominio.

3. Algunas estimaciones numérica para (2.14) se pueden ver

en [K01]|

.4 u 3
Demostracién de la Proposicién 2.8. Puesto que T2 verd
fica (H-2.1) y (H-2.3) se pueden aplicar el teorema 2.5 y

la proposicién 2.7.

Para el problema de Neumann @ LY L estin obvia
mente bien definidas. Para el problema de Dirichlet se si-
gue de (2.11). Probaremos ahora que ‘I’_’_ ez estrictamente po
sitivo. Sea k>0 tal que lo (£)(x) gk¢ (x) vy p >k, en-

tonces

1 o g(x)+e (£)(x) | (p= k) 1

b(x) 1+[° 9(x)+ o(E)x)]>  14[( P=k) (x)] ©

para algin ¢ >0 y x% 9,
Si M ¢¢+ (f) existe p €R tal que
p ¢(x)+o (£) (x)

14 [ pelx) + i(f)(x)éz

Entonces po + ¢(f) es una sub-solucidn de (2.14).

> u ¢(x) para cada x €g.

-

De modo similar se prueba dque ¢ _ <0 ¥ que si u>¢_(f)=
existe una super-solucién de la forma 4+ ¢ (£).
Usando el teorema 1.2 se tiene

v_(E)E ¢_(E) <0 < ¢+_(£)5 u+(%)-

Sea (2.14) para , = v+{f) you solucién de (2.14) para
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= £)= 0. l I -
i v oL (f) = ¢ , cen En¢ Entonces u es acota
2,u
da y se puede extraer una parcial convergente en £ cuyo -

limite es solucién de (2.14) para , =  (f). (si o |

no fuese acotada, puesto que lu 1 lo es se tendrfa -

- 1 J
que Iun,DI s 6 una parcial, tiende a+es , y por tanto

|un(x) | + « » con lo que

4 u .
v_{_(f) = 1imf —--n—z- ¢ = 0 lo que contradice \,+[f) = 0).

n ‘% 14u
n
Las consecuencias acerca del rango se deducen de los corola

rios 2.4 y 2.5.

2. 3. Soluciones periddicas de la ecuacibn del péndulo forza

do.
Estudiamos en esta seceidén la existencia de solucio
nes 27 -perifdicas de la ecuacién del péndulo simple cuando
una fuerza externa, f(t), actda sobre el sistema. Es decir,

- l
consideramos el problema

x"(t) +asinx(t) = £(t), t€ (0,27),
(2.16)
x(0) = x(2n ), x'(0) =x'(27)

donde a0 nyLI(O,Zw Y

Para un resumen de la importancia que (2.16) ha te

nido en el desarrollo del anilisis no-lineal se puede ver| M3

2‘11’
Sea Pf : = "2_1‘-'.'] £f(t)dt para cada f€ LI(O,ZTr) v
0

L:= ©€1'(0,27): PF=o0lde forma que L'(0,27 )=L@R,
C={x & [0,27]: Px=0} con C[O,2ﬂ]=6@R.

Para cada f €L sea y= Hf 1la énica solucién (en
el sentido de Caratheodory) del problema lineal

y“&)=§ﬂﬂ, t€(0,27), y (0)=y(27), y'(0)=y'(27), Py= O.
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Entonces (2.16) es equivalente a

(2+17) x+H (I-P) a sin (p+x) = H(I- P) £,
(2018) Pasin (P+x) =Pf, (x, P ) ECO®R,

Lo que muestra el parecido formal del problema (2.16) con
el problema de Neumann en el primer valor propio. Descompo

nemos la fuerza f(t) en la forma
f = U+ f, con W$ R y f£EL,

Se tiene el siguiente

Teorema 2.6. Existen funcionales continuos VoV 'L 5 R

tales que v =0= \il— y si £f= U+ f entonces,
(i) (2.16) tiene al menos una solucidn si v (fku-eu (£).

(ii) (2.16) no tiene solucidn si u“*u_!"(hf) o 11{\1 (I).

Ademds, | |<a con igualdad si y s6lo si f es constante.

—

Demostracidn. La prueba de la existencia de \)+ y Vv _ tales
que (2.16) tiene solucién si “E]“ (£), v (f:’)[ y no tiene so
lucién si u¢[v(f), (f)] es aniloga a 1a del teorema 2.5.
Para probar que (2.16) tiene solucidn si ¥ = v4 (f) congi-
deremos pof ejemplo "'_I_(E). Sean LI "_'_(%) y o € v(f),
donde V(f) estd dado por el teorema 2.3. Sean x solucio
nes de (2.16) con f= ¥ o, Tfe Debido a la periodicidad de
sinx , si x es una solucién de la ecuacién del pé&ndulo en--

tonces también lo es x4+ 2k™ ‘con k un entero. Se puede

suponer por tanto gue

P "

= '[ 1T] o
x pn+xn con an- 0,2 y x, € C,

Por la compacidad de H: L , C y debido a que a sin( n_n+xn)

es uniformemente acotado se sigue de (2.17) que se puede =

. e ~

extraer una parcial convergente ° K T P 0! *i * x, en G
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¥y es claro que x= 0 o T %, esuna solucidn de (2.16) para

£ = u+_(F)4uf .

Si (2.16) tiene solucién x para fF=f+ " , integran-

do la ecuacidn entre 0 y 27 se tiene
W
po= E;"J a sinx (t)dt, de donde! " a2 y por tanto
lvi(£)! <a. Si|ul= a entonces x ha de ser constante de -

donde f es nula.

La demostracién de la proposicién 2.6. se puede adap
tar para probar que V 4 ©5 semicontinuo inferiormente y v

semicontinuo superiormente, de L en R.wPrnbﬁmus que 'V+ es
semicontinuo superformente. Sea f T fenlLy £, una par
cial tal que U+(fk)'* HQ. Sean x soluciones de (2.16) pa.
ra f= U+(fk)ﬁ-€k que, razonando como antes, se pueden su-

poner convergente a una funcién x que serid solucidén de (2.16)
para f= u °+f. Entonces ”D“T" “_'_(;?) y lim sup “+(%ﬁ)£ :_(f).
La desigualdad v 20 5“+ es una consecuencia del siguien

te resultado ([H.], [P2 1, (M3] )e

2']T

Si J f(t) dt = 0 entonces (2.16) tiene al menos una solu
o

cidn s

Notas. 1. La continuidad de "+ y ¥ _ puede ser probada -

cuando se considera en L 1la m:ur-m.eu"f'||*==|H’i:‘icII en lugar de -

la norma Ll. (ver[ K051, [021),

2. Castro [ca.] probé el anterior resultado en el caso en

que a< 1, donde los funcionales ”+ y ° eran continuos
2 .

para la topologfa débil de L s Teniendo en cuenta la nota 1.

es claro que nuestro resultado generaliza el de Castro al -

caso en que a es arbitraria.

Mawhin [HM3 Jprob6é el t€°rema anterior exceptuando la continui

Y] V]
dad de i v _ e
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3. Castro planteo en [Cal el problema de determinar si la -
desigualdad u_(f) <0 < v_'_(i::‘) se mantiene para cualquier FE L,
Enl MW | Mawhin y Willen probaron que &sto es cierto al me-
nos sobre un conjunto denso y abierto de L. Daremos una de-
mostracién distinta a la dada enl MW| como aplicacién del -

teorema anterior,

Corolario 2.6. El conjunto

£ ~ e

D= {F & :,y (F) <0< \_.i_(f)} es denso y abierto en L.

Demostracibn. Sean D+ = {fEL: u+(f) >0ty
D = {fEL : v (f) <0} Entonces D= D+f"'D y
-1 i
D, = v, (0,+ m),_' D = v (~=,0). Por tanto, D, D y D

son abiertos en L. Basta ahora probar que D+ v D =on den-—:

s0s, pues entonces su interseccidn también lo seri.

Sea X = xEwW?X0,2 n): x(0) = x(27),%x' (0) = %' (2 7)?

con la norma Ix|_ = lxl|l +| x*| el .
X o o 1

Necesitamos el siguiente Lema:
iU

"Para cada x X con sin x(t) dt = 0 existe una sucesién
o m
x =+ x en ¥ tal quej sin xn(t)dt>0 (resp <0 ) para -
(8]
todo n't,
2
Sea el funcional r¢ X +R, x - sin x(t)dt con deriva-

Zn
da de Fréchet 1TI'(x) vy =I cos x (%) y (t)dt, y&X.
o

Entonces, x no puede ser un extremeo de I ya que no es

un punto critico.

Probamos, por ejemplo, D+ es denso,

Sea £ L y x una solucién 2 -periddica de
~ 2m

x"(t) +a sin x(t) =f(t), t€ (0, 24) « Se tiene I sin x(t)dt =0
2y o

y sea x_  +Xx en X con[ sin xn(t)dt>0.
O
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27
Definiendo f =x" + asinx - -—l-j a sinx (t)dt.
n n n 2 & n

se tiene v+(_fn)>0 ¥ es claro que fn+ f en L .

Un problema bisico para (2.16) es obtener estimaciones
concretas de Ve Y ov_ qugﬂgaranticen la existencia de so-
lucidén periddica cuando f(t)dt =0, Diversas estimaciones
se pueden ver en [Dr i1l , IDKG l, [Mm3!. Dichas estimaciones sé

lo son vidlidas si a y f son pequefios.

En[ K O 1] obtuvimos estimaciones que mejoraban las -
anteriores para a arbitrario si f era "pequeiia', Obtendre

mos ahora estimaciones de J+ ¥y o) para a y f no necesaria

mente pequefios.

Para cada n =1 sea

,aFE R, Ikk <n }

k

n
= .
X, = fa+ > (a _coskt+ a, sinkt): a_sa,

1
k=1 % .

y sean
(n) - 5
"+ (£)= sup Min [vn(t)+a sin( v(t)+HE(E))]
vex te [0, 27 ]

(n) - i
% (£)= Inf Max [v"(t)+a sin( v(t)+HE(t))

VEX €o, 27 ]

para cada f& i.

~

Teorema 2.7. Para cada fe€ L se tiene

(n) _ . (n) _ ~
Vo + v + v f o
g Yt v (8), Y (E) v v _(e)
(n) -
Nota. El problema de calcular ‘Ji (f) es un problema en di

mensifén finita, si bien no parece f4cil evaluablos explfci-

tamente, (n)’

Demostracién. Es claro que \*_l_ (f) es una sucesién no de-

n) .
creciente y v (f) no creciente. Probaremos que
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(n)

‘*’+ (£) ~ "+(f‘), pues el otro caso es similar, La desigual
dad "_i(_n)(f")‘-: "_}_(%) es inmediata. Sea x solucién 27 -perié-
dica de x"+a senx= "V +(§) + f(t) y Y= x- HE‘, entonces

¥ verficad . la ecuacidén
"+ asin(  +HE(E) =, +(E).
P 1y on ] P 1 ]
Puesto que HFf €C '0,2 s te Cclo,2" ! v
i *x s
Y(t) = a + 2 la, coskt+ a® sin k!
k=1 k X

5 *
11,"(1:} = --Z ch[ a coskt+ a, =sin kb]
=1 k k

uniformemente en [0,2,] , con

1 ¥ k 1 o
a =-— y(t) cosktdt, a = — p(t)sinktdt, k1
k b k m .
o (8]
.27
=1 b
BD 2“ JD (t)dto

Dado >0 sea n-1 tal que

a IZ [a cos kt+ a\"‘L sin kt]! -+
b ¥ ke k

2
+ 1L k [akcms:kt+ at sinktl] <¢ , &€ [g,2n]
k}ﬂ

n
y ‘f’n(t) &= aD+ 3 [ak coskt + a;: sin kt |
k=1

‘“"n(t) + a sin ("’n(t)'l'HE(t)) 2

> " (6) Fasin(y (E) +HE(E)) = | ¢"(E) = " (t) | -

~a lgin (VY (t)+HE(t))Qsin (\vn(t)+HE(t))l 2

u+(f) L weeey - lllnn(t) |+ al¥(t)- v (6) | ] >

r?_um_t'. u(n)‘"au.w_e
+(f) , ¥ por definicién » (£) +(3’:‘)
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Finalizamos este capitulo con un estudio del comportamiento

asintético de los Funcionales vy Y ou_e Para ello, sea

k-
Il
-y
L]
m
 nd

155 v, ( Ap) =

15 ) =
: e e v OB =0l

Teorema 2.8, LD es de segunda categoria en LC Ll(O,zﬂ)

y contiene a los polinomios trigonométricos no nulos y que
estin en L.
Para la demostracién necesitaremos una extensidén del Lema -

de Riemann-Lebesgue.

Lema., Sea '€ W2’1 (ayb), se verifica meas {tEIa,b]:‘“(t.) =0}=0.,
Sea (9,1} & una familia de funciones en Wl’l(a,b) y tales
A

que "9' "IS-M, AE R, para algiin M:> 0 independiente de . Yy

A
sea C!EL'l(a,b). Entonces
b
Lin [ () sin (M (£)+ o (6) dt = o.
l)\ ] a A

b
Demostracién. Sea I( ) = J sin () ¢(t) + aA (t)) dat, pro-

baremos que I( 1) -+ O si ah |+« , con lo que la tesis -
del teorema se sigue sin dificultad teniendo en cuenta que
las funciones escalonadas son densas en ! (as;b)a

Dado > 0 ¥ ya que el conjunto fte{a,b]: 4,'(1:) = o}
es compacto y de medida cero existen a <a, < blq...{ari.; bn.:;b

n
tales que 3 (Bi— ai);_»_b—a—-%- y ¢t!(t)# 0 para cada

i=1
t € E’[a,, b.] =
) 2 i
i=1 n
Sea >0 tal que | ¢!l en U [a., b.,]s Se tiene
i=t ¢ F
I ‘bi
lx(a2) 3 IJ 4 ==
s a. 2
i=1 T
De otro lado .
b. i
* § ] _ R -1 ds _
4 ©XP [L(ag(€) + N (t)lat = L. %P [i(rs+ ak(tp (8)) = =
g i l])'(lp {E"))

(donde a, = w(ai), B, = lb(bi))-
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exp [1i(x B+ 0, (_hi))] exp [i() a 3 ¥ 9% (ai))
= T3 (B]) - iA 07 (a,) ”
. “i - 14, (w_l(s)) o ( 'P_{S))
- IT-J expli() s+ o, (v (sM s - } ds
£l pr(r TN (s ) v v (s )3
Entonces
g . B

= 1
J sin (30 (&) +0, (t))dt! Ej“ expli(ru(t)+0o (t)]ldtl <
Cf.i i

b, ‘ b,
5 i i 1 i
< + R |e)\l (t)!at + z [a Ly n(e) lat
(YT [ A n i x| u i
2 2 M Jll
: n ¥
AP coma | o —— b < A
y silh[> = ( = F e 1, 1 I( )\l €

Nota. Un resultado relacionado ze puede ver en [ p2 1,

Demostracidén del teorema 2.8, Probaremos que la clase de -

funciones f €L para las que meas (te (0,27) : £(t) =0J=0

estd incluida en Lo' Se puede entonces probar que dicha -

clase es de 22 categorfa en L.

Sea f en estas condiciones, entonces
meas ' it €lo,2m] : (H€)! (t)=0 =0
Para cada * €R sea X, solucién 2 " =periddica de

x% 4+ a sin x, = V+ (AF) +r £(t),

A

Yy B)\ = "X - ‘Hf, Se verifica
61 4 a sin (M E(t) + 8,) = \*+( A F)
y es claro que | BA‘II 1 estd acotada independientemente de X
am
v OF) = [ a sin( AHE(6) +9,(6))at,
+ 2r o

v aplicando el Lema anterior

lim v (*f) =0
le-hm +
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Notas. 1. Se prueba sin dificultad que v+(£*) =V (=f) -
utilizando el hecho de que sin x es impar. Si £ es impar
se prueba también que “‘+(f) =\J+(—f), de forma que lo es-

tablecido en el ejemplo 2.1. queda justificado.

2, Se pueden obtener resultados acerca de la existencia de

mi4s de una solucién 27 —periédica (ver [MW] y | FM]),
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CAPITULO 3: El Caso no acotado

De nuevo comenzamos con el problema

Au + A u+g(x,u) = £(x), x€gq,

(3.1)
Bu =0 en 34 ,

donde la principal diferencia respecto del anterior capitu
lo es que ahora g no es acotada.

El conjunto ﬁg"” {\&R: R(A+ rAI+g)# Y} no presenta una for
ma tan simple como en el caso acotado (ver proposicién 2.1)
¥ puede tener distintas configuraciones dependiendo de g.
La razén es que ahora la no-linealidad es lo bastante fuer
te para perturbar el caricter resonante o no resonante del

problema lineal,

El siguiente ejemplo muestra algunas de ellas

Ejemplo 3.1. Se considera

Au + Au—i-gi(u) = f(x), x€ g ,0 Cﬂz,
" :
s = 1) en 38 , i=1,2,3,4
an
3 : +- 2
con gl(u)=—u § gz(u)z—e.u, gs(u)#u lu, g4(u)=u

Entonces,
A = o A =[0,4+=), A C(_.,, 0l A =R
3 2 3 3 3 .
El gz gS L—’_.’4
(Las demostraciones para los casos gys gs, g4 se irdn vien

do a lo largo del Capitulo. La demostracién para g3 es bien

conocida, ver por ejemplo [ BN]).

En todo lo que sigue supondremos que g es acotada -
superior o inferiormente y super-lineal en alguna direccién,
de forma que la no-linealidad g, no entrard en consideracién

1
y se tendri siempre que AlﬂEAg. Para fijar ideas y, suponien
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do que g=g(u) con 1imites propios (finitos o infinitos)

g(+%) vy g(-"), distinguiremos los siguientes casos:

(i) g(+%)<g(-"), por ejemplo g, Este caso ha sido am——

pliamente estudiado para <A (ver Kazdan y Warner

['K Wl, Brezis y Nirembergl BNI, Mckenna y Rauch[Mc R y
Figueiredo y Gossez ! Fal ., Los m&todos bidsicos para -
su estudio han sido sub y super-soluciones, cotas a -
priori basadas en la monotonfa de la parte lineal y —
operadores mondtonos. S5i *1, se puede reducir al
caso (iii) de los que se estdn enumerando.

(ii) g(-=)<g(+=), por ejemplo g,e Este caso presenta ma-
yores dificultades ya que los métodos anteriores no -
son aplicables. La mayor dificultad se presenta al ha
llar cotas para las posibles soluciones. Ha sido estu

diado en algunos casos por Ward [W 1 L[W21y[W 3.

(iii) g(+=) = g(~=), por ejemplo g, Esta condicién contie
ne en particular las clidsicas de Ambrosetti ¥ Prodi -
APl y ha sido estudiado por Dancer [D1], Berectciski y

Lions [BL] y Figueiredd F 21,

El cardcter superlineal de g hace que el primer va-
lor propio juegue un papel muy importante para las no-linea
lidades que estudiaremos . En las secciones 1 y 2 establece
mos cotas a priori para ecuaciones ordinarias ¥ parciales -
respectivamente con vistas al caso (ii). Se obtienen también
resultados de existencia para el primer valor propio que tie
nen interés en si mismos y serdn usados en lo sucesivo. En
la seccién 3 se extudia el rango del operador no-lineal, en
la lfnea de lo hecho en el Capftulo 2, para no-linealidades
del tipo (ii). En la Seccidén 4 se estudia el caso (iii) y -
se hacen algunas aportaciones a lo ya conocido en la litera

tura. En la Seccifén 5 se muestran algunos ejemplos de inte-
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res que engloban las diferentes situaciones.

i, Cotas a priori para el caso ordinario

Empezamos con un ejemplo que se puede considerar -
prototipo de lo que se va a tratar en esta seccidn y a la
vez muestra que la técnica de sub ¥ super - soluciones no -

es aplicable,

Ejemplo 3.2. Sea el problema de Dirichlet unidimensional

"u"+u+eu=f(x), x S(0, " )s
u(0)=u(m7)=0

2 .
Sean u, u &C [0, n] super y sub-soluciones tales que u zu .

Definamos V= u, =u_, entonces
u u_ u u_,
L I ——-u_;1+u++e+-(u"+u +e )if(x)-f(x)=0

Multipliecando la anterior desigualdad por sinx e integran-

do entre O y " se tiene
m

of:fﬂ (916 + ¥ () sinxax +f (&0 ")y i

m x) u
- V() 44 (“)'!'J (eu+( 4 _(x)

(8]

sin x dx,

entonces u+(0) = u_(0)=u+('")z u (")=o0y

u u_
et =e s por tanto u =u y se trata de una solucién.

De esta forma, hallar un par ordenado de super o sub-solu-—-

cibén implica hallar una solucién del problema,

2

Hay que notar que en este caso *1 =1y “’1(::) = j-—- sin x.
m

Mds en general estudiaremos el problema de contorno

uft 4+ A LU +eg(x,u) = £(x), x€ (a,b).

(3.2)
LBu(a) = Bu(b) = 0,
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donde a <b, g:la,blx R » R, (x,u) - glx,u) es continua y
O

£ =0, 5] Y

Para el problema de Dirichlet, Bu = u, A1= nz(ltx--.a)_'2 y

tbl(x) = ﬁ (b—a]-—% sinl = (b—a)_l(xma)] , x €la,b] .

Para el problema de Neumann, Bu=u', klﬂﬂ v ¢1(x) =(b-a)”%,

x E[a,b] &

Con objeto de establecer cotas a priori necesitamos
algunos resultados de regularidad para el problema lineal.
Para cada £ continua en la,b] se define la norma

b
e, =f | £Gle | (x) ax,
a
donde se entenderd que cbl se corresponde con la funcién

propia del problema del que se esté& hablando.

Lema 3.1. Existe k =0 +tal que

2
| < n A C ]
| wy 12 <k llu1 b R ly, para cada u, € la,bl,
b

Bu, (a) =Bu, (b) =0, Lul ¢ =0,

Demostracién.

Mediante un cambio de variable affn se puede reducir al ca-
S0 en que [a,b ] ="lo,n 1.
Definimos f = u'l’ + hl u, entonces

™

ul(x) =,[ G(x,s8)f(s)ds, x€ [D,“ ] , donde
O

para el problema de Dirichlet

-117- (xcosxsins=- (7-s) cosssinx), 0<x<sgsnm

G(x,s) =

-:-l; (s cos s sin x~ ( "=x) cosx sinx), 0<$g <x <

y para el problema de Neumann
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G(x,s) =

TI.'...S

(x-28) + 0 $s <x&n

m

Se comprueba que | G(x,8)|< kqll(s) (x,8)=lo, 7 Ixlo, 71,

donde k >0 es una constante fija.

Entonces,

M

|u1(x)ﬁ%m;G(x,s)1]f(s)|ds
o

o

‘Ekf 1£(s)1 ¢, (s)ds =L If Iy »
8]

lo que prueba el Lema.

En este Capftulo la hip8tesis bdsica seri,

(H-3.1) g es acotada superior o inferiormente

Es decir,

sup {g(xsu) s (x,u) S2x R} <=
8]

mf {g(x,u): (x,u) €¥x R =

(Observese que las funciones gz,gz y g4 del ejemplo 3.1. Sa

tisfacen esta hipétesis).

Lema 3.2. Sea g verificando (H-3.1). Entonces existe C >0

tal que si u es solucién de (3.2), con u=u_ ¢ 1+u1, u‘mE R,

u_ \ ¢ se tiene

2
1 1 I < c.
Demostracién. Supongamos, por ejemplo, que g es acotada in-

feriormente y sea M1 tal que g(x,u) iMl si (x,u)E[a,b]x Ro
Se verifica

| g(x,u)l <g(x,u) + 2 IMII, (x,u)e[a,b]ztR-
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Sea una solucién de (3.2), puesto que ¢ , es no negativa, -

i
de la anterior expresidn se obtiene
b b
j Ig{x,u)(xD|¢1(x)dx EJ g(x,u(x)) ¢1(x)dx 3
a a
b
+ 2IMIIJ ¢, (x)ax
a

De otro lado, la alternativa de Fredholm, implica. que

b b
} g(x,u(x))¢1(x)dx ==l £(x) ¢1(x) dx.
a a
Por tanto, b b
16Cout )b, 4 2e axr g [ ¢, 00 ax,
a a
v aplicando el lema 3.1.
fulldik[ﬂg(.,u(.nlbl+-ﬂf H¢11 <
’ ]
< . = =
__lc[Lfdrlvi-llf I+ 2 1M1 100 1=z c.

Los anteriores lemas permiten establecer un primer resulta-

do de existencia para (3.2).

Teorema 3.1. Sea g verificando las siguientes hipdtesis

(1) g(x,u) 20  (x,u) Sla,bl x R,
(ii) Existen Pie Pae R,!>1% 92 y $>0 tales que
b
R OR SO RNOLE
a
b b
| 2Goe Goax o alx 0, ¢ ) 49D ¢ o) ax
a a
para cada v €c la,bl , |v| <%,
b

Entonces, si 21{[ £ (x) ¢1(x)dx{ 5,
a
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el problema (3.2) tiene al menos una solucidén.

(k es la constante dada por el lema 3.1).

Demostracifn. Usaremos un argumento de homotopfa combinado -~

con la existencia de cotas a priori.

Suponemos P 1““ 92 y definimos los operadores

F :cla,pl>cla,pl, u~ u1+l-lg(.,u(.))—ﬂf+P[g(.,u(.))—f],

similar a I+ T en (1.10), donde
b
Pu = b b = i} = - H =
u (L u 1) el ML (I=-P)u, Hf=u con u
finica solucién de u' + A g u= (I-P)f, ul *1, Bu(a) =Bu(b) =0.

; =
¢ ¢+ Cla,bl~ clagb] , u + u_~-c¢ (w - *#) ¢ > donde

1
+ : b
&k P p2
: B = : s y € 70 tal que k(ZI f+(x) ¢1(x)dx+ “(° - pl)){ﬁ
- a

Hallar una solucién de (3.2) es equivalente a hallar un cero
de F. Tanto F como ® son perturbaciones compactas de la iden

tidad y estamos en condiciones de aplicar la teorfa de grado

de Leray-Schauder.
Sea G = {u EC[a,b]:u=-“° ¢1+u1,"ER, ul—L 4’1

p < p <p | | =8 }
1 22 "1 0

| &
La finica solucién de ®u =0 es P ¢IE G y es claro que
d(*,G,0) # 0.

Se define la homotopfa dada por la ecuacién

(3.3) YFu+ (1=Y) ®u =0, YE [0,1]

y suponemos que (3.3) no tiene soluciones en °G para A =g

pues en otro caso el teorema estaria probado.

Sea (Y ,u) €(0,1)x %G una solucién de (3.3), en-

tonces se tiene
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i)l a |l =35 u € :
(i) 1y s u [01, p2] o
(ii)|u | 6 u = o para i = 1,2
1 i
o
Ademis ( y,u) wverifica

um 4+ 11 Ll]‘l"l’ g(x’u) - (1--‘\’) E(un—- 0) Q’I(X) = y£ (X),KE (B,b),

Bu(a) = Bu(b) = 0.

(3.4)

Puesto que Yg es no negativo, repitiendo el argumento del -

lema 3.2. se tiene

b
< I 3 - <
lulio_ lc{l £4, +If ¢1+2clu0 pl ] <
a
L
< k[ZJf o, +c(p, =p )] <8, ya querele,p |,
A 1 z 1 * 73
La posibilidad (i) queda por tanto descartada.
S = pn |l g | <6
upongamos entonces que u R _ |
(el caso u =°, es similar). Por la hipdtesis (ii)
b - b
| 80ouG® (axe | £0x) ¢ (x)ax
a a
¥y d.e (3-4)
b P =P b

| slrnuG) e Godx + (12 1) # (—2r ) = 1| £@) tx)ax,
a a

lo que combinado conduce a una solucién de (3.3) en 232G y

deg(F,G,0) = deg( ®,G,0)# 0, lo que prueba el resultado.
Nota., La hipbtesis (i) puede ser sustituida por
(im) g(x,u)< 0 (x,u) € [a,b] xR ,

cambiando también la dltima desigualdad de (ii) a

b
2 k J £ (x) ¢ (x)dx < 8
a
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Como consecuencia del anterior teorema se pueden obtener -
condiciones de exitencia en términos del comportamiento asin

tético de g similares al corolario 2.1.

Corolario 3.1. Sea g verificando

(i) Existen constantes "5+ y § tales que

,g(xJu)I—{ﬁ s X E[a:b]: ul 0,
‘g(x,u.) 16+ s X E[ a’b], u 101

b b*

b
(ii)L 80s=" ), (X)ax { £00) g, ()ax of glxte) o (o,

donde g(x,~ %) = lim sup g(x,u),

u 53 —w

g(x,+») = 1lim inf g(x,u), x€ [a,b],

u +

P
y I denota la integral superior de una funcidén acotada in
feriormente.

Entonces (3.2) tiene al menos una solucién.

Demostracién. No es restrictivo suponer g - 0.

b
Sea g > 2kJ f+ by Si (3.2) no tuviese solucidén por el -
a

teorema 3.1l. se tendrfa una sucesién

pp> T oo (resp =) ¥ v € Cla,b], Ivnlﬂig tales que
b b
[ et o0 Gty () g ax <[ 260y (ax

a

b
(resp iJ f(x) ¢1(x)dx)-
a

Como ¢ > 0 en (a,b), pab TV, » o (res=w») a.e. [a,b].

Aplicando el Lema de Fatou (lo que es posible por (i)),
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b b
[ £ (x) ¢1(x)dx > 1lim inf I g(x, o n ¢1(x)+ﬂﬂ4x))¢1(x)dx‘i
a

* a

b
2 Ll g(xg‘l"“’ ) 9 l(x)dJE,

b b
(resp J £(x) ® (x)dx < 1im aupj g(x, oLty (x) +vn(x))¢1(x)d'x <
a a

b
<] 8- e, ax),

Lo que contradice (ii),

Comentarios y ejemplos

1. El1 Corolario 5.1. con condiciones de contorno peridédicas
fue probado por Ward [W1]. Las condiciones de periodicidad

tienen un coﬁportamientn muy similar a las de tipo Neumann.
No obstante, como el propic Ward hace notar EnIW:ZL la ex—
tensidén al problema de Dirichlet no parecfa inmediata. Con-
seguimos dicha extensién gracias a la definicién de una nor

ma asociada al problema, . ¢1, v al resultado de regula-

ridad que da el lema 3.1.

2. El teorema 3.1. constituye una extensién propia de los =
resultados antes mencionados incluso en el caso del proble-
ma de Neumann. Esto es debido a que la condicién (ii) en el

teorema 3.1. es mids general que una condicibén de tipo asin-

tético.

3. En AS] Aguinaldo y Schmitt probaron que el problema
u4+u= cu +p(t), u(0)=0=u(7r), con ¢ >0 tiene al menos
una soluciédn si y sélo si I“ p(t) sint dt >0, lo que habfa -
sido conjeturado por Fulik gn [Fu 11

El mé&todo utilizado por dichos autores estd ligado :
a propiedades muy especificas de la funcién ¢u o Dicho re-

sultado se sigue del teorema 3.1.
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4. Retomamos ahora el ejemplo 3.2.

u'+u+e =£(x), x€ (0,1 ), u(0)=u(n)= 0.

Maltiplicando por sinx e integrando se sigue que una con-
c:.1ic:i.6n necesaria para la existencia de solucién es

J f(x) sin xdx> 0., Se tiene g(+=)=+ o, g(-=)=0y el coro

iario 3s1 garantiza que esta condicién es tambié&n suficien

te.

5. Un ejemplo en el que el corolario 3.1. no es aplicable -
pero sf lo es el teorema 3.1. es el siguiente:
u i
u+e lsin (ul 2) = £(x), x€ (0, v), u'(0)=u'(n) = 0.
Se tiene g(+=)=0=g(-=). Por el teorema 3.l. este proble

ma tiene solucidn si y sblo si

o
If(x)dx:"o 6 f£=0.
o

6. Los resultados anteriores aparecen en (K01l ylko2l . Al
gunos resultados relacionados se pueden ver en lw 11, [w 3], -

([cCaM v [caO].

2. Cotas a priori para ecuaciones en derivadas parciales

Una extensidn inmediata de los resultados de la Sec
cidén anterior al caso de derivadas parciales no es posible.
Esto se debe a que el anilogo del Lema 3.1. en dimensiones -
superiores no es cierto (ver [Stad).

Para obtener cotas a priori necesitaremos, ademis -
de (H-3.1.), una hipétesis adicional de tipo crecimiento po-

linomio para g.

(H= 3.2) Existen o« , B >0y o< o(B,N) tales que

5 _
lg(x,u) I e+8l ul para cada (x,u)€ 2 x R ,

donde,
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- N
T si N> 2 y B representa condiciones de
Dirichlet.
o (B3N) =| += , si N=2 y B representa condiciones de
Neumann
N ; i R~
o3 S1 N- 2 y B representa condiciones de =

Neumann.,

Los resultados de Pohozaev [P]prueban que una condicidén del
tipo (H=- 3.2) es "casi-necesaria' para obtener cotas para -
las soluciones. No obstante, el coeficiente Y(B;N) es mis

restrictivo que el coeficiente critico ;H_z .

Empezamos con el problema de Dirichlet

lAu-+A 1114-g(x,u)==f(x), x Es}’ e C RN, NZ 25
(3.5) |
Lu=0 en aﬂ,

donde g verifica las condiciones (i) y(ii) de la seccidn -

12,

Lema 3.3 Sea g verificanda (H=3.1) v (H=3.2). Entonces -

.2 CZEO y 4€lo,1) tales que si u es una-solucién

de (3.5) se tiene

existen C

T
lul 2c +clul con = ¢ +u uE R 1 ¢
1 1 2 o ° g R A

Demostracién. No es restrictivo, por (H-3.1), suponer que g
es no negativa 6 no positiva. En lo que sigue g serd no nega

s . -“
tiva y se puede suponer 4>1. Sea g's O tal que o+ gl ul?phal®

o

para cada u 21 . Se define g: o x f—-l,l }+[0,1] por

é‘(x,u) = g(x,u) alul?. Entonces existe una extensién contfnua
g% g x [=151] » [O;1]. Sea gl:gx R .+ R dada por



-67-

g(x,u) w21
gl(xsu)= # O .
B glx,u), p<1

Es claro que g, ©S no negativa y satisface g, (x,m) o 6 1°
para (x,u) € u x R. Se nota g, a la funcién g- g, ¥ por -
la construccién anterion ;gz(x,u) | <€, (x,u)e g x R para al~

g’ﬁﬂ C:;- 0.

s lo que es posible por -

Seap}Ntalque,;,{ .
p—-1
(H-3.2). Los teoremas de inmersidn de Sobolev (ver [Ad] ) ga
2 —
rantizan que W ’p(g) estd inmerso en Cl(g) con inclusién

continua, y por tanto, existe k1 >0 tal que| u | i <k1|| u Il2 &
= 3

2 ;
para cada u €w ’p(g) « De las estimaciones en el Capftulo 1

se sigue que ex iste l{2> 0 tal que

195 5 <Ky [ 18(e,u(s)) I 1, donde u=u 4+u
con uﬂER, ul.L b

Tg(e,uls) "p{ [ gl(-:u(-))l[p+"Ez(t:u(-))"p £

< Hgl(.,u(.nup.+ clq 1P ,

donde 2| es la medida de o
' <
I gl(-,ufa)) u§ =LII g, (x,u(x))l 4 dx -
| " -
iL(B)P ut (P )|g11dx,

utilizando (2.11) y puesto que ¢ (p=1)> i,

Ih(x) |U(pbjﬁ) . i N l

G(P—l) x €8
¢ (x 1

2 s
de donde

.ll‘gl(-,u(.)) "gi (6 'alu ! (P—I)I g, 1¢dx.
9

Puesto que u es una solucidn de (3.5) se tendri
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IR
(o]

]le¢+ fng2¢=J9 gb 5 v como g

< g
Jn'g1 [¢ dx hjﬂglq: FCJ ¢ u1 o
Resumiendo, existen k3)k4> 0 tales que
-1
4] -
(p=1)p™", "

e CosuCed)y - Sk uy, 4

I | <k, [ | ulﬂ(pﬂl)pul+ k, +0gl ]
g TR g g 4 P

Puesto que | ull*? lu.ﬂld) 1+l ull y G(p—-l)pul‘ 1 se obtie=
1

ne facilmente la relacidn que se querfa.

Obtendremos un resultado similar para el problema de

Neumann

N
. fu + glxu) =£(x), x=9%, 2C R, N2 2,
3.6) ;

4 n
Lema 3.4, Sea g verificando (H=3.1) v (H=3.2). Entonces —

existen Cl" sz 0y ME [0,1) tales que si u es una solucidén

de (3.6) se tiene

<
| u lo —C1+C

u
= !
1 |u0[ s con u uo¢+u1, uoeR, ul_L .

2

Demostracién. De nuevo suponemos que g es no negativa y

sea p° —125- tal que .9 ‘p-—-p-i-. Se sabe que existe k1> 0 tal

<kl ]
"U-lllz,p kl "g(-:u(-))up'i'"f"p ]

que

ademis Wz"p(“) estd inmerso en C°(%2) y

lal <k Iyl : e whP(2),
ul_ kzuz’p para cada u€ w’F (%)

lg(oyu(s DIP = lflg(xsu(x)ﬂ P ax 5.[ (alu(x) © +8 )P} g(x,u(x)ldx
P Q iy
< (elul +B)P“11 lgxyu () ) | dxs
o 2
Puesto que u es solucidn y g20

[g & (x,u) (x)) dx =JQ £(x) dx ,
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Combinande las anteriores expresiones se tiene

=1
| Eka(ﬂlu‘j + B )(P"]-)P + k

u
'10

4
-1
de donde, puesto que o(p-1)p < 1, se sigue lo que queria

mos demostrar.

Como en la seccién anterior se pueden utilizar estos

resultados para obtener un teorema de existencia,

Teorema 3.2. Sea g verificando (H-3.1) y (H-3.2) y suponga

mos que ademds se verifica la siguiente hipbtesis

(i) Existe 0p>0 tal que

[, Gru, D Gdax < | £0x) 0(x)ax < glxyu_ () ¢ (x) ax
para cada u,, u__E:“: con u+(x)aﬂ¢(x), u__(x)i Pd(x), %= .,

Entonces, el problema

Toa T ¥y 1u+ glx,u) = f(x), x Eq
(43.7)

Bu =0en 30,

tiene al menos una solucidn,

Demostracién. Usamos de nuevo métodos de homotopfa.

Sea F: z . s F(u)=u-Pu-(a+A,I)T1(I—P) gle,ule))~f ]+ Plg(auls))-£

LH|

B3E v 2 B si u >1
o
| —; —] i u <
o (u) u1+¢(u), o (u) u si u <1
- si u <1
= ]

- e
donde u u_ ¢ + u u R,,ul.l.q:

13

El problema (3.7) es equivalente a hallar un cero de F.
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Tanto F como ¢ son perturbaciones compactas de la identi-

dad y estudiamos la familia de ecuaciones.

(3.8) Y F(u)+(1~7)¢(u)= 0, Y EY[0:1]

Para =0 el @inico cero de ; (u) es el origen y es claro -
que d(s , B (R), 0) # O donde B (R) denota la bola abier

ta en = centrada en el origen y con radio R .0

Para ye&(0,1), si u es una solucién de (3.8) y siguien
do el mismo proceso que en los Lemas 3.3 y 3.4 se tiene que
existen Cl’ ng 0y u S[0,1) (independientes de u y Y) tales
que

4]
(3.9) |u1lE5C1 +C, lul "o

Sean r> 0 y ec(0,1) tales que

r(l=-cc)>p ¥ CI—I~C2 rucgr,

donde ¢ >0 es tal que

lu(x)i<e jul ¢ (%), xcq .

G=1u€z: u=u_ ¢ F Uy | U<y | Uy <r}

y supongamos que existe (u, y) €3G x (0,1) solucidn de (3.8).
Entonces, o bien | u1| e dluol = p

S5i ||.1.1 |_= r, por las anteriores desigualdades

r £C, + C‘.zi uﬂ!“gcl-&-(‘.z r' < e,
lo que es una contradiccién.
Si |u0[= r, de (3.9) Iy | <C.+C, ' < er v
|u1(x)|§ ET ¢ (JE), XE Qe
Para el caso u =r

u(x)=u_ ¢ (x)+u (x)2(1~ce) ro(x)2 oolx)

y por (i)
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J g(x,u(x)? (x)dx 2 J £(x) ¢ (x) dx
# Q
Puesto que u ez una solucidn de (3_8)’ tenemnos

Y [Jn[g(xsu(x» —f(x)] ¢(x) dx = (1 =y ) ¢>0,
lo que supone una contradiccidén.

De la misma forma se prueba que u no puede ser -1,
Por tanto, la ecuacién (3.8) tiene al menos una solucién en

para vy = l.
Nota. El teorema anterior es también vilido si la desigual-
dadique aparece en (i) se invierte.

A continuacién obtenemos, como consecuencia del Teo-
rema 3.2., condiciones de tipo asintético para la existencia

de solucién de (3.7).

Corolario 3.2. Sea g verificando (H-3.2) y tal que existen -

§ €R con g(x,u);:_e_:_'_ si x€gq, u s 0.

|g(x,u)h:_5__ si xEE,uEO.

6+:

y sean g(x,+» ), g(x; == ) como en la seccién 2.1.

Se supone que
(3. 10‘) Jg g(x,+=)o (X)dx{L'af(x) b (x)dx < Lz g(x,+m) @ (x)dx,
entonces el problema (3.7) tiene al menos una solucién,

Demostracidén. Si no se verificase la hipdtesis (i) del teo=
rema 3.2 existiria una sucesidn lu.nl‘ag tal que

u (x)>ngy(x), x ena (resp u (x)<-n,4(x)) con

Jgg(x_,un(x)) o (x)dx <Jﬂ f (x)dx (resp Iﬂf(x) b (x)dx).‘

Aplicando el Lema de Fatou se obtiene una contradiccién =~

CcOon (3.10)-
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Notas y ejemplos

1o El Corolario 3.2. fue probado por Ward [ W2] para el pro-
blema de Neumann., Ward utilizé estimaciones en L1 para obte
ner las cotas a priori y necesitaba imponer la hipétesis -
adicional

(C3) g tiende a ser no decreciente: existen fELl(n ) y M0
tales que g(x,u1)< g(x,u2)4—T(xﬂ d.e. p si u,~u, > M.
Nuestro mé&todo de prueba es distinto y no necesitamos (C 3).

Como ejemplo, el problema

- d u
au =u |sinu|=-f(x), xg g, =——=0 en ;g
‘ dn

no verifica (C 3) , pero aplicando el teorema 3.2 se sigue -

que tiene al menos una solucién si J f =0,
2

2. De nuevo en W 2]se hace notar que la extensién al proble
ma de Dirichlet no es inmediata. El Corolario 3.2. unifica
ambos problemas, Dirichlet y Neumann. Como un ejemplo,

+

Au + oy u-‘r-luf)ﬂlu = f(x), xeqas, Bu=0en an,

1

donde p cumple las restricciones de (H=3.2) tiene solucién
si y sélo si Iﬂf(x) s (x)dx 3 0,

3. Serfa interesante sustituir la hip8tesis (H~3.2) por un
crecimiento polinémico menor que el exponente critico. Para
ello se podrian quizis usar los resultados de Figueiredo,
PeL. Lions y Nussbaum [FLN ] acerca de la existencia de so-

luciones positivas.

4, El Teorema 3.1. aparece en [KO 3].

3.3, El rango del operador sty I+tg con g superlineal (T)

Sea gt gx R » R, (x,u) »g(x,u) verificando la hipé

tesis (H-3.2) si N>2 y ademis
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il) lim g(x,u)=+ = uniformemente en x € q ,
us 4w

ii,) Existe M>0 tal que |g(x,u)l<M si x€a, u<o,

Estamos interesados en hacer un estudio similar al de la -

seccifn 2.2 bajo las suposiciones anteriores. Para ello,

-

dado f EY; sea el problema param&trico

Au + u+ glx,u) = ue(x) + £(x), x€a, .

(3.11) [ E

Bu = 0 en 3 9.

Probaremos el siguiente resultado,

Teorema 3.3. Sea g verificando (H-3.2) ¥y il), iil)

Entonces existe un funcional v: Y + R semicontinuo superior

mente tal que

i) Si p>v (f), (3.11) tiene al menos una solucidén.

ii) Si u<v(f), (3.11) no tiene solucidn.

Ademis, |
[, 8Go==) s Gdax 2v (812 [ g(x) ¢ ()

para cada f €Y.

Imponiendo una condicién adicional el teorema puede ser re-—

finado.
iiil)-Existe el 1fmite de g en =-=, g(x, == )=1im g(x,u)

L o+ =
. . e
ivl) g €C (g2 xR) y 1lim sup gﬁ(x,u)5u< lz-ll_para todo *x= 9
u+—m

Corolario 3.3. En las condiciones del teorema 3.3., si g =

verifica i:'i.:i.:l ] ivl) el funcional v es contfnuo y se tiene

int R( 4+ X

. ~ -

11+g)={w+f:uem fe Y, 1> V(f)}

R(A 4+ 1I+g)z{ pé- £

o~

nER, £ €y, u2Vv(f)1,

donde el anterior y la clausura se entienden en Y.
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Damos ahora un ejemplo que muestra como se puede obtener in

formacién cuantitativa del Teorema 3.3.

Ejemplo 3.3. Sea g:R , R dada por

au gi u=0
u) = o con 0.:.a . -
g() < xxz )\1,

asinu si u-0

y estudiamos el problema de Neumann

au+glu)=£(x), xeqg
(3.12)

ji}
___3 =D&nasa.

- an
Resultados de Castro [C&)implican que el problema

Au + asinu = f(x), 22=0 en 50 s admite solucién si I £ =0.
a2 7]

Trasladando dicha solucién al semieje negativo (sumando té&r-
minos de la forma 2k ;) se obtiene una solucién de (3.12). -
En nuestro caso, el teorema 3.3 garantiza la existencia de

solucién para (3.12) si jﬁfigﬂ.

Ademids hay que hacer notar que, puesto que g(x,—m ) = a,
los resultados de Ward [Wg] 6 de la seccifn 3.2 de esta =
memoria afirman que existe solucidén si

1
et f> a
e | Jn g

Para la demostracién del teorema usaremos un mébtodo de trun-
catura. Sea g ¢ 2xR - R s N=1;2,...;,; dada por

g(x,u) =i u<n

g_(x,u) =
n .
g(x,n) si u>n,

y adoptamos la convencién g = g

Es claro que las g verifican las condiciones generales i)

y ii) de la seccién 1.2.



-7 5=

Denotamos por Sn(f) el conjunto de soluciones de

A 1ty u+g.n(x,u)=f(x), x €py, Bu = 0 en 3@

1
Lema 3. 5. Dado R.F::O existe no:f_l tal que
S (f) = S (f) para cada n=n y fc ¥, | £|, <R.

n @ - 0 o Y -
Demostracidén., Basta probar que existen no vy M tales que
u(x)<M, X, si ueE U Sn(f), | £1y< Re

nsn
— O
Si no fuera cierto existirian sucesiones (un) y (fn) con
unE ;Jsk(fn), Max un(x) + +w 5, |f | <Re

kZin o 'y~
De las demostraciones de los lemas 3.2., 3.3. v 3.4 se sigue

que existen CI’C.?. >0y 6{0,1) tales que

| l <C C [ [M ~ =
u1=_1+ g ‘U, para cada u u0¢+u_1,

= =

u €U 38 (f) para algin |fl <R.
n=1 o~ ¥

Aplicando (2.11) y lo anterior

u £
un(x)i[unn-kC(Cl"i"Cz lu | Je(x), =xEa,
u =u ¢ 4+ u_n.
n on 1

Por tanto uun + + =y puesto que
u
PP =
u (x)>[ sl C(CI+ Czl u o ) o (x), x €9
se tiene que un(x:) + +@® a.e. XEQ

1 =
Sea knin tal que un Sk

(f ), entonces
n jul

= g I
Lz gkn(x,un(x)) ¢ (x)dx [ﬂ £ (x) e(x)ax<Rls T,
pero aplicando el lema de Fatou

/. B (mu, ()0 ()dx =+ o siomee

lo que lleva a una contradiccién,
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Demostracidén del teorema 3.3. Suponemos gue

j glx,=-=)¢ (x)dxf’f g(x)¢(x)dx pues en otro caso el re-
0 9] ‘
sultado estaria probado con Vv = ,’9 g(x)® (x)dx aplicando -

los corolarios 3.1 v 3.2.

Sea foei' 5 R}|f0| + ma\x“f&,a g(x,==)d (x)d:d,'fgg(x)tb(x)dxl |

Y

y n? n_ tal que
[0 exn)otan> [, E6e-=)¢ (x)ax,
donde nﬂ estd dado por el lema anterior.

Si ufJg(x) ®(x) dx es claro que (3.11) no tiene solucidér
=

y =i u}!g'(x,- m)¢ (x)dx existe al menos una solucién (corola
@

v 3.2).

I"iDE: 3-

Por la forma de escoger R y el lema 3.5. se sigue -

que para HE [ Jg(x) ¢ (x) dx, j g(x,-=)¢ (x)dx ly
a Q
2-F | < max![| JE(B:,—”“)"’(x)dxﬂ J e(x) *(x)ad 1,
b Y 5 2=
43.11) es equivalente a

“u+-"1u+gn(X,u)=“¢'(x) + f(x), x € 2,

(at2)

Bu=0 en 23f,

Como g, es acotada y
g (x, +=) ¢ (x)dx = j g(x, n) ¢ (x)dx *
@ n» Q

] o = ) dax

Por los resultados de la seccidén 2.2 existe V n: Y *R
—3

semicontinuo superiormente tal que Y niJ gE(x,-=)¢(x)dx y
i =2 0
(3.12) tiene solucidn si W7V n(f) y no tiene solucién si
kd =2
LR (f), de donde se sigue la demostracidén del teorema.

2

La demostracién del Corolario es inmediata a partir

de lo anterior v la seccién 2.2.
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3:4._ El rango del operador A+ AI I+g cou g superlineal (IJ)

Discutimos ahora el caso correspondiente a (iii) en

la introduccidr del Capitulo.

Sea g: % xR * R,(x,u) * g(x,u) verificando

iz) lim g(x,u) =+ ® uniformemente en x & ,
Ll =+

iiz) lim[g(x,u)-klllxl= +® uniformente en x €%,
ut —=

¥ la siguiente hipdtesis de crecimiento polinémico para N 22

iiiz) Existen Y, B2 0 tales que

5 _
lg(x,u)l £Y u + B, para x €%y u2 0,

donde
g< N+1 , o
N Si se trata del proklema de Dirichlet,
g< I N .
si se trata del proklema de Neumanne.

N-2

Estudiamos el problema

Au + X u+tg(x,u)=f(x), x € 9,
(3.14) L
" Bu= 0 en aﬂm

Lema 3.6. Toda posible solucidn u de (3.14) satisface
|u | 2P(F )
donde P es una funcidn no~decreciente (dependiendo sélo de g).

Demostracién. A lo largo de la demostracidn C denotarf cual

quier constante independiente de u.

Empezaremos cor el problema de Dirichlet para NZ 2,
Para ello usaremos un m&todo debido a Brezis y Turner BT
Sea u solucién de (3.14), entonces u se puede descomponer
en la forma u==u°¢ <+ u1 donde u1 es ortogonal a 4.
Aplicando el principio del miximo 3y teniendo en cuenta i2 y

ii,) se deduce que
2
u(x);C, x E g
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¥y
o *
(3.15) |glx,u(x)) S julx); +8&, x€°

£
donde B =°f tmax{l g(x,u)l : cZuZ 0, 9

Entonces, de (3.14) yv la desigualdad de Garding, exis

te C. 0 tal que

2

(3.16) llu l
13,2

[J i ]
26 .ng(x,u)lex Laf u dx .

Tambi &n

1=M
= H dx
Iﬂg(x,u)uldx ng g u,

donde " €(0,1) se escogeri mis tarde. Entonces

; |g1|u1|1/1'” ]1_”
(LH)LgmM%M£%yHﬂ[h - dx
P

Ademis, como g= inf{g(x,u): x€q5, ueR} -, , se tiene
I lg | ¢dx£.J g‘bdx4*2|gjj ¥ ax .
Q 2 =)a

Puesto que u es una solucién de (3.14), ]ng.p dx = erp dx.

Por tanto

|
; gbdxihf¢dx+2Eﬂk¢dxiC/“.
De (3.17),
e
J g(x,u)u1 dx =C [fn z dx! &
1/1- 1w
Cypu [+ 8y :
¢ [Jr - ax! =
fl l-l/]__].l
0
1/1- ¥ _ 1/1-
Cop g O L R
YJ dx + J dx
¥ /1= y) W 1
CI /1=y ¢r/ u
Tomamos M = ﬁ—i y sea k( °) una constante tal que

P

o_ g ; g
lua |uo¢ +u.1[ < k(g)[luol + u,
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Usaremos la siguienté desigualdad (ver [ BT}, [ LM)

¥ < e |l
e = G e
|| P “q 1,2

1,2
para v €w : (B), pE" 2 1L = = mer se tiene
N-1 > N-1
() () 1
Iﬁ g(x,u)u dx<Cl|u | by 0+ by 0 How
‘ i o 1 1,2 B 1,2 1 132
De (3.17) concluimos que
N-1 N=1
N Sl
la, I <clu | +lou, +11],
14,2 o 14,2

De donde existen constantes C y D verificando

(3.18) a1 <c [uﬂﬁ+lh r <1

Debido a que u es una solucién se tiene
dx < J dx
[ﬂg(x,uo ¢-+u1)¢ x < nf b

lo que, en conjuncién con (3.18) ¥ iz), permite deducir la

existencia de una cota de la forma

,2 < b (| g L)

u

I M
Un argumento de regularidad finaliza la demostracién.

En el caso del problema de Neumann o N=1 se usan los lemas

3.4 ¥y 3e2.

Nota. El anterior método para obtener cotas a priori propor
ciona un mejor crecimiento polindémico que el lema 3.3, Sin
embargo la estimacién de u, se hace en términos de la norma
en Wl’z(n ), lo que no parece permitir condiciones como las

que aparecen en el teorema 3.2.
Enunciamos ahora el teorema bisico de esta Seccidn.

Teorema 3.4. Sea g verificando 12)’ iiz) y si N22, iiiz).

Entonces existe un funcional continuo

v : Y - R tal que el problema no lineal
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T Au A+ A1114—g(x,u) = ue(x)+£(x), x €0,
(3.19)

Bu=0 en 320

a) no tiene solucidn si w<v(f),
b) tiene al menos una solucién si u = v (f),

c) tiene al menos dos soluciones si K>V (F),

Notas. 1. El resultado anteiror sigue la 1fnea iniciada por
Ambrosetti y Prodi en [A P] s gquienes probaron bajo‘condicig
nes mis concretas sobre g la existencia de Cl—variedad de -~
codimensién 1, M, tal que C°"(2)-M quedaba dividido - -
exactamente én dos regiones conexas en una de las cuales no

habfa solucidn y en la otra exactamente dos.

2. Posteriormente, Dancer [D1l prob6, para el problema de
Dirichlet un resultado similar al del toerema 3.4. donde las

hip8tesis iz y iiz) eran sustituidas por la hip&tesis:

g:R * R diferenciable con continuidad y los 1fmites (posi--
blemente infinitos) = 1lim y_lg(y) y V= lim yﬂlg(y)

y-}h y+_m

verifican - =< v <} <py <=

Berestycki y P.L., Lions [BL]estudiaron el problema de Neumann

CRY]

-bu = g(x,u) +£(x) en 2, = 0 en ? % con la hip8tesis

2 .n o
1lim __g__(_::&._'_b.)_{o < 1lim M uniformemente en x €2
£+ o € t+ = t

y es claro que dicha hip8tesis es mis restrictiva que iz) y
ii,)e

3. Se tienen resultados similares para las hip8tesis

" . ¢ € 5
12) 1lim g(x,u) = == uniformente en x ~ @,
ﬂ - @
iiz) ldim [g(x,u)+ A 1'u ] = o= uniformemente, en x € %,
e
Si N22

5 _
iiiz)lg(x,u)] 2y Iy | +8 , para x €% , uZo

y ° en las condiciones de iii,).
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4. Otros resultados relacionados se pueden ver er Hel J Dr2l

F2 1

Corolario 3.4« gea g verificando 1, iiz) y, si N= 2, iiiz).

Entonces R(a+ 31]I+ g) es cerrado y viene dado por

Adem&s, int R(a+ A\ I+g) ={ip+ £z yeRy Fc Y5 y>y (£) }

1

Demostracidn del teorema 3.4 Para cada f €Y sea

A(f) = {1 ®R: existe solucidn de (3.19) }
y g = inf {g(X,U); XEw, u€E R} ,
Multiplicando en (3.19) por ¢ e integrando se tiene
A(F) Clg, += )o
Lema T. Si ;:EA(E), entonces [u, =) CA (%) ‘

Demostracién. Lo probamos usando el m&todo de super y sub

soluciones. Para cada v>y se sigue de

Au + A i u = g(x)—g(x,u) + u.p(x)_q
< F(x)-glxu) + volx)

que una solucidén u correspondiente al problema para § es =1
una super-solucién del problema para v . Una sub-solucién =

constante y menor que se construye sin dificultad,

Lema II. A(f) es cerrado y no vacio.

Demostracifn. Sea La* b k€ A(én) y u soluciones de
(3.19) para ) Del lema 3.6. se obtiene la acotacién -
uniforme de |unl » ¥ por compacidad se puede obtener una
solucién u de (3.19) para 1t . Por tanto n €A(f) y A(f)

es cerrado.

Para probar A(f) # ¢ sea v la finica solucién de
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AV+ v=f‘—g1(x,0) en g, Bu=0Oen 230, v.li¢,

1

donde g(x,0) = gl(x,o)ﬂ—g0¢ con g, ortogonal a ¢

1
[ glx,v(x)) - g(x,0)
=P 7 ()

es finito por verficiar g lascondiciones generales i) y ii)

: x€a} . Dicho niimero

Sea =
"o

de la Seccién 1.2. y la desigualdad (2.11) v puede ser vista
como nna super-solucién de (3.19) para u= 4—g0. Razonan-—

do como en el Lema I se obtiene ;Jﬂﬂ—gDEEA(E).:

Los lemas anteriores nos permiten def inir el funcional

v: ¥ + R, v(f) = min A(f). Se obtiene que (3.19) tie

ne solucién si y s8lo si u> v(f).

ITI. Multiplicidad de soluciones

En primer lugar observamos que si 1> v (f), entonces
una solucidn (3.19) para u= v (f) es una super-solucidn es-
tricta para (3.19) con u =y, Como se observé anles una sub-
-soluciba estricta se construye fdcilmente. Aplicando el teo
rema l.3. se tiene gque deg(I+ T, 0, 0)= 1, en las notaciones
de la seccidén 1.3, Por las cotas a priori del lema 3.06. se -
tiene gue existe una bola abierta BCEZ y tal gue © C€B y -

en 3B no hay solucidén de

put A u + glx,u) =p ¢(x)+f(x) en 9, Bu=0en 29,

para [JE[U(f),ul ]. La propiedad de invarianza del grado por
homotopfia hace que deg(I+ T, B, 0)=0,
La propiedad de escisién del grado implica la existen-—

cia de una segunda solucién de (3.19) para M = Wy

IVe Continuidad de v . Sea fn + f en Y. La acotacién uni

forme de u(fn) se sigue de la denostracién del lema II. Sea

fk una parcial para la que v(fk)+¢x y o ou solucién de =~

(3.19) para f=f, = u(fk)s Como u

k se puede extraer una

k
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parcial convergente, pasando al limite, y se deduce

lim inf \,(fn) sv(£)s

Si UV (f), sea @ tal que deg(I+ T, & 0) # 0. Para n
suficientemente grande, deg(Ii—Tn,e , 0)# 0, 1o que implica

lim sup U(i:‘n) <y para cada H> V(E).

Nota Resultados relacionados con las Secciones 3s3s ¥V 3e4s

se pueden ver en [K()4].

3s5s Algunos ejemplos

Consideramos ahora algunos ejemplos que ilustran los

resultados de las secciones anterioress

(i) Sea el problema

(3'20)[13112 0 en aQ '

Si R<A1 utilizando la teorfa de operadores monStonos o el

método de sub y super-soluciones (ver [ BNl ,[ KW ) se puede -

A E R

probar que (3.20) tiene una tinica solucién para cualquier -

f €Y, De forma que R( AA T - eu) =Y si>° Al'

Si A= ﬁ de nuevo usando los métodos antes citados

se puede probar que existe solucién de (3.20) si y s6lo si
J, £ ()ax< o,

donde ¢ es la funcidn propia asociada a? T
Ademéds dicha solucién es dnica. Se tiene

R(A4+2 T-&%) = (¢ EYgJ' go>01},

1 &

vy el rango es abierto en Y.

Si A= Al reescribimos el problema en la forma

Ay + Alu + (A= )‘l)u—e.u=f(x), x€%, Bu= 0 en 2%,
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La funeidén g(u) = () - Al)u-eu estd en las condiciones de
la seccidn 3.4. pués verifica 12)3 iiz) v iiiz). Entonces

existe un funcional contfnuo

ve ¥ —»R,E’ -+ u(%)

tal que (3.20) tiene solucién para F=Wby4f, f ¢, si .y
s6lo si v(f)>y . Ademfs, si v(f)> 1 existen al menos dos

soluciones, Puesto que Max g(u) = (} - }"1)[1:1(7l —Al)-—]J se

tiene nER
v (M. ll) Min(d - 2 )= 1! ¢
1
§ Q 5
Entonces R( A+ AI~e") = {£ €Y :f=f+up,n\ <v(g)} , .

vy el rango es cerrado.

El estudio del problema (3.20) fue propuesto por -
Fu¢ik en [Fu2d MeKenna [ Mc | estudié el problema para A = At
¥y condiciones en la frontera tipo Neumann., Sin embargo, en
se indica que el método usado no es extensible a A = An

con n >2, Otros resultados relacionados se pueden ver en -

Dribek A

ii) Estudiamos el problema de Neumann

A€ R

Au+ yu+ glu) =£(x), x eg
Bu = 0 en ERY

donde g:R + R, u + g(u) es una funciédn de clase uno veri-

ficando

- lim g(u) _ i

u-+ ey

-~

- 1lim g(u) = g(-= ER

U = o

= 51 N >2 existen %B;O tales que
-1
,g(u)|iﬂ + 8 Iul? » u§ R, con o< N(N-2) ",

Si A< 0 sea g (u) = Au+g(u), entonces g <verfica las

condiciones de la seccién 3.4. iz), iiz} y iiiz). Por =
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tanto existe un funcional continuo

v s i’ + Ry £ = \J('E) tal que
R(p + AL+g) = (£ €EY: £=y¢ + £, 3 v(F)}

v el rengo es entonces cerrado.

Si A =0y g(u)> g(==) ¥y € R, por los resultados de las
secciones 3e.1le ¥ 3=2e

brg)= (£€ ¥y 2 £> g(==) !
et LRRE AT o

y el rango es abierto.

En general, si ) = 0 , por los resultados de la sec
cibn 3.3, se tiene gue existe un funcional continuo

-

w s Y -+ R, IE =+y (é), con v o< g(-—-m) (--]'—-'-J ¢)
{2

2
v tal que |

int R( Mg)= {(FEY:FfF=up + £, u>v (£) ?

e

R(A+g)= (£ SX:Ff up+ £, us v (£) }

Si A> 0 no sabemos en general que ocurre., Para el problema

en ordinarias
u"+ ru+glu) = £(x), x€ (Ogn) » u'(0)=utgr)= 0,

bajo las mismas suposiciones sobre g, se puede probar que -
existe )\0 > 0 tal que si O0<i<) entonces existe solucién

I

para toda f (verl wi v CM]). Por tanto,

A g:) (= = 01 pero 0E 2 g P este caso.

2 L g
iii) Suponemos 0C R” y sea el problema de Dirichlet

[ Auw + au+ uz=f(x)_, x € g

u=0 en ‘aﬂ
Reescribimos el problema en la forma

2
Au+ r,u+( 1= Al)u+u = f(x), u= 0 en 20 s

1
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La funcién g (u)=( * - 31)11+ i estd en las condi
ciones de la Seccién 3.4. y por tanto existe un funcional -

continuo wviY LR , f 4 (f) tal que
R( M M+g) = (6€y:£=¢£+ud}, u> v(£)},
el rango es ahora cerrado para cada MER,.

En todos los casos anteriores, utilizando ideas si-
milares a las del ejemplo 2.4. se pueden obtener estimacio-

nes de los funcionales.
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Capitulo IV. Comentarios Finales y problemas abiertos.

Daremos en este Capitulo algunas lineas de continua-

cibén del trabajo presentado.

le

En el estudio que se ha hecho del rango del operador
A+ 1III4—g para g acotada (Capitulo 2) hay todavia -
serias limitaciones., Los resultados mids exactos se han -

obtenido para el primer valor propioc (Seccién 2.2).

Una cuestidn bdsica es determinar si son ciertos re-
sultados similares para el resto de los valores propios.
En la Seccidén 2.1. se vié que, cuando g verifica la hi-
pbétesis adicional (H.2.2.), el conjunto v(E) es conexo
y varia continuamente con f. ;Son ciertos estos resulta-
dos cuando (H.2.2.) no se verifica?. En concreto, y en =

las notaciones del Capfitulo 2, dado el problema
pu+ autgl)= px)+f(x), x €9, £l
Bu= 0 en 30 ,

se trata de determinar si el conjunto de pardmetros pa-
ra las que hay solucién es conexo., Obviamente, si la res
puesta es afirmativa, los mé&todos de esta memoria no pue

den ser usados debido a que la funcidén j cambia el signo
en

La resolucidén del problema anterior serfa de gran -
ayuda para el estudio de no-linealidades que se anulan en
infinito; es decir }im g(u) = 0. Este tfiltimo problema -

U 5w

ha recibido una gran atencién en la literatura (ver por

ejemplo [KW][AMIL [D2],004)0

Otra posibilidad es tratar de extender los resulta--
dos de la Seccidn 2.2 al caso en que se tratan sistemas

y no ecuaciones escalares. Un caso concreto es el proble
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~88=

ma

u
Au+g(u)=£(x), x €9 2% = 0 en 30 5

an
n n
donde g:R -+ R es acotada y suficientemente regular.

Esta extensién no es trivial ya que se presentan proble-
mas relacionados con la geometria de R" que son de un -
cardcter nuevo. Por ejemplo, una condicién necesaria pa-
ra la existencia de solucidn es

1 L e 11
S Jg £(x)dx € co (g(rR)),

— la]
donde co denota la envolvente cerrado-convexa de un -

; ' n . ;
conjunto en R . De hecho, puede ocurrir que exista solu-
cién para funciones f tales que su valor medio no estd -

n ;
en g(R') si n>1, lo que es imposible si n=1,

En el trabajo original de Abrosetti y Prodi [AP , ¥ bajh
ciertas condiciones de convexidad y salto del primer va-

lor propio para g, se establecia que para el problema

(1) Aru+g(u) =Ff en g, u= 0 enyg,

existe una Cluvariedad M en cO2 ¥ () , cerrada, conexa

y de codimensién 1, y tal que coH (p)-M tiene dos =~
componentes conexas A1 v A2 verificdndose

a) Si fe Al entonces (1) no tiene solucidén.

b) si f£€ A, entonces (1) tiene exactamente dos soluciones.
Ademds, si f€ M hay exactamente una solucién.

En las sucesivas extensiones de este resultado, como
por ejemplo [KWIl,[ D1l o la Seccién 3.3. de esta memoria,
el conjunto M tiene una representacidén analfitica de la
forma u= v (f). Se sabe que el funcional v es continuo.
Con objeto de lograr un mayor paralelismo con el resulta-

do original, seria interesante estudiar la regularidad de

1
v y concluir que M sigue siendo una C ~variedad.
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Por otra parte, y si bien los resultados el APl fue
ron presentados para el operador de Laplace, sus técni-
cas se extienden sin dificultad a operadores lineales -
de un caricter muy general. Los trabajos posteriores de
penden esencialmente del Principio del Miximo, lo que =
hace que el método no se pueda extender a operadores de
mds alto orden. Seria por tanto interesante obtener re-
sultados similares alos de la Seccidén 3.3 sin hacer uso

del método de sub y super-soluciones.

Las conclusiones de la Seccifén 3.4 sugieren que el resul
tado de Amann, Ambrosetti y Mancini dado por el Teorema
1.2, de esta memoria puede ser extendido al caso en que
es posible probar un resultado del ﬁipo:

"Sea g acotada superior o inferiormente y sometida a un
cierto crecimiento polinémico. Entonces la existencia de
sub-solucién y super-solucién (no necesariamente ordena-

das) para el problema

Au+ A u+t g(x,u)=f en 0 , Bu= 0 en 23

implica la existencia de solucidén'.

Si ello fuera cierto, los resultados de la Seccién -

3.4, serfan una consecuencia inmediata de este teorema.

lLos resultados de existencia de las Secciones 3.1 y 3.2
pueden ser extendidos de forma casi automética al caso -
de ecuaciones parabdlicas. Sin embargo, serfia de interés
estudiar el problema u, —u = g(u) - f con condiciones
de contorno Dirichlet, pues quizds se obtuvieron resulta
dos muy préximos a los de la Seccidén 3.2 para ecuaciones

ordinarias.

Otro problema, ya indicado, es alcanzar el coeficien

te critico en la Seccidén 3.2.
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