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A Conchi.






One may be a mathematician of the first rank
without being able to compute. It is possible to be
a great computer without having the slightest idea
of mathematics.

Nowalis.

But sometimes,
only sometimes,
it is good to do some computations,

only some.
M. Selbor.






Proélogo: Algunas reflexiones en voz alta

En el origen de esta memoria hay dos hechos que yo considero desconcertantes.
El primero quizas no sea calificado de esta forma por el co-protagonista. Si lo fue
por mi entonces. Ahora no reniego de ello. Pero no es este el instante y lugar para
hablar mas.

La segunda circunstancia ha sido la culpable del rumbo tomado por esta memoria.
En mi inocencia y por mi “aritmética” vision de las Matematicas, intenté buscar un
principio del maximo para una ecuacién hiperbolica. En este momento creo que
haria un estudio mas convencional. Afortunadamente existen algunos principios
del maximo para ecuaciones de ondas y yo tuve la suerte de dar con uno de ellos.
Y al decir suerte digo bien y no me arrepiento de ello. Sobre todo cuando este
comienzo me ha proporcionado la posibilidad de desarrollar bastante trabajo. Que
dicho trabajo sea mejor o peor es algo que tu lector eres quien debe decidir.

Quisiera hacer a continuacién una serie de puntualizaciones sin las cuales estimo
que no seria muy adecuado que yo siguiera escribiendo (ni ti leyendo) esta memoria.

1. He decidido escribir como si estuviera impartiendo una clase. Esto significa
que alterno la primera con la segunda persona. T como lector no tienes que consi-
derar este acto como una falta de respeto. Al contrario, pensé que al dirigirme a ti de
esta forma captaria mejor tu atencién y asi, si en algiin momento el trabajo hecho no
te resultaba muy interesante, al menos no te seria distante y “pesado” de leer. Por
otra parte, también me surgié la idea tras leer algin capitulo de [13]. En este libro
el autor utiliza muchas veces este estilo directo que me llamoé bastante la atencion
y, la verdad sea dicha, me hizo comprender mejor algunos conceptos matematicos.

2. A la hora de referirme a la ecuacién de sine-Gordon he preferido utilizar la
denominacién inglesa antes que la castellana (lo cual hubiera sido, sin duda, mucho
mas castizo). Quizds me tachards de no preservar la pureza del idioma castellano,
pero puedes estar muy seguro de que no es asi (de hecho, aparte de aceptar todas las
criticas que me puedas hacer tras leer la memoria con respecto a la parte cientifica
del trabajo, también aceptaré todo lo referente a la parte literaria del mismo). La
principal razén de mantener sine-Gordon es conservar la idea inicial de su nombre.
Como seguramente conoceras, en el mundo de la fisica hay una importante ecuacion
denominada ecuacién de Klein-Gordon y que viene dada por la expresién

Upp — Uge + A = 0.
Puedes observar que formalmente se parece bastante a la ecuacién de sine-Gordon

Uy — Ugy + Asinu = 0.
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vi PROLOGO: ALGUNAS REFLEXIONES EN VOZ ALTA

Ademas, fijate en que, si los pronuncias en sus respectivos idiomas, los vocablos
“sine” y “Klein” riman.

3. Como peniltima nota quiero hacer referencia al “tono” cientifico de la memo-
ria. Evidentemente no soy yo la persona mas adecuada para juzgar este punto pero
creo que muchos posibles lectores consideraran que algunas cuentas estan de méas o
que algunas ideas demasiado simples ocupan un espacio un tanto amplio. También
puede ocurrir lo contrario: algunas ideas quizas estén concentradas. Puede que den-
tro de unos anos yo también piense de igual forma pero, hoy por hoy, mi idea es que,
si uno ha tenido que emplear un tiempo en comprender o justificar algo, es mejor
que no haga que los deméas gasten otra vez ese tiempo. Ahora bien, todo lo dicho
vale siempre que no haya una referencia adecuada. Espero que si llegas al final no
te contrarie esta actitud mia.

4. En conexién con el punto anterior, podras observar que en el capitulo 1 hay
mas “cuentas” que en el capitulo 2. Esto es fiel reflejo del proceso de aprendizaje
que he tenido durante la elaboracion de los trabajos que han dado lugar a la memo-
ria. Me reitero en que nunca negaré mi espiritu un tanto calculista. Es cierto que
siempre pensé que las matematicas no eran otra cosa que un juego en el que ganaba
quien supiera operar mejor. Posteriormente acepté que no era asi, pero seguia resis-
tiéndome a que no pudiera hacer matematicas s6lo con cuentas. Hoy dia creo que lo
acertado es estar de acuerdo con Novalis y aceptar la matizacién de Selbor, todo en
su justa medida es lo mejor. Espero que en esta tesis doctoral aprecies la evolucion.

Llega el momento de los agradecimientos. Es ésta una tarea que nunca me ha sido
facil. Por tanto creo que lo adecuado es que senale mi mas sincero agradecimiento a
todo aquél que se considere (de manera razonable) deudor de este trabajo.



Indice

Prologo: Algunas reflexiones en voz alta

Introduccién

Capitulo 1. Un principio del maximo para las soluciones periédicas de la

ecuacion del telégrafo
1.1. Introduccion al capitulo 1
1.2.  Algunos ejemplos

1.3.  Concepto de solucion y regularidad
1.4.  Un principio del maximo en el toro
1.5.  Algunos resultados sobre operadores lineales positivos

1.6. Demostraciones

1.7.  El método de sub-super-soluciones

Capitulo 2. El indice de las soluciones periédicas de ciertas ecuaciones de

evolucion de segundo orden

2.1. Introduccion al capitulo 2

2.2. Operadores de tipo a-contractivo y teoria de grado

2.3. La ecuacién lineal

2.4. La ecuacion no lineal

2.5. Dos definiciones de indice
2.6. El teorema de dualidad

Capitulo 3. La ecuacion de sine-Gordon forzada

3.1. Introduccién al capitulo 3
3.2.  Algunas consideraciones previas
3.3.  Sub y super-soluciones

3.4.  Multiplicidad e inestabilidad de las soluciones periédicas

3.5.  Otra forma de atacar el problema

Epilogo: ;Y ahora qué?
Bibliografia

vii

10
13
14
18
35

39
39
41
45
48
25
58

71
71
71
5
7
80

83
85






Introduccion

Cuando comenzé el trabajo que ha dado lugar a esta memoria, mi director de
tesis tenia en mente la idea de desarrollar un estudio de la ecuacién de sine-Gordon
forzada y con rozamiento

U (t, ) — Uge (, ) + cug(t, ) + asinu(t, z) = f(t,x),

de forma que tu lector pudieras reconocer extensiones a una ecuacién en derivadas
parciales de varios resultados conocidos para la ecuacion del péndulo forzado

2" (t) + cx'(t) + asinz(t) = f(t).

Maés concretamente, estos resultados se centrarian en las soluciones doblemente pe-
riddicas, esto es, soluciones que satisfacen

u(t,x) = u(t + 2m,x) = u(t,x + 27), (t,z) € R%

El principal problema era que en ecuaciones en derivadas parciales no estaban
desarrolladas todas las herramientas necesarias para tal estudio. Asi pues, tenia que
disenarlas.

La primera idea de mi director era utilizar el método de la alternativa (Liapunov-
Schmidt) para deducir los resultados. En el capitulo 3 haré algunos comentarios
sobre esto. Sin embargo, cuando comencé a estudiar la ecuacién lineal asociada a la
ecuacion de sine-Gordon, la denominada ecuacién del telégrafo,

g (t, ) — Uge (t, ) + cug(t, ) + Au(t, x) = f(t, ),

“vi” que habia un principio del maximo. Como habras adivinado con tal principio
tenfa a mano el método de sub-super-soluciones. Es este método una de las armas
fundamentales para el estudio del péndulo. Puedes consultar [38] para ver como
actua.

El siguiente paso fue intentar generalizar los resultados de [45]. La herramienta
en este caso era la extensiéon del Teorema de Dualidad que puedes ver en [26]. Esto
conllevé la revision de los conceptos relativos a la definicién de grado para una
determinada clase de operadores introducida en [43] y [44].

El trabajo para establecer la teoria relativa a estos dos escalones previos alcanzo
un volumen mayor de lo esperado en un principio. Es por esto que, en esta memoria,
ocupa una mayor extension la parte dedicada a la construccién de los pilares que
la parte dedicada a las consecuencias para la ecuacién de sine-Gordon. No te dejes
enganar por el titulo propuesto.

Pudiera parecer que hay algtn tipo de arrepentimiento por mi parte. En absoluto,
si uno quiere ser consecuente en un futuro con su trabajo, primero ha de estar
asentado sobre una sélida base. Si este asentamiento necesita de un tiempo y un

1



2 INTRODUCCION

espacio, mejor es que lo “pierdas” al inicio que cuando no puedas evitar la catastrofe
agobiado por la situacion. Te pido disculpas pues este parrafo quizas deberia haber
estado en el prologo.

De acuerdo con todo lo dicho, la estructura que te propongo en esta memoria
es la siguiente. En el capitulo 1 presento el principio del maximo para la ecuacién
del telégrafo y, como principal consecuencia, desarrollo el método de sub-super-
soluciones para esta ecuaciéon. En el capitulo 2 pruebo una extension del Teorema
de Dualidad al caso infinito-dimensional. Finalmente, en el capitulo 3 aprovecho las
herramientas de los dos primeros capitulos para obtener los resultados deseados para
una ecuacion algo méas general que la ecuacién de sine-Gordon.

Para finalizar este prologo es conveniente que justifique la eleccion del tema. No
una justificacion de contenidos, que creo ya hecha en las lineas anteriores, sino una
justificacién de la eleccion hecha de la ecuacién a estudiar. Bien, la ecuacién de
sine-Gordon tiene relacion con diversos fenémenos fisicos. Como una breve muestra
de esto:

a) La referencia mdas antigua que he encontrado en relacién con la ecuacién
de sine-Gordon sin rozamiento y auténoma, en concreto como modelo del
fenémeno de fluxién de Josephson en superconductores, ha sido [54]. En este
trabajo aun se identifica a la ecuacion de sine-Gordon con un caso no lineal

de la de Klein-Gordon.

b) En [28] encontraras distintas situaciones cuyo modelo matematico es la ecua-
cién de sine-Gordon.

c) En [42] aparece un andlogo mecanico. Aqui ya se da una interpretacion del
caso con rozamiento y fuerza externa periédica.

d) En [29] puedes ver cémo se relacionan fisicamente las ecuaciones de sine-
Gordon y del péndulo.

e) Como ejemplo de trabajo mas reciente te doy [32].

A partir de todo esto, puedo senalar al problema planteado como perteneciente
al tipo de problemas que deben interesar a los que, como yo, quieren hacer unas
matematicas conectadas con la fisica.

Finalmente me atrevo a decir que, como consecuencia de las propiedades que he
obtenido, sine-Gordon con disipacién esta en la frontera entre los mundos hiperbdlico
y parabdlico. Por tanto se merece un estudio propio ... y yo espero haber contribuido
al mismo.

Concluyo aqui esta introduccién global. Al comienzo de cada uno de los capitulos
encontraras una introduccion local. Creo que de esta forma quedan mas claras las
propuestas y resultados de cada capitulo.



Capitulo 1

Un principio del maximo para las soluciones periédicas de la
ecuacion del telégrafo

1.1. Introduccion al capitulo 1

Para comenzar, considera un operador lineal diferencial £ = £u actuando sobre
funciones

u: 2 —R

que estan definidas sobre una variedad prefijada 2. Estas funciones perteneceran a
una cierta familia B C F (2, R). Ademas, la definicién de B puede incluir condiciones
de contorno u otros requerimientos que deben ser satisfechos por cualquier funcion
u € B. Diré que £ satisface el principio del maximo si la inecuacién diferencial

Lu>0, ueb
implica
uw>0 en Q.

En el libro [51] tienes un detallado estudio de los principios del méximo para ope-
radores de segundo orden. También puedes ver otros resultados en [50], [11], [27],
[49], [15], [4], [34], etc.

A partir de este momento estudiaré el principio del maximo para las soluciones
periddicas de la ecuacion del telégrafo. El operador a considerar es

LU = Uy — Uy + CUy + AU
con ¢ >0y A € R. Las funciones u en la clase B estan definidas en todo el plano
u=u(t,r), (tz)€R?
y son doblemente periédicas en el siguiente sentido,
u(t +2m, x) = u(t,z +27) = u(t,x), (t,x) € R

El principal resultado del capitulo dird que £, satisface el principio del maximo
si y solo si A pertenece a un cierto intervalo de la forma

(07 V]7

donde v = v(c) es una cantidad positiva que depende de c¢. He sido incapaz de
calcular explicitamente dicho ntimero v aunque si daré una estimacion. En una
primera aproximacién diré que

A

c? c?
— < < —
g Svsg T

3



4 1. UN PRINCIPIO DEL MAXIMO PARA LAS SOLUCIONES PERIODICAS

La positividad del coeficiente de friccién ¢ es esencial como podras comprobar en un
ejemplo posterior para el caso ¢ = 0.

Te preguntards en este instante (en el caso de no haberlo hecho hace rato) cudl
es la importancia de los principios del méaximo y su relacién con el tema de esta
memoria. A la primera pregunta te pueden responder los trabajos [51] y [3]. En
ellos veras algunas de las aplicaciones mas clasicas a las teorias lineal y no lineal de
ecuaciones diferenciales. En cuanto a la segunda pregunta, en este capitulo presen-
taré dos consecuencias del principio del maximo obtenido. Primero, y juntamente
con la teoria de operadores lineales positivos (que puedes consultar, por ejemplo,
en [24]), obtendré varios corolarios para la ecuacién del telégrafo con coeficientes
variables. En particular, te mostraré que el principio del maximo sigue siendo vélido
para el operador

Lol = Uy — Ugy + cuy + a(t, x)u
si a es una funcién doblemente periddica que satisface
0<alt,z)<v, (tx)eR:

Como una segunda aplicacion veras un método de sub-super-soluciones para el
problema de contorno asociado a la ecuacién no lineal

Ut — Uy + cuy = F(t,x,u), (1.1)

donde F' es una funcién que verifica

F
g—u(t,x,u) <.

La existencia de soluciones periédicas de (1.1) ha sido considerada en bastantes
trabajos. Puedes consultar [52], [37], [16], [9], [67], [23] y las referencias que
aparecen en ellos. En la mayoria de estos trabajos los autores utilizan técnicas locales
o teoria del grado. Sin embargo, comprobaras que el método de sub-super-soluciones
puede ser 1til para extender a la ecuacion del telégrafo algunos resultados que son
bien conocidos para ecuaciones ordinarias y parabdlicas. Quizas sea oportuno en
este momento que te senale que el problema periddico para la ecuacién del telégrafo
se parece a un problema de tipo parabdlico. En la seccion 1.4 aclararé esta idea.

El resto del capitulo esta organizado en seis secciones. En la seccion 1.2 verds
algunos ejemplos sencillos pero, a mi juicio, bastante ilustrativos. En la seccién 1.3
doy el concepto de solucién que has de considerar y algunos resultados preliminares
sobre la regularidad de soluciones. El principio del maximo se establece en la seccién
1.4. En estas dos secciones no doy ninguna demostracion. Puedes encontrarlas en
la seccion 1.6. Recordaré varios resultados sobre operadores lineales positivos en la
seccién 1.5. Ademsds, en esta misma seccion incluyo una aplicacion para operadores
con coeficientes variables. Por tltimo, en la seccion 1.7 desarrollo el método de
sub-super-soluciones.
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1.2. Algunos ejemplos

Hablando de una manera informal, puedes considerar que el operador £, verifica
un principio del maximo si satisface la siguiente condicién

SAu:f, fZO = u>0.

Observa que puedes considerar que este principio es en realidad un principio de
positividad para el operador inverso de £,.

Considero interesante que antes de continuar veas algunos ejemplos faciles que te
den una idea sobre qué se puede esperar. Ten en cuenta que, cuando no se indique
nada concreto, las funciones auxiliares que aparezcan seran tan regulares como sea
necesario. Es preferible que tengas clara la idea de cada ejemplo a que te pierdas
en detalles “sin importancia” en este momento. Importante: no olvides que las
soluciones que buscas son periddicas.

EJEMPLO 1.1. No puedes obtener un principio del maximo para la ecuacién sin
friccion (¢ = 0). En efecto, dado cualquier A # 0, puedes encontrar una fuerza
positiva f tal que

U — Uy + Au = f(t, ) (1.2)
tiene una solucién doblemente periddica que cambia de signo.
Primero has de observar que si A = 0 entonces ni siquiera tienes soluciones

para f positiva. Para esto es suficiente que integres en la ecuacion sobre la regiéon
[0,27] x [0, 27] y llegards a un absurdo.
En el caso A > 0 voy a construirte un ejemplo explicito. Considero la funcién

uo(t,x) =1 — costcosz.

Esta funcién es no negativa (se anula en unos “pocos” puntos) y es solucién de la
ecuacion

U — Uge + A = fo(t, )
con fo(t, ) = Aug(t, z) y, por tanto, no negativa. Ahora la idea es perturbar ug de

forma que la nueva funcion tenga cambios de signo mientras que el segundo término
de la ecuacion contintie siendo positivo. Sea

us(t,z) =1 — costcosx — € cosnt cos .
Esta funcién cambia de signo si € es positivo,
u:(0,0) = —&, w(t,—mw/2) =1, Ve >0,
y es solucién de (1.2) para f. dada por
fo(t,z) = M1 — costcos ) + (n* — 1 — \)e cosnt cos z.

En este instante ti mismo puedes seleccionar los parametros € y n de forma que f.
sea (estrictamente) positiva si A > 0. Como sugerencia te diré que en mis célculos
tuve que considerar n impar.

Cuando A < 0 se repite el proceso considerando las funciones

ug(t,x) = —1+4costcosz, wu.(t,x)=—1+ costcosz + costcosnz.



6 1. UN PRINCIPIO DEL MAXIMO PARA LAS SOLUCIONES PERIODICAS

EJjemMPLO 1.2. El objetivo de este segundo ejemplo es que tengas una primera
estimacion de los valores de A para los que se cumple el principio del maximo cuando
c¢ > 0. Para ello voy a considerar que £, actia sobre funciones que sé6lo dependen
del espacio o del tiempo, u = u(x) o u = u(t). De esta forma tengo los operadores
diferenciales ordinarios

d2
Ou = —d—;;—l—)\u, (1.3)
d*u du
L,\u: W +Ca+)\u. (1.4)

A continuacién te doy dos proposiciones en las que caracterizo la existencia del
principio del maximo para cada uno de estos operadores. Empiezo con el siguiente
resultado para el operador /.

PROPOSICION 1.3. El operador £y satisface el principio del mdzimo si y sdlo si
A> 0.

Para probar que A > 0 es una condicion necesaria es suficiente que consideres
f # 0y que integres en £ u = f sobre [0, 27].

Para ver que es condicién suficiente tienes varias opciones. La primera es que
calcules explicitamente las soluciones para cada A y veas cuando se cumple el prin-
cipio. Esta manera te llevaré bastante tiempo y papel pero puedes llenar un rato en
que no tengas otra cosa mejor que hacer (algo que dudo).

La segunda opcién es que calcules la funciéon de Green asociada y veas cuando
dicha funcién es positiva. La misma nota que en el caso anterior.

Por 1ltimo, la tercera opcién es que recurras al principio del maximo para el
problema de Dirichlet que aparece en [51]. Mas concretamente, has de tener presente
el Teorema 3 (pdg. 6) y su corolario. Para hacerlo mas facil, voy a darte una versién
adaptada a mis propositos.

TEOREMA 1.4. Considera una funcién v(z) € C?*([a,b]) tal que satisface la desi-

gualdad diferencial

dz;;fj) + h(z)v(z) >0

en (a,b), con h(x) <0 (continua), y tal que v(a) <0, v(b) < 0. Entonces v(x) <0
en (a,b) salvo que v = 0.

NotA 1.1. Antes de continuar, he de decirte (“confesarte”) que la idea de la
demostracion de esta tltima opcién se la tengo que agradecer a mi director de tesis.

De nuevo, voy a suponer que f # 0. Considera que u es negativa en algin
punto. Es claro que existird xy donde v alcanza un minimo negativo, esto es, tal que
2
u(wg) < 0y L4(xz) > 0. Pero entonces

2

0> —%(wo) + Au(zo) = f(zo) > 0.

Por tanto v no puede tomar valores negativos.
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Queda por ver qué ocurre si u no es negativa pero si se anula en algiin punto.
Aqui es donde voy a utilizar el teorema anterior. Para ser mas literal en las hipotesis,
considera la funciéon v = —u. Entonces v también se anula en un punto zy. Por la
periodicidad, v se anula en xg 4+ 47. Si tomas h(z) = =\, a =29y b = xo + 47, el
teorema te dice que v =0 o v < 0 en (g, xg + 47). Lo primero no puede ser pues,
en tal caso, f = 0 en contra de lo supuesto. Lo segundo tampoco es posible pues,
por la periodicidad, v(zo + 27) = 0. Por tanto, tienes que v no puede anularse y u
ha de ser siempre positiva.

NotA 1.2. Como sin duda habras observado, en este ejemplo te he probado que
se cumple un resultado mas fuerte que el principio del méximo. A este hecho lo
llamaré principio del maximo fuerte. Sin mucho rigor,

2
Lxwu=f f>0, f>0 = u>0.
0
NotA 1.3. Como puedes comprobar con calculos rutinarios, A = 0 es precisa-
. . 2 . c s 7.
mente el primer valor propio del operador —;;—2 actuando sobre funciones periédicas.

A continuacién voy a probar un resultado para el operador L.

PROPOSICION 1.5. El operador Ly satisface el principio del mdzimo si y sélo si
2
c 1
0< A< —+ -,
! + 4
NotA 1.4. El valor critico % + i no parece estar relacionado con los valores
propios y si que depende de las propiedades oscilatorias de las soluciones de Lyu = 0.

En este caso no puedo aplicar las herramientas clasicas. Asi, algunos autores te
hablardn de principios de anti-maximo. Por ejemplo, puedes consultar [11] donde,
ademas, tienes una prueba de esta proposicién para ¢ = 0.

Antes de pasar a la demostracion, necesito alguna notacién y hechos previos.
Dado 7 € R, sea u(t) la solucién del problema de valores iniciales

Lyw=0, u(r)=0, u(r)=1
Entonces defino el 0-conjugado de 7 como
" =min{t > 7 /u(t) =0}

en caso de existir tal minimo. Si no existe entonces 7% = 4o00.
Por otra parte, sea u(t) la solucién del problema de valores iniciales

Lyw=0, u(r)=1, u(r)=0.
Defino el 1-conjugado de 7 como
7 =min{t > 7 / u(t) = 0},
en caso de existir tal minimo. Si no existe entonces 7 = +00.
NoTA 1.5. Observa que 7 < 7%, T.

NoTA 1.6. La distancia entre 7 y 7 es independiente de 7. Lo mismo para 7y
T.
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NotA 1.7. Si consideras el operador
Liu=u"—cu + \u

y defines el 0-conjugado para este operador, puedes comprobar que la distancia entre
los ceros y sus 0-conjugados es la misma para Ly L*.

LEMA 1.6. Considera 7 € R fijo y f € C(R) 2mw-periddica tal que

T+e
J =0, / >0 Vex>0.
Entonces la solucion u del problema de valores iniciales
Lyw=f u(r)=0 4(r)=0
satisface que u(t) >0, Vt € (7,7].
Demostracion. Considera ¢1, ¢o soluciones de Lyu = 0 tales que

(1) = Po(1) =1, (1) = ¢a(7) = 0.

Entonces
u(t) = / e by(8)n(s) — b1 (£)ba(5)] (5) ds.

Por la definicién de 1-conjugado, ¢1(t) > 0, Vt € [1,7), y puedes tomar el cociente

de funciones % Derivando
o (t) ) / e—c(t=T) N
— ) =——, Vte|r,71),
(50) = )

por lo que este cociente es positivo. A partir de esto
O1(t)Ppa(s) < d1(s)Pa(t), Vit s € (1,7), t>s,
y tienes la conclusion del lema.
LEMA 1.7. Considera que para algiun ty € R se satisface la desigualdad
ty < to+2m.

Entonces existe f € C(R), 2m-periddica, f > 0, tal que la solucion 2w-periddica de
Lyu = f(t) cambia de signo.

Demostracion. Considera una funcion f : R — R que sea continua, 27-periédica

y tal que
0, t e [to, 7']
ft) =
>0, te(rty+2n)
donde 7 € (t§,to + 2m) tal que T >t + 2.
Si u(t) es una solucién periddica de

L AU = f
entonces también es solucion de

Lyu=0 en [ty, 7]
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Por la teoria de Sturm y la definicién de t* tienes que u cambia de signo o es
idénticamente nula. En el primer caso he acabado.
En el segundo caso, por el lema 1.6

u(t) >0, Vte (r,ty+ 2n],

en particular, u(to + 2m) > 0. Pero u es 2m-periddica y u(ty) = 0. De esta forma
llego a una contradiccion.

LEMA 1.8. Considera que t* > t+27m, Vt € R. Entonces Ly satisface un principio
del mdzimo.

Demostracion. Probaré que si 7 es un cero cualquiera de u solucién periddica de
Lyw=u"+cu'+Xu=f (1.5)

entonces /(1) > 0. Pero esto es contradictorio por la periodicidad de u. En efecto,
ten en cuenta que si v'(t) es positiva en un cero t = 7 entonces debe existir otro cero
7€ (1,7 + 2m) con v/ (7) < 0.

Sea ¢ solucién del problema

;u _ u// . cu’ + \u = O, U(T) — ()’ U,/(T) =1.

Por la hipdtesis, ¢ es positiva en (7,7 + 27). Si multiplicas en (1.5) por ¢ e integras
en [1,7 + 27 llegards a
7427

o +2mu(n) = [ F)0(s) ds.
Con esto acabas la demostracion.

Nota 1.8. La idea para la demostracion de este ultimo lema la he tomado pres-
tada del lema 5.7 en [46].

Demostracion de la Proposicion 1.5. Considera la ecuacién (1.5). Como en el
caso del operador /, la positividad de A la puedes deducir integrando la ecuacion en
el intervalo [0, 27].

Ahora, a partir de los lemas 1.7 y 1.8, basta con que calcules la distancia entre
un cero y su 0-conjugado en el problema de valores iniciales (recuerda el caracter
auténomo de la ecuacion)

Lyu=0, u(0)=0, (0)=1,

determinando después cuando esta distancia es mayor que 27. Pero esto no es dificil
ya que tienes un problema de coeficientes constantes. En efecto, los resultados de
estos calculos son

a) 0 <A< % . La solucién es

efct/Z
u(t) — Dl (eDlt/Q o e—Dlt/Q)
(con D? = ¢* — 4)) que se anula sélo en t = 0 y, por tanto, la distancia es
infinito.
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b) A=<

CI . La solucién es

u(t) = te=t/?
que se anula sélo en t = 0 y, por tanto, la distancia es infinito.

2 .z
c) ¢ < A. La solucién es

e—ct/2
u(t) = 7, sin Dot

(con 4D3 = 4\ — ¢?). Tomando t = 0, tienes que t* = £-. Asi, la distancia es

i

Ds*
Con esto acabo la demostracién.

2L . , . 2
Por ultimo, este valor es menor que 27 si, y solo si, A < & + %1.

1.3. Concepto de soluciéon y regularidad

Para hacer un estudio riguroso del problema planteado lo primero que debo hacer
es definirte el concepto de solucién con el que voy a trabajar. Para ello es necesario
que considere algunas identificaciones entre espacios que seran muy ttiles.

Como trabajo con funciones doblemente periédicas, si conozco una funcién sobre
un dominio fundamental ([0, 27) x [0, 27) por ejemplo) entonces la conozco en todo
el plano por periodicidad.

Defino el toro 2-dimensional

T? = (R/27Z) x (R/27Z).
Un punto de T? se nota como (¢,7), donde (¢, z) es un punto de R? y ¢ = ¢ + 27Z,
T = x + 27wZ. Si tomo la proyeccion
II:R?— T?, (t,z) — (Z,7),
las funciones doblemente periddicas seran identificadas con funciones definidas en el
toro por medio de esta proyeccion. Graficamente,

U (doblemente periddica)

R? R

I1

TZ
En particular, las notaciones LP(T?), C(T?) (funciones continuas), D(T?) =
C>(T?) (funciones test), etc., se mantienen para los espacios de funciones doblemen-
te periddicas con el grado de regularidad indicado. El espacio de las distribuciones
en T? es D'(T?) y el espacio de las medidas (esto es, el dual de C(T?)) es M(T?).
Dado ¢ > 0, considera el operador diferencial

LU = Uy — Ugy + Cly,

que acttia sobre las funciones en el toro, u : T? — R. Defino el operador adjunto
formal como

LU = Uy — Ugy — CU.
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Dados A € Ry f € L'(T?) considero el problema
Lu+ = f(t,z) en D (T?). (1.6)

Diré que u es una solucién de (1.6) si es una funcién de L'(T?) que satisface

/ u(£*¢+)\¢>):/ fo, Vo e D(T?).
T2 T2

Llamaré valor propio de £ a todo nimero complejo A tal que la ecuacién ho-
mogénea
Lu+Au=0 enD(T?
tenga soluciones no triviales. El operador £ no es autoadjunto y tiene un espectro
complejo, esto es, hay valores propios que no son reales. En efecto, si usas analisis
de Fourier, tal como puedes ver en [52], probards que dicho espectro es

oc(L) = {Aum = —m*+n* —icn /mEN, n € Z}.

Sin embargo, sélo estoy interesado en los valores propios reales. Por tanto, hablaré
del espectro real de £ como el conjunto de sus valores propios reales. Asi, consideraré
en lo que sigue el conjunto

or(L) = {\n = —m? / m € N}.

NoTA 1.9. Observa que si ¢ = 0 entonces £ si es autoadjunto y sélo tiene valores
propios reales. Esto lo puedes ver haciendo “c — 07 en o¢(£): los valores propios
“colapsan” sobre el eje temporal. Ademads, para A = 0 el espacio propio es infinito-
dimensional mientras que si A # 0 entonces el espacio propio es finito dimensional.

La siguiente proposicién es analoga a un resultado bien conocido para la ecuaciéon
de ondas sin friccién y que puedes consultar en [[10], pag. 142]. En esta proposicién
queda resumida la teorfa de regularidad para (1.6).

PROPOSICION 1.9. Considera A & or(L) y f € L'(T?). Entonces (1.6) tiene una
unica solucion. Tal solucion es continua y satisface la estimacion
ulloerzy < Cullfllorcre) (1.7)
donde C es una constante que solo depende de ¢ y .
Ademds, si f € LP(T?), 1 < p < +00, entonces
1

ue C"T?, a=1-=-
D

[ullcoa(re) < Cpll fllze(r2), (1.8)
con C, = Cp(c, N).
Para acabar esta seccion, he de senalarte que en varias ocasiones tendré que

reemplazar f € L'(T?) por una medida. También en este caso puedo obtener alguna
regularidad. Sea el problema

Lu+ A u=p en®D(T?), (1.9)
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donde p € M(T?) es una medida dada. Diré que u es una solucién de (1.9) si es una
funcién de L(T?) tal que

/ u(LP+Ap) =< p, ¢ >, VoeDT?,
T2

donde < -, - > denota el producto de dualidad entre M (T?) y C(T?).

PROPOSICION 1.10. Considera A\ & or(L) y p € M(T?). Entonces (1.9) tiene
una nica solucién u que pertenece a L>®(T?) y satisface

||| oo 2y < Chllpallarcr2y s
siendo C la constante que aparece en la proposicion 1.9.
NotaA 1.10. Es conveniente que observes que la solucién u dada por esta propo-
sicién no estd en C(T?). Para que te convenzas de este hecho, presento el siguiente
ejemplo. Pero antes algo de notacion que sera 1til tanto ahora como en la seccion

1.6.
Considera la familia de rectas C dada por

r+t=27rN, N €Z.

Al complementario de C, esto es, R? — C, lo denotaré por D. Por ultimo, marcaré
con D;; a la componente conexa de D con centro en el punto (im, jm). Observa que
1+ j ha de ser impar necesariamente. Por ejemplo, la idea grafica de Dyg y Dq; es

i

27

Con respecto a este dibujo, tengo que sefialar que Dy U Dyg es también un
dominio fundamental y, ademds, serda muy 1til a la hora de definir la funcién de
Green y considerar las zonas de continuidad.

Sea la ecuacion

2
Sﬁu:£u+%u: 0 (1.10)

donde d5 es la medida dada por

< 557¢ > = Qb(ﬁ,a),
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con ¢ cualquier funcién continua en T2. La solucién de esta ecuacién es la funcién
G(t,x) que, entendida como funcién periddica en R?, viene dada por

LLte ™ o—ct/2 i (tz) €D
—e—cm € Y S1 ? T 10
G(t7aj‘):{ 2(1 )2

ﬁ e~ si(t,x) € Do

y extendiendo por periodicidad en el resto de R?. Es claro que G(t, ) estd acotada
y, sin embargo, no es continua. Que G(t,x) es efectivamente la solucién de (1.10)
es un hecho que puedes comprobar con un calculo rutinario. De todas formas, en la
seccién 1.6 verds una prueba explicita de que G(¢,z) es la funcién de Green para el
operador £ vy, por tanto, solucién de la ecuacién (1.10).

4

1.4. Un principio del maximo en el toro

Comienzo esta seccion formulando de manera precisa el principio del maximo
para la ecuacion del telégrafo.
Considera el operador diferencial £,

LU = Uy — Ugy + CUs + AU

Diré que £ satisface el principio del méximo si A\ € or(£) y para cada f € L'(T?)
satisfaciendo
f>0 ct. R?
entonces
u(t,r) >0, V(t,x) € R
siendo w la tnica solucién de (1.6).
Diré que el principio del maximo es fuerte si

f>0 ct. R? f>0
T2
implica
u(t,z) >0, V(t,z)eR>
En el siguiente teorema, que puedo considerar como el central de este capitulo,
caracterizo para qué valores de A el operador £, satisface el principio del maximo.
TEOREMA 1.11. Eziste una funcion
v:(0,400) — (0,400), cr v(c)

tal que £y satisface el principio del mdzimo si y solo si

A€ (0,v(c)l.
Ademds, el principio del mdximo siempre es fuerte y la funcion v satisface
C <S4 ] (1.11)
g SO =y Ty '
v(c) = 0 cuando ¢\, 0, (1.12)
R
vic)— — — cuando ¢ /" 400, (1.13)

4 82
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donde jo es el primer cero positivo de la funcion de Bessel Jy.

NoTA 1.11. La estimacién superior de (1.11) es consecuencia de los ejemplos de
la seccién 1.2.

NoTA 1.12. La constante v(c) del teorema dependera de las propiedades oscila-
torias de la funcién de Green asociada a (1.6). Construiré esta funcién en la seccién
1.6 y la funcion de Bessel Jy jugara un importante papel en dicha construccion.

Concluyo esta seccién con una variante del principio del méaximo para el caso de
medidas. Dada pu € M(T?), diré que i es no negativa si

</~l’7¢> 207 V¢EC+<T2>7
donde Cy (T?) es la clase de funciones no negativas en C(T?).

COROLARIO 1.12. Considera X € (0,v], donde v estd dada por el teorema 1.11,
y 1 € M(T?) una medida no negativa. Entonces la solucion de (1.9) satisface

u>0 ct T2

NoTA 1.13. Como ya indiqué en la introduccién de este capitulo, puedes pensar
que la ecuacion del telégrafo en el toro tiene un cierto caracter parabdlico. Para
afirmar esto me baso en los resultados dados por la proposicién 1.9 y el teorema
1.11. La proposicién me dice que gano “bastante” regularidad y el teorema me
indica que hay un principio del maximo. Ambos hechos son falsos, en general, para
ecuaciones hiperbodlicas y ciertos para parabdlicas.

1.5. Algunos resultados sobre operadores lineales positivos

En esta seccion voy a recordarte algunos resultados sobre la teoria de operadores
lineales positivos que necesitaré en el momento de probar el principio del méaximo
para la ecuacion del telégrafo. Puedes consultar mas detalles sobre esta teoria en
[24] y [3] entre otros trabajos.

Por otra parte, veras una aplicacién en que se combina esta teoria con el prin-
cipio del maximo para extender este ultimo a una cierta ecuacion del telégrafo con
coeficientes variables.

Considera un espacio de Banach X y un cono C en X con las siguientes carac-
teristicas:
i) C es convexo de vértice cero, es decir,

Ar+py € G, VA u>0, Vz,yeC;
ii) C es cerrado;

i) int(C) # 0;
iv) CN(=C) = {0}.
Entonces (X, C) es un espacio de Banach ordenado con el orden

r2yeX, r>y < x—yeC.
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Dado un operador lineal A sobre X diré que

a) A es positivo si A(C) C C;
b) A es fuertemente positivo si A(C — {0}) C int(C).

Por otra parte, si x € X diré que
a) x>0sixzeC—{0}
b) > 0si x € int(C).

Cuando A es compacto y fuertemente positivo entonces puedes aplicar la teoria
de Krein-Rutman y tienes el siguiente resultado.

TEOREMA 1.13. Considera un operador A : X — X lineal, compacto y fuerte-
mente positivo. Entonces el radio espectral de A, pg = 0(A), satisface las siquientes
propiedades:

i) es un valor propio real, positivo y simple de A;
it) puedes tomar como vector propio asociado un vector x tal que x >> 0;
iii) es el unico valor propio que admite un vector propio x € X tal que x > 0.

Puedes comprobar que este resultado es justamente un caso particular del Teo-
rema 3.2 de [3]. También puedes ver el Teorema VI.13 de [6].

Por otra parte, aqui tienes una condicién suficiente para que ciertas ecuacio-
nes lineales tengan solucion positiva. El ambiente es el mismo del teorema recién
enunciado.

PROPOSICION 1.14. Considera el sistema
pe=Ap+f, f>0.
Entonces, si > g = o(A), existe una tinica solucion ¢ >> 0.

Demostracion. Es claro que el sistema propuesto es equivalente a
1 1
p=—Ap+—/,
H H

esto es,

1 1
I——-A)yp=—f.
( 7 )¢ Mf

Observa que, por ser A un endomorfismo con radio espectral pg, I— l%A serd inversible
si g < |p|. Ademds, puedes expresar ¢ como

~+00 1
0=3 A,
n=0

Con esta formula tienes que ¢ >> 0 si p > po vy f > 0. Asi acabo la demostracién.
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1.5.1. La ecuacién lineal con coeficientes variables. Considera o una cons-
tante fija que satisfaga

o€ (0,v(c)], (1.14)

donde v(c) es la constante introducida en el teorema 1.11. Considera el problema
de valores propios

Lou = Am(t,x)u en D'(T?), (1.15)

donde m es una funcién en L'(T?) y X es el parametro.

Un valor propio de (1.15) es un numero A € R (o C, si admites valores propios
complejos) tal que (1.15) tiene soluciones no triviales (funciones propias) pertene-
cientes a C'(T?).

Voy a aprovechar el marco abstracto que he expuesto en esta seccion. Considera
X como el espacio de Banach C(T?) y A como T : X — X un operador lineal tal
que (1.15) es equivalente a

u=MNu, ueX.

Para definir T', considero la resolvente asociada a £, dada por
R, : LY(T?) — O(T?), fw—u
donde u es la solucién de
Lu+ou=f enD(T?.
Entonces
T:X —X, Tu= R,(mu).

Si m € LP(T?) para algin p que satisfaga 1 < p < 400 entonces la proposicién 1.9
implica que

ImT C C¥*(T?), a=1- 1,
p

esto es, T : X — C%*(T?) es continuo. Si tienes en cuenta que C%*(T?) se sumerge
en C(T?) de forma compacta, concluyes que T es compacto. Ahora puedes aplicar
la teorfa espectral de esta clase de operadores. En particular, si (1.15) tiene valores
propios, entonces estan ordenados en una sucesién {\,} con

Mol <A <o <Pl <o

Esto es claro si tienes en cuenta que los valores propios de £, son los inversos de los
valores propios de T
Por otra parte, el espacio X es un espacio de Banach ordenado con cono

C=C (T ={ueX/u>0 enR’}.
Este cono tiene interior no vacio, a saber
int(C) ={u e X /u(t,x) >0, V(t,x)ecR?*}.
Por 1ultimo, observa que cuando m satisface la condicion adicional

m(t,z) >0 ct. (t,r) € R? (1.16)
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el operador T es fuertemente positivo, esto es,
T(C—{0}) C int(C).

Esto es una consecuencia de (1.14) y del principio del méximo. También, la posi-
tividad estricta en C'(T?) implica que el radio espectral o(T') es positivo. Paso a
detallar este hecho antes de continuar. Toma una funciéon ¢ >> 0 con norma igual
a 1. Entonces Tp > up, para algin pu > 0. De aqui, T"¢ > pu"¢ > 0, por lo que

YTl > /™ = p. Ya puedes concluir que o(T') > p.
Todas estas consideraciones en Analisis Funcional te llevan al siguiente resultado.

PROPOSICION 1.15. Considera que se cumple (1.14) y que m es una funcidn
satisfaciendo (1.16) y
m € LP(T?)
para algin p con 1 < p < +oo. FEntonces el primer valor propio A\ de (1.15) es

positivo y la primera funcion propia ug es simple y puedes elegirla estrictamente
positiva. Ademds, si 0 < X\ < X\g y f € L'(T?), el problema

Lou=Im(t,x)u+ f(t,z) enD'(T?
tiene una solucion unica, la cual es positiva si f satisface
f>0 ect R? f>0.
T2

La demostracién es inmediata a partir del teorema 1.13 y la proposicion 1.14.
(También puedes considerar las demostraciones de los Teoremas 4.3 y 4.4 en [3]).

Por otro lado, siguiendo la linea del Teorema 4.5 en [3], puedes probar la mo-
notonia de Ay con respecto al peso. En efecto, dadas dos funciones my, mo en las
condiciones de la proposicién anterior, la desigualdad

my(t,r) < mo(t,x) ct. R?
implica
)\0(m1) > Ao(mg).

Ahora voy a extender el principio del maximo a operadores de coeficientes varia-
bles del tipo

Lol = Uy — Ugy + cuy + a(t, x)u

donde a € L>®(T?). Puedes extender, de forma obvia, la nocién de principio del
maximo introducida en la seccion 1.4 a esta clase de operadores. Asi, puedo enunciar
el siguiente resultado.

TEOREMA 1.16. Considera una funcion o € L*>(T?) que satisfaga
0<a(t,r) <v(c) ct R

Entonces £, satisface el principio del mdzimo fuerte.
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Demostracion. Reescribe la ecuacion
Lou= f(t,z) en D'(T?) (1.17)
de la forma
Lu=—alt,z)u+ ft,z) enD(T?).
Considera my (t,z) = v — a(t,x). Si Ag(my1) > 1 entonces, por la proposicién 1.15,
Lou = Imy(t,x)u+ f(t, )

tiene una tnica solucién positiva para todo A € (0, Ag(my)), en particular para A = 1.
Ademas, esta serd la tnica solucién de (1.17).
Basta, por tanto, que compruebe que A\g(mq) > 1. Para ello, tomo my = v,

Lou = Imy(t, v)u = Avu.

Si denoto por A, a los valores propios de este operador (y considero de nuevo el
conjunto de combinaciones lineales de funciones de {e"e"* / m,n € Z}) entonces

m? —n?+icn+v

)\mn =
14

Ya estd claro que Agg = 1 y [Amn| > 1. Acabo la demostracién teniendo en cuenta
la monotonia entre my y mao,

/\o(ml) > )\o(mg) =1.

1.6. Demostraciones

La idea principal que voy a considerar en esta seccién es la posibilidad de expresar
la solucién de la ecuacién del telégrafo (1.6) de la forma

u(t,x) = (G*f)(t’x) = /T2 G(t—T,J]—f)f(T,g) dr d¢,

esto es, como la convolucién de G(t,x), la funcién de Green, y f(t,z). De esta
manera, el estudio de la regularidad y positividad de u es equivalente al estudio de
dichas propiedades para la funcién G(t, x).

Por tanto, los pasos que seguiré son tres. Primero construiré la funcion de Green
y estudiaré sus propiedades. En segundo lugar, probaré los resultados de regularidad
de las soluciones de los problemas planteados. Por ultimo, demostraré el principio
del maximo.

1.6.1. La funcién de Green: construccion y propiedades. Para construir

la funcién de Green, G, asociada al problema (1.6), voy a comenzar con el caso

A > % Considera la medida de Dirac concentrada en 0 € T?, esto es, la medida

&5 € M(T?) dada por
< &, ¢ >= ¢(0,0), V¢ € C(T?).
Entonces, la solucion del problema
£,G =6 enD'(T?)

sera la funcién de Green buscada.
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En lugar de intentar hacer los cdlculos directamente en T2, voy a resolver el
problema andlogo en R%. Considera el espacio M (R?) correspondiente a las medidas
en R?. Para una definicién precisa de este espacio puedes consultar [14]. En este
espacio toma la medida de Dirac concentrada en el origen, §y € M(R?), esto es, la
medida dada por

< 507¢ > = ¢(0a0>a \V/QS € CO(R2)7

donde Cy(R?) es el espacio de funciones continuas que tienen soporte compacto.
Notando d = A — <, considera d fijo. Mi propésito ahora es calcular una solucién de

Up — Ugy + Uy + A= 6y en D'(R?), (1.18)
con A =d+ %. Si hago el cambio u(t,z) = e~*/?v(t, ), entonces el problema se
reduce a calcular una solucién fundamental del operador

0? 0? c? 0? 0?

—— et (A=) = o — w .

ot?  0x? 4 ot Ox?
Siguiendo la idea que aparece en [[12], pdg. 186], voy a buscar una solucién de este
operador que s6lo dependa de la distancia hiperbélica r = v/#? — 22 (distancia de un

punto (¢,z) al punto (0,0)). Esta idea me lleva a una ecuacién de Bessel de orden
cero con solucién conocida. De aqui,

1
o(t,2) = 5o (VAP =2%)) xelt, ),
donde x,. es la funcién caracteristica asociada al cono
K={(tz)eR®/|z| <t}

Finalmente, deshaciendo el cambio, tengo que
1 _c
Ult,2) = 5 50 (VAR =27)) X (b ) =

le72l ]y ( d(t? — :v2)> , siz| <t
0, en otro caso.

Gréficamente, el soporte de U(t, x) es la regién rayada en el siguiente dibujo.

r=1t

Al
{7 / /
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Como necesito una funcion que sea doblemente periédica, considero la serie doble

G(t,x) Z Ut + 2mn,z 4+ 2mm), (t,z) € R (1.19)
(n,m)€Z2
Si aplicas el test de Weierstrass, puedes comprobar que esta serie converge unifor-
memente en subconjuntos acotados del plano. Para ello, basta que recuerdes que
Jo estd acotada por 1 (razén por la que exijo que d = X — % > 0) y, por tanto, U
satisface la estimacién

U(t,2)] < Sem2x (t @),

l\DI»—t

Asi,
1

§e_§t Z e X (t+2mn,x + 2mm) = Z e Z 1,

(n,m)€Z? n>—— meln(t,x)

|G(t,2)] <

donde, para cadan € Z y (t,x) € R?, defino
L(t,x)={m € Z / |z +2mm| < t+ 2mn}.

La doble sumatoria que aparece al final es calculable y, por supuesto, finita. En
consecuencia, la funcién G es doblemente peridédica y continua en el conjunto D que
defini en la nota 1.10. Ademds, G pertenece a L>(T?) y el principio de superposicién
implica que verifica

Gyt — Gow + cGy + MG =05 en D'(R?), (1.20)
con dg € M(R?) la medida dada por

<dg,0 > = Z #(2mn, 2mm), Vo € Co(R?).

(n,m)ez?

El tltimo paso para construir la funcién de Green en T? es traducir la ecuacién
(1.20) al toro. Para ello considero la medida &5 € M (T?), esto es, la medida de Dirac
concentrada en 0 € T?. En términos precisos,

<350 >=¢(0,0), V¢e C(T).
Para finalizar este proceso de construccion necesito probar el siguiente lema.

LEMA 1.17. Considera A\ > % yd=\— %. Entonces la funcion G definida
por (1.19) es una solucion de

£,G =65 enD'(T?.

NoTA 1.14. Observa que, al no ser A valor propio de £, la funcién G es la
unica solucion de esta ecuacién. Por tanto, la llamaré funcién de Green asociada al
operador £y.

Demostracion. Considera una particion peridédica de la unidad en el sentido de
[[58], pag. 127]. Esto es, toma una funcién
3m 3w 3T 3w

p € D(R?) = C°(R?),  supp(p) C [-7 ] x [- 5 5]
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tal que
> et +2mn,x+2rm) =1, V(tz)€ R (1.21)
(n,m)eZ2

Por ejemplo, siguiendo [58], puedes considerar ¢ tal que es constantemente igual

a len [~7,7] x [~F,5] y positiva en el interior del soporte. De esta forma, en
el sumatorio anterior sélo tienes uno, dos o cuatro términos no nulos. Ademas,

para una funcién arbitraria g € L'(T?), puedes probar ficilmente las identidades

siguientes
/ gy :/ 9: / g% =0, YaeN’, la|>0. (1.22)
R2 T2 R2

Ahora estas en posicién para que pueda probar el lema.
Si consideras una funcién ¢ € D(T?) entonces ¢p es una funcién test en D(R?)
y puedes aplicar (1.20) para obtener

/RQ L (pp)G = < bg, 00 > .

Por (1.22) tienes que

| sie06 = [ (o,

donde has de utilizar que G € L'(T?). Por otra parte, de (1.21),
< 55’7¢<¢0 > = ¢(0a0)

De esta forma concluyes que G verifica la igualdad

[ (€016 = 60,0, Vo e D(r)
T
y la demostracion esta acabada.

NotTa 1.15. Considera de nuevo la notacién introducida en la nota 1.10 y el
conjunto I,(t,x) definido en la estimacién de |G(t,z)|. Es claro que I,,(,z) es fijo
en cada una de las componentes D;; de D. Por ejemplo, para las componentes Dy
v Do, I, estd dado por

L(t,x) ={-n,....,n} sin>0, 0 sin<0, (tz)€ D

L(t,x)={-n,....n—1} sin>1,  sin<0, (t,z)€ Dy.

Esta notaciéon me permite expresar GG sobre D de una forma mas explicita:

Z e Z Jo (\/d[(t +27mn)? — (v + 27rm)2]> . (1.23)

n>—ﬁ méeln(t,r)

c

2

G(t,z) = ¢

2

En particular, cuando A = < (esto es, d = 0) la identidad Jy(0) = 1 te facilita el
calculo de la serie.
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LEMA 1.18. Considera A\ = %. Entonces

G(t,z) = { Tioe-

Yoi1€~

t, St (t,l’) € DIO;

1.24
t, S7 (t,l’) € D()l, ( )

[SISN ST[oY

donde
B 1 1_+_efcrr B efcn'
Y10 = 5 (1 — e_mr)Qa Yo1 = (1 — e—CW)Q'

Ademds, por periodicidad determinas el valor de G en todo D.

NotA 1.16. Esta funcion es la que utilicé en el ejemplo en la nota 1.10.

Nota 1.17. Para llegar a la férmula (1.23) puedes considerar otras vias. Por
ejemplo, en [[57], pag. 151] tienes la expresiéon de la solucién de la ecuacién del
telégrafo cuando sélo impones que la haya periodicidad en la variable ¢. Si en dicha
expresion consideras que hay también periodicidad con respecto a x, y operas en
forma adecuada, llegas a (1.23) de nuevo.

. . . 2
Un segundo camino alternativo a considerar para el caso A = < es que hagas

4
el cambio u = e 2y en la ecuacién del telégrafo. Con este cambio resulta la
ecuacién de ondas para la que la formula de D’Alembert te da la solucién explicita.
Deshaciendo el cambio, y tras realizar algunos calculos mas o menos tediosos e
imponer la periodicidad en ¢ y x, obtienes (1.24). He de indicar que esta via fue
la que me llevo a pensar que habia un principio del maximo para las soluciones

doblemente periddicas del telégrafo.

NotaA 1.18. A partir de (1.24) puedes deducir facilmente una serie de propiedades
para G en el caso A = %. A saber,
1. G es analitica en D;j, V(i, j) € Z*.
2. Los valores de los saltos en las discontinuidades son conocidos y sélo dependen
de t y ¢; no dependen ni de x ni de d.
3. G es positiva en cualquier componente de D.
. . .. , . 2
4. Como consecuencia de 3, el principio del maximo es fuerte para A = <.

. ., , . 2
A continuacién voy a ver qué ocurre con estas propiedades cuando A > .

PRrROPOSICION 1.19. Considera \ > %. Entonces el conjunto
Z ={(t,x) e D/ G(t,x) =0}
tiene medida cero.

Para demostrar este resultado, es suficiente que pruebe que la interseccién de Z
con Dyg y Dy tiene medida cero. Para ello voy a demostrar que G es una funcién
analitica no idénticamente nula en cada uno de estos dominios. Que esto es suficiente
es un hecho bien conocido en variable compleja; a saber, si una funcién analitica no
es idénticamente nula en un dominio y se anula en un punto P de dicho dominio
entonces o bien P es un punto aislado o bien el conjunto de puntos donde se anula
la funcion lo puedes describir como la unién finita de una serie de “ramas” que
surgen de P (las cuales tienen medida cero) y cuyo tinico punto comun es P. Puedes
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consultar [21], la seccién 4.5 de [35] y la seccién 8.6.3 de [36] si quieres més detalles.
Una versién real de este resultado la puedes encontrar en [30].

Te recuerdo la siguiente definicion de funcién analitica: sean w un subconjunto
abierto y conexo de R? y h = h(t,z), (t,z) € w, una funcién dada; diré que h es
analitica en la clausura de w si existen un subconjunto abierto Q de C? y una funcién
holomorfa h = ﬁ(t, x), (t,x) € Q, tales que w C Q y h extiende a h.

LEMA 1.20. La funcidn G es analitica en la clausura de Dy (respectivamente
DOI).

Demostracion. Probaré el resultado para Dyy. Para cadan =0,1,..., |m| <n
y (t,x) € C?, defino

Zum(t, ) = (t +27n)? — (2 + 27m)>.
Entonces, la funciéon de Green en D,y esta dada por la serie

_ ¢y too n
G(t,x) = 622t Ze_“m Z Jo <\/dznm> ) (1.25)
n=0

m=—n

Por ser Jy una funcién entera, deduces que la funcion Jy (\/ dznm) es holomorfa en
todo el espacio (t,z) € C% En este punto, has de tener en cuenta que la raiz cuadrada
no crea ningin problema ya que los coeficientes impares de la serie de potencias de
Jo son nulos. Asi, para probar el lema es suficiente que demuestre la existencia de
un dominio Q C C? con Dyy C Q y tal que la serie de G converja uniformemente en

Q.

Considera 6 > 0 un numero satisfaciendo
1
™ — 6% > 3 1676V d < cr. (1.26)

Defino el conjunto €2 formado por los puntos (¢, z) € C? tales que
Re (t —x) > —m, Re (t+z)> —m,

Ret| <7, [Rex| <7, |Smtl<d, |Smaz|<d.

Es claro que Dy C €. Queda por probar la convergencia de la serie. Para ello usaré
las siguientes desigualdades

|Jo(2)| < el¥mA vzec (1.27)
|Sm 2|

V2]

La primera desigualdad es clésica y, si quieres una prueba, puedes consultar [[59],
pég.49]. Para la segunda el uso de coordenadas polares te proporciona una prueba
facil. En efecto, si consideras z = pe® entonces

0
[Sm 2| = plsingl, |Sm V2| = plsinS], V2P = V2.

ISm V2| <

Vz e C, Re z > 0. (1.28)
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Por tanto, que pruebes (1.28) equivale a que pruebes

. 6, p|sindg| T T
Z < A2 —=, =
\/ﬁ|sm2|_ N Vp € (0,4+00), VOe( 2,2),

lo cual ya es un simple ejercicio de calculo trigonométrico.
También seran ttiles las siguientes identidades,

Re zom(t,z) = (Re (t+z) +2x(n+m))(Re (t — ) + 2m(n — m))—
(Sm t)? + (Sm x)?
Sm zpm(t,x) = 2270+ Re t)Im t — 2(2rm + Re z)Jm x.

Para probarlas es suficiente que sustituyas z,,,(¢,z) por su valor y realices algunos
calculos.

Continto ya con la demostracion del lema. Distinguiré dos casos en la prueba
de la convergencia.

Caso (i): |m| < n. Por la definicién de € y (1.26), cdlculos directos te llevan a

1
Re zpm > 70 — 62 > 3 1SM 2pm| < 4(27n 4 7)0.

Asi, puedes aplicar (1.28) y como |z,,| > %, obtienes que
ISM \/Znm| < 2|SM zpm| < 8(27m 4 7)6.
Ahora, de (1.27) deduces que
S 1o (Vz ) | £ 7 elSm VBl < (2n - 1)esEm v
Im|<n |m|<n

Con esta estimacién, sustituyes en (1.25) y, utilizando (1.26), tienes que

_ct Foo n—1 _cy +o00
e 22 Z ecmm Z |JO ( /dan> | < %6565\/3 Z(Qn _ 1)7,717
n=0 m=—n-+1 n=0
16mw8vd—cm

donde r = e < 1. Asi, la dltima sumatoria es finita; de hecho, la suma
es calculable explicitamente (recuerda que no es la primera vez que aparece esta
sumatoria). Con esto he probado la convergencia de esta parte de la serie.

Caso (ii): |m| = n. Observa primero que la estimacion para Sm z,,, del caso anterior
sigue siendo vélida. Para la parte real, y nuevamente por un calculo directo,

1Re zpm| < 14(14 + 47n) + 262

En consecuencia, |z,,| = O(n) cuando n — +oo y tienes que existen nimeros
positivos A, B tales que
|z |2 < An*/? + B.

A partir de aqui,
ISm \/dzpm| < Vd |z |2 < Vd (An'/? 4+ B),

y la convergencia de los términos m = 4+n es ya inmediata.
Con esto finalizo la demostracién de este lema.



1.6. DEMOSTRACIONES 25

LEMA 1.21. La funcion G no es idénticamente nula en ninguna de las compo-
nentes de D.

NoTA 1.19. Voy a darte dos demostraciones de este lema. En la primera utilizo
que conozco de forma explicita el valor del salto que tiene la funciéon de Green en las
lineas de discontinuidad, resultando “casi” trivial la demostracion del lema a partir
de este hecho. La segunda demostracion es “algo” mas complicada; sin embargo,
puede que sea mas util para extender el resultado a operadores mas generales.

Demostracion 1. Se sabe que puedes extender la funcién G de una forma regular
a la clausura D;; de cada una de las componentes D;; de D. Desde luego, el valor de
esta extension en los puntos de C dependera de la componente que escojas. Considera
la siguiente notacién
Gij(t,z) = lim G(1,§), (t,x)eC.

(7,6)—(t,@)
(T,E)eDij

Considera dos componentes adyacentes de D. Por ejemplo, D;; y Dy, con
(hyk)=(i—1,j—1)o (i — 1,5+ 1). Toma un punto (¢, z) en la frontera comun de
ambas, esto es, (t,x) € 0D;; N0Dyi. Un célculo directo a partir de (1.23) te permite
encontrar explicitamente el salto de G en tal punto (¢, x),

—%t
€ cw[%]

21 —ecm) ©

donde [z] representa la parte entera de x. Formalmente, el valor del salto te resulta

de tomar tan sélo los elementos no comunes de los conjuntos 1,,(t, x) segun consideres

que (¢,x) es aproximado por una sucesién de puntos de D;; o de puntos de Dpy.
Ahora probaré el lema por medio de un argumento de reducciéon al absurdo.

Primero considera que G = 0 en Dy;. Entonces, por periodicidad, G' también se

anula en Dy y

Gij(t, 33) — th(t, .Z’) =

G01<’7T, 7T> = G21<7T, 7T) =0.
Si realizas un salto de Dy; a Dq tienes que

Gio(m, ) = ﬁ >0,
mientras que si el salto lo das de Dyy a Do tienes que
e 3"
Glg(’ﬂ',ﬂ') = — m < 0.

Esta es la contradiccion que buscaba.
Si consideras que G = 0 en Dj entonces funciona el mismo argumento si reem-
plazas (m, ) por (2m,0). Con esto acabo la primera demostracién del lema.

Demostracion 2. Considera que G es idénticamente nula en una de las compo-
nentes, por ejemplo Dy;. Nuevamente voy a hacer que llegues a una contradiccién.
Por el lema 1.17,

$(0,0) = /T2G£§¢ = G = G, Vo€ D(T?). (1.29)

Do1UD19 Dio



26 1. UN PRINCIPIO DEL MAXIMO PARA LAS SOLUCIONES PERIODICAS
Por el lema 1.20, sabes que G es regular en Dyy. Por tanto, es claro que G
satisface en el sentido clésico la ecuacién
S)\G =0 en DIO-
Esto permite que integres por partes en (1.29) obteniendo

¢(07 0) = /D Gf«f\ﬁf) = {(G10¢t - (Glo)t¢ - CG10¢)”1 - (Gm% - (Glo)x¢)n2}7

0D1o

donde Gy la defino como en la primera demostracién y n = (nq,n2) es el vector
normal exterior en 0D;y. Operando en esta ultima expresion llegas a

$(0,0) = 2[G10(0,0) 4+ G1o(2m, 0)](0,0) — 2[G1o(m, 7) + Gro(m, —7)|d (7, 7) +

K¢, V¢ e€D(T?),
Do
con

K = —2(G10)tn1 + Q(Glo)xnz — CG10n1.

Si tomas ¢ cualquiera tal que se anule en (0,0) y (7, 7), concluirds que K = 0 en
8D10. ASf,

¢(07 0) = 2[G10(07 O) + G!10(27T7 O)M)(Oa O) -
2[G1o(m, ) + Gro(m, —m)]o(m, 7)), Vo € D(T?),

de donde ya es claro que

1
Glo(o, 0) + G10(27T, 0) = 5 5 (130)

Glo(ﬂ', 7T> + Glo(’ﬂ', —7T) = 0. (131)

Por otra parte, si aplicas la identidad K = 0 sobre las rectas t —x =0, t + x = 0,
t—x=2myt+x = 2r tienes que

d
2—Gho(m—s,m—5) — cGr(mr —s,m—s) =0, se(0,m),

ds
d
2£G10(3, =)+ cGio(s,—s) =0, se(0,7),
d
2£G10(7T +8,—m+38)+cG(r+s,—m+s)=0, se(0,m),

d
2d—G10(27T —5,8) — cGo(2m —s,8) =0, se(0,m)
s
respectivamente. Ecuaciones que son de facil resolucién,

Gro(m — 5,7 — 5) = Gio(m,m)e™’?, s € (0,7), (1.32)
Gho(s, —s) = G10(0,0)e™/2 5 € (0,7), (1.33)

G10(7T+S,—7T+S) = Glo(’/T, —W)e_CS/Q, s € (0,7T), (134)
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G10(27T — S, S) = G10(27T, 0)663/2, S € (0, 7T). (135)

Ahora, si combinas (1.31) con (1.32) y (1.33) evaluadas en 7 tienes que G1¢(0,0) = 0.
Por otra parte, si combinas (1.31) con (1.34) y (1.35) evaluadas en 7 tienes que
G10(2m,0) = 0. Y esto ya te conduce a la contradiccién buscada pues (1.30) es in-
compatible con los dos ultimos calculos. Con esto finaliza esta segunda demostraciéon
del lema.

Para finalizar el estudio de GG, voy a probar una estimacién que serd 1til cuando
considere el caso de una ecuacién del telégrafo con coeficiente de friccion grande.

LEMA 1.22. Considera c > 1 y X > %. Entonces existen constantes positivas ky,
ko (independientes de ¢ y \) tales que

c 1
€3G (t,2) = 3o ( (it — x2)) | < kie™™  si(t,z) € Dy,

le2(t2 G (L, x) — % {Jo (\/d[(t +27)2 — (z — 27r)2]> +

o <\/d[(t tom)? — :EZ])} | < koe™®™  si (t,x) € Dor.

Demostracion. Es un simple ejercicio de suma de series si tienes en cuenta la
expresion (1.23), que |Jo(z)| < 1, Vz € R, y que conoces I,(t,z) tanto si (¢, x) estd
en Djp como si estd en Dy.

1.6.2. Regularidad de soluciones. En la subseccién previa he encontrado la
funcién de Green cuando A > %. Usando analisis de Fourier tienes un método
alternativo para calcular G que es valido para cualquier A € or(£). En efecto, la

solucién formal de

£,G =6 enD'(T?) (1.36)
es
G(t,x) = 1 f ! gint+ma)
’ 47T2mn=—oo m? —n?+ X\ +icn
Si pruebo que la serie doble |
> m® =0+ A +icn| (1.37)

es convergente entonces la funcién G pertenece a L?(T?).

LEMA 1.23. Considera N ¢ ogr(L). Entonces la serie doble dada por (1.37) es
convergente.

Demostracion. Para probar este lema es suficiente que, aplicando el criterio de
Weierstrass, compruebes la convergencia de la serie de términos positivos

1
Z (m2? —n2+ X2+ (cn)? (1.38)

m,n
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Pero esta serie esta acotada por

4
%; Apg+A)?+c(p—q)*

donde estas considerando el cambio de indices p = m +n, ¢ = m — n que, aunque
no es biyectivo, es valido para tu proposito pues, como mal menor, estas anadiendo
términos positivos a la serie original (1.38). Ahora si agrupas adecuadamente,

1 4 4 4
e DYy Dbyt Db rrE v i
0 o9 o
y es suficiente que compruebes la convergencia de la ultima sumatoria, pues para
las dos primeras ya es evidente. Antes de continuar, observa que si A > 0 entonces
4(pg+A)*+c*(p—q)* # 0, mientras que si A < 0 entonces 4(pg+\)?+c*(p—q)* =0
si, y solo si, )\ = —p2 lo cual se contradice con la hipétesis del lema. Asi, si en lo
que sigue algin denominador se anula es porque se puede eliminar. Continuo.
Es claro que
1

Z 2 20 N2
2 Apg +A)? +c(p —q)

> ! +5 1 _
g+ AP+ Ap—q) A Apa— A+ A p+ )
P#q PF#q

2 2
2 4(pg + A)* + A(p — q)? > A(pg — A2+ cA(p+q)*

p>q>1 p>q>1
Considera A > 0. Entonces

2
2 Tt AP _Z W ¢

p>q>1 p>q>1 (pq q>1

y la convergencia es clara. Por otra parte, si defino los conjuntos Ay = {(p,q) €
22 ) 1<q<p 1<pg<AtyAs={(p,q) €Z* /1< q<p, pg> A}, entonces

1
2 A(pg — N2+ E(p+q?

p>q>1

1 1
) T Ve e LD DT vy Ve

(p,9)€AL (p,g)€A2
Aqui, la primera sumatoria es finita y para la segunda

1 1 1 1
2 Mg — 2P+ Ep TP = 2 A(pg — \)? <712 q_2Z

(p,g)€A2 (p,g)€A2 q=>1 p>§

! <
— A2 | =
q)

(p

_Z Zm gi%(%S(A)) < +00,

q>1 A
P>
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donde

S(A\) = max Z%

q>1

Acabo asi el caso A > 0. El caso A < 0 lo puedes probar de forma anéloga. Fin de
la demostracion.

A continuacién voy a comprobar que G es una solucién de (1.36) en el sentido
de las distribuciones. Empiezo considerando funciones del tipo e*("+me),

Gﬁj(ei(ermx)) _ G(—n2 +m2 —ien + )\)ei(nt+mx) _
T2 T2
1 e—i(nt-{—m:c) ei(nt—i—mm)
2 2 .
— — )\ - _
(ot —ien +) | e e
1= < eltima) 5>

Ahora, como una funcién ¢ € D(T?) admite una serie de Fourier

+oo
Bte) = D Gam T

m,n=—00

que converge uniformemente junto con todas sus derivadas, puedo efectuar las si-
guientes operaciones sin problemas

“+o0 “+o0
GCo= 3 um / GE () = 5T g = 6(0,0).
T2 m,n=—o00 T2 m,n=—o00

Por tanto, he probado que G es solucién de (1.36).

Con G asf construida, si tomas f € L'(T?) fija, se verifica que la funcién u = G* f
es la solucién de (1.6). Observa que la convolucién considerada debes entenderla
definida en el toro, esto es

u(t,z) = /T Gt — 7,2 — €) f(r, €) drde. (1.39)

De esta forma llego a un resultado preliminar que ya obtuvo Kim en [22]. A saber,
si consideras A € or(£) y f € L*(T?), el problema (1.6) tiene una tinica solucién
u € L*(T?) que satisface

lullz2(r2) < Gl z2er2y | f Nl cr2)- (1.40)

A continuacién voy a probar la proposicién 1.9. En ella el resultado de Kim es
mejorado pues, como recordaras, obtengo continuidad de la solucién.

Demostracion de la Proposicion 1.9. Empezaré suponiendo que A = %. En
este caso G esta explicitamente dada por el lema 1.18. Sea C la familia de rectas
x £t =2Nm que ya viste en la definicién de GG. Para cada € > 0, defino C. como el
g-entorno

C. = {(t,r) € R* / dist[(t,z),C] < ¢}
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Es claro que la funcion caracteristica de C. es una funciéon doblemente periddica.
Denotaré a dicha funcién por x.. Puedes comprobar sin dificultad que

IXellzr(re) < ke, (1.41)

donde k es una constante independiente de €. De hecho, voy a tomar k = 4
para que las estimaciones de la proposicién tengan una expresion sencilla. Como
indicacién de la validez de la estimacién, si observas el siguiente dibujo

27

2e

0 2

y tienes en cuenta que C. viene dado por el aspa, entonces ||x.||z1 no es otra cosa
que el drea del aspa y el valor de k ya es obvio.

La funcién G que tengo a partir del lema 1.18 es discontinua en C pero satisface,
para cada h = (hy, hy) € R?,

|G(t + hi, @ + hy) — G(t,z)| < LAl + xju(t, )] ct. (t,2) € R, (1.42)

donde L es una constante fija. Para demostrar esta estimacion has de tener en cuenta
que es suficiente que consideres que (t + hy,x + hy) y (¢, ) estan en el interior del
rombo de vértices (m, —7), (3w, ), (7,37) y (—m, 7). Cualquier otra situacién se
reduce a esta por la periodicidad. Ademads, puedes tomar

c

ax{1, m}

Como sabes que G esta acotada, nuevamente por las propiedades de la convolu-
cién, tienes que, fijada f € L'(T?), la solucién dada por (1.39) pertenece a L>°(T?)
y satisface

cr/2
I = (&

]l —ecm

1wl Loo(r2y < (|Gl poocr2y | f Il 2t (72)-
Esta es la estimacion (1.7). Me queda por mostrarte que u es continua. Por (1.42)
deduces que

[u(t 4+ hi, o+ hy) —u(t, )| < LIA||| fll2r (12 +L/11‘2X|h|(t —1,x—&)|f(7,€)| drd§.

Puesto que, en la segunda integral, el integrando tiende a cero cuando |h| — 0y estéd
dominado por |f| € L'(T?), puedes aplicar el Teorema de la convergencia dominada
para tener la continuidad de wu.
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Cuando f € LP(T?), p > 1, es posible mejorar la estimacién. En efecto, si aplicas
la desigualdad de Holder y (1.41),

/T2 Xinj(t=7, 2= f (7. )] drds < || fllzelxpnill o = 1 llze [xpnillTe < A [RD £l z0,

donde v = £ =1—-1
P P

Asi, ya es claro que u es Holder-continua. Ademds, como f € LP(T?), p > 1,
entonces f € L'(T?) y
[t + by + ha) — u(t, )| < LIRS oo + LAT2RD 1 ooy =

(4r) { LR + DI ooerz) [
Por otra parte,

[l oo r2y < |Gl poo(r2) || fllzrerzy < (A7) Gl oo qre) || f 1] Lo (r2).-

Asi, ya puedes deducir la estimacién (1.8),

fullvegen < (472G + LATVD™ + Dl flliscy = G (5 ) I o

Paso al caso A # %. La solucién u de (1.6) también es solucién de

2
c
Lu + Tu= g(t,z) en ®'(T?)
con g=f+ (< - Nu.
Si f € L', a partir de (1.40) sabes que u € L? y por tanto g € L. Pero entonces,
por el caso previo, u es continua. Una vez que tengo que u € C(T?), la equivalencia
f €Ll s ge LP es evidente. Asf u € C% si f € LP. Para las estimaciones (1.7) y

(1.8), como la funcién de Green G, asociada estd en L?(T?) también estd en L'(T?),
de donde

2

C
2 ) 16l ) 1

Con esto y utilizando la estimacién del caso anterior, para (1.7)

- (1 ; HGle) 1l = GOl
Por dltimo, para (1.8)

02
fulleveren < Gy (5 ) ol <
C

2
¢, (z) (1+ - HGAHLI) flle = CoN) 1l

Asi acabo la demostracion de la proposicién 1.9

2

C
TN

HUHLP S (1 +

lgllze < [ fllr +

2

C
[ullzee < NG ezl llgllr < (|G 7
4 4

2

NotA 1.20. Como has visto en la anterior demostracién, puedes tomar la cons-
tante C), = C,(A) en (1.7) y (1.8) como una funcién continua de A € R — og(£).
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Demostracion de la Proposicion 1.10. Como en la proposicién 1.9, la unicidad
es consecuencia directa de la definicién de or(£). Para la existencia voy a hacer
un argumento de aproximacion. Para ello considera una sucesiéon de funciones f, €

L'(T?) tales que
anb — < ,U/:Qb >, qu € C(T2)7 ||fn||L1(T2) < HMHM(TQ)
T2

Puedes consultar [14] para ver que puedes considerar tal sucesién. Asi, puedes
aplicar la proposicién 1.9 al problema aproximado
Lu+Au= f,(t,x) en D'(T?)
y obtener una sucesién {u,} en C(T?) con
[tn[ Lo (r2y < Crllpl[ar(r2).-

Puedes tomar ahora {u;} subsucesién de {u,} convergente a u € L>°(T?) en sentido
débil*; esto es

/ukgb—> up, Vo € L'(T?).
T2 T2

Voy a ver que u es una solucién de (1.9), esto es,

/ WD) = < 6>, Vo€ DT).
T2
Para cada wuy
/ (€56 — A) = / foby Vo€ D(T?).
T2 T2

En el primer término de la igualdad puedo aplicar limites pues ¢, ¢pr, ¢r v ¢ estan
en L'(T?). En el segundo se aplica la eleccién de {f,}. Ademds, por las propiedades
del limite débil*

||u||Loo(T2) < liminf ||Uk||Loo(T2) < OIHMHM(T?)-

Asi finalizo la demostracién, pero es conveniente que te haga notar que, por la
unicidad de solucién, es la sucesién {u, } completa la que converge a u.

1.6.3. Demostracion del principio del maximo. Ya estas preparado para
que demuestre el resultado principal del capitulo. A partir de (1.39), es claro que
£, satisface el principio del maximo si y sélo si

G>0 ct. T
Ademas, este principio del maximo es fuerte si

G>0 ct. T2

De esta forma, si aplicas el lema 1.18, puedes concluir que el principio del méaximo
2 . . 7
fuerte se cumple al menos para A = . Con el siguiente resultado verds que el

. .. ., 2
principio también se cumple para valores de A cercanos a .
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LEMA 1.24. Considera que, para algin A\ ¢ ox(£), la funcion de Green satisface

essinf G > 0.
'HQ

Entonces existe eg > 0 tal que el principio del mdximo fuerte se cumple para £xic
si |e| < ep.

Demostracién. Toma una funcién fija f € L', f > 0. Nota por uy y u a las
soluciones de £yug = f, £yicu = f respectivamente. A partir de la expresion (1.39),

uo(t,z) > G| fllz:, G =essinfG.

Por otra parte, si € es pequeno y tienes en cuenta la nota 1.20, puedes encontrar una
constante C' independiente de ¢ tal que

lulle < Cllflzs.
Si defines w = u — ug es claro que esta funcion es una solucion de
L\w = —cu(t,r) en D'(T?).
Aplica ahora la estimacién (1.7) y obtienes
lu = ol < ClellJullpr < Cleldn®|lulz= < C*4n®le||| f]1-
Por tltimo,
u(t, ) = uo(t, w) — [lu = uollze > (G — C*4*[e])|| £ 12
y u es positiva si |¢| es suficientemente pequeno. Fin de la demostracion del lema.

Continto con la demostracién del principio del maximo. Siintegras en la ecuacién
del problema (1.6) sobre [0, 27] x [0, 2] con f constante, pruebas que, si el principio
del maximo se cumple, entonces A tiene que ser positivo. Puedo definir por tanto el
conjunto

Je={) € (0,400) / £, satisfice el principio del méximo}.

Ya sabes que J. es no vacio puesto que % es un punto interior. Si consideras una
sucesion {\,} de puntos J. que converja a A, puedes probar que A € J. con la
misma técnica de la demostracién de la proposicion 1.10. De esta forma tienes que
J. es cerrado relativo a (0, +00). Asi concluyo que si J. estd acotado entonces tiene

maximo y puedo definir
v(c) = max J..

Por el lema 1.24, sabes que v(c) > %

Si aplicas ahora la proposicién 1.19 puedes deducir que, para A = v(c), la funcién
de Green G es positiva casi por doquier y, por tanto, £, satisface el principio del
maximo fuerte.

Por la teoria de operadores lineales positivos tienes la siguiente propiedad:

“Considera A € J. tal que £, satisface el principio del maximo fuerte.
Entonces, si A € (0,A], tienes que X € J. y Ly también satisface el
principio del mdzrimo fuerte.”
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Para probar esta propiedad voy a utilizar la proposicién 1.14. La ecuacién £4_.u = f
es equivalente a
([ — ERA)U = RAf

donde R, es la resolvente de £, que introduje en la seccién 1.5. Si restringes el
operador Ry a C(T?) entonces puedes verlo como un endomorfismo de este espacio
con radio espectral % Tomando en la proposicion referida A = Ry y pg = %,
concluyes que u es estrictamente positiva si e € (0,A) y f > 0 con sz f>0.

Tomando A = v(c) en el tdltimo razonamiento, toda la discusién anterior me ha
permitido probar que £, cumple el principio del méximo fuerte para A € (0,v(c)].

Para acabar la demostracion del teorema 1.11, he de probar las estimaciones
de v(c). La estimacién (1.11) es consecuencia directa de la exposicién previa y el
ejemplo 1.2.

Para probar (1.12) considera un numero fijo A > 0. Considera igualmente dos
funciones regulares u y f en el toro tales que

utt_uxr+>\u:f7
f es positiva y u cambia de signo. Para este fin puedes tomar las funciones del
ejemplo 1.1. Es claro que la funcién u también satisface
Lxu=g

con g = f + cuy. Ahora bien, cuando ¢ es pequeno entonces g es positiva y, por
tanto, \ & J..

Por tltimo, para probar (1.13), considera las funciones

rio(t,z) = Jo ( (e — :132)> . si(t,2) € D,
ror(t, ) = Jo (V[ + 27 — (@ = 27)7]) +
Jo <\/d[(t +27)2 — ZL‘2]> , si(t,z) € Do.

Mediante algunos célculos comprobaras que
t* — 2% < 4n®  VY(t,x) € Dy,
con igualdad sélo en el punto (¢, z) = (27,0);
(t+27m)* — (z — 2m)* < 8%, V(t,7) € Dy,
con igualdad sélo en el punto (¢,z) = (7, 7);
(t +2m)* —2® <87, V(t,x) € Dy,

con igualdad sélo en el punto (t,x) = (w,m).

-2
Fija cualquier nimero d con 0 < d < 8;—02 (recuerda que jp es el primer cero

positivo de Jy). Entonces rig y ro; son siempre estrictamente positivas, de donde,

Jo (W) > ayp >0, si(t,x)€ Dy,
o <\/d[(t o) — (z— 27r)2]) + <\/d[(t o) x2]> >

agr >0, si(t,x) € Dy.
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Ahora, si defines \. = d + %, por el lema 1.22 tienes que, para valores grandes de c,
la funcién de G, asociada a A., es positiva. Asi, v(c) > d+ % y esto te prueba que

Ji

8m2’
Para probar la desigualdad contraria es suficiente que tomes d fijo tal que d sea
mayor y suficientemente proximo a 83%. En este caso rg; cambia de signo. Por su
parte rip puede que no cambie de signo, pero esto no influye en el resultado final.
Con esto tienes que, si ¢ es grande, (G, también cambia de signo. Con esto doy por
finalizada la demostracion del teorema 1.11.

Ya solo me queda por probar el corolario 1.12. Para ello basta con que consi-
deres un argumento de aproximacién en la misma linea de la demostracién de la

proposicion 1.10.

2
liminf {v(c) — Z} >

c—+00

1.7. El método de sub-super-soluciones

Considera la ecuacién no lineal
LU = Uy — Ugp + cuy = F(t,x,u) en D'(T?). (1.43)
Supondré que la funcién F : T? x R — R satisface las condiciones de Carathéo-

dory siguientes

a) Para c.t. (t,x) € R? la funcién u € R — F(t,z,u) es continua.
b) Para todo u € R, la funcién (t,z) € R* — F(t,z,u) es medible.
¢) Para cada constante positiva R > 0 existe una funcién v € L'(T?) tal que

sup |F(t,z,u)| <7(t,z) ct. (t,z) € R
lu|<R

Diré que una funcién u, € L>(T?) es una sub-solucién de (1.43) si satisface
Lu, < F(t,z,u,) en D'(T?).

Esta desigualdad diferencial tienes que entenderla en el sentido de las distribuciones,
esto es,

/ u*£*¢§/ F(t,z,u.), Vo e D (T
T2 T2

Diré que u* € L°°(T?) es una super-solucién si es una funcién que satisface la desi-
gualdad contraria.

TEOREMA 1.25. Considera que u,, u* son sub-super-soluciones de (1.43) tales
que satisfacen
u, < ut et RZ

Ademas, considera que
F(t,z,us) — F(t,x,u1) > —v(ug — uy), (1.44)
para c.t. (t,z) € R? y todos uy, uy con

us(t, ) <up < wug < u'(t,x).
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(La constante v = v(c) fue definida en el teorema 1.11). Entonces (1.43) tiene una
solucion u € C(T?) que satisface

u, <u<u* et R

La demostracion que doy se basa en el esquema mondtono estandar que se emplea
en la mayoria de los estudios de sub-super-soluciones. Sin embargo, el que las sub-
super-soluciones sean débiles me lleva a tener que probar el siguiente resultado previo
para salvar algunas sutilezas.

LEMA 1.26. Considera que X\ € (0,v] y que u es una funcion de L'(T?) que
satisface

Lyu>0 enD'(T?).
Entonces u >0 c.t. R2.

Demostracion. Considera la distribucion
€ DT — [ ulio.
TQ
Es claro que esta distribucién es no negativa. Asi, puedes extender u a una medida.

Para dar este paso puedes consultar [[58], pdg. 22] o [[31], pdg. 151]. De esta forma,
u satisface

Lyu=pu en D' (T?)

con pu € M(T?). Aplico el corolario 1.12 y acabo la demostracion.

Demostracion del Teorema 1.25. Considera el esquema iterativo
Lotlni1 = LUpyy + Vupi = F(t,z,u,) +vu, en D'(T?).
Considera las sucesiones {u,,} y {u,} generadas por las condiciones iniciales u, = u.
y Uy = u*, respectivamente. Por la regularidad de las soluciones de la ecuacion lineal
(proposicién 1.9), tienes que u,, y , son continuas si n > 1. Ademas, la condicién
(1.44) y el lema anterior te llevan a la cadena de desigualdades
Uy = Uy <uyp <oy, <o <, - ST ST = ut
En efecto, por ser u, = u, sub-solucién de (1.43)
Louy, = F(t,z,uy) +vuy = F(t, z,u,) + vu, > Lus + vu, = Lou, = Ly,
de donde
£, (u; —ug) > 0.

Por el principio del maximo para £,, u; > u,. Considera ahora que w,_; > u, como
hipotesis de induccién. Entonces

SV(Qn—i-Z - un—&-l) = Loty o — Loy = F(t, xv@n—&-l) + VU, — F(t,z,u,) — vu,
y, por la condicion (1.44),

£V(Qn+2 - Qm—l) > 0.
Nuevamente por el principio del méximo, u,,, > u,, ;. Asi, he probado que {u,}
es no decreciente. De forma andloga puedes ver que {@,} es no creciente.
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Igualmente, no te serd complicado probar, también por induccién, que u, < u,,
Vn € N.

Por tanto, tengo que la sucesién {u, } es no decreciente y converge puntualmente
a una funcion u que satisface u, < u < u*. Basandome en el Teorema de la conver-
gencia dominada (o en el Teorema de la convergencia monétona) puedo efectuar un
paso al limite y obtengo que u es una solucion de

Lu+vu=F(t,x,u)+vu en D (T?

o, equivalentemente, de (1.43). Finalmente, la teoria de regularidad me permite
concluir que u pertenece a C'(T?). He acabado la demostracion.






Capitulo 2

El indice de las soluciones periédicas de ciertas ecuaciones
de evolucion de segundo orden

2.1. Introduccion al capitulo 2

En este capitulo voy a optar por hacer un estudio en un marco que quizas pue-
das considerar, en principio, demasiado abstracto. Sin embargo, tal abstraccién te
ayudara, segin mi punto de vista, a comprender la idea subyacente. Espero que al
final me des la razén.

Considera pues dos espacios de Hilbert H y V' de dimensién infinita con V' C H,
V denso en H. Asimismo, considera la ecuacién diferencial

i+cu+lu= f(t,u), weV, ue€H. (2.1)

En esta ecuacion ¢ > 0 es una constante fija, £ es un operador lineal autoadjunto que
se define por densidad en H y f es una funcion no lineal T-periédica con respecto
al tiempo. Ademads, impondré sobre ¢ y f condiciones que determinaré a partir del
caso de la ecuacion semilineal del telégrafo.

Puedes ver distintos métodos para estudiar el problema periddico asociado a
ecuaciones de este tipo en [52], [37], [16], [9], [57], [5], [23] y las referencias que
aparecen en estos trabajos. La idea central de este capitulo es presentarte dos enfo-
ques, que puedo considerar de los més clasicos, para estudiar el problema periédico
asociado a (2.1) y probar que son equivalentes.

El primer enfoque esté basado en el operador de Poincaré. Para definirlo empe-
zaré considerando el problema de Cauchy asociado a (2.1), el cual estd bien planteado
bajo condiciones apropiadas sobre ¢ y f. Asi, si notas por u(t; ug, vo) a la solucién
de (2.1) que satisface

u(0) =up €V, u(0)=vy€ H,
entonces tienes que el problema periédico para (2.1) se reduce al estudio de los puntos
fijos del operador de Poincaré

P (ug,v0) — (u(T;ug,vo), w(T;5ug,vp))-

Como puedes comprobar, en general este operador no es completamente continuo,
por lo que no puedo aplicar directamente la teoria de Leray-Schauder. Sin embargo,
por el caracter disipativo de la ecuacién soy capaz de asegurar que P es una a-
contraccién. Esto me permitird aplicar la teoria desarrollada por Nussbaum en [44]
para definir el grado

deg(I —P,G;V x H),
donde GG es un subconjunto abierto de V' x H.

39
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Para el segundo enfoque haré nuevamente uso de la funciones de Green. La idea
es que reescribas el problema periédico como una ecuacién integral. Para que esto
sea factible impondré hipotesis sobre £ de forma que el problema periddico

fiteut tu=pt), u(0)=u(T), @) =), pe(0,T],H),

tenga una unica solucion u = Grp. Observa que dicha solucién pertenece al espacio
de funciones

My = {u e C1([0,T], H) N C([0,T],V) / u(0) = u(T), a(0)=au(T)}.

Con esto tienes que el problema periédico no lineal es equivalente a la ecuacién de
punto fijo

U= QT./\/Tu, u < mT,
donde N7 es el operador de sustitucién asociado a f. En este enfoque, el operador
que considero, Fr = Gr N, si es completamente continuo y puedo utilizar la teoria
de Leray-Schauder para definir el grado

deg([ — fT, QT; SITIT),

donde €27 es un subconjunto abierto y acotado de M.

Supongo ahora que los conjuntos Gy €7 tienen un nicleo comin. Intuitivamente,
esto significa que una solucién periddica de (2.1) pertenece a Qr si y sélo si sus
condiciones iniciales estdn en GG. El que denominaré teorema de dualidad te afirmara
que los dos grados coinciden, es decir,

deg(I —P,G;V x H) = deg(I — Fr, Qp; Mr).

El resultado analogo para ecuaciones diferenciales ordinarias es un resultado
clasico y puedes encontrar una demostracion en el libro de Krasnoselskii y Zabreiko
[26]. La idea bésica de la demostracién en [26] es conectar los operadores Py Fr
mediante una ingeniosa cadena de homotopias. En la demostracién que te propongo,
para ecuaciones en derivadas parciales, seguiré las ideas de [26] y las adaptaré al
marco infinito-dimensional. La principal dificultad que me surgié en esta adaptacién
derivé de un hecho bien conocido: no puedo definir el grado para funciones conti-
nuas arbitrarias en el caso de dimension infinita. Veras que las sucesivas homotopias
permaneceran siempre en una clase admisible donde el grado si esta bien definido.

Junto con su interés intrinseco, los Teoremas de Dualidad son ttiles en apli-
caciones. Asi, en el capitulo 3 combinaré el teorema de dualidad con las técnicas
introducidas en el capitulo 1 para obtener mas resultados sobre la ecuacion de sine-
Gordon forzada con condiciones de contorno periédicas.

Organizo el resto del capitulo en cinco secciones. En la seccién 2.2 recuerdo
algunos hechos conocidos en teoria de grado que utilizaré en las siguientes secciones.
En la seccién 2.3 discuto la ecuacién lineal asociada a ¢ y obtengo algunos resultados
preliminares. En la seccién 2.4 estudio el problema de Cauchy para el problema (2.1)
y presento algunos resultados preliminares sobre la ecuaciéon no lineal. En la seccién
2.5 describo en términos rigurosos el operador de Poincaré y el enfoque analitico-
funcional en el estudio del problema de contorno periédico. Por ultimo, en la seccion
2.6 enuncio y demuestro el teorema de dualidad. También en esta seccién presento
una discusién sobre el valor del indice de una solucién periddica asintéticamente
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estable. Para calcular dicho indice usaré el método del operador de Poincaré y el
Teorema del punto fijo asint6tico para a-contracciones siguiendo las ideas de [43] y
[20].

2.2. Operadores de tipo a-contractivo y teoria de grado

Considera un espacio de Banach X con norma |-|. Si A es un conjunto acotado
de X, defino la medida de no compacidad de A como

v(A) :=inf{d > 0 / A puede ser recubierto por un niimero finito de
conjuntos con didmetro menor o igual que d}.

Puedes ver las propiedades de ~ en [44] y [13].

Consideraré en esta seccién que f : Q € X — X es un operador definido en el
cierre de un subconjunto acotado y abierto €2 de X. Ademas, siempre supondré que
f es continuo y que f(Q) es acotado.

Diré que el operador f es una a-contraccion si existe una constante k € (0, 1) tal
que

Y(f(A)) < ky(A)
para cada subconjunto A de Q.

Nota 2.1. Como ejemplo tipico de a-contraccion tienes f = L + C, donde L es
un operador lineal acotado con norma |L| := sup{|Lz| / || < 1} < 1y C es un
operador compacto.

NoTA 2.2. Has de tener en cuenta que 7 depende de la norma |- |y, por tanto, lo
mismo ocurre con la clase de las a-contracciones. Si cambias la norma || en X por
otra equivalente || - ||, entonces una a-contraccién para |- | puede dejar de serlo para
|| - ||. Esto me lleva a tener que trabajar en una clase méas amplia de operadores.
En concreto, usaré la introducida por Nussbaum en [44] y que denominaré clase de
operadores de tipo a-contractivo. Esta clase contiene a la formada por los operadores
que son a-contracciones con respecto a alguna norma que sea equivalente a | - |.
Para mi definicién necesito notaciéon previa. Antes de finalizar esta nota, quiero
comentarte que, aunque la idea original es la de Nussbaum, voy a seguir a partir de
ahora el desarrollo hecho por Lloyd en [33].

Considera un operador f : @ C X — X continuo y acotado. Defino los conjuntos
K, =cf(Q), K,=cf(K,.1NQ), n>1,

donde @(S) denota la envolvente cerrada y convexa del conjunto S. Es claro que
los conjuntos K, son cerrados, convexos y satisfacen la cadena de inclusiones

K DKyD..DK,D....

Defino ahora el conjunto K, = Zi'i K,. Este conjunto también es cerrado y

convexo. Diré que el operador f pertenece a la clase £C(£2) si K, es compacto.

NotA 2.3. Como puedes observar, K., depende de f y €. Cuando quiera que
esta dependencia quede reflejada de forma explicita escribiré K (f, $2).
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NoTA 2.4. Como ejemplo de operador en £C(£2) tienes los operadores F' = L+C
donde C' es compacto y L es lineal con radio espectral o(L) < 1.

Voy a repasar la prueba de este hecho: considero una norma |- |, en X equivalente
a la original y tal que L sea una contraccion métrica para ella. Si denoto por -,
la medida de compacidad asociada a esta norma, entonces (a partir de propiedades
bien conocidas de las medidas de compacidad que puedes consultar en la seccién 6.1
de [33])

7*<Kn) = 7*(@f(Kn—1 nQ)) = 7*<f(Kn—1 N Q)) <
Ve LK1 N Q) + 7 (C (K1 N Q).
Como C' es un operador compacto, v, (C(K,_1 N Q)) = 0y, por tanto,
() < (LK N 6) < 7o(L(K 1)) < [L]7e(Ko).

Por tltimo, como he elegido la norma | - |, de manera que |L|, < 1 entonces tengo
que v (K,) — 0. En consecuencia 7, (K) = 0.

Es evidente que si f € £C(f2) entonces el conjunto de sus puntos fijos Fix(f)
estd incluido en K. Siempre que f satisfaga

Fix(f) N 9Q = 0, (2.2)

puedo definir el grado
deg(l — f, €% X)
de la siguiente manera

i) si Ko = () entonces
deg(l — f,€; X) = 0;

ii) si K # () entonces

*

donde el segundo grado es el de Leray-Schauder vy f* : Q@ — X es cualquier

operador continuo satisfaciendo
ff(x)=flx)size KunQ, Q) C K.

NoTA 2.5. Observa que los puntos fijos de f han de estar en K, por la cons-
truccion hecha. Por otra parte, la extension f* siempre existe como consecuencia de
la generalizacién del Teorema de Tietze hecha por Dugundji y que estd enunciada
en [33] (més concretamente, el Teorema 4.4.5). A partir de esto, puedes ver que
f v f* tienen los mismos puntos fijos. Asi, la definicién que he dado es coherente.
Para que definitivamente esta definiciéon de grado sea correcta tengo que probar que
es independiente del operador f* escogido. Si f** es otro operador en las mismas
condiciones, basta definir la homotopia

Aff(@) + (1 =N f"(x), Ael0,1],

y aplicar la invarianza del grado de Leray-Schauder por homotopias, donde has de
observar que Af* + (1 — \)f*, YA € [0, 1], no tiene puntos fijos en 92 puesto que
K nNoQ = 0.
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A continuacién presento tres propiedades que utilizaré en este capitulo.

LEMA 2.1. (Invarianza por conjugacién) Considera los espacios de B_cmach X,
Y, un isomorfismo lineal (y continuo) ® : X — Y y un operador f € £C(2) tal que
satisface (2.2). Si defines
g:wCY =Y, g=®ofod ' w=d),
entonces g € £C (W), Fix(g) Ndw =0 y

Demostracion. Primero tienes que comprobar que g € £C(@), esto es, que
Ko(g,w) es compacto. Para ello, como un isomorfismo lineal respeta los cierres
convexos,

K\(g,w) = tog(@) = tog(2(2)) = w2(f(Q)) = (caf () = (K (f, Q).
Supongo, como hipétesis de induccién, que K, _1(g,w) = ®(K,_1(f,2)). A partir
de aqui,

Kn(g,w) = c0g(Kn_1(g,w) N©) = cog®(K,—1(f, ) NQ) =
0@ f(Kn1(f, ) NQ) = O(cof (K,-1(f, Q) NQ)) = O(K,(f,Q)).

Finalmente,

= (N Knlg,w) ﬂ K, (f,Q) ﬂ Ka(f,Q)) = ®(Kx(f,Q)),

de donde, como @ es continuo, K (g,w) es compacto. A continuacién tienes que
comprobar que

Fix(g) N ow = 0.
Razonando por reduccién al absurdo, si tal interseccién fuese no vacia entonces, al
respetar ® las fronteras,

Fix(f) N oQ # 0

contra las hipotesis del teorema. Me queda por probar la igualdad de los dos grados.
Aqui puedo suponer que K, # (), pues en caso contrario el resultado es trivialmente
cierto. Defino la extensién ¢g* de gk,

g*:@of*o@_l,
donde f* es una extension continua de f tal como la tomé en la definicién del grado

para f. Es claro que g*(z) = g(z) si © € K(g,w) y que ¢"(@) C Ky(g,w). Puedo
de esta forma definir

deg(] —g,w,Y) = deg(I - g*aw;Y)a

donde el segundo grado es el de Leray-Schauder.

Para acabar la demostracién voy a ver que los grados de Leray-Schauder para f*
y ¢* son iguales. Con este fin, uso la siguiente proposicién que es una reescritura del
Teorema 26.4 de [26].
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PROPOSICION 2.2. Considera un subconjunto abierto y acotado Gy de un espacio
de Banach Ey, un subconjunto abierto y acotado Gy de un espacio de Banach Ej,
un operador compacto D : G — Ey y un homeomorfismo V : Go C Ey — G C Fj.
Si Qy es un subconjunto abierto y acotado de E, tal que Q1 C G1, D) C Gy y
Fix(D) N oy # 0 entonces

deg(I — D,Qy; By) = deg(I — VDV, V71Q; Ey).

Sitomo D = f*,V = &1 y Q; = Q tengo la igualdad deseada. Fin de la prueba
del lema.

LEMA 2.3. (Reduccién de la dimensién) Considera un subespacio cerrado Xy de
X y un operador f € £C(Q) satisfaciendo (2.2). Ademds considera que f(2) C X
y define
foiﬁﬂXo—)Xm .Z'i—>f($)
Entonces fy € £O(02N Xp) y
deg(l — f,0; X) = deg(I — fo, 21 Xo; Xo).

NoTA 2.6. Como en el lema anterior, cuando f es compacto este es un resultado
clasico (como siempre, “deg” se refiere al grado de Leray-Schauder en tal situacion).
El caso de a-contracciones lo puedes ver enunciado en [[13], pag. 74].

Demostracion. Primero tienes que probar que fy € £C(2 N X,). Para ello,
K) =%0fo(2N Xo) =cof(2N Xo) Ccof() = Ky C Xo.

Ahora, si supones como hipétesis de induccién que K° C K,, C X, tienes que

K, =cofo(K,NQNXy) =cof(KyNQNXy) Ccof(K,NQ) = K,y

n

Por otra parte,
Ky, =cof(K;NQ) Ceof(QN Xo) =cofo(2N Xo) = K.

Razonando de nuevo por induccién tendrés que K,.; C K°, n > 1. Por tanto, ya
puedes deducir de forma inmediata que K., = K2 (donde la notacién que estoy
empleando es obvia). Asi has probado que fj estéd en la clase adecuada. Por 1ltimo,
para comprobar la igualdad de grados basta que consideres f§ = f* y utilices la
propiedad de reduccion de la dimensién para el grado de Leray-Schauder segtun lo
visto en la nota 2.6. Asi terminas la demostracion.

La invarianza del grado con respecto a las homotopias en la clase £C(€2) es
bastante delicada (puedes ver el Teorema 2 de la seccién D en [44]). A continuacién
incluyo un resultado mas simple que sera suficiente para mis propositos.

LEMA 2.4. Considera dos operadores fi, fo € £C(S2) tales que puedes descom-
ponerlos de la forma
fz:Ll_l_Cu i:1727
donde L; es un operador lineal acotado y C; es compacto. Ademds, considera que se
satisfacen las condiciones
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Fix(Afi + (1 =A)f2) N2 =0 (2.4)
para cada A € [0,1]. Entonces
deg(I — f1,; X) = deg({ — fo, % X).

Demostracion. Por la propiedad (2.3) tienes que para cada A € [0, 1] puedes
encontrar una norma ||, en X (equivalente a la norma |-|) y una constante K € [0, 1)
tal que

’()\Ll—i-(l—)\)LQ)(iE)‘,\SK/\‘I"/\, r e X.
Ahora, por un argumento de compacidad puedes tomar una particiéon del intervalo
[0,1,0=X1 < A2 <...< )\, =1, y una constante K € [0,1) tal que si A € [\;, \ix1]
entonces

ALy + (1 = N Lo)(x)|a, < Klx|y,, z€X.

La propiedad de invarianza por homotopias para la clase de a-contracciones con
respecto a una norma fija es bien conocida. Asi,

deg(I — fr,, 1 X) =deg(I — fo,,,, % X), i=1,...,n—-1 (2.5)

donde fy = Afi + (1 — \) f2. Uniendo todas las igualdades de (2.5) acabo la demos-
tracion.

NOTA 2.7. Si consideras un operador lineal acotado L con (L) < 1y un operador
compacto C, el grado de I — f con f = L+C' también se puede definir usando técnicas
alternativas. Por ejemplo, puedes transformar la ecuacién de punto fijo x = f(z) en
la ecuacién z = f.(x) con f. = (I — L)™' o C' y observar que f, es compacto. En
esta memoria necesito variar L pero, cuando L es fijo, esta idea estd relacionada con
el grado de coincidencia de Mawhin [17].

2.3. La ecuacién lineal

En esta seccién usaré el marco general establecido en [56]. Asi pues, voy a
recordarte una de serie de conceptos y resultados que seran ttiles en lo que sigue.
Empiezo considerando dos espacios de Hilbert, H y V', separables y tales que

VCcH

con inclusién compacta. Ademds, supongo que V es denso en H (con respecto
a la norma de la H-topologia). Notaré a la norma y el producto escalar en H
simplemente por |- |y (+,-). En el caso de V seré mds explicito y escribiré | - |y y
(-, -)v respectivamente.

Ademas, consideraré una forma bilineal

a:VxV->R,

continua, simétrica y coerciva. Como es usual, le asocio a esta forma bilineal un
operador lineal autoadjunto no acotado

¢:dom({) C H— H
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con dom(¢) denso en H. En estas condiciones, sé que el inverso de ¢ existe y es
un operador compacto de H en H. Esto me permite aplicar la teoria espectral de
operadores autoadjuntos compactos a £~! y construir las potencias fraccionarias £° de
una manera simple. Si quieres mas informacién sobre las potencias puedes consultar
[56]. Por tltimo, destaco la identidad dom(¢'/?) = V.

Considera ahora el problema de valores iniciales
i+ cu+lu=p(t), te(0,7),
u(0) = up, u(0) = vy,

donde wy € V, vy € Hy p € C([0,T],H) son fijos. Por una solucién de este
problema entenderé una funcién v € 9 := C([0,T],V) N C*([0,T], H) que satisfaga
las condiciones iniciales y que para cada w € V verifique la siguiente ecuacion

2

(), w) + e (ult), w) + (2u(t), 0w) = (p(0) w),

donde esta ltima expresion tienes que entenderla en el sentido de las distribuciones.

Has de saber que es un hecho bien conocido que (2.6) tiene una tnica solucién.
Concretamente, como puedes ver en [[56], pdg. 180 (expresion (1.20))], se satisface
el siguiente resultado: existe €y > 0 (dependiente solamente de ¢, a, V' y H) tal que
si 0 < € < gg entonces

[u(®)l + a(t) +eu®)? < {Juol} + v + cuo }e 5+

(2.6)

2 —£t\ [ |2 (2.7)
Z(l—e2 )|p‘C([0,T],H)7 t€[0,7].
Puedes observar que, para valores pequenos de ¢, la formula
|(ug, vo)|? := |uolt + |vo + eug|?, (uo,v0) €V x H, (2.8)

define una norma que es equivalente a cualquiera de las normas producto en V' x H
que son estandares. Con esta norma puedes reescribir la estimacién previa (2.7) de
la forma

_£ 2 _£
[(u(®), 02 < [(uo,vo) 262" + S (1= e ) pleommy: tE0T] (29)

Para finalizar este recordatorio, he de senalarte que el espacio funcional 991 =
C([0,T],V) N CY([0,T], H) esta naturalmente dotado con la norma

= t ()| L.
[l tgﬁ%ﬂﬂ( v + [a(t)]}

Sin embargo, algunas veces serd més interesante que use la norma equivalente

ke 2= mas [(u(®). (D).

para ¢ suficientemente pequeno.
En este marco funcional defino dos operadores lineales asociados a (2.6). A saber,

H:VxH—=M (up,vg) — u,
donde u* es la solucién de (2.6) parap =0, y
V:C(0, T),H) =M, pr—u™,
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donde u** es la solucién de (2.6) para ug = 0, vy = 0.

NoTA 2.8. Observa que puedes descomponer la solucién de (2.6) como
u=u"+u" = H(ug,vo) + Vp (2.10)

para (ug,vo) y p arbitrarios. Igualmente, la desigualdad (2.7) implica que ambos
operadores H y V son continuos. Como supongo habras adivinado, en este punto es
conveniente emplear la norma || + ||

En el resto de esta seccion analizaré el problema periddico
{ i+ cu+lu=p(t), te(0,T),
u(0) =u(T), u(0)=u(T).
Para tal fin defino la familia de operadores lineales
M-V X H u— (u(r),u(r)); 7€[0,T],
y el subespacio de 9t dado por
My = {u € M: {u = Erul.

Las soluciones de (2.11) son justamente las funciones de 97 que resuelven la ecuacién
diferencial en el sentido que te indiqué anteriormente.

(2.11)

LEMA 2.5. Considera p € C([0,T], H) fija. Entonces existe una inica solucion
del problema (2.11). Ademds, el operador lineal

Gr:peC(0,T],H) — u e Mrp
es continuo.

Demostracion. Si tomas una condicién inicial arbitraria (ug,vg) € V x H, la
solucién de (2.6) estd dada por (2.10). A partir de las identidades

oo H=1ywg, & oV =0, (2.12)
es claro que u serd periédica (esto es, {ou = {ru) si, y sélo si,
(ug,vo) = ErH(ug, vo) + ErVp. (2.13)
Por otra parte, a partir de la desigualdad (2.7) tienes que
&7 H (o, vo) | < €717 |(ug, vo)).. (2.14)

Por tanto, el operador {roH es una contraccién continua con respecto a la norma |-|..
Asf la ecuacién de punto fijo (2.13) es resoluble de forma tnica y, en consecuencia,
(2.11) tiene una tnica solucién. Por tltimo, para probar la continuidad de Gr es
suficiente que veas que tal operador, a partir de (2.10) y (2.13), puede ser expresado
de la forma

QT:HO(I—&OH)_IO&OV—FV. (215)
Asi termino esta demostracion.
Concluyo esta seccién presentandote un problema concreto para el que puedes

aplicar el marco abstracto visto. Ademas, puedes considerar que este ejemplo es un
primer acercamiento al capitulo 3.
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EJEMPLO 2.6. Defino los espacios
T=R/27Z, T'=Tx.".xT, n>1, H=IL*T"), V=HY(T"
y la forma bilineal
a(u,v) = Vu - Vo + Auv,
donde X > 0 es fijo. El operador asocigzlo { esta dado por
¢:dom({) C H— H, (u=—Au+\u

donde dom(¢) = H*(T™).
Con estas hip6tesis, puedes ver que la ecuacién del problema (2.6) se transforma
en la ecuacién del telégrafo

u + cup — Au+ du=p(t,z), te€(0,7), zeR"
con condiciones de contorno periédicas
w(t,xy, .oy 2w, ) =u(t, Ty, Ty T), 1< < n.
La funcién p pertenece a C([0,T], L*(T™)) y, por el lema 2.5, sabes que esta ecuacién
del telégrafo tiene una tunica solucién T-periddica.
2.4. La ecuacién no lineal
En esta seccion voy a estudiar la ecuacion diferencial
U+cu+lu= f(t,u), te(0,7), (2.16)
donde ¢ es el mismo operador que defini en la seccién 2.3 y
f:00,T] xV — H, (t,u)+— f(t,u)
satisface las siguientes condiciones:
(f-1) Para cada r > 0 existe v, > 0 tal que

|f(t,ur) — f(t, u2)| < vplur — usly
site0,T]y |uly, |usly <.
(f-2) Para cada r > 0 existe un médulo de continuidad w, > 0 tal que
|f(t1,ur) — f(te, u2)| < wp(|tn —to] + |ur — ugl)
sity, ta € [0,y |uily, |usly <.

(Por un médulo de continuidad entenderé una funcién w : [0, +00) — [0, +00)
que es creciente, continua y tal que w(0) = 0).

NoTA 2.9. A primera vista puedes pensar que, cuando f no depende de t, el
moédulo de continuidad w de (f-2) es lineal. Esta idea puede que te sea sugerida por
la condicién (f-1). Sin embargo este no es el caso puesto que la norma de u; — uy en
(f-2) estd referida ahora al espacio H.

Antes de discutir las consecuencias de estas hipétesis las voy a analizar en un
caso concreto.
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EJEMPLO 2.7. Sigo con la notacién del ejemplo 2.6 y considero ahora la ecuacién
del telégrafo semilineal

U + cup — Agu+ Au = F(t, z,u)
w(t, oy, 21, ) =u(t, Ty, Ty Ty), 1<i<n
donde F' : [0,7] x T" x R — R es una funcién continua. Supongo también que

‘Z—Z(zﬁ,x, u) existe y es continua. Bajo ciertas condiciones adicionales, puedes inter-
pretar esta ecuacién como un caso particular de (2.16) con
ft,u) = F(t,-u(), tel0,T], weH(T").
Cuando n = 1 tienes que el espacio H'(T) est4 incluido en C(T) y, por tanto, f estd
siempre bien definida y las condiciones (f-1), (f-2) se satisfacen. En el caso n > 2
debes imponer condiciones adicionales sobre F. Asi, en el caso n > 3, considera que
OF
e
donde k£ > 0 es una constante, w es un médulo de continuidad y o € (1, -%5).
Para chequear que f estd bien definida recuerda la inmersién de Sobolev H!(T") C
L™ (T™) con n* = % En tal situacién, observa que f es Holder-continua en u, esto
es, para cada r > 0 existe ', > 0 tal que

|f(t,w) — [t u)] < Tofug — ug|®

tor,u)| < k(14 |u))7,  |F(t,2,u) — Fty, z,u)| < (14 |ul)7w(|t; — ta)

site0,T], |ur]v, |uzly <r. Aqui @« =1 — 3 con § = 27(1‘1:?. Puedes probar esta
propiedad a partir de la desigualdad de Holder con r = %, 5§ = é, % + % =1. En

efecto,

|f(t,w) — f(t,us)” < kQ/ (1 + || + Jua)) Dy — uo|*Juy — ug*™ <

n

B «
2(c—1)
. [/ (14 fur] + )™ |u1—u2|2] [ |u1—u2|2] .
Tn Tn

A partir de esta desigualdad ya puedes comprobar facilmente la condicién (f-1). Para
la comprobacién de la condicién (f-2) sélo has de utilizar las inmersiones de Sobolev.

Para acabar con este ejemplo, observa que en el caso n = 2 las condiciones sobre
F son las mismas tomando o € (1, +00) pues H*(T?) C LF(T?), Vp < cc.

Vuelvo al marco general. Diré que una funcién v € C(I,V) N CY(I, H) es una
solucién de (2.16) si satisface, en el sentido que di en la seccion 2.3, la ecuacién lineal

i+cu+lu=npt), tel,
con p(t) = f(t,u(t)) e I algin subintervalo de [0, 7.
NotTA 2.10. Para determinar la existencia y unicidad de solucién local puedes

utilizar un argumento de punto fijo estandar tal y como expongo a continuacién.
Para comenzar, considera el problema

{'d—l—cu—i-fu:p(t), tel,

u(ty) = ug, u(ty) = vo, (2.17)
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donde las condiciones iniciales son fijas y el intervalo es I = [to—h, to+h]N[0,T] con
h > 0 un parametro a determinar. Ademés, toma el espacio X = C(I,V)NCY (I, H).

Observa que (2.17) es una ligera variante de (2.6). Asi para (2.17) tienes defi-
nidos, de la misma manera que se hizo para (2.6), los operadores H y V. Para no
complicar la lectura, propongo seguir notandolos igual. También sufre una pequena
modificacion la estimacién (2.9), en concreto,

e 2 e
w(t), o(®)E < (o, w) P50 4 G0 = oy, T (218)

Si v € X entonces, a partir de (f-2) (o la continuidad de f si lo prefieres),
Nv = f(-,v()) € C(I,H) y, por las definiciones dadas, VN'v + ¢ € X, siendo ¢(t)
la solucién de (2.17) con p = 0 (esto es, H(ug, vp)). Define el operador

T:X—>X, T=VN+o.

A partir de (2.18) y para h pequeno puedes comprobar que V : C(I, H) — X tiene
una norma pequena. Para ello ten en cuenta que si haces ug = vy = 0 en (2.18)
entonces
2 _ 2 —E(t—t0)\ | (2 2 —Zhy||2
[(ult), v®))l2 < (1 == Nplogm < (0= e )plogm, tel
Al ser ¢ fijo tienes la pequenez de |V| para h adecuado.
Toma dos nimeros r y R tales que 0 < 7 < Ry r > |up|lv + |vg]. Define el

conjunto
Er={ue X /|ult)|y+|ut) <R, tel}.

Si pruebas que T'(Er) C Er de manera contractiva, entonces, por ser £ completo, T
tendra un punto fijo en Eg.
Por la dependencia continua para ecuaciones lineales tienes que, si h es pequeno,

) R—r
[wolv + Jvo| <7 = le()ly + o) <7+ ——, tel (2.19)

Por otra parte,
[VNulx < V| [INOlewm) + Nu—NO|eqm)] < IV [INOlew.m) + vrlulx]

donde tienes que utilizar (f-1) para la ultima estimacién. Por ultimo, si |V es
pequeno, es claro que

R —
[VNulx < (2.20)

Combinando (2.19) y (2.20), ya tienes que Eg es invariante por 7'. Falta la contrac-
tividad de T'. Para ello,

|Tuy — Tug|x = |[VNuy — VNus|x < |V||INu — Nugle,my < |VIvelur — uolx,

donde has de utilizar una vez més (f-1). De nuevo, la posibilidad de tomar |V|
pequeno te permite considerar

[VIve < 1.
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Como consecuencia de la demostracién que has visto en esta ltima nota, destaco
la siguiente propiedad por ser un hecho que utilizaré varias veces en lo que sigue.

PROPIEDAD L. Considera dos niumeros r y R tales que 0 < r < R. FEntonces
existe § > 0 tal que, si u(t) es una solucion de (2.16) con
[i(to)| + |ulto)lv <,
para algin ty, te es posible extender u(t) al intervalo [ty — 6,19+ 8] N[0, T]. Ademds,
en este intervalo se satisface

a(t)] + [u(t)]v < R.

A continuaciéon voy a obtener un resultado de dependencia continua con res-
pecto a topologias débiles que requiere (f-2). Tal resultado estd en la linea de la
Proposicién 5.1 de [1]. Primero introduciré alguna notacién. Dados 7 € (0,7] y
u e CY([0,7], H) N C([0,7],V) defino la norma

lull- = max{[a(t)] + |u(t)lv / ¢ € [0,7]}.
Observa que || - || coincide con || - ||on.

Por otra parte, puedes descomponer toda solucién u(t) de (2.16) de la forma

u = uf +u* donde u* satisface
i+ cif + uf =0, uf(0) =u(0), @(0)=u(0).
Paso ya a mostrarte el resultado prometido.

PROPOSICION 2.8. Considera las soluciones ui, Us, ... Uy, ... ,Us de (2.16) que
estan definidas en [0, 7], 7 < T. Si supones que

sup [|u |- < +oo
n
Y
Ugy — Ugse débilmente en V, wg, — vgse débilmente en H,
donde u,(0) = ugyn, U, (0) = vo,, n=1,2,... ,400, entonces

moax [n(t) = oo ()] = 0y JJuff —ul]l; =0 (n— +o0).
te|0, T

NotA 2.11. Como es previsible, el resultado anterior también es cierto cuando
hagas uso de la convergencia fuerte. Es decir, si estds en las condiciones de la
proposicion y supones que

Ugn — Upeo Tuerte en V,  vg, — g fuerte en H,
entonces

lun = voolls = 0 (= +00).

NoTA 2.12. En la demostraciéon haré uso del Teorema de Ascoli-Arzela. Incluyo
aqui la siguiente versién que puedes ver demostrada en [55].

TEOREMA 2.9. Considera un espacio topologico separable X y un espacio métrico
completo Y. Entonces, si F' es un subconjunto no vacio de C(X,Y) tal que

i) es equicontinuo,
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ii) para cada x € X el conjunto {f(x) / f € F} es relativamente compacto en'Y’,

tienes que toda sucesion {f,} C F admite una parcial convergente puntualmente
en X a una funcion f € C(X,Y). Ademds, esta convergencia es uniforme sobre
subconjuntos compactos de X .

Demostracion de la proposicion 2.8. Primero observa que la sucesion {u,} es
relativamente compacta en C([0, 7], H). Esto lo puedes deducir facilmente compro-
bando las hipdtesis del Teorema 2.9 (tal como puedes ver hecho en la Proposicién
5.1 de [1]). En efecto, por la hipétesis hecha sobre la norma || - ||, tienes que

i) |u,(t)| estd acotada independientemente de n y t; a partir de esto,
Up(t) — up(s)| < |t — s| max |u, <T|t—s|,
n(8) = n(3)] < [t = 5| mas [ (©)] < Tt — o
con I' independiente de t, s y n;
ii) |u, ()| estd acotada; esto, junto con el hecho de estar incluido V' de forma
compacta en H, te da la segunda condicién.
Ahora es suficiente que pruebe la proposicion para subsucesiones {uy} que sean
convergentes en C([0, 7], H). Notaré por u € C([0, 7], H) al limite correspondiente.
Defino pi(t) = f(t,ux(t)). Por (f-2) sé que {px} es una sucesién de Cauchy en
C([0,7],H). Llamo ¢(t) al limite. Si adapto las notaciones de la seccién 2.3 al
intervalo [0, 7] entonces la descomposicién uy = ui + u?f puedo expresarla como

UE: = H(“Okavmc)a ui;ﬁ = Vpk

Puesto que las ecuaciones lineales se comportan bien respecto a las topologias débiles,
sé que, para cada t € [0, 7],

ul (t) — uf_(t) débilmente en V, @l (t) — @t (t) débilmente en H.

De esta forma, por la continuidad de V, tengo que u = uf_+Vq estd en C1([0, T], H)N
C([0,T],V) y lut* — u*|], — 0. Si pruebo que u y us coinciden entonces habré
acabado. Esto se seguird por unicidad porque u también es solucién de (2.16). En
efecto, de (f-2),

[f(tu () = f (& u@)] < we(lue(t) —u(®)]), € [0,7],
para algun r > 0. Por tanto ¢(t) = f(¢,u(t)) y as{ u es una solucién de (2.16). Fin

de la demostracion.

Si considero las condiciones iniciales (ug,v9) en V' x H, denoto a la solucién
de (2.16) que satisface u(0) = wug, u(0) = vy por u(t;ug, vy). Esta solucién estard
definida en un cierto intervalo maximal. Defino

D = {(ug,v0) € V x H / u(t; ug,vo) estd definida en [0,7T]}.

NotA 2.13. Por la propiedad L y la dependencia continua sé que ® es abierto.
En efecto, tomo (ug,v9) € © y supongo que la sucesién {(uon,vo,)} converge a
(ug, vg). Si pruebo que (ugn, vo,) € D, a partir de ngy suficientemente grande, habré
acabado. Sean pues 7 y R (con r < R) tales que

lu(t)y + [u(t)] <r, Vtel0,T],
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donde u(t) = u(t; ug, vy). Voy a ver que
AN /n> N = wu,(t) estd definida en [0,T] y |u,(t)|v +]|u.(t)] < 2R, Vt € [0,T].
Si no fuera asi, encontraria T,, < T tal que
[un (@)l + [ (t)| < 2R, VEE[0,T0);  |ualTh)|v + [in(Tn)| = 2R.
Puedo suponer que T;,, — T™*. Por la propiedad L existe 6 > 0 tal que, para n grande,
T, > 6. Sie € (0,6), por dependencia continua, las funciones wu,, convergen a u en
C([0,T* — €], V)N CY[0,T* — €], H). Asi, si n es grande, llego a que
un (T = &)y + [ (T" —€)| <,
de donde
[un (To) v + [in(To)| < R
y tengo una contradiccion.

Puedo definir ahora el operador solucion para el problema de valores iniciales
asociado a (2.16),

YO CVXH—-M 3(ug,ve) = u(-;ug,vo).

A partir de la proposicion 2.8 y de la dependencia continua respecto de las topologias
fuertes (nota 2.11), tienes de forma clara que X es continuo. Sin embargo, y esto
es quizas sorprendente, este operador no es necesariamente acotado. Esto significa
que Y puede llevar un subconjunto cerrado y acotado de ® en un subconjunto no
acotado de 1. En el siguiente ejemplo veras una muestra de este hecho.

EJjemprLO 2.10. Empieza considerando el problema unidimensional

2
. . cC . .
Ercé+Se=008, &0)=1, £0)=0. (2.21)
Para este problema puedes probar la existencia de un nimero \* > 0 tal que
a) la solucién de (2.21) esta bien definida en [0,7] si A € C([0,T]) satisface
0< A1) <)\, telo,T],
con desigualdad estricta A\(f) < A* en alguna parte;
b) la solucién de (2.21) para \(t) = \* explota en t = T.
Como ayuda te diré que es conveniente utilizar el cambio de variables ¢ = e~2%. Con
ello llegas a un sistema con incognitas n y 1) que satisface las condiciones de Kamke
y, por consiguiente, al que le puedes aplicar la teoria de desigualdades diferenciales.
Como referencia sobre las condiciones de Kamke y las desigualdades diferenciales

puedes ver [[18], seccion 4.6].
A continuacién considera los espacios H = L*(T), V = H(T) y el operador

2
c
lu = —Ugpy + —u.
U Uzy + 1 U
Si descompones cada funcion v € H de la forma u =u+uwconuw € Ry fT =0,

entonces tienes inducidas las descomposmlones V R @ V, H=R& H. Define
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donde € > 0 es un valor que més tarde tendras que fijar. En esta situacién, las
condiciones (f-1) y (f-2) se cumplen. Puesto que f toma valores sobre las funciones
constantes, puedes descomponer las soluciones de (2.16), que estédn definidas hasta
T, de la forma u = € + w donde w € C*([0,T], H) N C([0,T], V) satisface

G+ e+ lw=0 (2.22)
y £ :[0,7] — R es una solucién de
.. . 2
Eveb+SE=2(1- g/ W2t x) do)ed. (2.23)
T

Toma el conjunto
C = {(Uo,’Uo) eV x H/ /(ulo)z = 17 Uy = 1, Vg = O}
T

A partir de [ (up)® = 1y Uy = 1 tienes que |ug|y estd acotado, mientras que vy
estd obviamente acotado también. Asi, C' es acotado. Por otro lado, considera una
sucesion {(uon, von)} C C convergente a (ug, vo). Es claro que vg, = vy = 0; ademas,
como los funcionales

uGVH/(u’)Q, U T,
T

son continuos, tienes que

/T(u’mo2 — /T(ug)2 =1, (Tpn) — Tp = 1.

Por tanto, C' es cerrado. Finalmente, si w es una solucién de (2.22) que empieza en
C, existirda K > 0 tal que

/ wt,z)*de < K, Vte[0,T).
T2

La existencia de este K lo puedes deducir de (2.7). Como K es independiente de
w (observa que s6lo depende de C') puedes elegir ¢ suficientemente pequeno tal que
eK < 1y, por consiguiente, se satisfara que 8fT2 w? < 1. Como w no es idénticamente
cero entonces, a partir de (2.23) y las propiedades de A\*, sabes que, si w tiene una
condicién inicial en C, C' C ©. Considera ahora (ug,,0) € C con

sin nx

sin nx

Entonces wy(t, ) = e 2'(cosnt + £ sinnt) W=y, por tanto, [rwi(t,z)dz — 0,

Uon(x) =1+

cuando n — 400, uniformemente en ¢. Por dependencia continua deduces que &, (t)
converge a la solucién de (2.21) para A = A*. Se concluye que la sucesién &, no
puede estar acotada. Asi tienes probado que ¥(C') no estd acotado.

Como habras observado, en este ejemplo el conjunto C' no es cerrado con respecto
a la topologia débil. En el siguiente resultado te muestro que este hecho es crucial
para mis propoésitos.
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PROPOSICION 2.11. Considera un conjunto C' acotado en VX H tal que es cerrado
con respecto a la topologia débil y, ademds, C C ®. Entonces %(C') estd acotado en

m.
Demostracién. Para cada 7 € (0, 7] defino

(1) = sup{flu(-;uo, vo)ll5  (uo,v0) € C}.

Por la propiedad L tengo que v(7) es finita para 7 pequenio. A continuacién quiero
probar que (7)) también es finita. Para ello emplearé un argumento de reduccién
al absurdo. Supondré que v(7") = +00. Defino

T* =sup{r € (0,T]; ~(7) < 4+o0}.

De nuevo por la propiedad L, tengo que v(T*) = 400 y puedo encontrar una sucesiéon
(ton, von) en C' tal que

lwn||l7+ — 400 donde w,, = u(-;ugn, von)- (2.24)

Como C' es débilmente cerrado y acotado, puedo suponer que la sucesion (ugy,, Vo)
converge (en sentido débil) a un punto (U, vos0) €n C. Ademads, la hipdtesis C C D
me permite definir uy(t) = u(t; Ugoo, Voso) €n todo el intervalo [0,7]. Puesto que,
por la definicién de T*, sé que para cada 7 < T* las normas [|u,||, estan acotadas, a
partir de la proposicion 2.8, puedo deducir que |u,(t) — s (t)| — 0 uniformemente en
t€[0,7] v [lu¥* —uf ||, — 0. Por la continuidad del operador H, sé que ||uf,||on estd
acotada por una constante c. Sea ¢ la constante que resulta de la propiedad L para
r=c+2||u¥|lgn y R = 2r. Sidefino ty = T* —§ y supongo que n es suficientemente
grande entonces

[t (t0)] + [un (o) lv < [, (to)| + [, (to) v + |5 (t0) ] + [uff (to) [y <
e+ 2||uf ||on = .
La propiedad L me implica que
[ (t)| + |un(t)|y <R site (T"—46,T7.

Asi llego a la estimacion

r <max{y(T" —¢), R}

[l

que no es compatible con (2.24). Fin de la demostracion.

2.5. Dos definiciones de indice

En el resto de este capitulo siempre supondré que ¢ esta en las condiciones de
la seccién 2.3 y f satisface (f-1) y (£-2). Ademds, como adivinards, mi interés se
centrard las soluciones periddicas de la ecuacién (2.16), es decir, las soluciones que
estan en M7 o, equivalentemente, las que satisfacen las condiciones de contorno

uw(0) = w(T), @(0) = w(T). (2.25)
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2.5.1. El operador de Poincaré. Defino el operador de Poincaré por
P:DCVxH—=VxH, Puyvy) = (u(T;up,vo),u(T;uq,vo))
0, equivalentemente,
P=E&roX (2.26)

NoTA 2.14. Observa que los puntos fijos de P son justamente las condiciones
iniciales de las soluciones periddicas de (2.16).

NotA 2.15. Por la seccién previa, sabes que > es un operador continuo pero no
necesariamente acotado. Por tanto, P tiene las mismas propiedades. Paso a tratar
este problema. Considera un subconjunto GG abierto y acotado de V' x H y denota por
cly(G) ala clausura de G con respecto a la topologia débil. Si ¢l,,(G) C D puedes

aplicar la proposicién 2.11 con C = ¢l,,(G) para concluir que P(G) esta acotado.

NoTa 2.16. Recuerda que la clausura fuerte G est4 siempre incluida en cl,, (G)
y la identidad G' = ¢l,,(G) se verifica al menos cuando G es convexo.

PROPOSICION 2.12. Considera un subconjunto abierto y acotado G C 'V x H tal
que

cly(G) CD.

Entonces el operador P estd en la clase £C(G).

Demostracion. Por la nota 2.15, sabes que (&) es un subconjunto acotado de
M. Observa que, volviendo a las notaciones de la seccion 2.3, u(t; ug, vg) es solucién
del problema lineal (2.6) con p = N'X(ug,v9) y donde N es el operador sustitucién

N M- C(0,T),H), ur— f(-,u(-)).
De (2.10) deduces sin problemas la identidad
YX=H+VoNokX. (2.27)

A partir de ahora me referiré a esta identidad como la ecuacién abstracta de Volterra.
Combinando (2.26) y (2.27), puedes reescribir P como

P=E&oH+E&oVoNol.

Recordaras que en la demostracion del lema 2.5 vi que &7 o H es una contraccién
lineal con respecto a alguna norma | - |.. Asi, para completar esta demostracién es
suficiente, teniendo en cuenta la nota 2.4, que pruebes que V o N o X es compacto
sobre G. Pero esto es una consecuencia del siguiente lema.

LEMA 2.13. El operador N es completamente continuo.

Demostracién. Por (f-1) y (£-2) sabes que AN es continuo y lleva conjuntos aco-
tados en conjuntos acotados. Considera un subconjunto acotado B C 9. Tienes
que probar que N (B) es relativamente compacto en C([0,7], H). Para ello puedes
utilizar de nuevo el Teorema de Ascoli-Arzela y, por tanto, basta que verifiques las
dos condiciones siguientes,

(i) N(B) es equicontinuo;

(ii) {f(t,u(t)) / u € B} es relativamente compacto en H para cada t € [0, 7.
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Toma r > 0 tal que max;epr |u(t)|y < r para cada v € B. Para probar (i), observa
que si tq,t9 € [0, 7] entonces

[u(t) —ulte)| < dlty — b2, uweB,
con d = max{|u(t)| /t € [0,T],u € B}. Por (f-2) tienes que
Nu(ty) = Nu(tz)| < we((1+d)[ty = t2]),

esto es, la equicontinuidad de N.
Para probar (ii) considera la bola cerrada de radio r en V,

B.={ueV /|uly <r},

vista como un espacio métrico inmerso en H (con la topologia inducida por | -|).
Mediante un argumento de compacidad débil puedo ver que B, es compacta. Te
detallo el razonamiento a continuaciéon. En primer lugar, por estar B, acotada en V'
y ser la inclusion de V' en H compacta, sé que B, es relativamente compacta en H.
Si pruebo que B, es cerrada en H he acabado. Considero una sucesién {u,} C B,
tal que converja a uw € H con |u, —u| — 0. Como {u,} es acotada en V' tengo una
parcial {uy} que converge, de manera fuerte en H y débil en el propio V', a un vector
u* € V. Pero el limite en H es uUnico y puedo asegurar que uv* = u. Finalmente,
como

{up} —uwenV y |uly <liminf |ug| <7,

sé que u € B,. Asi B, es compacta en H.

Por otra parte, por la condicién (f-2) tienes que f : [0,7] x B, — H es continua.
Asi f(t, B,) es compacta y tienes (ii). Con esto acabas la demostracion del lema vy,
por tanto, la de la proposicion.

Ya estoy en posicién de asociarle un grado a I — P. Para ello considera un
subconjunto abierto y acotado G C V' x H tal que

cly(G) C D y Fix(P) N oG = 0. (2.28)
Entonces puedo definir el grado
deg(I —P,G;V x H).

A partir de esta definicién, voy a asociarle un indice a una solucién peridédica de
(2.16). En efecto, si u € My es una solucién de este tipo, diré que es aislada si
existe un entorno N C V' x H de (u(0),%(0)) tal que

Fix(P) NN = {(u(0),4(0))}.
Defino el indice de w como
vp(u) :=deg(l —P,N;V x H).

Observa que siempre puedes elegir N suficientemente pequeno tal que ¢l,(N) C D.
Esto es asi pues D es abierto y las bolas cerradas son débilmente cerradas. Ademas,
por las propiedades de grado, sabes que esta definicién es independiente de la eleccién
de N.
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2.5.2. El método del operador de Green. Comienzo definiendo el operador
Fr: My — My, Fr=GroNr,

donde por N7 indico la restricciéon de N a M.

Por la definicién de G (lema 2.5), es claro que los puntos fijos de Fr son pre-
cisamente las soluciones de (2.16) que estdn en My. Ademds, por los lemas 2.5
(continuidad de Gr) y 2.13 (completa continuidad de N'), tienes que Fr es comple-
tamente continuo. Esto me permite definir el grado

deg([ — fT, QT; DJTT)
cuando 7 es un subconjunto abierto y acotado de My tal que
80 N Fix(Fr) = 0. (2.29)

NoTA 2.17. Observa que una solucion v € My es aislada, en el sentido que antes
te defini, si y solo si existe un pequeno entorno wy C My de u tal que

Fix(Fr) Nwr = {u}.

Esto es una simple consecuencia de la continuidad de ¥. En efecto, ¥ liga homeo-
morficamente las condiciones iniciales para (2.16) con las soluciones del problema de
valores iniciales que surge.

Esta observacion me permite definir un segundo indice para las soluciones pe-
riédicas aisladas de (2.16) por

vr(u) = deg(I — Fr,wr; Mr).

En principio esta definicion depende de la forma en que escriba la ecuacién. Por
ejemplo, considera A € R tal que la forma cuadritica a(u,u) + Au|* sea coerciva.
Entonces puedes reescribir (2.16) de la forma

ii—FCl'L—FE)\U = f,\(t,u), (230)

donde 0y = 0+ A y fi(t,u) = f(t,u) + Au. El operador £, y la funcién f) satisfacen
todos los requerimientos previos y por tanto puedes definir el indice en términos de
(2.30). Sin embargo, (2.30) define, de forma clara, una homotopia ya en Q7 ya en
wr. Por tanto, las definiciones de grado e indice son independientes de .

NoTA 2.18. Algunas veces el indice estd definido en términos de (2.30) para un
valor de A que estd en la resolvente de “—¢” pero tal que “a(-,-) + A| - |7 no es
coerciva. En estos casos el indice puede tener un cambio de signo. Un ejemplo de

esta situacion lo tienes en [45].

2.6. El teorema de dualidad

Considera dos conjuntos abiertos y acotados G C V x H y Qp C M. Ademas,
supén que la clausura débil de G, ¢l,,(G) estd dentro de ® (esto es, el dominio de P).
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Siguiendo [26], diré que Gy Qr tienen un nicleo comin con respecto al problema
periédico (2.16)—(2.25) si se cumplen las siguientes condiciones,

FlX(FT) N GQT - @, FlX(P) NoG = @, (231)
S(Fix(P) N G) = Fix(Fr) N Q. (2.33)

NoTA 2.19. Las condiciones (2.32) y (2.33) son en realidad equivalentes. Para
obtener (2.32) a partir de (2.33) basta que tengas en cuenta que &3 = Iy« y. Para
la implicacién contraria has de notar que si u € Fix(Fr) entonces X&yu = u.

He preferido distinguirlas porque, segin qué casos, es conveniente utilizar una u
otra.

NoTa 2.20. Observa que la condicién (2.31) te indica que no hay soluciones T-
periddicas en 9€dr o que tengan condiciones iniciales en JG. Por otra parte, las
condiciones (2.32) y (2.33) te senalan que una solucién periddica pertenece a Qg si
y s6lo si sus condiciones iniciales pertenecen a G.

TEOREMA 2.14. Si supones que G y Qp estan en las condiciones previas y que
tienen un nicleo comin con respecto a (2.16)—(2.25), entonces

deg(I —P,G;V x H) = deg(I — Fr, Qr; Mr).
En particular, si u es una solucion aislada T'-periodica,

vp(u) = 77 (u).

Antes de presentarte la demostracion de este resultado voy a discutir algunas
consecuencias. Mas especificamente discutiré sobre algunas conexiones entre el indice
y las propiedades de estabilidad de una soluciéon periédica. En principio, puesto
que tengo que la ecuacién (2.16) sélo esta definida en el intervalo [0, 7], no puedo
considerar la nocién clésica de estabilidad. Sin embargo, si supongo que f(0,-) y
f(T,-) coinciden, puedo extender f por periodicidad. A partir de aqui, diré que

i) una solucién T-periddica u(t) es estable (en el sentido de Lyapunov) si dado

cualquier entorno Y C V x H de (u(0),%(0)) me es posible encontrar otro
entorno V tal que si (ug,vg) € V entonces u(t; ug, vg) esta bien definida para
t €[0,400) y (u(t;ug,vo), w(t; ug,v)) € U para cada t > 0;

ii) una solucién u(t) es asintéticamente estable si es estable y existe un entorno
W de (u(0),u(0)) tal que
|u(t; uo, vo) — u(t)|y + |u(t; ug, vo) — (t)] = 0  cuando t — 400

para cada (ug,vp) € W.
Con esta definicion, puedes ver facilmente que una solucién periédica asintoticamente
estable es aislada. Mi interés se centra ahora en el calculo de su indice. Para ello,
observa que, siguiendo la idea de la nota 2.17, u(t) es asintéticamente estable si y
sélo si la condicién inicial (u(0),(0)) tiene la misma propiedad como punto fijo del
operador de Poincaré P.

Ahora, P esta bien definido en algin entorno de (u(0),%(0)) y, por la demostra-
ci6én de la proposicién 2.12, sé que es una a-contraccién con respecto a la norma |- |..
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Asi la estabilidad asintética es uniforme (consulta las secciones 2.2 y 2.3 de [19]).
Como consecuencia puedo encontrar un entorno abierto y acotado N de (u(0),%(0))
satisfaciendo las condiciones siguientes

P(N)C N, Fix(P)nN =) P"(N) = {(u(0),7(0))}.

Para comprobar que es posible esto, considera r > 0 tal que By, C 3,

Fix(P) N By = {(u(0),4(0))}

Pz — (u(0),4(0)), n — oo, uniformemente en x € By,,

donde By, es la bola en V' x H de centro (u(0),%(0)) y radio 2r. Toma también un
entorno M del punto fijo (u(0),%(0)) tal que

P"(M) C B,, Vn > 0.
Si defines N = 5, P"(M) es claro que P(N) C N. Ademas,

Fix(P) NN = {(u(0),4(0))}
pues N = Uz PH(M) C B, C By,. Por ltimo,

NP (V) c () P"(B) = {(u(0),4(0))}

n>0 n>0

ya que diamP"(B,) — 0.
Esto me permite aplicar el Teorema 1 de [43] para deducir que

deg(I —P,N;V x H) = 1.

(No enuncio el Teorema 1 porque creo que tendrias que consultar [43] de todas
formas para aclarar la notacion).
Para tal fin realizo las siguientes identificaciones:

')X B V x H;

1113 77 N — N;

iv) C,(f.G) = C(P.N) = PH(N):
) Coo(f, G) = Coo(P, N) = {((0),4(0))},  Coo(P, N) = {(u(0),a(0))};
vi) K = {(u(0), a(0))}.

Toda la discusién anterior me conduce al siguiente resultado.

v

COROLARIO 2.15. Considera una solucion T'-periodica asintoticamente estable
u(t) de (2.16). Entonces

p(u) = () = 1.

En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias este resultado se sigue del Teo-
rema 9.6 de [[25], Cap. III] y del Teorema de dualidad (teorema 28.5) de [26].
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NoTa 2.21. Al introducir el método del operador de Green, recuerda que hablaba
sobre la dependencia o independencia de la definiciéon de grado o indice correspon-
diente segun escribiera la ecuacién de una forma u otra. A partir del teorema de
dualidad queda clara la independencia, esto es, el grado deg(I — Fr, wp; Mr) es inde-
pendiente de la forma en que se reformule (2.16), siempre y cuando tal reformulacién
quede dentro del marco de la seccion 2.4.

El resto de la seccién estd dedicada a la demostracién del teorema 2.14. Pero
antes te voy a dar un esquema de la misma y un dibujo que espero te ayuden a
captar las ideas que se utilizan en un golpe de vista.

Un esquema de la demostracion. Para demostrar el teorema 2.14 voy a seguir la
linea de razonamiento que es utilizada por los autores de [26] para la demostracién
del Teorema 28.5.

La primera dificultad que me surge a la hora de conectar los grados de I — Frp
y I — P es que estos operadores estan definidos en espacios diferentes. Para eludir
este obstaculo, construiré dos nuevos operadores F y Py los cuales si estan definidos
en un espacio comun, que serda 91, y ademas conservan los grados correspondientes.
Verés que el operador F es una simple extension de Fr. Para construir P; tengo que
realizar algo mas de trabajo: sumergiré V x H en 901 y entonces transportaremos P
a M por conjugacion.

Una vez tenga definidos F y Py, consideraré dos operadores auxiliares A; y Ay
que me permitirdn disefiar una homotopia en tres pasos entre I — F y I —P;.

Gréaficamente, puedo resumir todo lo anterior en la siguiente figura:

[ =Fr My — My

I-F [P,
I—AW M — M

I=P- VxH — VxH

Como tultima nota, te hago notar que en la demostracion supondré que se satisface
la siguiente condicién adicional,

Fix(Fr) N Qp # 0. (2.34)
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Observa que, si no se cumpliera tal condicién, el teorema es trivialmente cierto pues

deg(I —P,G;V x H) = deg(I — Fr,Qr;Mr) = 0.

2.6.1. El operador F. Defino el operador
F-M—->M F(u)=GroN(u).

Como en el caso de Fr puedes probar que F es completamente continuo usando los
lemas 2.5 y 2.13. Ademas,

.7:(9)?) CMr y ]—"(u) :fT(u), Yu € Mr.
En particular esto implica,
Fix(F) = Fix(Fr).

LEMA 2.16. Exziste un subconjunto no vacio w de M, que es abierto y acotado,
satisfaciendo las condiciones:

Fix(F) Nw = Fix(Fr) N Qr, (2.35)
Fix(F) N ow = 0, (2.36)
clywéo(w) C D, (2.37)

donde ® es el dominio del operador de Poincaré P.

Demostracion. Observa que, teniendo en cuenta la condicién (2.34), el conjunto
K := Fix(Fr) NQr es compacto y no vacio. Ademds, (k) esté contenido en el con-
junto abierto ©. Asi puedes encontrar un nimero finito de bolas en 9, By, ..., B,,
recubriendo K y tales que cl,&o(B;) C ©, 1 < i < r. Para convencerte de que esta
ultima inclusién es cierta, ten en cuenta que al ser B; convexa también lo es & (B;);
asi el cierre débil y el fuerte coinciden en este caso segiin expuse en la nota 2.16. Por
ultimo, si eliges dichas bolas suficientemente pequenas, puedes definir

W= O B;
i=1

de forma que satisface (2.35), (2.36) y (2.37). Fin de la demostracion.

Toma ahora wr = wNMyp. Por un lado, las propiedades (2.35) y (2.36) te llevan
a que

deg([ — fT, QT, E)ﬁT) = deg([ — FT, wr; DJTT)

Por otro lado, el lema 2.3 te permite asegurar que el segundo término de esta igualdad
coincide con

deg(l — F,w; M),

esto es, se satisface que

deg(I — Fr, Qp; My) = deg(l — F,w; M). (2.38)
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2.6.2. El operador P;. Primero voy a construir una inmersién de V' x H en
9. Para ello considera una funcién regular fija (C' es suficiente) ¢ : [0,7] — R
satisfaciendo las condiciones de contorno

(0) =1, @(T) = 4(0) = ¢(T) = 0.
Considera también los operadores lineales
H,:VxH—-M u=H(ug,vp),
donde 7 € [0,T] y u es la solucién del problema de valores iniciales
i+ cu+lu=0, u(r)=ug, u(r)=uvp.

NotA 2.22. Observa que Hj es precisamente el operador H introducido en la
seccién 2.3. Ademds, una variante obvia de la desigualdad (2.7) te permite probar
que H. es continuo.

Si defines
J:VxH-—-M jug,ve) = ¢Ho(uo, vo) + (1 — @)Hr(ug, vo),
tienes un operador lineal acotado que satisface
§ooj=¢&roj=1Ivxn (2.39)

y tal que la imagen M, := j(V x H) estd contenida en My, es decir, Eolgn. = ETlop. -
También es claro que j induce un isomorfismo entre V' x H y 9,; en particular,

jo fo|5m* = Iom,.

Asimismo, observa que M, es cerrado en M (o, si lo prefieres, en My ). Para justificar
esto, considera una sucesién

wy, = eHo(Uon, von) + (1 — @) Hr(Uon, Von),
tal que w, — w en M. Entonces
Sow, — Eow =: (ug,v9) €V x H.
Como &yw, = (Uop, Von), tienes que
wy, — w* = pHo(ug, vo) + (1 — @)Hr(ug, vo) € M.

Pero, por la unicidad del limite, w coincide con w* y, por tanto, esta en IM,.

Ahora puedes transportar P a 91,. Para ello define

D, ={ueM, /ueD}
Yy
P D, CM, — M., Pu(u)=70Po&(u).

Ademas, si defines G, = j(G), por el lema 2.1 y la proposicién 2.12; tienes que

P.e LC(G.) y
deg(I — P, Gi; M) =deg(I — P, G;V x H). (2.40)

Para dar el dltimo paso hacia la definicién de Py, fijado r > 0, considera el subcon-
junto abierto y acotado de 9N,

Gy(r) ={ueM/ue G, ||lul|lm <}
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Observa que puedes elegir r suficientemente grande tal que
Gy = Gy(r)NM,, 0G. = 0Gy(r)NIM,, (2.41)

donde 0G, es la frontera de G, en 9M,. En concreto, te vale tomar cualquier r >
sup{ulox / u € G.}.
Define ahora ®y = {u € M / {u e Dy

PiDyCM—M, Pi=joPok.

Esta funcién pertenece a £C(Gy(r)) puesto que
Koo (Py, Gy(r) = Koo(Ps, G.).-

Ademas es claro que Py es una extensién de P, con P;(D;) C M,. Por ultimo, a
partir de (2.41) llegas a que Py no tiene punto fijos en la frontera de Gy(r) y por
tanto, si aplicas el lema 2.3,

deg(I — Py, G4(r); M) = deg(I — P., Gi; M,). (2.42)
De (2.40) y (2.42) concluyes que
deg(l — Py, Gy(r); M) = deg({ — P,G;V x H). (2.43)

2.6.3. Los operadores auxiliares A; y A;. Defino los operadores
A1:Sﬁ—>£m, A1:HQO§T+VON

y
Azi@ﬁcmﬁm, AQIH()OfT—FVONOZOfO.

Observa que si tomas el dominio w dado por el lema 2.16, por la condicién (2.37),
sabes que Aj estd bien definido sobre W y A3(w) es un conjunto acotado. Por otra
parte, es claro que el operador A; estd bien definido en todo el espacio 1.

Mi primera tarea serd probar que A; y A pertenecen a £C(w). Pero, puesto
que los operadores Vo N y Vo N o X o & son compactos en @, serd suficiente que
pruebe el siguiente resultado.

LEMA 2.17. El radio espectral de Hy o & @ 9 — N satisface
o(Hoo&r) < 1.

NoTaA 2.23. Como ocurrié en el lema 1.21, voy a proponerte dos demostraciones
de este lema. En la primera haré hincapié sobre el espectro del operador. En la
segunda recurro a una renormacion del espacio.

Demostracion 1. Considera primero el operador {roHy. Por la estimacién (2.14)
es claro que el radio espectral de este operador satisface

o(éroHop) < 1.

Esto es equivalente a decir que el espectro de &7H estd dentro del disco unidad.
Si fijas un nimero A € C—{0} en la resolvente de &7Hy, puedes probar facilmente
que A también estd en la resolvente de Hoér y se cumple la siguiente férmula

1

(Hoér — AI)™! \

[Ho(érHo — M)~ er — 1).
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Por tanto el espectro de Hy&r también esta dentro del disco unidad y la demostracion
1 queda completada.

Demostracion 2. Como comenté en la ultima nota, la idea de esta segunda
demostracion es renormar el espacio 9 y probar que Hy o &7 es una contraccién
métrica con respecto a la nueva norma || -||. Puesto que la norma || || serd equivalente
a la norma || - [|on, tendré la conclusién.

Toma una constante fija € > 0 tal que | - |. sea una norma que satisfaga (2.9).
Define entonces

Jul = max e¥ Dl u(t),a) e, we M,

A partir de la definicién,
[Erule < flull,  Vu €M,

y, si tomas p =0 en (2.9),
I(Ho 0 &rull < e™ gzl Yu € M.
Uniendo estas dos desigualdades alcanzas la conclusion. Fin de la demostracion 2.

En el siguiente resultado verds, en particular, que A; y As tienen los mismos
puntos fijos que F.

LEMA 2.18. Para cada X € [0,1],

Demostracion. Considera un punto fijo u de AA;+(1—\).As. Sidefines @ := X&yu
entonces 4 es una solucién de (2.16) que satisface las mismas condiciones iniciales
que u, es decir, ({yu = &u). Considera la ecuacién

W+ e +lw = g(t,w) (2.44)

donde g(t,w) = (1 — N)f(t,w) + Af(t,u(t)). Es claro que la funcién g satisface
las condiciones (f-1) y (f-2) y por tanto hay unicidad para el problema de valores
iniciales asociado a (2.44). Ademads, la definicién de g te permite asegurar que @ es
una solucion de (2.44).

Por otra parte, sabes que u es un punto fijo de AA;+(1—\).A; y, por consiguiente,
verifica la ecuacion

u = Holru + A\VNu + (1 — M) VNEEu. (2.45)

A partir de esta ecuacién y (2.12), tienes que u es periddica, esto es, u = Epu.
Ahora puedes reescribir (2.45) como

U = HOSOU + Vg(au)a

lo cual, junto con (2.10), te permite deducir que u es una solucién de (2.44). Fi-
nalmente, por unicidad de solucién, tienes que u = @ y por tanto u es una solucién
periédica de (2.16). Esto implica que

FiX()\Al + (1 — /\)Az) C FiX(f).
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Para probar la otra inclusién observa que la condicién u € Fix(F) te conduce a
las identidades

u=X&u, &u=~E,ru

y

Finalizo de este modo la demostracion.

Una vez probado este lema, puedes ahora usar (2.36) y el lema 2.4 para deducir
que
deg(I — MA; — (1 = M)Ay, w; M) (2.46)

esta bien definido y es constante.

2.6.4. La conexién entre F y A;. Puesto que F(ON) C My sabes que ErF =
é()f. ASf,
(I —Hoér)(I — F) =1—Hoér — F + Ho&oF.
De la definicién de F y (2.15)

F = [HoI = &Mo) " er + I[VN.
Si combinas esta identidad con (2.12),
HoboF = Ho(I — ErHo) "' VN.
Estas tres identidades te llevan a su vez a la identidad
(I = Hosr)(I = F) =1 — Ax.
De esta forma
Hy = (I — X XHoér)(I — F) =1 — XHoér — F + \XHoérF, X €0,1],

te define una homotopia entre I — F y I — A;. Para cada A € [0,1], I — H, estd en
L£C(w) y Fix(I — H)) es independiente de A. Todas estas propiedades y el lema 2.4
te llevan a la conclusion

deg(I — F,w; M) = deg( — Ay, w; IM). (2.47)

2.6.5. La conexién entre Ay y Py. De nuevo intentaré aplicar el lema 2.4.
Para ello observa que puedes descomponer A5 como

Ay =L +C, Li=Hoo&r, Ci=VoNoXok.

Que C; es compacto sobre @ es claro al ser N' compacto y V, ¥ y & operadores
continuos que llevan acotados en acotados. Que L; es lineal y acotado es evidente.

Para la descomposicion de Py, a partir de su definicién y de las identidades (2.26)
y (2.27), tienes que

Py = jP& = jér¥éo = jér(Ho + VNX)& = Ly + Co,
donde
Ly=jolroHooly v Co=jolroVoNoXol.
Razonando como en el caso de Cy, tienes que el operador Cs es compacto sobre .
Nuevamente, que Ls es lineal y acotado es obvio.
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Para aplicar el lema 2.4 falta que verifique (2.3) y (2.4). Esto lo voy a llevar a
cabo por medio de tres lemas. El primero de ellos es un facil ejercicio de analisis
funcional.

LEMA 2.19. Considera un espacio de Banach X con norma |- | y un operador
lineal acotado L : X — X. Ademds, admite la existencia de una semi-norma || - ||
en X tal que se cumplen las siguientes condiciones

i) klz| <|lz]| < Klfz|, Vo e Im(L),

i) || Ll < Tllfl, Ve e X,
donde k, K y I' son constantes fijas positivas. FEntonces el radio espectral de L

satisface
o(L) <T.

Demostracion. Si pruebas la desigualdad
K
|IL"| < EF"‘1|L|, n=12,...,

el resultado sera una consecuencia de la formula de Gelfand para el radio espectral.
Para dicha prueba, fija y € X arbitrario y observa que i) se cumple tanto para
x = Ly como para L™y, n > 2. De esta forma,

i) 1 ii) T'n—1 i)y K1 K11
L'yl < —||L"y|| < Ly|| < Ly| <
L) < 1Lyl < ==Lyl < =1Lyl < =

|LI[yl-

Fin de la prueba.

LEMA 2.20. Considera la familia de operadores
Ly=XHooér+ (1 —N)jo&roHoo&, Ne€I0,1].
Entonces se verifica que
o(Ly) <1, VYAel0,1].

Demostracion. Por el lema 2.17 ya sabes que el resultado es valido para A = 1.
Cuando A = 0, un simple calculo te permite ver que las potencias de Lg satisfacen

Ly = j(&rHo)"&o-

Puesto que o(¢é7Ho) < 1 puedes concluir que el resultado es cierto también para
A=0.

A partir de ahora supondré que A € (0,1). La idea es aplicar el lema previo con
X =M, |-|=]|"lomey la semi-norma || - || definida por

|lullo := max{|&oule, |Erule}, w e M.

Aqui € > 0 es un numero pequeno fijo y elegido como en la seccién 2.3 para la
férmula (2.8).

Para verificar la segunda condicion del lema 2.19, si fijas u € 90 y tienes en
cuenta la definicién de Ly y la estimacién (2.14),

|€oLaule = [Mepu 4 (1 — NérHoboule < Mlulla + (1 — Ne 17 |ull,

|érLaule = |NrHo&ru + (1 — N)érHoéoule < €_iT||UHa,
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de donde
||L)\u||a S F)\”uHa, F)\ = A + (1 — )\)G_ET.
Es claro que I'y < 1.
Para la primera condicién del lema 2.19, considera u € Im(L,) arbitraria. En-
tonces tienes que

u = )\HQfTU) + (1 — )\)jfTHofow (248)

para alguna w € 9. Como puedes comprobar, los valores extremos &u y Eru
satisfacen

Sou = Nrw + (1 — N)érHo&ow, (2.49)
Eru = ArHo§rw + (1 — N)érHobow, (2.50)
lo que te lleva a la igualdad
Sou — Eru = NI — ErHo)érw.

Puesto que £&rHg tiene radio espectral menor que 1, puedes invertir [ — &pH para
obtener

(érwle < —|(I — &rHo) 72| ullo-

Si operas de nuevo con (2.49),
(1 = NlerHobowl: < [€oule + Mérwle < (1+2/(1 — &Ho) ™) lullo.

Ahora, a partir de estas dos tltimas estimaciones, la relacién (2.48) y la continuidad
de Hy v 7, puedes obtener una estimacién del tipo

o
A

Exllullone < fJullo, w € Im(Ly).

Finalmente, la desigualdad
[ullo < l[ullon.e
es obvia por la definicién de la semi-norma. Asi completas la demostracion.

LEMA 2.21. Puedes determinar r* > 0 tal que si r > r* entonces
Fix(Ads + (1 = A\)P;) NOGy(r) =0
para cada A € [0, 1].
Demostracion. En primer lugar observa que A, satisface la identidad
Ay =Hooépr —Hpo &+ X 0. (2.51)

Para ello simplemente has de tener en cuenta la identidad de Volterra (2.27) y la
definicién de As.

Considera ahora un punto fijo u de Ay + (1 —A)Py. La férmula (2.51) junto con
las definiciones de P y P; te llevan a

Si aplicas &y y &r a esta identidad, haciendo uso de (2.12) y (2.39), obtienes
Sou = Aru + (1 — A\)érE&ou, (2.53)

fTU = >\§THO§TU — )\fTH()&)U + gTEf()U. (254)
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Si multiplicas (2.54) por 1 — A y restas el resultado de (2.53), tienes que
ou — Eru = AL — A)&rHo(§ou — &ru).

Esta identidad te va a permitir deducir que u es periddica, esto es, {ou = Epu. Este
hecho es obvio para A = 0 y A = 1. Puedes, por tanto, suponer que A € (0,1).
Como recordaras, en la demostracion del lema 2.5 se prueba que el radio espectral
de &My es estrictamente menor que 1, concretamente, se prueba (2.14). Asi tienes
que ﬁ > 1 no puede ser un valor propio de este operador y {ou—&r debe anularse.

Una vez que sabes que &u = &ru, puedes volver a (2.53) para deducir que &yu
es un punto fijo de P.

Ya estas en disposicion de probar el lema. La idea es que supongas que u perte-
nece a Fix(AAy + (1 — A)P;) N OGy4(r) e intentes llegar a una contradiccién para r
grande. Por la anterior discusion y la definicién de Gy(r) sabes que

&u € Fix(P)NG.

Las hipdtesis sobre GG, en particular (2.31), implican que &yu no puede estar en 0G.
En estas circunstancias u € 0Gy(r) implica

||w||om = 7 (2.55)
Puesto que cl,,(G) C D el siguiente ntimero es finito,
p = sup{[|S(uo, vo) [ / (uo,v0) € G}.

Con este nimero y no olvidando que &u = £ru, de (2.52) obtienes una cota para u,
a saber

[ullan < (L + 151))- (2.56)

Si defines r* := p(1+]||7||), entonces (2.55) y (2.56) no son compatibles cuando r > r*
y llegas asi a la contradiccion buscada. Con esto acabas la demostracion del lema.

Tras estos dos ultimos lemas y a partir del lema 2.4, puedes concluir que
deg(l — As, Gy(r); M) = deg( — P, Gy(r); M). (2.57)

Pero por el lema 2.18 sabes que A y F tienen los mismos puntos fijos. Como G y
Q7 tiene un ntcleo comun puedes deducir que para r grande

Fix(As) N Gy(r) = Fix(Fr) N Qr = Fix(A2) Nw.

Observa que utilizas (2.35) en la ultima igualdad. En consecuencia

deg(I — Az, w; M) = deg(I — Az, Gy(r); M). (2.58)
Por ultimo, de (2.57) y (2.58)
deg(l — Az, w; M) = deg(L — Py, Gy(r); M). (2.59)

2.6.6. Conclusion. Una ultima linea para que observes que ya hemos logrado
probar el teorema de dualidad 2.14. En efecto, basta que consideres la cadena de

identidades dada por (2.38), (2.47), (2.46), (2.59) y (2.43).






Capitulo 3

La ecuacion de sine-Gordon forzada

3.1. Introduccién al capitulo 3

En este capitulo voy a estudiar algunas propiedades de las soluciones doblemente
periddicas de la ecuacion de sine-Gordon. Esta ecuacién viene dada por

Uy — Uy, + clly + asinu = f(t,x), (3.1)

donde a y ¢ son ntimeros positivos y f € L*(T?). Como podras observar, la ecua-
cién de sine-Gordon es un caso particular de la clase de ecuaciones dada por (1.1).
Asimismo, te recuerdo que una funcién u solucién de (3.1) es doblemente periddica
de periodo 27 en el siguiente sentido

u(t +2m,x) = ut,r +27) = u(t,x), V(t,z) € R

Cuando f es pequena, la existencia de soluciones periddicas pequenas fue anali-
zada en una forma muy precisa en [5]. En la seccién 3.3 te mostraré resultados de
existencia sin suponer la pequenez de f pero imponiendo la restriccién

a<v,

siendo v la cota de existencia de principio del maximo vista en el capitulo 1. Tales
resultados resultaran de una combinacién del método de sub-super-soluciones con
algunas técnicas desarrolladas en [38] para la ecuacién del péndulo forzado.

En la seccién 3.4 intentaré (y conseguiré) aplicar a (3.1) con éxito el marco
abstracto de la seccion 2.4, en concreto las ideas del ejemplo 2.7, para obtener un
resultado sobre multiplicidad e inestabilidad de las soluciones periédicas.

3.2. Algunas consideraciones previas

Como la tnica propiedad de la funcién seno que utilizaré en el resto del capitulo
es la periodicidad, me parece conveniente reemplazar (3.1) por una ecuacién mas
general, en concreto,

Uy — Uz + cty + P(t, 2, u) = s, (3.2)

donde ® es una funcién 27-periddica en cada variable y s € R es un parametro.
Ademds, supondré que ® estd en la clase C%'(T? x T'). La nocién de solucién
doblemente periddica introducida previamente para (3.1) también se aplica para
esta ecuacion.

En este momento te habran surgido las siguientes preguntas: ;Coémo puedes
englobar la ecuacién (3.1) dentro de (3.2) si estds considerando f € L'(T?)? ;No
haria falta que f fuera continua? Pues si, puedo hacer tal proceso y no necesito que
f sea continua para ello. La justificacion que te voy a dar para ambas repuestas se
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basa en el uso de un conocido (aunque no considerado en muchas ocasiones) cambio
de variable. ;Cudl? Primero descompongo f de la forma

flto)=f(t,2) +f
donde f satisface fTQ f=0y f € Resel valor medio de f. A continuacién encuentro

la tinica funcién F' € C(T?) que es solucién (en el sentido de la distribuciones) del
problema lineal

Fy — Fyp+cF, = f(t,z) en ®'(T?), / F=0 (3.3)
que sé que existe por la proposicién 3.1. Enunciaré y progaré este resultado en un
momento. Ahora, el cambio de variable

u=u+ F(t, )
transforma la ecuacion (3.1) en
Uy — Ugy + cy + asin (u + F(t,z)) = f. (3.4)
Como puedes ver, esta ecuacién ya si estd incluida en la clase dada por (3.2).

Nota 3.1. El haber utilizado “u” para (3.1) es porque no era ésta la ecuacién

con la que iba a trabajar en este capitulo sino con (3.4) o su abstraccién, esto es,
(3.2).

PROPOSICION 3.1. Considera p € [1,400) un nimero dado y f una funcién
satisfaciendo

VS LP<T2)> f=0.
T2

Entonces el problema

Lu = f(t,r) enD'(T?), / u =
’]1‘2

tiene una unica solucion. Esta solucion satisface

1
ue C™"™(T, a=1--,
p

y las estimaciones (1.7) y (1.8) de la proposicion 1.9 siguen siendo ciertas.

NoTA 3.2. Observa que tengo incluido el caso p = 1 por medio de la convencién
C%0(T?) = C(T?).

Para la demostracién de la proposicion 3.1 he utilizar el siguiente lema.

LEMA 3.2. Considera p € [1,4+00) y &, € R, u, € C(T?), f, € LP(T?) tres
sucesiones tales que

n — 0, / U, =0, sup || fullzr < +o0
']1‘2

Y
Lty + ety = fult,z)  en D'(T?).

Entonces ||uy||coa(rey estd acotada.
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Demostracion. Voy a probar sélo el caso p = 1. La demostracion para el caso
p > 1 es similar. Define 7,, = ||u,||z~ y considera, por un argumento de reduccién
al absurdo, que una sucesién parcial {n} satisface

e >0, np — +oo.
Entonces v, = nk_luk es una solucién de
Lo +epvr =0,  fr(t,z)  en D(T?). (3.5)
Si escoges A & or(£), entonces vy también es la tnica solucién de
Lv+ M = gi(t,z) en D'(T?),
con gy = (A —ep)vg + nk_lfk. Esto te permite descomponer v, de la forma
Vg = Wk + 2k,

con

Lwp + Awg = (A —ep)vg, Lz + Az = nk’lfk.

A partir de las estimaciones (1.7) y (1.8) tienes que ||zg||ze — 0y ||wi||coe estd
acotada para cualquier a € (0,1). Consecuentemente puedes extraer una nueva
subsucesién v, que converge uniformemente a v € C(T?). Por ultimo, si pasas al
limite en (3.5) ves que v es idénticamente cero, pero esto no es consistente con el
valor de la norma

[l = [lvp]lzoe = 1.

Fin de la demostracion del lema.

Demostracion de la Proposicion 3.1. Considera una funcién f € L'(T?) fija tal
que [, f = 0. Voy a ver que el problema

Lu = f, u =0,
TQ

tiene una solucién. Para ello, considera {e,} una sucesién formada por nimeros que
no estén en og(L) y que sea decreciente a cero. Si tomas u, solucién de

Lu, + epu, = f(t,r) en D'(T?). (3.6)

entonces la tripleta ¢,,, u,, f esta en las condiciones del lema previo. Para asegurarte
de este hecho, te faltaria ver que ng u, = 0, pero esto lo deduces por simple integra-
cién en (3.6) sobre T?. Asf |Ju,|/~ estd acotada y puedes extraer una subsucesién
{uy} convergente a u € L>°(T?) en el sentido débil*, esto es,

/ upp — ug, Vo € L'(T?).
T2 T2

Ahora, si tomas ¢ € D(T?), es claro que ¢ y £*¢ estdn en L'(T?). Por tanto,

/ weo— | ugs, / wd— | uo.
T2 'H'2 T2 T2
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Esto te permite tomar limites en la formulacién débil (3.6) para la subsucesion {uy}
y tienes que u es la solucién buscada. Las estimaciones (1.7) y (1.8) son consecuencia
del lema 3.2 para ¢, = 0. Finalmente, la unicidad se sigue de que la ecuaciéon

Lu=0 en®(T?

s6lo admite como soluciones a las funciones constantes. Con esto acabo la demos-
tracion.

A continuacién algunas notas sobre conceptos de solucién que puedes encontrar
en otros trabajos y ambientes y una nota final sobre las definiciones de solucién que
utilicé en los dos capitulos anteriores.

NoTA 3.3. Pudiera ser que en algunas situaciones fisicas fuera interesante buscar
soluciones de (3.2) tomando valores en T! = R/27Z en lugar de R. Ahora bien, dada
una funcién continua u : T? — T! solucién de (3.2) existe otra funcién continua
@ : R? — R y dos enteros positivo M y N tales que

a(t+2m,x) = a(t,x)+2N7, a(t,x+27) =a(t,x)+2Mn, u(t,z) = a(t,z)+27Z.

Siguiendo la terminologia de [41], a estas soluciones las llamaré soluciones doble-
mente periodicas de sequnda clase. Mediante el cambio

v(t,x) = uy(t,z) — Nt — Mz,
reduzco el estudio de esta clase de soluciones (para M y N fijos) al caso M = N = 0.

NoTA 3.4. Ten en cuenta que, si tomas una solucién doblemente periddica u de
(3.2), también la trasladada u+ 27 es una solucién. Por tanto diré que dos soluciones
son geométricamente diferentes si no difieren en un miltiplo de 2.

NoOTA 3.5. Si vuelves atras, puedes comprobar que existe un pequeno problema
referente a la equivalencia de la definicién de solucién que utilicé en el capitulo 1 por
un lado y la que usé en el capitulo 2 por otro. En efecto, recuerda que

(S1) en el capitulo 1 consideré funciones de C'(T?) que satisfacfan (3.2) en el sentido
de las distribuciones;
(52) en el capitulo 2 trabajé con funciones de My que eran soluciones de (2.16).

Te serd facil probar que una solucién de (2.16)—(2.25) es también una solucién en el
sentido (S1). La clave de dicha prueba es la inmersién de 9y en C(T?). Entonces
tienes que utilizar el hecho de que basta usar funciones test que sean sumas finitas
trigonométricas. El reciproco es algo mas delicado y depende del siguiente resultado
de regularidad para la ecuacion lineal (3.3):

“La solucién F pertenece a C'(T?) si f estd en C(T?2).”
Para probar esto tienes diversos caminos; por ejemplo, puedes usar la funcién de
Green del lema 1.18 y un razonamiento andlogo al de la proposicién 1.9. Ahora, si
consideras u € C(T?) solucién de (3.2) en el sentido de las distribuciones, entonces
u=u-— # Jrou es una solucién de (3.3) para una apropiada f que pertenezca
a C(T?). Asf tienes que u estd en C'(T?) y, como puedes sumergir este espacio en
My, va llegas a la equivalencia entre las dos definiciones.
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3.3. Sub y super-soluciones

Como he indicado en la introduccién de este capitulo, en esta secciéon voy a
aplicar el método de sub-super-soluciones a la ecuacién de sine-Gordon siguiendo la
linea de Mawhin en [38].

Recuerda que la ecuacién (3.2) viene dada por la expresién

Uy — Uy + cty + P(L, z,u) = s,

donde ® € C%}(T? x T!) y s € R es un parametro. Como quiero aplicar el teorema
1.25 he de imponer la condicién

P
g—(t,x,u) < v para todo (t,z,u) € R* x R. (3.7)
u

En efecto, si identificas términos de (1.43) y (3.2),
F(t,z,u) =s— ®(t,x,u).
De esta forma, F satisface (1.44) si, y sélo si,
F(t,z,uy) — F(t,x,uy) = —O(t, x,ur) + O(t, x,us) > —v(ug — ug).
Pero esto es cierto si impones (3.7).

NoTA 3.6. Si integras (3.2) en T?, deduces de forma inmediata que
min® < s < max ®
es una condicién necesaria para que (3.2) pueda ser resuelta.

En el siguiente resultado te describo las condiciones exactas, en términos cua-
litativos, para que (3.2) tenga solucién. La demostracién que te propongo sigue la
misma linea de la demostracién del Teorema 3 en [38] que proporciona el resultado
para la ecuacion del péndulo. Las herramientas a utilizar seran el teorema 1.25 y la
proposicion 3.1.

TEOREMA 3.3. En los supuestos anteriores, existe un intervalo I cerrado y no
vacio (dependiente de ®) tal que (3.2) tiene solucion si y solo si s € 1.

Demostracién del Teorema 3.3. Fijada ® € C%!(T? x T') defino el conjunto
I(®) = {s € R/ (3.2) tiene solucién}.

Primero voy a probar que I(®) es un intervalo. Para ello, veré que si s1, so € I(P),
con s; < sy, entonces s € [(P), Vs € [s1,52]. Sean uy, us soluciones asociadas a
S1, So respectivamente. Sumando, si fuese necesario, un multiplo positivo de 27 a
Uug, puedes suponer que u; < us. De esta forma, es claro que u; es una sub-solucién
de (3.2) para s € [sq, s9] fijo. Andlogamente, uy es una super-soluciéon. Ahora, si
consideras la funcién F(t,z,u) = s — ®(t,x,u), estds en las condiciones del teorema
1.25. Esto te justifica que s € I(®).

Ahora, como segundo paso de esta demostracién, voy a ver que I(®) es distinto
del vacio. Considera pues los operadores

1
P:C(T*» - R, Pu=u:=— [ u,
47'('2 T2
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Q:0(T* — O(T?*), Qu=i:=u—u=(I— P)u.
Si aplicas estos operadores a (3.2), entonces u es solucién de (3.2) si, y sélo si, es
solucion del sistema
PNu = s,
LQu+ QNu =0,

donde Nu = ®(-,-,u(-,-)) y has de tener en cuenta que P£ =0y QL = £0Q. Puesto

que u = u + u, puedes reescribir este ultimo sistema de la forma
PN(u+71) = s,
L+ QN(u+u) =0.

A partir de la proposiciéon 3.1, cuando buscamos soluciones con valor medio cero,
el operador £ es inversible con operador inverso R : C(T?) — C(T?). Asi, basta
resolver

PN(u+7a) = s,

o =—RQN(u+7).

Si consideras u fijo entonces puedes aplicar el Teorema de Schauder en la segunda
ecuacion del sistema para obtener u. Voy a comprobar este hecho con mas detalle.
Sea, el operador

Ty : C(T?) — C(T?), Tyw = —RQN(w + 7).

Por ser ® € C%(T? x T'), es claro que QNu € LP(T?), para cada p > 1, con valor
medio cero. Por las estimaciones de la proposicién 3.1, RQNu € C%%(T?). Como
C%(T?) estd sumergido de forma compacta en C(T?) y C(T?) es cerrado en C(T?),
concluyo la compacidad de T'. Para finalizar este segundo paso de la demostracién,
sélo es necesario que definas s = PN(u + u) para el valor de @ que fijaste hace un
momento.

Resta por probar que I(®) es cerrado. Para ello considera una sucesién {s;} C
I(®) convergente a s. Para cada k, sea uy la solucién asociada a si. Si sigues con la
notacion del parrafo anterior, u, = uy + Uy satisface el sistema

PN(ﬂk —f-ﬂk) = Sk, (3 8)
ﬂk — Tﬂkak ’

Como wuy + 2nm también es soluciéon para cualquier entero n, puedes considerar
{ux} C [0,27]. Por otra parte,

laxlloe) = T arlloqe) < |RQN ()]s <

CIHQN(U)HLI(TQ) S 877'2CIH(I)||L°°(T2><T)-

Asi tienes que {ux} estd acotada. Pero, por ser T compacto, {Tux} = {uy} admite
una parcial convergente a una funcion u. Ahora estds en condiciones de aplicar
limites en (3.8) para dicha parcial y tienes que u es una solucién asociada a s. Con
esto acabo la demostracién del teorema.
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Acabo esta seccién con una aplicacion cuantitativa para la ecuacion de sine-
Gordon dada por

Uy — Uge + Uy + asinu = f(t,r) en D'(T?). (3.9)

donde f € L'(T?) es una funcién con valor medio cero. Considera la solucién U de

LU = f, U=0
T2

dada por la proposicion 3.1. Observa que he olvidado el parametro s; la razén de
esto es aplicar directamente la proposicion 3.1 y, también sea dicho, para que las
cuentas sean mas faciles.

Es claro que las funciones u* = 7, u, = —7 son super-sub-soluciones ordenadas
de (34),con F =Uys=0,si|U||s <35 A partir de esto tengo el siguiente
resultado.

TEOREMA 3.4. i ||U|ls < 5 y 0 < a < v, entonces (8.9) tiene una solucion
doblemente periodica u que satisface

[ = Ulloe <

NN

3.4. Multiplicidad e inestabilidad de las soluciones periddicas

Como ya te comenté, mi idea para esta seccion es obtener resultados sobre mul-
tiplicidad e inestabilidad de soluciones periédicas. Tales resultados los puedes ver
como extensiones parciales de resultados bien conocidos para la ecuacion del péndulo
forzado que encontrards, en particular, en [39] y [45].

A partir de este momento permaneceré en el marco introducido en los ejemplos
2.6 y 2.7 con dimensiéon n = 1. En particular,

H = LT, V=HY(T".

Supondré como siempre que el periodo en tiempo es T" = 27 y, por tanto, tienes que
entender una solucién doblemente periédica de (3.2) como una solucién del problema
de contorno periédico (2.16)—(2.25), donde (2.16) es ahora la versién abstracta de
(3.4).

NoTA 3.7. Recordaras que en la secciéon anterior ya estudié las soluciones doble-
mente periddicas de (3.2) bajo la hipdtesis
0P

a—(t,x,u) < v para todo (t,z,u) € R* x R, (3.10)
u

donde v = v(c) es el nimero que determina la regién de parametros donde es po-
sible encontrar un principio del maximo para la ecuacion del telégrafo. Mi idea es
combinar los resultados obtenidos en la secciones 2.6 y 3.3 para obtener el siguiente
resultado que puedes considerar una continuacion del teorema 3.3.

TEOREMA 3.5. Si supones que se satisface (3.10) entonces existe un intervalo
Ip = [s_,s4], s— < sy, tal que (3.2) tiene

a) ninguna solucion doblemente periddica si s < s_ 08> sy ;
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b) al menos una solucidn doblemente periddica si s = s_ 0 sy;
c) al menos dos soluciones doblemente periddicas (geométricamente diferentes)
s15- <8< S4.

Ademds, al menos una de estas soluciones es no asintoticamente estable cuando s_ <
s < sy y ninguna de las soluciones doblemente periodicas puede ser asintoticamente
estable cuando s = s_ o s,.

NotA 3.8. Este teorema esta inspirado por un resultado que es bien conocido
para ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo del péndulo. Por ejemplo puedes
consultar, entre otros, los trabajos [39] y [45]. Es conveniente que aclare que en este
caso una restriccién del tipo (3.10) no es necesaria.

NotA 3.9. Pudiera ser que este resultado se hubiera probado mediante el uso de
otras técnicas. Sin embargo, no tengo constancia de ello y me atrevo a decir que es
nuevo.

A partir de este momento me dedicaré a probar el teorema 3.5.

Demostracion del teorema 3.5. (Multiplicidad y propiedades de inestabilidad). El

teorema 3.3 me garantiza la existencia de un intervalo Ip = [s_,s;] tal que (3.2)
tiene soluciones doblemente periddicas si y sé6lo si s_ < s < s,.
Considera primero el caso s = s_ o sy. Voy a mostrarte que las soluciones

doblemente periddicas son no asintéticamente estables. Toma una de tales soluciones
u y presupon que es aislada, pues en otro caso la conclusion es clara. En efecto, es
imposible que una solucién periddica sea asintoticamente estable cuando tienes otra
solucién perioddica tan cerca de la primera como tu quieras.

Piensa ahora que el indice yp(u) fuera diferente de cero. Entonces las propiedades
de grado y la dependencia continua de (3.2) con respecto al pardmetro s te conducen
a que (3.2) debe tener una solucién periddica para cualquier s cercano a s_ 0 a s;.
Pero esto contradice la definicién del intervalo I y, por tanto, puedes concluir que
vp(u) = 0. Tienes la conclusién sin mas que aplicar el corolario 2.15.

A continuacién considera el caso s € (s_,sy). Quieres probar que hay dos
soluciones periddicas geométricamente diferentes y también que al menos una de
ellas es no asintéticamente estable. Como en el caso anterior, puedes suponer que
todas las soluciones peridodicas son aisladas pues en caso contrario el resultado seria
cierto trivialmente. Necesito que veas previamente dos resultados.

ASERTO 1. Si consideras una solucion u € My de (3.2) entonces

Vr(u) = vr(u+ 2m).

ASERTO 2. Puedes encontrar uy, us € My soluciones de (3.2) y tales que

vr(u1) # vr(uz).

Una vez aceptes estas dos afirmaciones la demostracion del teorema se completa
facilmente. Es claro que las soluciones u; y us son geométricamente diferentes y
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al menos una de ellas debe tener indice diferente de uno, por ejemplo, v(u;). De
nuevo por el corolario 2.15, puedes decir que u; es no asintéticamente estable.

Antes de probar los asertos necesito volver al marco abstracto que introduje en
los ejemplos 2.6 y 2.7. Como puedes ver en tales ejemplos, el nimero A > 0 en la
definicién de la forma bilineal a(u,v) fue arbitrario. Esto te permite elegir A = v. El
principio del maximo establecido en el capitulo 1 implica que el operador lineal Gr
del lema 2.5 es fuertemente positivo. Te recuerdo el sentido de esta consecuencia: si
tomas una funcién p € C([0, 7], H) no trivial tal que

p(t,z) >0 ae zeR
para cada t € [0, 7] entonces w = Grp satisface
w(t,r) >0 para cada (t,z) € [0,T] x R.

También sabes, por el mismo lema, que Gy : C([0,T],H) — 97 es un operador
continuo. Denota por ||Gr|| su norma.

Por otra parte, aqui puedes hacer mas precisa la definicion de Fp. Si consideras
u € Mr, la imagen w = Fr(u) es la solucién en Ny de

Wyt — Wey + cwy + vw = F(t, z,u(t, z)), (3.11)
donde
F(t,z,u) :=s— ®(t,x,u) + vu.
Prueba del aserto 1. Observa que Fr conmuta con el operador de traslacion
T :Mr — My, u+— u—+2m.

El Teorema de conmutatividad para el grado de Leray-Schauder y la identidad F =
7Y FrT te permiten acabar la prueba.

Prueba del aserto 2. Elige tres funciones uq, u_ y u, en My tales que uy es una
solucién de (3.2) y uy son soluciones de

Ut — Uy + cuy + P(, 2, u) = st

Si sumas y restas multiplos de 27, también puedes suponer que estas funciones
satisfacen las desigualdades

U_ < up — 27 < up + 21 < Uy
Define el conjunto
Qr={uveMy /u_(t,x) <u(t,z) <ui(t,x), V(t,z), |ullm, <R}
donde R es cualquier nimero satisfaciendo
R > ||Gr|| Mv/27

y
M = max{|F(t,z,u)| / (t,x) € [0,T] xR, wu_(t,z) <u<wuy(t z)}.
El conjunto Q27 tiene la siguiente propiedad P:

“Si tomas u € My tal que u_ < u < uy entonces w = Fpu pertenece a
QT'”
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Para probar esta propiedad primero tienes que comprobar la desigualdad w < u..
Para la desigualdad w > u_ el razonamiento es similar. La diferencia ¥ = uy — w
satisface

Uy — Ve + O +v9 = F(t,x,uy) — F(t,x,u) + sy — s.
Por la condicién (3.10) sabes que la funcién F' es mondétona no decreciente. Ello
implica que el lado derecho de esta 1ltima ecuacién es positivo. La positividad de
Gr te lleva a la conclusién deseada.
Para finalizar la demostracién de la propiedad debes ver que ||wljon, < R. Por
la definicién de Fr tienes que

w=Gr(F (- u(-)).
A partir de aqui obtienes las estimaciones
lwllon, < NGrll [1FC, - wl-Dlleqor,m < 1Gl|M V2,

quedando probada la propiedad P.
Ya estamos en posicién de verificar el segundo aserto. Por la propiedad P, puedes
deducir que

JTT(QT) C QT.
Puesto que Qr es un subconjunto abierto, acotado y convexo de 9ty sabes que
deg(] — fT, QT; mT) =1. (312)

Por otro lado, el conjunto Fix(Fr) N Qr es finito. En efecto, como supones que las
soluciones son aisladas entonces el conjunto B = Fix(Fr) N Qyr es discreto. Por otro
lado, B es acotado, pero Fr es compacto, luego Fr(B) es relativamente compacto.
Ahora, como Fr es continuo tienes que B es cerrado, pero B = Fr(B) luego B es
compacto. Por ultimo, por ser B compacto y discreto puedes concluir que es finito.
Todo esto te permite utilizar la aditividad del grado y asegurar que

deg(I — Fr.Qr;Mr) = > yr(u). (3.13)
weFiX(Fr)nQr

Como Fix(Fr) N Qr tiene al menos tres elementos, a saber, uy, u; + 2w y u; — 27
pertenecen a él, es claro que las identidades (3.12) y (3.13) para el grado de I — Fr
no son compatibles salvo que se cumpla el aserto 2. Fin de la prueba.

3.5. Otra forma de atacar el problema

Como indiqué en la introduccién general, la primera idea de mi director de tesis
era que intentara aplicar el método de Lyapunov-Schmidt global o método de la
alternativa. En tal caso hubiera necesitado una hipotesis del tipo

od
—| <M
5= M,

con M una constante apropiada. Observa que esto implica que la monotonia de ®
esta limitada tanto en zonas de crecimiento como de decrecimiento, mientras que con
la técnica de esta memoria no hay ninguna limitacién en las zonas de decrecimiento.
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Por otra parte, la constante v parece que es mayor que el valor de M que se
obtendria cuando ¢ fuese grande y no estd muy claro qué ocurriria para ¢ pequeno.






Epilogo: ;Y ahora qué?

Si, iy ahora qué? ;Qué es lo que hay previsto para el futuro? Afortunadamente
creo que este trabajo solo representa una pequena parte de lo que se puede hacer.
A continuacién doy una serie de claves sobre lineas que han quedado establecidas.

1. Solo he estudiado el principio del maximo en el caso uni-dimensional. Queda
por ver qué ocurre en dimensiones superiores. La esperanza en este momento es
que en dimensiones 2 y 3 seguird habiendo un principio del maximo, pero no para
dimensiones superiores. Para asegurar esto me baso en la relacién existente con [49].
El trabajo he de realizarlo.

2. En el capitulo 1 he supuesto que el periodo es el mismo para el tiempo y
el espacio. Esto ha sido simplemente por una cuestion de sencillez. De hecho el
resultado que he obtenido sobre el principio del maximo lo puedes adaptar para el
caso en que ambos periodos son distintos. Implicitamente esto esta expuesto en [40].

Los problemas que quedan abiertos son: la determinacion del valor 6ptimo de
vy el estudio de la regularidad para el caso inconmensurable. Para el primero me
atrevo a conjeturar que v = % cuando los periodos sean inconmensurables. Con
respecto a la regularidad de las soluciones (tal y como la estableci en la proposicién
1.9), la solucién es continua cuando los periodos son conmensurables. En el caso
inconmensurable no lo sé, pues, mientras que en el caso conmensurable las curvas
caracteristicas son cerradas en el toro, en el inconmensurable son densas. Esto hace
que la funciéon de Green tenga una “gran cantidad” de lineas de discontinuidad en
este segundo caso.

3. La existencia del principio del maximo la he establecido para valores positivos
de A. Hay que estudiar qué ocurre para valores negativos. Evidentemente no hay una
conservacion de la positividad pero si puede que halla un anti-principio del maximo,
es decir, un principio de positividad para el operador — £

4. Si pudiera caracterizar el valor v(c) como la constante éptima en alguna
desigualdad integral ligada a £, esto proporcionaria un punto de vista totalmente
diferente al propuesto en esta memoria y, por consiguiente, la posibilidad de tener
nuevas propiedades. Relacionado con esta idea puede estar el trabajo hecho en [2].

5. Con respecto al capitulo 2, puede ser que halla una demostracion alternativa
del teorema de dualidad utilizando técnicas de linealizaciéon. FEsto no es querer
curarme en salud. Al contrario, si la hubiera, primero se deberia empezar por el
caso de ecuaciones ordinarias y no creo que el trabajo fuese mucho menor.
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6. También queda abierto el problema de la estabilidad de soluciones periédicas.
En esta memoria sélo he estudiado inestabilidad. Pienso que una via a seguir sera
la de tener en cuenta ideas similares a las expuestas en [45].
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