Comentarios generales sobre los

examenes de Relatividad General

= El examen de Relatividad General consiste de dos partes: una parte tipo test por un total de 2
puntos y tres problemas por un total de 8 puntos (2+3+3). El test se hace con libro cerrado (aunque
estd permitido traer el apéndice con las férmulas de las notas) y tiene un tiempo méximo de 45
minutos. Una vez entregado el test, el alumno puede empezar con los problemas de la parte dos, que
es un examen con libro abierto. El tiempo méximo del examen es de 4 horas.

= El test consiste de 20 preguntillas de las cuales el alumno tiene que indicar si son verdaderas o falsas.
Cada respuesta correcta suma +0,1 puntos, cada respuesta equivocada suma —0,1 y cada pregunta
sin contestar equivale 0 puntos. Tipicamente las preguntillas del test tratan de cosas que deberian
ser bastante obvias después de pensar unos segundos 6, como maximo, después de un calculito de no
més de tres renglones (aunque se admite que a veces se intenta sembrar duda deliberadamente). La
finalidad de test es evaluar la familiaridad del alumno con los conceptos bésicos de temario y con las
operaciones de célculo.

= Por ser un examen de libro abierto, los problemas de la parte IT obviamente no vienen directamente de
las notas. Sin embargo el estudiante atento se dard cuenta que muchas de las preguntas son pequenas
variaciones de los temas de las notas o combinaciones de diferentes temas. En general las preguntas se
pueden resolver de manera relativamente corta y elegante (tipicamente 1,5 6 2 hojas por pregunta),
aunque se admiten formas alternativas (léese: mdas largas y menos elegantes) siempre y cuando que
sean correctas.
Si una pregunta consiste de varios apartados (a, b, ...), entonces cada apartado se puede resolver
independientemente de los otros. Si para un apartado se necesita los resultados de los anteriores,
estos resultados seran dados en las preguntas.

= En ningin momento se espera del estudiante que sepa de memoria las férmulas de las notas. Al
tratarse de un examen de libro abierto, se puede consultar la forma exacta de las expresiones en la
literatura (aunque es recomendable tener cuidado con posibles diferencias en convenios en diferentes
fuentes). Lo que se pretende evaluar es la familiaridad del estudiante con el temario, no la capacidad
de su memoria a corto plazo.

= La mejor preparacién para el examen es la practica. Es recomendable que el estudiante averigue todos
los célculos (explicitas o no) en las notas e intente hacer los exdmenes anteriores. Los alumnos estan
invitados a venir a tutorias para resolver dudas o a que se les corrigen los problemas hechos.

El profesor,

Bert Janssen



Relatividad General
4° de Fisica
3 septiembre 2012

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, el potencial electro-
magnético, Fy, = 0,4, — 0, A, el tensor electromagnético, T# un tensor arbitrario de rango 2, g, la
métrica de un espacio arbitrario y 1, = diag(1l, —1, —1, —1) la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas. Sea ademas I‘fw la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexioén arbitraria, V, la derivada covariante
con respecto a la conexion de Levi-Civita y @u la derivada covariante con respecto a 1:‘;\“, (45 minutos,
2 puntos)

v F
1. Para cualquier punto p de una variedad arbitraria siempre se puede elegir unas O O
coordenadas tal que el tensor de Riemann prA es cero en este punto (salvo en
singularidades).
2. g"¥0,A, es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. O O
3. La métrica ds* = dt? — M,jdx"dz’, con M;; un tensor 3 x 3 constante, simétrico y O O
definido positivo, describe el espacio de Minkowski.
4. n*"9,A, es un invariante bajo transformaciones de Lorentz. m| O
5. 0" (9, A, — 0,A,) es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. | O
6. La solucion de Schwarzschild del agujero negro neutro es una solucién de las ecua- O a
ciones de Einstein acopladas al campo electromagnético

1 1 N 5
Ry = 59w R = =k FupFL? + 100 FnF? ] v, FH = 0.

7. El hecho de que la energia cinética F y el momento p’ de una particula forman un O O
cuadrivector bajo transfomaciones de Lorentz implica que las leyes de conservacién
de la energia y el momento ya no son validas por separado.
8. [V, V,IV,A7 =0 ] O
9.0,(A,B") =V,A,B" + A V,B". m O
10. El tensor de Riemann del espacio de Minkowski en coordenadas esféricas es dis- O O

tinto de cero.



11. En ausencia de masa y energia (es decir T}, = 0), el espacio de Minkowski es la
Unica solucién de las ecuaciones de Einstein.

12. 9,A,B” + A,0,B” =V, (A,B").

13. R, F* es idénticamente cero para cualquier solucién de las ecuaciones de Eins-
tein.

14. Si T}, es un tensor antisimétrico, TP = g“pg”)‘TW también lo es.

15. Si Tj; es un tensor antisimétrico en coordenadas cartesianas en R?, también es
antisimétrico en coordenadas esféricas.

16. V,V2¢ = 0,0%¢

17. Si un vector en la solucién de Schwarzschild es espacial en coordenadas de Schwarz-
schild, también es espacial en coordenadas de Kruskal.

18. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f,, son cero en todos los sistemas
de referencia.

19. V,VATPA = VIV, TP,

20. Si el escalar de Ricci R de una métrica g, es cero, entonces también su tensor
de Riemann pr)\ es cero.

0<



Relatividad General
4° de Fisica
3 september 2012

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Geometria diferencial (2 puntos): En 4 dimensiones se puede contraer el tensor de Riemann
R,px con el tensor de Levi-Civita ghvpA para formar el invariante de curvatura R = a“””/\prA.
Demuestra que R es idénticamente cero para la conexién de Levi-Civita, pero que para conexiones
arbitrarias

R =" 9o |V TS, + T, T2, (1)

donde T/, es el tensor de torsién.
Pista: Recuerda que P} es completamente antisimétrico bajo en intercambio de cualquier dos de
sus indices.

2. La solucién de Robertson-Bertotti en Einstein-Maxwell (3 puntos): Considera la accién de
Einstein-Maxwell en cuatro dimensiones

1 1
Sew = [t Vgl [ 5ok = 1Ew™) @)

donde Fy, = 0,4, — 0, A,.

a. Calcula la ecuacién de Maxwell y la ecuacién de Einstein sin traza y demuestra que en general las
soluciones de esta accién no son Ricci planas, pero si tienen curvatura escalar cero, es decir, R, # 0,
pero R = 0.

b. La métrica de Robertson-Bertotti (es el producto directo AdSs x S? de un espacio de anti-De Sitter
bidimensional con una esfera bidimensional, ambos con radio Ry) es de la forma

2 r? oo Ry o 2( 102 2 2

@’ = gt — i - Ro(de + sin 6d¢). (3)
Los simbolos de Christoffel no triviales son
I}, = R™43, rto=rt rr, =—rt Iy, = cotg, r%, = —sinfcosd. (4)
Calcula las componentes del tensor de Ricci R, y desmuestra que

Rap = —Rg > ga, Rij = +R;y%gij, Rqi =0, (5)
para a, be {t,?‘} y 7’7] € {97 (b}
c. Considera el Ansatz para el campo eléctrico F},. = % Determina el valor de los constantes Q y n

tal que la métrica de Robertson-Bertotti con este campo eléctrico satisfaga la ecuacién de Maxwell y
la ecuacion de Einstein.



3. Transformaciones conformes (3 puntos): Dos métricas D-dimensionales g,,,, y . estén relacio-
nadas a través de una transformacién conforme si se pueden escribir como

2¢(x)

g;,w = € [mz (6)

donde ¢ = ¢(z) es una funcién escalar.
a. Demuestra que los simbolos de Christoffel de la métrica g,, vienen dados, en términos de g, y
sus simbolos de Christoffel I'Y,, por

Ir, =10, + 0,000 + 9,660 — ¢ g (7)
b. Calcula el tensor de Ricci Ruv de la métrica g,, en términos de g, y Ry .

c. Explica por qué en general la transformacién conforme (6) no es un cambio de coordenadas. ;Lo
es si la funcién ¢ es constante?



Relatividad General
4° de Fisica
10 febrero 2012

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, el potencial electro-
magnético, Fy, = 0,4, — 0, A, el tensor electromagnético, T# un tensor arbitrario de rango 2, g, la
métrica de un espacio arbitrario y 1, = diag(1l, —1, —1, —1) la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas. Sea ademas I‘fw la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexioén arbitraria, V, la derivada covariante
con respecto a la conexion de Levi-Civita y @u la derivada covariante con respecto a 1:‘;\“, (45 minutos,
2 puntos)

A% F
1. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f,,, son cero en todos los sistemas O O
de referencia.
2. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la O O
masa del agujero negro.
3. [V, V]V, 47 =0 O O
4. V2R = 0’R O O
5.V, V26 =08,V%¢ m O
6. La métrica ds®> = M, dx'dx?, con M;; un tensor 3 x 3 constante, simétrico y definido ad O
positivo, describe R3.
7. Si f‘fw y f‘fw son dos conexiones afines generales (no necesariamente Levi-Civita), o O
entonces K, = f‘ﬁl, — f‘ﬁl, es un tensor.
8. V,.V%¢ = 0,0%¢ 0 O
9.V, V2¢=V?V,¢ O O
10. Si el tensor de Ricci R, de una métrica g, es cero, entonces también su tensor O O
de Riemann RWP)‘ es cero.
11. Rp;w)\Rp)\ :Rpu,me)\ a d
12. El tiempo propio At = f; dr de una particula es un invariante bajo cambios O O

generales de coordenadas.



13. gV, V,Tor = 9PV, YV, Tpn

14. Para la solcucion de Schwarzschild existe un sistema de coordenadas tal que los
simboles de Christoffel son idénticamente cero en todo el espacio.

15. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f}, son cero en todos los sistemas
de referencia.

16. La solucién de Schwarzschild es una solucién de las ecuaciones del vacio.
17. VMV“A)‘ = V“VHA)‘

18. La solucién de Schwarzschild del agujero negro neutro es una solucién de las
ecuaciones de Einstein acopladas al campo electromagnético

1 1 1
R — 5gWR = —gFupF,/’ + gngkaﬂ, V. " =0.
19. V,VFAN = ViV, AN

20. Si el tensor de Ricci R, de una métrica g,, es cero, entonces también su tensor
de Riemann pr)\ es cero.

U<



Relatividad General
4° de Fisica
10 febrero 2012

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Curvatura constante y S? x S? (2 puntos): Se dice de una variedad M que tiene curvatura
constante (o lo que es lo mismo, es maximalmente simétrica) si su tensor de Riemann satisface la
identidad

Ruvpn = K(guAQUp - gupguk)u (8)

y que tiene geometria Einstein si el tensor de Ricci es de la forma
R,ul/ - Kg,ul/a (9)

con K y K unas constantes relacionadas con el radio de curvatura.

a. Demuestra que cualquier métrica con curvatura constante también es Einstein y halla la relacion
entre las constantes K y K.

b. Considera la métrica de S? x S?, el producto directo de dos esferas bidimensionales:

ds® = R (d92 + sin29d¢2) + Rg(da2 + sin2ad62). (10)

Demuestra que esta métrica es Einstein, pero no tiene curvatura cosntante, hallando (por lo menos)
una componente del tensor de Riemann que no satisface (8).

Pista: Puedes utilizar lo que sabes de los tensores de curvatura de una esfera bidimensional S2.
Aprovecha del hecho de que la estructura del producto directo de S? x S? hace que las componentes
cruzados de los tensores son idénticamente cero (las dos esferas no se mezclan).

2. Singularidades en Reissner-Nordstrom (3 puntos): Considera la accién de Einstein-Maxwell

en cuatro dimensiones ) .
Sy = | d'z {—R _F UFW}, 11
ew = [do gl [ 5ok - F, (1)

donde Fy, = 0,4, — 0, A,.
a. Calcula la ecuacién de Maxwell y la ecuacion de Einstein sin traza y demuestra que en general las
soluciones de esta accién no son Ricci planas, pero si tienen curvatura escalar cero, es decir, R, # 0,
pero R = 0.
b. Considera el Ansatz para una métrica y un campo eléctrico esféricamente simétricos y estaticos

ds? = A g2 _ 2B gp2 2 (d02+ sin? 9d¢2), Fo = E(r), (12)

donde A(r), B(r) y E(r) son funciones a determinar. Demuestra F}, satisface la identidad de Bianchi
para cualquier E(r), pero la ecuacién de Maxwell sélo si

E(r) = eA+D) Q (13)

r2’



donde @) es una constante de integracién, que corresponde con la carga eléctrica de la solucién.
c. Considera el agujero negro de Reissner-Nordstrom,

oM Q? 2M Q?
ds? = (1——+H—)dt2—(1——+ﬁ
r 272

r 2r2

-1
) dr? - r2as, R, = < (14)

que es la solucién esféricamente simétrica y estatica de la accién (11). Demuestra, calculando el
invariante R, R*, que la singularidad en 7 = 0 es una singularidad fisica.

Pista: En lugar de calcular el tensor de Ricci de la solucién (14) explicitamente, es mucho més facil y
mucho mas réapido utilizar las ecuaciones de Einstein y la expresién para el campo eléctrico calculadas
en los apartados a y b..

. Espacios conformemente planos (3 puntos): Una métrica D-dimensional g, es conformemente
plana si se puede escribir de la forma

Guv = e2¢(m) mz (15)

donde ¢ = ¢(z) es una funcién escalar y 7, es la métrica de Minskowksi en coordenadas cartesianas.
a. Demuestra que los simbolos de Christoffel de la métrica g, vienen dados por

Ih, = 0u9dy + 0u9d;, — 0%dnu. (16)

pv

b. Calcula el tensor de Ricci R, de la métrica g,,. La métrica g,, construida de esta forma ;es
plana?
c. Demuestra que el espacio de De Sitter

ds? = dt? — e*/Fo g, daidar, (17)

con Ry una constante y §;; la métrica plana en R?, es conformamente plano, escribiéndolo de la forma
(15) a través del cambio de coordenadas

) (18)



Relatividad General
4° de Fisica
19 septiembre 2011

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, el potencial electro-
magnético, Fy,, = 9,4, — 0, A, el tensor electromagnético, S*” un tensor arbitrario de rango 2, g, la
métrica de un espacio arbitrario y 7, = diag(l, —1, —1, —1) la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas. Sea ademas I‘;\W la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexioén arbitraria, V, la derivada covariante
con respecto a la conexién de Levi-Civita y @# la derivada covariante con respecto a f‘;\w. (45 minutos,
2 puntos)

Vv F
1. Todas las componentes del tensor de Riemann de RY son cero en coordenadas O O
cilindricas.
2. Las transformaciones de Lorentz para la energia E y el momento p), O O

E/:E_'Upz p/:px—EU
V1I—0?’ V4 )
implican que las leyes de conservacion de la energia y el momento ya no son validas
individualmente.
3. Si V, A, es un tensor antisimétrico, V¥ A” = g"*V ,(g"*A,) también lo es. O O
4. Si V, A, es un tensor antisimétrico, VF#A” = g"*V ,(g"* A) también lo es. O O
5. Si @HA,, es un tensor antisimétrico, V#A” = g“pg”’\@p/b\ también lo es. m| O
6. El tensor de Riemann de la solucién de Schwarzschild es idénticamente cero en las O O
coordenadas retardadas de Eddington-Finkelstein.
7. El escalar de Ricci de la solucién de Schwarzschild es idénticamente cero en las O O
coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein.
8. "V, V.S, = PV, V.5, m O
9. 0,F,, + 0,F,, + 0,F,, es un tensor bajo cambios generales de coordenadas. O O
10. Un espacio con métrica g,, es plano si existe un cambio de coordenadas y* = a a
y*(z#) tal que nag = 9zt 97 en todo el espacio.
dy> DyP I

11. gm/@,u@vsp)\ = Q“V@u@ysm O O

10



12. En cualquier punto p de un espacio arbitrario siempre se puede encontrar un
cambio de coordenadas tal que y* = y“(z#) tal que en el punto p la métrica es de la

forma na3(p) = glf—zg%;gw.
13. V,V%¢ = 9,V?¢

14. En ausencia de masa y energia (es decir T}, = 0), el espacio de Minkowski es la
Unica solucién de las ecuaciones de Einstein.

15. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la
masa del agujero negro.

16. Para cualquier punto p de una variedad arbitraria siempre se puede elegir unas
coordenadas tal que el tensor de Riemann pr)\ es cero en este punto (salvo en

singularidades).

17. F,, = 0,A, — 0, A, transforma como un tensor bajo cambios generales de coor-
denadas en cualquier variedad arbitraria equipada con la conexién de Levi-Civita.

18. Ry \RP = R, AR en cualquier variedad arbitraria equipada con la conexién
de Levi-Civita.

) , _ vari . . o
19. La traza S S’“M de un tensor S*¥ es un invariante en un espacio arbitrario

20. Un universo del tipo Friedmann-Robertson-Walker con las secciones espaciales
planas tiene un tensor de Riemann idénticamente cero.

11

U<

o™



Relatividad General
4° de Fisica
19 septiembre 2011

Examen de Relatividad (eneral
Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Cambio de coordenadas en una métrica bidimensional (2 puntos): Considera la siguiente
métrica en una variedad bidimensional, equipada con la conexién de Levi-Civita,

Ry 2

ds? = (2" [d6? + sin? 0.do? 19
y 1+ cosf - sin"6de” |, (19)

donde R es una constante con dimensién de longitud, mientras que los dngulos 6 y ¢ tienen rangos

6 e[0,n]y ¢e€l0,2n].

a. Calcula todas las componentes independientes de los simbolos de Christoffel I'/,, y del tensor de

Riemann Rul/p/\-

b. Calcula la forma de la métrica y del tensor de Riemann después de aplicar el cambio de coordenadas

Rosin6

= 7 20
" 1+ cosf (20)

Determina el rango y la dimensién de la coordenada r e identifica argumentadamente la métrica (19).

2. Tensor de energia-momento en Einstein-Maxwell (3 puntos): Considera la accién de Einstein-
Maxwell de electromagnetismo acoplado a la gravedad:

S:/d4x 9] [R - iFWFW] (21)

donde R es el escalar de Ricci y F),, = 0,4, — 0, A, el tensor electromagnético.
a. Calcula la ecuacion de Einstein. Se puede suponer el formalismo de Palatini conocido.
b. Suponiendo que el campo electromagnético satisface la ecuacién de Maxwell V, F*” = j”, demues-
tra que el tensor de energia-momento 7" de la accién (21) satisface la identidad

VT = 15, F™. (22)
c. Calcula la ecuacién de Einstein sin traza. jPor qué este cédlculo es especialmente sencillo en cuatro
dimensiones?

3. Tensores de curvatura con torsién (3 puntos): En una variedad M” | equipada con una conexién
arbitraria I'),, siempre se puede escribir la conexién como la suma de su parte simétrica y su parte
antisimétrica:

re, = (@6, +T0,) + 4T, -T¢,) = T7, + 317, (23)

a. Demuestra que el tensor de Riemann Rm,p)‘ se puede escribir en términos de la conexién I'), y la
torsion T}f), como

Ruup)\ = RIWPA + %VuTuAp - %V'/Tip + %T:\UTSP - %TU)‘UTEP, (24)

12



donde pr)\ y V,, son respectivamente el tensor de Riemann y la derivada covariante con respecto a
la conexion I},

b. Calcula las expresiones para el tensor y el escalar de Ricci, R, y R, en términos de I',, y T},

c. Suponiendo que la conexién I'f,, es compatible con la métrica (es decir V,,g,, = 0), demuestra

que la acciéon de Hilbert construida a base del escalar de Ricci R, tras integracién por partes, es

equivalente a la siguiente accion en términos de I'),, y T}/,

S = /d4:1c\/|g|]:2 = /d% g [R — 19T, TS| (25)

13



Relatividad General
4° de Fisica
18 febrero 2011

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, el potencial electro-
magnético, Fy, = 0,4, — 0, A, el tensor electromagnético, T# un tensor arbitrario de rango 2, g, la
métrica de un espacio arbitrario y 1, = diag(1l, —1, —1, —1) la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas. Sea ademas I‘fw la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexioén arbitraria, V, la derivada covariante
con respecto a la conexion de Levi-Civita y @u la derivada covariante con respecto a 1:‘;\“, (45 minutos,
2 puntos)

v F
1. V2R = 9?R O O
2. 0,0"¢ transforma como un escalar bajo transformaciones de Lorentz. a O
3. Un observador en caida libre en un agujero negro tipo Schwarzschild nota un efecto O a
fisico cuando cruza el horizonte de eventos.
4. 0,,0"¢ transforma como un escalar bajo cambios generales de coordenadas. O O
5. [V, V,|[V,A7 =0 ] O
6. Una particula libre en un espaciotiempo arbitrario es una particula sobre la cual O O
solamente actua la gravedad.
7. Todas las componentes del tensor de Riemann del espacio de Minkowski son cero O O
en coordenadas polares.
8. F,, = V,A,—V,A, no es invariante bajo transformaciones gauge A, — A, +V,A. a a
9. B,y = I‘fwl"g . transforma como un tensor bajo cambios generales de coordenadas. O a
10. V,V, F* =0 a a
11. PV, V, Tpr = P2V, V. T)a m O
12. Un espacio descrito por la métrica g,,,, es plano si existe un cambio de coordenadas O O
y* = y“(a*) tal que 143 = gZ—Z%QW en todas los puntos de la variedad.
13. ¢V, .V, o = ¢V, V,. Ty O O

14



14. En tensor de Ricci de la solucién de Schwarzschild en coordenadas avanzadas de
Eddington-Finkelstein es idénticamente cero.

15. Si el escalar de Ricci R de una solucion es cero, entonces también el tensor de
Ricci R, es cero.

16. 0, (A, B") =V, A,B" + A,V,B".

17. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'},, son cero en todos los sistemas
de referencia.

18. El gauge de Lorenz d,A* = 0 es invariante bajo transformaciones de Lorentz.
19. 0, (A, F*) =V A, F" + AN  F'.

20. 9,(F,, F") = 2F,,V ,F"

15



Relatividad General
4° de Fisica
18 febrero 2011

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Divergencia del tensor de Einstein (2 puntos): Considera el Ansatz para una métrica esférica-
mente simétrica y estatica

ds? = 2AM g2 — 2BMgp2 _ 42 (d92 + sin? 9d¢)2), (26)
de modo que los simbolos de Christoffel y las componentes del tensor de Ricci no-triviales vienen
dados por

I7, = e2(A-B) 4/, rl, =r1, Iy, = cotg,
e, =A, I‘f¢ =771 Iy, =—r sin? @ e 2B, (27)
rr. =B, Iy, = —re 28, I‘Z¢ = —sinfcosb,

Rtt = _62(A_B) |:A// + (A/)2 _ A/B/ 4 2T_1AI ,

R, = A"+ (AP -AB -2r'B,

Rog = e 2B |:’I“A/ —rB + 1} -1,

Rgy = sin®0 Rys. (28)

Calcula la expresion para el tensor de Einstein G, = Ry, — % guv Ry demuestra que su divergencia
V,.G" es idénticamente cero para A = A(r) y B = B(r) funciones arbitrarias de la coordenada radial
r. Explica por qué.

Pista: Esta métrica no representa la soluciéon de Schwarzschild para A y B arbitrarias, asi que en
general Ry, # 0.

2. Cosmologia con escalares (3 puntos): Considera la siguiente accién de un escalar ¢ minimamente
acoplado a la gravedad y un potencial exponencial:

S = /d4x lg] [R + 39" 0,00,0 — de”?|. (29)

a. Demuestra que la ecuacion de Einstein sin traza y la ecuaciéon de movimiento de ¢ son:
Ry, = —%0,00,¢ + 2g.e V24 = 4e 9, (30)
b. Considera ahora la métrica de Friedmann-Robertson-Walker con secciones planas

ds? = di* — a®(1)6;;da’dat (31)
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donde a(t) es el factor de escala y d;; es la métrica euclidea plana tridimensional, de modo que el
tensor de Ricci viene dado por

Ry = 32, Ry = —(ai + 20%)5,;. (32)
a

Sea ¢ = ¢(t) una funcién sélo de la coordenada temporal ¢, demuestra que las ecuaciones de movi-
miento (30) con este Ansatz se reducen al conjunto de ecuaciones diferenciales para a(t) y ¢(t)

3aa + %azqﬁ2 — 2¢%e7 % = 0,

ai + 24 — 2a%e7? = 0,
; a - B
o+ 3.0 de ¢ = 0, (33)

donde el punto indica una derivacién con respecto a t.
¢. Si asumimos una solucién de la forma

a(t) = t?, o(t) = qlnt, (34)

determina el valor de los pardmetros p y ¢ tal que las ecuaciones de movimiento (33) estén satisfechas.

. Vectores de Killing (3 puntos): Sea M” una variedad arbitraria equipada con la conexién de
Levi-Civita y un campo vectorial V*. Entonces se define la derivada de Lie LT}, de un tensor T},
a lo largo de un campo vectorial V* como

Lyl = VPO, 1w + 1,0,V + T,,0,V* (35)

La derivada de Lie mide cémo cambia T}, a lo largo de las lineas de flujo del campo vectorial V7.

a. Demuestra que LyT), transforma como un tensor de rango (0,2), a pesar de ser definida en
términos de derivadas parciales.

b. Se dice que un campo vectorial k” es un vector de Killing, si la derivada de Lie de la métrica g,
a lo largo de k” es cero, L9, = 0 (es decir, si la métrica no cambia a lo largo de las lineas flujo de
k*). Demuestra que esto implica que k* satisface la condicién de Killing

Vuk, + V,k, = 0. (36)
c. Se define el conmutador [k, £]* de dos campos vectoriales k* y ¢ como
[k, 0)F = kPV 0F — PV kM. (37)

Si k* y £ son vectores de Killing (es decir, si V,k, + V, k, =0=V_,{, + V,{,), demuestra que su
conmutador [k, £]* también satisface al ecuacién de Killing

Ykl + Y[k 0, = 0. (38)
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Relatividad General
4° de Fisica
16 septiembre 2010

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, el potencial electro-
magnético, Fy, = 0,4, — 0, A, el tensor electromagnético, T# un tensor arbitrario de rango 2, g, la
métrica de un espacio arbitrario y 1, = diag(1l, —1, —1, —1) la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas. Sea ademas I‘fw la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexioén arbitraria, V, la derivada covariante
con respecto a la conexion de Levi-Civita y @u la derivada covariante con respecto a 1:‘;\“, (45 minutos,
2 puntos)

v F
1. V2R = 9?R O O
2. 0,0"¢ transforma como un escalar bajo transformaciones de Lorentz. a O
3. Un observador en caida libre en un agujero negro tipo Schwarzschild nota un efecto O a
fisico cuando cruza el horizonte de eventos.
4. 0,,0"¢ transforma como un escalar bajo cambios generales de coordenadas. O O
5. [V, V,|[V,A7 =0 ] O
6. Una particula libre en un espaciotiempo arbitrario es una particula sobre la cual O O
solamente actua la gravedad.
7. Todas las componentes del tensor de Riemann del espacio de Minkowski son cero O O
en coordenadas polares.
8. F,, = V,A,—V,A, no es invariante bajo transformaciones gauge A, — A, +V,A. O O
9. B,y = I‘fwl"g . transforma como un tensor bajo cambios generales de coordenadas. O a
10. V,V, F* =0 a a
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11. gV, VY, Tox = 9PV, YV, Tpn

12. Un espacio descrito por la métrica g,,,, es plano si existe un cambio de coordenadas

y* = y“(a*) tal que 143 = gyiggTz;gW en todas los puntos de la variedad.

13. gp)‘@M@UTp)\ = g’»‘@yﬁqu}\

14. En tensor de Ricci de la solucién de Schwarzschild en coordenadas avanzadas de
Eddington-Finkelstein es idénticamente cero.

15. Si el escalar de Ricci R de una soluciéon es cero, entonces también el tensor de
Ricci R, es cero.

16. 9,(A,BY) = V,A,B" + A,V,B".

17. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'},, son cero en todos los sistemas
de referencia.

18. El gauge de Lorenz d,A* = 0 es invariante bajo transformaciones de Lorentz.
19. 0, (AL, F") =V, A F*™ + AN, FM.

20. 9,(F,, F") = 2F,,V ,F"
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Relatividad General
4° de Fisica
16 septiembre 2010

Examen de Relatividad General
Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Tensor de Weyl (2 puntos): En un espacio cuadrimensional, equipada con la conexién de Levi-
Civita, el tensor de Weyl esta definido por

1

1
Cuvpr = Ruvpr — 3 (gupRM — 9urBup — gupRux + gvARMJ) + ER(QMJQW\ - QMQVP)v (39)

donde R, es el tensor de Riemann, R, el tensor de Ricci y R el escalar de Ricci.
a. Demuestra que el tensor de Weyl tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann, es decir:

Cuvpr = —Cuppr, Cuvpr = —Chuarp, Cuvpr = Corpw (40)

b. Demuestra que el tensor de Weyl tiene traza cero. Es decir, que la contraccién de cualesquiera dos
indices del tensor de Weyl es idénticamente cero.

c. Calcula la divergencia del tensor de Weyl V,\CH,,p’\.

Pista: La contraccién de segunda identidad de Bianchi dice que V,\RH,,p’\ +V,R,,—V,R,,=0.

2. Conservacion de energia y simetria esférica (3 puntos): Considera un espacio esféricamente
simétrico y estdtico, decrita por la métrica

ds? — o2AM) g2 _ 2B g2 _ 2 (d92 + sin? 9d¢2), (41)

y un fluido perfecto en reposo, con densidad p y presion P, cuyo tensor de energia-momento y
cuadrivelocidad vienen dados por

Ty = (p+ P)uyu, — Py, ut = ( 6_6A ) . (42)
La simetria esférica y el hecho de que la solucion sea estatica imponen las siguientes condiciones sobre
la densidad, la presién y el cuadrivector:
p = p(r), P = P(r), uOup =0, w0, P =0, V,ut =0. (43)
a. Demuestra que las iinicas componentes no triviales de T"” son
T = pe=24, T = Pe 2B, 799 = pr—2, T% = Pr—2sin~26. (44)

b. Demuestra que la ley de conservacién de energia-momento, V,T*” = 0, para este fluido perfecto
en este espacio implica solamente (1) la siguiente relacién entre p y P:

P +(p+P)A' =0, (45)

donde la prima denota una derivacién con respecto a r. Explica por qué V,T'* = 0 impone solamente
una condicién, a pesar de ser una ecuacién vectorial.
Pista: Puedes usar lo que sepas de los simbolos de Christoffel de la métrica (41).
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3. Los tensores de curvatura de la métrica de FRW D-dimensional (3 puntos): Considera la
métrica de Friedman-Robertson-Walker in D dimensiones (no necesariamente D = 4),

dst, = dt* —a®(t)gi;da’da?, i,j=1,..,D—1, (46)

donde el factor de escala a(t) depende exclusivamente de la coordenada temporal ¢ y donde la métrica
Gij(x) de las secciones espaciales (D — 1)-dimensionales depende exclusivamente de las coordenadas
espaciales x*. Las secciones espaciales son maximamente simétricos y satisfacen por lo tanto

Rijiu = k(gudje — Gindin); Rij = —(D —2)kgy, R = —~(D-1)(D-2k  (47)
donde k = —1,0, 1 corresponden con seccién de curvatura negativa, cero y postiva respectivamente.
a. Demuestra que los simbolos de Christoffel vienen dadas por

t .o~ i ) k k
I = aa gy, o= - k. — Tk

(48)
donde el punto indica la derivada con respecto a t y l:‘f] son los simbolos de Christoffel de la métrica
de las secciones espaciales g;;.

b. Calcula el tensor y el escalar de Ricci de la métrica (46).

Pista: Para el caso D = 4 las expresiones tienen que reducirse a las férmulas (12.24) de los apuntes.
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Relatividad General
4° de Fisica
8 de febrero 2010

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, y B, vectores, T"” un
tensor arbitrario de rango 2, g, la métrica de un espacio arbitrario y 7,, = diag(1l, —1, -1, —1) la métrica
de Minkowski en coordenadas cartesianas. Sea ademds Fflu la conexién de Levi-Civita, Fflu una conexion
arbitraria, V,, la derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y V,, la derivada covariante

con respecto a l:‘f;l, (45 minutos, 2 puntos)

Vv F
1. En cualquier punto de una variedad arbitraria siempre se puede elegir coordenadas O O
localmente inerciales en las que el tensor de Riemann es cero en este punto.
2. La métrica ds? = dt* — M;jdx'dx?, con M,; un tensor 3 x 3 simétrico y constante a O
y definido positivo, describe el espacio de Minkowski.
3. g™V, VAT =0 a a
4. Si en un espacio M los simbolos de Christoffel I'f, son identicamente cero en un o O
sistema de coordenadas, entonces M®™ es plano.
5. 0,(A,BY) = V,A,B" + AV, B". O O
6. Si en un espacio M¥ todas las componentes de la conexién general f‘ﬁl, son iden- O O
ticamente cero en un sistema de coordenadas, entonces M™ es plano.
7. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f,, son cero en todos los sistemas O a
de referencia.
8. V.,V =09,V?¢. O O
9. V,V3¢ =V,0%. O O

22



10. El tiempo propio AT = f; dr de una particula es un invariante bajo cambios
generales de coordenadas.

11. Si A, es un tensor simétrico, APN = g””g”’\AW también lo es.
12. Si A, es un tensor simétrico, A”, = g"? A, también lo es (es decir A?, = A,”)

13. Si en un espacio existe un cambio de coordenadas y® = y®(z*) tal que .3 =

PP . . .
gZ—a % guv en todos los puntos, entonces el espacio es Minkowski.

14. El tensor de Ricci de la solucién (exterior) de Schwarzschild es cero en coordenadas
de Eddington-Finkelstein.

15. V,0"¢ = 0,,0"¢ en variedades que tienen Ruup)\ =0.

16. Si el espacio descrita por la métrica g, es plano, entonces existe un cambio de

coordenadas y® = y*(z#) tal que 1,5 = g%%gw en todos los puntos.

17. La métrica ds? = f2(x,y,2) [dt2 —dz? — dy* — dz?|, con f(t,y,z) una funcién

arbitraria, describe el espacio de Minkowski.
18. V,VHTP = VIV TP,

19. La métrica ds? = f2(t)dt? — g*(x)dz? — h?(y)dy* — k*(2)dz?, con f(t), g(z), h(y)
y k(z) funciones arbitrarias de su argumento, describe el espacio de Minkowski.

20. [V, V,|T" = 0.

23

Si

No



Relatividad General
4° de Fisica
8 febrero 2010

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Teoria de Proca (2 puntos): Considera el Lagrangiano de electromagnetismo masivo (también
llamado teoria de Proca) en un espacio curvo

r— w/|g|[—iFw,F‘“’ + Im24,4¢|, (49)

donde F),, = 0,A, — 0, A, es el tensor electromagnético y m es la masa del campo A,,.

a. Calcula la ecuacién de movimiento de A*.

b. ;Es esta teoria invariante gauge? Demuestra que la divergencia de la ecuacién de movimiento (es
decir, actuando sobre la ecuacién de movimiento con V, ) implica la condicién de Lorenz V, A =0

2. Parte antisimétrica del tensor de Ricci (3 puntos): En una variedad M" equipada con una
conexion arbitraria I'7,, (es decir con 0, #0y Vugu, # 0), el tensor de Ricci viene dada por la
expresion

R#V = 8#F§u - 8>\Fi\w + F;),\LO' Ku - Fi\w g)\' (50)

Demuestra que la parte antisimétrica del tensor de Ricci viene dada por
R,ul/ - Rv,u = R,uu)\A - VAT;\;/ + V#T)f\u - VVT)T\H - T;i)uT;\)\ (51)

Pista: Comprueba que R,,\* = 9, — &,Fﬁx

3. Conservaciéon de energia-momneto en FRW (3 puntos): Considera el Ansatz de cosmolégico
ds® = dt* — a*(t)gij(v)dz'da? (i,7=1,2,3) (52)

donde el factor de escala a(t) depende exclusivamente de la coordenada temporal ¢ y donde la métrica
de las secciones espaciales §;;(x) depende exclusivamente de las coordenadas espaciales x*.
a. Comprueba que los tinicos simbolos de Christoffel que no son cero vienen dados por

. : a .
T}, = aa i, Tij == &, Ty =14, (53)
donde el punto indica una derivacién con respecta a t y f‘fj son los simbolos de Christoffel de la
métrica glj
b. Considera un fluido perfecto con densidad p(t) y presién P(t), de modo que las componentes
no-nulas del tensor de energia-momento vienen dadas por

Ty = p, T;; = a® P gij. (54)
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Demuestra que la ley de conservacién de energia V,T"" = 0 para este fluido perfecto en el espacio
con métrica (52) impone solamente (1) la siguiente condicién sobre p y P:

p o+ 3g(p + P) — 0. (55)

Explica por qué V,T"" = 0 sélo impone una condicién, a pesar de ser una ecuacién vectorial.
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Relatividad General
4° de Fisica
11 de septiembre 2009

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, y B, vectores, F,,
un tensor antisimétrico de rango 2, g, la métrica de un espacio arbitrario y 7,, = diag(l,—1,—1,—1) la
métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas. Sea ademas l"f;,j la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una
conexion arbitraria, V,, la derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y @u la derivada
covariante con respecto a ff‘w. (45 minutos, 2 puntos)

1. V,0"¢ = 0,0"¢ en el espacio de Minksowki. ‘Df g
2. 0"V, ¢ transforma como un escalar bajo cambios generales de coordenadas. O a
3.0,(A,B")=V,A,B"+ A, V,B". ] O
4. Todas las componentes del tensor de Ricci del espacio de Minkowski son cero en O a
coordenadas polares.

5. La solucién de Schwarschild es una solucién de las ecuaciones del vacio. O O
6. El tensor de Riemann de la solucién de Schwarzschild es identicamente cero. O O
7.V, VHAN = VIV, AN m O
8. El escalar de Ricci de la solucién de Schwarzschild es identicamente cero. O O
9. V,VHAN = VIV, AN m O
10. V,(A\B*) = V,.(A*B,)) i O
11. Si un vector es espacial en coordenadas de Schwarzschild, también lo es en coor- O O
denadas de Eddington-Finkelstein.

12. Un espacio descrito por la }Lnétgica guv €s plano si existe un cambio de coordenadas O O

ox

y* = y“(a*) tal que 143 = gZ—anW.
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13. 0. F,, + 0, F,, + 0,F),,, es un tensor bajo cambios generales de coordenadas.

14. El Principio de Equivalencia implica que la gravedad interacciona de la misma
manera con cualquier tipo de materia.

15. [V, V,]V,47 =0

16. En cualquier espaciotiempo, existe siempre un cambio general de coordenadas
que hace desaparecer la fuerza de la gravedad en todo el espacio, tal que el espacio
entero parece plano.

17. V., V%¢ =0,V?*¢

18. V,V%p = V2V ¢

19. El Principio de Equivalencia implica que en cualquier punto de una variedad
arbiratria se puede encontrar unas coordenadas tal que el tensor de Riemann es cero.

20. Cuando la métrica esté degenerada en un punto p (es decir cuando |g| = 0 en p),
hay una singularidad fisica en el punto p.
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Relatividad General
4° de Fisica
11 de septiembre 2009

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Base de cono de luz (2 puntos): Considera el espacio de Minkowski equipada con una base
cartesiana |e,) (¢ =0,1,2,3), de modo que las componentes de los vectores de base vienen dadas por
(lew))” = 0,,. Considera ahora el cambio de coordenadas

le4) = 25 (Ieo) +le1)), le-) = J5(leo) — le1)) (56)
a. Calcula la forma de la métrica g, en la base |ey) (@ = +,—,2,3).
b. Demuestra que (e*|ea3) = 0, pero que (eT|e_) # 0. Si has hecho el cdluclo en la base |e,),

comprueba el resultado en la base |e,) y viceversa.

2. Integracién por partes con derivadas covariantes (3 puntos): Sean A, y B, respectivamente
un vector y un tensor de rango 2 en una variadad arbitraria M. Demuestra que la férmula de
integracién por partes con derivadas covariantes

/de\/ lg|A, V., B = — /dN:v\/ 9|V, A,B" + un término de frontera (57)

es correcta, siempre y cuando M esté equipada con la conexién de Levi-Civita. Indica dénde exac-
tamente en la demostracion se usa que la conexién es Levi-Civita.

3. Singularidad de un universo con radiacién (3 puntos): Considera el Ansatz de un universo en
expansién
ds® = dt* — a*(t)d;;dx"da’, (1,7 =1,2,3) (58)
donde el factor de escala a(t) depende exclusivamente del tiempo ¢ y donde §;; es la métrica euclidea
de R? en coordenadas cartesianas.
a. Comprueba que los tinicos simbolos de Christoffel que no son cero vienen dados por

. i a
ng = aa 517', th = a 57 (59)
b. Comprueba que el tensor y el escalar de Ricci son de la forma
a .. .2 a a\2
Ry = 32, Ry = = [aii + 22|53, R=6/2+(2)]. (60)
a a a

c. Considera ahora la solucién exacta que tiene
a(t) = Ag tY/2, (61)

donde Ay es una constante de integracién (fisicamente esta solucién corresponde con un universo lleno
de radiacién). Averigua si la singularidad en ¢ = 0 de la métrica (58) con factor de escala (61) es fisica
o si es una singularidad de coordenadas.

Pista: Por razones dimensionales, las potencias de ¢ deberian ser las mismas en todos los términos de
una expresion.
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Relatividad General
4° de Fisica
28 de enero 2009

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sean ¢ un escalar, A, un vector, 7, la métri-
ca de Minskowski en coordenadas cartesianas, ¢, la métrica de un espacio arbitrario y Fj,, = 0,4, —0, A,

el tensor electromagnético. Sean ademas I‘;\W la conexién de Levi-Civita, I‘;\W una conexién arbitraria, V,
la derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y V,, la derivada covariante con respecto
a la conexién Ff‘w. El laplaciano V? estd definido como ¢g**V,V,. (45 minutos, 2 puntos)

v F
1. Un espacio descrito por la métrica g,,,, es plano si existe un cambio de coordenadas O O
y* = y“(a*) tal que nap = g;”—:%gw en todos los puntos.
2. Si un espacio descrito por la métrica g,, es plano, entonces existe un cambio de O a
coordenadas y* = y“(z#) tal que 1. = g%%gw en todos los puntos.
3. La teoria de la relatividad especial no es causal porque el orden cronolégico de O a
algunos eventos depende del observador.
4. [V, V|V AN =0. O O
5. V,V2¢ =0,V O O
6. El tiempo propio AT = f: dr de una particula es un invariante bajo cambios O O
generales de coordenadas.
7.V, V3¢ =V?29,¢. O O
8. Si [V, V,]A* = 0, entonces el espacio es plano. O O
9. I‘ﬁl,l"z)\g”)‘ es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. O O
10. V, V%3¢ = V2V ,¢. m O
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12. F,,, = V,A, — V, A, no es invariante bajo transformaciones gauge A4, — A, +
V,.A.

13. En la solucién (externa) de Schwarzschild, todas las componentes del tensor de
Ricci son cero en coordenadas de Eddington-Finkelstein.

14. Si un vector en el espacio Schwarzschild es temporal para un observador, es
temporal para todos los observadores.

15. Las transformaciones de Lorentz para la energia E y el momento p,

E —vp, ,  pz—FEv
V1I—=2’ Pa = V1—2?

implican que las leyes de conservacion de la energia y el momento ya no son validas
individualmente.

E =

16. 9,F,, + 0, Fpp + 0,Fu £V, Fyp+ Vo Fyy +V,F,,
17. gV, V, Tor = g2V, V. Tpx
18. 9,F,, + 0y Fpp + 0,Fu £V, Fyp +VyFy +V,F,,

19. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la
masa del agujero negro.

20. El espacio descrito por ds? = dt? — S(t)[dr? +12(df? +sin? d¢?)] es esféricamente
simétrico.
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Relatividad General
4° de Fisica
28 de enero 2009

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Identidades vectoriales en 3 dimensiones (2 puntos): Considera una variedad arbitraria tridi-
mensional M3, equipada con una métrica guv y una conexion I'f , que es compatible con la métrica,
pero no simétrica (es decir V,g,, = 0, pero p, # 0) y sean ¢ y A,, un campo escalar y vectorial en
M? respectivamente. Definimos, como generalizacion de R? equipada con Levi-Civita, el gradiente,
la divergencia, el rotacional y el laplaciano en M3 de la siguiente manera:

—

(Vo) = Vo, VA = v,4",

(V x A = ehPV, A, V3¢ = V,VH, (62)
donde €7 es el tensor de Levi-Civita tridimensional, con €'?* = 1. Comprueba y corrige si procede
las siguientes identidades vectoriales, vélidas en R3, tal que también sean validas en M3:

a. V-(V¢) = V¢, b (VxVe) =0,
. V-(Vx4) =0 d (VxVx AP = V(v A)— V24", (63)
Pista: Observa que e""Pe,\, = 0562 — 656Y.

2. Campo escalar (3 puntos): Considera un campo escalar ¢ en una variedad arbitraria M (equipada
con Levi-Civita), que satisface la condicién V,V#¢ = 0 y define el tensor simétrico By, (k) como

B,uu(k) = V,u(bvu(b - kg,ul/vp(bvp(bv (64)

con k una constante arbitraria.
a. Calcula para qué valor(es) k = ko el tensor By, (k) satisface la condicién V,B* (ko) = 0.
b. Considera la accién de un campo escalar acoplado a gravedad

§— / d'z VIgl[R + $0,00%]. (65)

Demuestra que la condicién V,V#¢ = 0 es la ecuacién de movimiento de ¢ y da una interpretacion
(motivada) para By, (ko).

3. Geodésicas en el espacio de De Sitter (3 puntos): Considera un universo en expansién expo-
nencial, llamado el espacio de De Sitter,

ds? = dt? — Mg dax’dad (66)

donde A is una constante positiva (relacionada con la constante cosmolégica) y donde d;; es la métrica
euclidea tridimensional en coordenadas cartesianas. Los simbolos de Christoffel no triviales vienen
dadas por I'); = Ad] y T'}; = Ae?Mt§;;. Caleula la geodésica de una particula sin masa que se mueve
en la direccion z.

Pista: Intenta con funciones de la forma f(o) = alog(80) y g(o) = A(oc + B)™, con «, 3, A, By n
constantes a determinar.
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Relatividad General
4° de Fisica
10 de septiembre 2008

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F'). Sea ¢ un escalar, F,, = 0,4, — 0,4, el
tensor electromagnético, g,,, la métrica de un espacio arbitrario y Ry, v Ry, el tensor de Riemann y

de Ricci respectivamente. Sea ademas Fflu la conexién de Levi-Civita, I‘;\W una conexiéon arbitraria, V,, la

derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y V,, la derivada covariante con respecto a
s TN .

la conexién I,,. (45 minutos, 2 puntos)

v F
1. 0,0"¢ transforma como un escalar bajo cambios generales de coordenadas. O a
2. V,VHTP = VIV, TP, m O
3. 0,,0"¢ transforma como un escalar bajo transformaciones de Lorentz. a O
4.V, VHTP = VIV, TP, m O
5. Una particula libre en un espaciotiempo arbitrario es una particula sobre la cual O O
solamente actua la gravedad.
6. Todas las componentes del tensor de Riemann del espacio de Minkowski son cero O O
en coordenadas polares.
7. Todas las componentes de los simbolos de Christoffel del espacio de Minkowski son O O
cero en coordenadas polares.
8.V, V?¢ =0,V O O
9. Si el tensor de Riemann prA de una métrica g,, es cero, entonces también su O O
tensor de Ricci R, es cero.
10. Si la torsién T}/, es cero, entonces al conexion es simétrica. o O
11. Rp;wARp/\ = RPUHARP)‘ para la conexién de Levi Civita. O a
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12. El espacio de Minkowski es solucién de la ecuacién R, = Ag,, con A # 0.

13. 0,F,, + 0,F,, + 0,F),, es un tensor bajo cambios generales de coordenadas.
14. ¢P 'V, V., Tpr = ¢V, V, T\

15. El Principio de Equivalencia dice que en cada punto de una variedad arbitraria
existe un cambio de coordenadas que hace que el tensor de Riemann es cero en este
punto.

16. V2R = 0°R

17. Si un vector en el espacio de Schwarzschild es espacial para un observador, es
espacial para todos los observadores.

18. V,V2¢ = 9,V?¢
19. V,V%¢ = V2V ¢

20. El espacio de Minkowski es solucién de R, = 0 en cualquier sistema de coorde-
nadas.
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Relatividad General
4° de Fisica
10 de septiembre 2008

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Geometria diferencial (2 puntos): En 4 dimensiones se puede contraer el tensor de Riemann
R,px con el tensor de Levi-Civita e*PX para formar el invariante de curvatura R = a“””AprA.
Demuestra que R es identicamente cero para la conexién de Levi-Civita, pero que para conexiones
arbitrarias

R =" g |V, T3, + T, T2 (67)

prTp|”

Pista: Recuerda que P} es completamente antisimétrico bajo en intercambio de cualquier dos de
sus indices.

2. Tensor de energia momento electromagnético (3 puntos): Considera la accién de electromag-
netismo en estacio curvo

s= [ o/l <3 979 Fukn), (69)

donde F),, es el tensor electromagnético F),, = 0,4, — 0, A,.
a. Demuestra, variando la accién con respecto a la métrica, que el tensor de energia-momento viene

dada por
Top = —2 FauF3" + % gap FuF™. (69)
b. Demuestra, utilizando la Ley de Maxwell en espacio curvo y la Identidad de Bianchi que
Vo T = 1j,F"P, (70)

donde j* es la densidad de corriente.

3. Tensores de curvature del espacio de De Sitter (3 puntos): Considera un universo en expansién
exponencial, llamado el espacio de De Sitter,

ds? = dt* — M6, ;da'da?, (71)

donde A is una constante positiva (relacionada con la constante cosmolégica) y donde J;; es la métrica
euclidea tridimensional en coordenadas cartesianas.
a. Demuestra que los tnicos simbolos de Christoffel de la métrica (71) que no son cero vienen dadas
por _ .

Il = Ae®Ms;;, I, = A/, (72)
b. Demuestra que el tensor de Ricci satisface la identidad R, = 3A2gw,.
c. Considera el cambio de coordenadas

t=A"te M, =z, (73)

Calcula la forma de la métrica y del tensor de Ricci en las coordenadas (£, 7%).
Pista: Utiliza la covariancia SO(3) de la parte espacial para ahorrar trabajo.
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Relatividad General
4° de Fisica
1 de febrero 2008

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, y B, vectores,
F,, = 0,A, — 0,A, el tensor electromagnético, g,, la métrica de un espacio arbitrario y R, el ten-
sor de Ricci. Sea ademés l"f;l, la conexién de Levi-Civita, l:‘f;l, una conexiéon arbitraria, V, la derivada
covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y \Y  la derivada covariante con respecto a la conexién
fflu. (45 minutos, 2 puntos)

v F
1. La métrica ds® = dt? — M;;dz'dz?, con M;; un tensor 3 x 3 simétrico y constante O O
y definido positivo, describe el espacio de Minkowski.
2. V.V, R #V,V RM | O
3. 0,0, R* transforma como un escalar bajo cambios generales de coordinadas. a a
4. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f,, son cero en todos los sistemas O a
de referencia.
5. VuFop+VuF, +V,Fu =0uF, + 00 F, + 0,F ] |
6. [V, V] F* =0. O O
7. En cualquier espaciotiempo, existe siempre un cambio general de coordenadas que O O
hace desaparecer la fuerza de la gravedad en todo el espacio, tal que el espacio entero
parece plano.
8. VuF,y +V,Ey +V,Fu = 0,F,,+ 0,F,, + 0,F. O O
9. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la O O

masa del agujero negro.
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10. 9,(A,B") = V, A, B" + A,V ,B".

g . . Vi Civi
11.SiI'f, y I'7,, son dos conexiones afines generales (no necesariamente Levi-Civita),

entonces Kf}, = f‘ﬁl, - fﬁu es un tensor.
12. 0,(A,B") = 0,A,B" + A,0,B".

13. Todos las componentes del tensor de Riemann del espacio de Minkowski son cero
en coordenadas polares.

14. El tiempo propio AT = f; dr de una particula es un invariante bajo cambios
generales de coordenadas.

15. g*"F},, = 0 en todos los sistemas de referencia.

16. En ausencia de masa y energfa (es decir T}, = 0), el espacio de Minkowski es la
unica solucién de las ecuaciones de Einstein.

17. Si A, es un tensor antisimétrico, AP = gH?g"* A, también lo es.
ozt dz”

18. Si A, es un tensor antisimétrico, Anp = WWAW también lo es.

19. Si el tensor de Ricci R, de una métrica g, es cero, entonces también su tensor
de Riemann RWP)‘ es cero.

20. Si existe unas coordenadas donde todos los simbolos de Christoffel son identicam-
nete cero, entonces el espacio es plano.
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Relatividad General
4° de Fisica
1 de febrero 2008

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Relatividad especial (2 puntos): Considera una particula masiva en el espacio de Minkowski cuya
cuadrivelocidad visto por un observador O es de la forma

(74)

1
ut =4 ‘g

0

a. Calcula e interpreta la forma de la cuadrivelocidad u'# visto por un observador @', si los dos
observadores @ y O’ estan relacionados a través de una transformacién de Lorentz

v vy 0 0

wo_ vy v 0 0
A = 0 0 1 0 (75)

0 0 01

b. Repite el problema de arriba para el caso en que la particula no tenga masa.

2. Corchete de Lie (3 puntos): Considera un campo escalar ¢ y dos campos de vectoriales A* y
B* en una variedad arbitraria M. La derivada direccional de ¢ y de A* a lo largo de B* (también
llamada la derivada de Lie a lo largo de B) estd definida como

Lpp = BY0,9,
(LpA)F = BY9,A" — A”9,B". (76)

a. Demuestra que Lg¢ y LpA transforman respectivamente como un escalar y como vector contra-
variante bajo cambios generales de coordenadas.

b. Demuestra que la derivada de Lie satisface la regla de Leibnitz Lp(¢A) = ¢Lp A+ ALpo.

c. Calcula como actua la derivada de Lie LgC' sobre un vector covariante C,,. (Pista: utiliza que sabes
como actua la derivada de Lie sobre un escalar.)

3. El gauge de Lorenz (3 puntos): En un espacio curvo la ecuacién inhomogenea de Maxwell viene
dada por V,F* = j¥ donde F},, es el tensor electromagnético, F,, = V, A, — V,A,.
a. Sustituyendo la expresién para F),, en la ecuacién inhomogenea de Maxwell y asumiendo el gauge
de Lorenz V, A" = 0 para el potencial A, demuestra que la ecuacién inhomogenea toma la forma

V. VFAY + R A, = j¥, (77)

donde R, es el tensor de Ricci.
b. Demuestra que la ecuacién de Maxwell en la forma (77) satisface la ley de conservacién de carga
V,.j* = 0. (Pista: Antes hemos asumido el gauge de Lorenz, asi que utilizalo!)
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Relatividad General
4° de Fisica

13 septiembre 2007
Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F'). Sea ¢ un escalar, A, y B,, vectores, F},, =
0 A, — 0, A, el tensor electromagnético, g,,,, la métrica de un espacio arbitrario y n,, = diag(1,—-1,—-1,—1)
la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas. Sea ademads I‘fw la conexién de Levi-Civita, ff;l, una
conexién arbitraria, V,, la derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita y V,, la derivada

covariante con respecto a la conexién I‘ﬁ,j. (45 minutos, 2 puntos)

v F
1. Un espacio descrito por la métrica g,,,, es plano si existe un cambio de coordenadas O O
y* =y (2#) tal que Nap = 55 555 g
2. [V,,V,]o=0. | O
3. F,, =V,A,—V, A, no es invariante bajo transformaciones gauge A, — A,+V ,A. a O
4. En cualquier espaciotiempo, existe siempre un cambio general de coordenadas que O O
hace desaparecer la fuerza de la gravedad en todo el espacio, tal que el espacio entero
parece plano.
5. [V, V] =0. o O
6. 0,F,, + 0,F,, + 0,F,, es un tensor bajo cambios generales de coordenadas. O O
7. g" F,, = 0 en todos los sistemas de referencia. a O
8. [V, V,]V,A7 = 0. ] O
9. R,, = 0 implica que el espacio es plano. O O
10. En el espacio de Minkowski, la distancia espacial entre dos puntos es un invariante. O O
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11. Las coordenadas localmente inerciales en R son las coordenadas cartesianas.
12. La distancia espacial entre dos puntos en R? es un invariante.

13. 0,(A,B") =V ,A,B" + A, V,B".

14. 9,(A,B") = V,A,B" + A,V ,B".

15. La distancia espaciotemporal entre dos eventos en un espacio arbitrario es un
invariante.

16. Si un vector en un espacio arbitrario es temporal para un observador, es temporal
para todos los observadores.

17. K[, =T, —T', transforma como un tensor bajo cambios generales de coorde-
nadas.

18. Cuando la métrica estd degenerada en un punto p (det|g] = 0 en p), hay una
singularidad fisica en el punto p.

19. Si en un sistema de coordenadas los simbolos de Christoffel I',, son todos cero,
entonces el espacio es plano.

20. Si A, es un tensor antisimétrico, AP* = gt?g"* A,,,, también lo es.
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Relatividad General
4° de Fisica
13 septiembre 2007

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Identidad de Bianchi (2 puntos) De la identidad de Jacobi para las derivadas covariantes, ac-
tuando sobre un escalar ¢,

[[vuv V,,], vp] ¢+ [[vw Vp], vu] ¢+ [[vpv vu]v V,,] ¢ =0, (78)
se deriva facilmente identidad de Bianchi para el tensor de Riemann
R#VPA + wa)\ + me)\ =0, (79)

asumiendo que la conexién utilizada en las derivadas covariantes es la conexion de Levi-Civita. De-
muestra que, utilizando una conexién arbitraria en la identidad de Jacobi (78), la identidad de Bianchi
(79) se generaliza a

R + Rupu™ + Rpp™ =V, 10, =V, 10, =V, T0, + T, To + T,T0, +T5,T), =0, (80)

wv po vpt po putvo

donde le, es el tensor de torsién.

2. Tensor de energia-momento en Einstein-Maxwell (3 puntos) Considera la accién de Einstein-

Maxwell
S = /d4fE \/E[R - %F;,WFHV} (81)

y el Ansatz esféricamente simétrico para la métrica y el campo eléctrico
ds? = 24 g2 — 2B g2 _ 2 (d92 + sin? 9d¢2), Fy. = E(r), (82)

donde A(r), B(r) y E(r) son funciones arbitrarias de la coordenada radial.
a. Demuestra que Fy, satisface las ecuaciones de Maxwell V,F*” = 0 si E(r) es de la forma
Q
E(r) = eA+B) oy (83)

Determina las condiciones sobre A(r) y B(r) para que la solucién sea asintéticamente plana y da una
interpretacién (motivada) de la constante Q.
b. Demuestra que el traza T(™) = g””Tﬁ?,m) del tensor de energia-momento de electromagnetismo

es cero en general (en 4 dimensiones). Calcula las componentes de Tfﬁ,m) para el Ansatz de arriba y
comprueba que para este caso la traza es efectivamente cero.

Pista: jTen mucho cuidado con los factores de la métrica (inversa) en las contracciénes y al subir y
bajar indices! Las siguientes identidades seran ttiles:

9" gup = 0", oy = —Fy, F'" = g"g"" [, F, F" =2F, F'". (84)
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3. Electromagnetismo en espacios curvos (3 puntos): Considera una particula con masa mg y
carga eléctrica e en el espacio con métrica g,,,,, interaccionando con el campo electromagnético F},,, .
La dinadmica del sistema esta descrito por la accién

S = —%mo/dT g’ — e/dT i A — L[ d'e \/]g| F, P, (85)
donde & = %, con T el tiempo propio de la particula y F,, = 9,4, — 0, A,.

a. Demuestra que las ecuaciones de movimiento de la accién S son la ecuacién inhomogénea de
Maxwell y la segunda ley de Newton para una particula sometida a la fuerza de Lorentz. ;Cémo
estd codificada la identidad de Bianchi 0, F,, 4+ 0, F}, + 0,F),, = 0 en la accién S7

b. Identifica en esta accién la corriente eléctrica j* de la ley de Maxwell y demuestra que esta con-
servada. Demuestra que la accién S es invariante bajo transformaciones gauge 64, = 9, A, gracias a
la conservacion de la carga eléctrica.

Pista: Observa que los vectores V# y los tensores antisimétricos 7" satisfacen las siguientes iden-
tidades

Vh = g, [\/E Vﬂ}, Y L [\/E T‘“’"']

Vldl Vil

Observa también que la ecuacién de Euler-Lagrange para el campo de Maxwell viene dada por

% (503) ~ 5 = 0
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Relatividad General
4° de Fisica
15 febrero 2007

Nombre:

Examen de Relatividad General

Parte I: Test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, y B, vectores, T}, un
tensor de rango 2, g, la métrica de un espacio arbitrario y 7., = diag(l, -1, —1, —1) la métrica de Min-
kowski en coordenadas cartesianas. Sea ademaés Fiu la conexién de Levi-Civita, y V, la derivada covariante
con respecto a la conexién de Levi-Civita. (45 minutos, 2 puntos)

Vv F
1. Para cualquier punto p de una variedad arbitraria siempre se puede elegir unas O a
coordenadas tal que el tensor de Riemann Rw,pA es cero en este punto (salvo en
singularidades).
2. g""0,A, es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. O a
3. La métrica ds® = dt? — M,jdxdz’, con M;; un tensor 3 x 3 constante, simétrico y a O
definido positivo, describe el espacio de Minkowski.
4. n*”9,A, es un invariante bajo transformaciones de Lorentz. o i
5. n" (0, A, — 0,A,) es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. a O
6. Si T es un tensor antisimétrico, V,,V, T" = —V,V,T"”més una derivada total. O O
7. Las transformaciones de Lorentz para la energia E y el momento p), O O
E/:E_'Upz p/:px—EU
V1I—02’ VS )
implican que las leyes de conservacion de la energia y el momento ya no son validas
individualmente.
8. [V, VuIV,A47 =0 ] O
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9. 9,(A,B") = V, A, B” + AV, B".

10. El tensor de Riemann del espacio de Minkowski en coordenadas esféricas es dis-
tinto de cero.

11. En ausencia de masa y energia (es decir T}, = 0), el espacio de Minkowski es la
Unica solucién de las ecuaciones de Einstein.

12. V,(A,B") = 0,A,B” + A,0,B".
13. V,V*¢ = 0,0"¢
14. Si T}, es un tensor antisimétrico, TP = g“pg”)‘TW también lo es.

15. Si Tj; es un tensor antisimétrico en coordenadas cartesianas en R?, también es
antisimétrico en coordenadas esféricas.

16. V,Vi¢ = V,01¢

17. Si un vector en un espacio arbitrario es espacial para un observador, es espacial
para todos los observadores.

18. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'f,, son cero en todos los sistemas
de referencia.

19. V,VHTPX = VIV, TP,

20. gV, V., T,x = PV, V,. Ty
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Relatividad General
4° de Fisica
15 febrero 2007

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Electromagnetismo en espacios curvos (3 puntos): Considera una particula con masa mg y
carga e en el espacio con métrica g,,,,, interaccionando con el campo electromagnético F),,,. La dindmica
del sistema esta descrito por la accién

S = —%mo/dT gt — e/dT &, A — %/d‘lx Vgl Fu F*, (87)

donde * = %, con 7 el tiempo propio de la particula y £, = d,A, — 0, A,.

a. Demuestra que las ecuaciones de movimiento de la accién S son la ecuacién inhomogénea de
Maxwell y la segunda ley de Newton para una particula sometida a la fuerza de Lorentz. ;Cémo
estd codificada la identidad de Biancchi (es decir, la ecuacién homogénea de Maxwell) en la accién
S?

b. Identifica la corriente eléctrica j# de la ley de Maxwell y demuestra que esta conservada. Demuestra
que la accién S es invariante bajo transformaciones gauge 04, = 0, A, gracias a la conservacién de
la carga eléctrica.

Pista: Observa que vectores V* y tensores antisimétricos T#" - satisfacen las siguientes identidades

V.V = ——a, Vgl ve], v = Lo, Vgl T ].

Vldl Vldl

2. Geometria diferencial (3 puntos): Considera una variedad N-dimensional M con una conexién
I'f, que no necesariamente es simétrica ni compatible con la métrica (jpor lo tanto no es necesaria-
mente la conexién de Levi-Civita!) y considera la derivada covariante V,, definida con respeto a la
conexién I'f,,. Calcula el conmutador [V, V, ] actuando sobre un vector covariante A,.

Pista: Se puede utilizar lo que se sabe sobre el conmutador actuando sobre un vector contravariante
Be.

3. Schwarzschild tridimensional (2 puntos): Considera el siguiente Ansatz esféricamente simétrica
en tres dimensiones,

ds? = e?Adt? — 2Bdr? — 12de?, (88)

donde A = A(r) y B = B(r) son funciones de la coordenada radial. Los simbolos de Christoffel
N0-Zeros son

Iy, =e2A-B) A/, I, =4, I7, =B,

[ly=r"" bo = —re 2P

Observa que los simbolos de Christoffel son identicos a los simbolos correspondientes en el Ansatz
cuadrimensional. Sin embargo, las componentes del tensor de Ricci toman una forma (ligeramente)
distinta (;por qué?).

44



a. Demuestra que las componentes non-zero del tensor de Ricci son de la forma
Ry = -8 [A” + (AN - A'B + A,
R, = A'+ (A -AB —r'B,
Rog = re?P [A’ — B’}.

b. Halla una expresién para las funciones A y B tal que el Ansatz (88) satisfaga las ecuaciones de
Einstein del vacio. jPor qué este resultado es sorprendente? Explica el resultado, comparando el
ntmero de grados de libertad del tensor de Riemann con el nimero de grados de libertad del tensor
de Ricci, tanto en tres como en cuatro dimensiones.
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Relatividad General
4° de Fisica
8 septiembre 2006

Nombre:

DNI:

Examen de Relatividad General

Parte I: test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Sea ¢ un escalar, A, y B, vectores, T},
un tensor de rango 2, g,, la métrica de un espacio arbitrario y 7,, = diag(1,—1,—1,—1) la métrica de
Minkowski en coordenadas cartesianas. Sea ademas l"f;,j la conexién de Levi-Civita, l:‘f;,j una conexion ar-
bitraria y V,, la derivada covariante con respecto a la conexién de Levi-Civita. (45 minutos, 2 puntos)

v F
1. Si un vector en el espacio de Minkowski es nulo para un observador, es nulo para O O
todos los observadores.
20,4, —-0,A, =V, A, -V, A, a a
3 Si los simbolos de Christoffel I';,,, son todos cero en un sistema de referencia, también a O
lo son en cualquier otro sistema.
4. La traza T' = T*, de un tensor T*” es un invariante bajo cambios generales de a a
coordenadas.
5. En cualquier espaciotiempo, existe siempre un cambio general de coordenadas que O a
hace desaparecer la fuerza de la gravedad en todo el espacio, tal que el espacio entero
parece plano.
6. Si el tensor de Ricci R, de una métrica g, es cero, entonces también su tensor O O
de Riemann Ruup)\ es cero.
7. 9" (0, A, — 0,A,) =0 en todos los sistemas de referencia. O 0
8. 9, A" es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. o i
9. Si f‘fw y f‘fw son dos conexiones afines generales (no necesariamente Levi-Civita), ad O

p o —TP _T°r
entonces K, =17, — I'),, es un tensor.
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10. La métrica ds? = dr? 4+r2df? +r2 sin? d¢? tiene una singularidad fisica en 6 = 0.

11. En ausencia de masa y energia (es decir T}, = 0), el espacio de Minkowski es la
Unica solucién de las ecuaciones de Einstein.

12. Si T, es un tensor antisimétrico, T** = gH?g**T,,,, también lo es.

13. Un observador en caida libre en un agujero negro tipo Schwarzschild nota un
efecto fisico cuando cruza el horizonte de eventos.

14. Si T, es un tensor antisimétrico, 7%, = g"*T),, también lo es.
15. V,0,¢0 = V,0,¢.

16. La métrica ds® = dt*> — M,jdx'dz’, con M;; un tensor 3 x 3 constante, simétrico
y definido positivo, describe el espacio de Minkowski.

17. Si Ougvp — f;)lugAp — f‘ﬁpg” =0y f‘fw = f‘ﬁu, entonces f‘fw es la conexién de
Levi-Civita.

18. 0,,0"¢ transforma como un escalar bajo transformaciones de Lorentz.
19. V,(A*B” — BI'AY) = \/%8” {\/|g|(A“B” — BHAY)|.
g

20. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la
masa del agujero negro.
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Relatividad General
4° de Fisica
8 septiembre 2006

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Vectores : Demuestra que si en un punto P del espacio de Minkowski un vector V# es ortogonal a
a. un vector temporal t#, entonces V# es espacial.
b. un vector nulo n*, entonces V* es o bien espacial, o bien proporcional a n*.
c. un vector espacial s*, entonces V# puede ser espacial, temporal o nulo.
d. {Qué cambiaria en las propiedades de ortogonalidad si P, en lugar de ser un punto del espacio de
Minkowski, fuera un punto de un espacio lorentziano arbitrario M?
Pista: Se puede coger sin pérdida de generalidad los vectores t#, n* y s de la forma

st =

0
(1) ({Por qué?) (89)
0

o O O
OO ==

(2 puntos)

2. Curvatura constante: Una métrica cuatro-dimensional g,,,, describe un espacio de curvatura cons-
tante si el tensor de Riemann satisface la condicién

R,ul/p)\ = K(g,upguA - g,u)\gvp)a (90)

donde K es una constante arbitraria real, llamado la curvatura.

a. Demuestra que el tensor de Ricci Ry, satisface la condicién R,, = 3Kg,, y calcula la condicién
sobre el escalar de Ricci R.

b. Calcula la forma exacta de la métrica g, para que satisfaga la condicién sobre el tensor de Ricci,
partiendo del Ansatz

ds? = 2A0) g2 _ 2B g2 _ 2 (d02 + sin? 9d¢>2).

Pista: Utiliza lo que sabes de los simbolos de Christoffel y del tensor de Ricci de la solucién de Sch-
warzschild.

c. {Cualquier solucién de la condicién del tensor de Ricci también es solucién de (90)? ;Y vice versa?
LEl espacio de Minkowski es solucién de alguna de estas dos condiciones?

(3 puntos)

3. Tensor de energia-momento: Considera un campo escalar real massivo ¢, acoplado minimamente
a la gravedad a través del lagrangiano

L= VIl [0 B + 30" 0,006 + $me?).

donde la constante m es la masa del campo ¢.
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a. Calcula la ecuacion de Einstein y la ecuacién de movimiento de ¢ para este lagrangiano. Puedes
suponer que el formalismo de Palatini es conocido.

b. Demuestra que el tensor de energia-momento 7T, (¢) del campo ¢ satisface la condicién que
VT (¢) = 0 si se satisface la ecuaciéon de movimiento de ¢.

(3 puntos)
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Relatividad General
4° de Fisica
21 febrero 2006

Nombre:

DNI:

Examen de Relatividad General

Parte I: test

Indica si las siguientes frases son verdaderas (V) o falsas (F). Supén que A, y B, son vectores covariantes,
T, un tensor de rango 2, g, la métrica del espacio y 7, = diag(l,—1,—1,—1) la métrica de Minkows-
ki en coodenadas cartesianas. Supén ademds que la conexién es la de Levi-Civita. (45 minutos, 2 puntos)

Vv F
1. Para cualquier punto p de una variedad arbitraria siempre se puede elegir unas O a
coordenadas tal que el tensor de Riemann Ruup)\ es cero en este punto.
2. V, VTP = VIV, TP, m O
3. En un espacio plano, los simbolos de Christoffel I'},, son cero en todos los sistemas O O
de referencia.
4. 0,,0"¢ transforma como un escalar bajo cambios generales de coordenadas. O a
5. Si un vector en un espacio arbitrario es nulo para un observador, es nulo para todos O O
los observadores.
6. La métrica ds® = dt? — M,jdxdz’, con M;; un tensor 3 x 3 simétrico y constante, ad O
describe el espacio de Minkowski.
7. 0,0"¢ transforma como un escalar bajo transformaciones de Lorentz. o i
8. Si Tj; es un tensor antisimétrico en coordenadas cartesianas en R3, también es a O
antisimétrico en coordenadas esféricas.
9. ¢"¥0, A, es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. o O
10. 9,(A,B") =V, ,A,B" + A,V,B". | O
11. En R3, la distancia espacial entre dos puntos es un invariante. O O
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12. El radio del horizonte de un agujero negro de Schwarzschild es proporcional a la
masa del agujero negro.

13. F,, = V, A, — V, A, no es invariante bajo transformaciones gauge A, — A, +
VA

14. Un espacio con métrica g,, es plano si existe un cambio de coordenadas y* =
ozt dz”

y*(z*) tal que 143 = 5y 5,7 I
15. " (9, A, — 0, A,) es un invariante bajo cambios generales de coordenadas.

16. Las transformaciones de Lorentz para la energia F y del momento 7,

E —vp, P
V1=’ Pa V1—v?

implican que las leyes de conservacion de la energia y del momento ya no son validas
individualmente en un sistema de referencia dado.

E =

17. Si T}, es un tensor antisimétrico, T** = g*?g"*T,,, también lo es.
18. Las ecuaciones de Einstein en ausencia de masa y energia son R, = 0.
19. ¢V, V, T,x = ¢P V, V. T\

20. El tiempo propio AT = f; dr de una particula es un invariante bajo cambios
generales de coordenadas.
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Relatividad General
4° de Fisica
21 febrero 2006

Nombre:

DNI:

Examen de Relatividad General

Parte II: Preguntas de libro abierto

1. Relatividad especial: En un sistema de centro de masa, dos protones, P, y P, chocan con una
energia de 30 GeV cada uno. Calcula la energia del protén P; en el sistema de laboratorio, donde P
estd en reposo, si sabes que la masa (en reposo) de un proton es 1 GeV. (3 puntos)

P P,
Centro de masas: *~— —e
30GeV 30GeV
P P,
Laboratorio: *r— .
E=? 1Gev

2. Conservacién de carga: En relatividad especial se deriva la ley de conservacién de la carga d,,j* = 0
facilmente de la ley de Maxwell 0, F'* = j¥, tomando la divergencia de esta expresion:

0,3 = 0,0,F" = 0,

donde en la ultima igualdad hemos utilizado que 0,0, F*" es a la vez simétrico y antisimétrico en
y v. El Principio de Minimo Acoplo sugiere que la generalizacién de la ley de Maxwell y la ley de
conservacion de carga en relatividad general vienen dadas por

Y FW = Y, V,.j" = 0.

Demuestra que también en relatividad general se puede derivar la ley de conservacion de carga de la
ley de Maxwell, a pesar de que ahora las derivadas covariantes no conmutan. (2 puntos)

3. Constante cosmolégica: Considera la accién de Einstein-Hilbert en presencia de una constante

cosmoldgica A > 0,
£=lgl [R + A].

a. Deriva que las ecuaciones de Einstein sin traza vienen dadas por R,, = —%Agwj.
b. Busca una solucién estdtica y esféricamente simétrica de estas ecuaciones, partiendo del Ansatz

ds? = 2A0) g2 _ 2B g2 _ 2 (d02 + sin? 9d¢>2).
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c. {Es el espacio de Minkowski una solucién de estas ecuaciones? ;jPor qué (no)?

Pista: Utiliza lo que sabes de la derivacién de las ecuaciones de Einstein y la solucién de Schwarzschild
en el caso A = 0. En particular, puedes suponer que el formalismo de Palatini y la forma del tensor

de Ricci son conocidos. (3 puntos)
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