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Resumen

En este trabajo presentamos un estudio de la imdapion que hacen
277alumnos de bachillerato de enunciados de prdigioli desde el punto de
vista frecuencial. Como resultado proporcionamdesaprofesores informacion
sobre posibles dificultades de sus alumnos en tarpretacion de estas
enunciados, extendiendo los resultados de las tigeesones de Konold
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Actualmente asistimos a una propuesta de cambiacglar en la enseflanza de la
probabilidad en todos los niveles educativos. Endoevos disefios curriculares, no
s6lo en Espafia, sino en otros paises, se sugiel& iesta ensefianza a una edad mas
temprana e introducir la probabilidad en su acepdir@cuencial. La metodologia
recomendada estd basada en la experimentacion wylasion de experimentos
aleatorios. Por ejemplo, en los estdndares del NG&d Mdica que los estudiantes deben
explorar mediante situaciones y de forma activeah@delos de probabilidad. A través
de la experimentacion y la simulacion, los estugsndeben formular hipétesis,
comprobar conjeturas y depurar sus teorias sobpada de la nueva informacion. Se
supone que esta metodologia ayudara a superaifitagtaldes y obstaculos que, sobre
el desarrollo de la intuicion estocastica han desdistintos autores, como Fischbein y
Gazit (1984), Fischbein y cols. (1991), Kahnemawolg. (1982) y Shaughnessy (1992).

Sin embargo, este enfoque de la ensefianza pudiesarrnan simple como parece. En
Serrano (1993) y Serrano y Batanero (1994) se migicomo posibles fuentes de
obstaculos al aprendizaje, la heuristica de laesgmtatividad (Kahneman y cols.,
1982), el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 199 interpretacion incorrecta de
enunciados de probabilidad en su acepcién frecakenci

En este trabajo realizamos un estudio descriptiwdad dificultades que tienen los

alumnos sobre este Ultimo aspecto, esto es, pamliatar enunciados de probabilidad,
desde el punto de vista frecuencial, partiendoadarivestigaciones de Konold (1989,

1991) y Konold y cols. (1993). La muestra ha cdm®sen 147 alumnos de primer

curso de bachillerato y 130 estudiantes del CuesOrientacion Universitaria. Nuestros

resultados ponen de manifiesto que una proporeifpoitante de alumnos presentan
estas dificultades. Esperamos que estos resultseims tenidos en cuenta por los
profesores para detectar los estudiantes que tiestos problemas y seleccionar
actividades tendentes a su superacion. Los itemgpsentamos podrian también ser
empleados con finalidad diagndstica en la ensef@dmia probabilidad.

Investigaciones sobre la comprension de la probakibd desde un punto de vista
frecuencial

Como se expone en Godino y cols. (1987), aunquengticamente se admite una
Gnica definicion del término probabilidad, desdepahto de vista de la asignacion



inicial de probabilidades a los sucesos, existeplnalidad de puntos de vista. Entre
ellos se incluyen los enfoques clasico, frecuentdgico y subjetivo. La interpretacion
frecuencial de la probabilidad o probabilidad empirse restringe a fenémenos en los
cuales es posible repetir indefinidamente ensaj@sticos. Bajo este punto de vista se
considera que la probabilidad se calcula a pagtilad frecuencias relativas observadas
de cada uno de los diferentes resultados en pruepasdas.

Aunque esta interpretacion se considera dentrasledrrientes objetivas, no significa
qgue esté libre de consideraciones de tipo subjefaw el contrario, requiere que el
sujeto acepte que los resultados de una larga deri@xperimentos puedan ser
considerados idénticos, para el fin de acumulairdauencia de aparicion de cada
suceso patrticular. Por ejemplo, el hecho de questtmb lanzamientos que hacemos con
una misma moneda puedan ser considerados idéesctmsta cierto punto, subjetivo,
ya que la persona que las lanza, puede introdesiyos en algunos de los lanzamientos.

Konold ha investigado la comprension, por parteedtudiantes universitarios, de
enunciados de probabilidad en que la asignacionpmédabilidades es de tipo

frecuencial. En sus trabajos se interes6 por elon@dque los alumnos interpretan las
preguntas sobre la probabilidad o el valor de udabilidad. En Konold (1989) se

describe la dificultad que tienen algunos estudmpiara interpretar la repeticion de un
experimento aleatorio como parte de una serie dayes. Los sujetos que muestran
esta dificultad consideran que cada una de lagicepes del experimento esta aislada;
no tiene por qué guardar relacién con las anteyiorg@osteriores. Denomina a esta
conductaoutcomeapproach(enfoque en un solo resultado).

Konold (1991), como resultado de sus entrevistastadiantes universitarios, llego a la
conclusion de que estos interpretaban una pregafiee la probabilidad de forma no
probabilistica. Cuando se pide explicitamente ¢atda probabilidad de un suceso, se
interpreta corno tener que predecir si el sucestuestion ocurrird 0 no en el siguiente
experimento. Al interpretar una prediccion metedgaa en la que se dan unas
probabilidades de lluvia de un 70%, muchos sujétdgcan que llovera el dia en

cuestion. Si el dia en cuestién no llueve, pensquanel meteordlogo se equivocd en
sus predicciones. Si llueve un 70% de dias paragles se pronosticO un 70% de
probabilidades de lluvia, pensaran que el metegodés poco fiable.

Sin embargo, son este tipo de situaciones sobidgunas reales las que se recomienda
en los estandares del NCTM (1991) para el estudiolad probabilidad: Estas
investigaciones deben incorporar diversos problemeales a partir de preguntas
sobre acontecimientos deportivos o sobre si vavet el dia de la excursiorip. 111).

Este tipo de sujetos evalla las probabilidades ecamplolas con los valores 0%, 50% y
100%. Si la probabilidad de un suceso dado se a@etos extremos 0% o 100%, se
considerara como imposible o seguro, respectivaanediblo si se acerca al 50% se
considerara verdaderamente aleatorio. Los estwdiagie muestran este tipo de
comportamientos tienden a buscar explicacionesategi€n lugar de aleatorias a la
ocurrencia de resultados inesperados y a la vadathide los fenomenos aleatorios. Por
ejemplo, la frase "70% de posibilidades de lluga'interpreta como 70% de superficie
cubierta por las nubes o 70% de humedad relatigami8mo se ignora la informacion
de tipo frecuencial basando los juicios en conaitlenes subjetivas sobre el fendmeno.
En consecuencia, construyen teorias sobre el sbegs@studio, que les resultan Utiles
como base para la prediccién y también para lae@qdn de resultados inesperados.



Objetivos de la investigacion y descripcion del cgéonario

El estudio ha sido realizado sobre una muestrardeaimnos, 130 de ellos de primer
curso de bachillerato, y el resto del COU de ladirdas especialidades. La muestra
incluia aproximadamente igual nimero de varonesujemas y alumnos de diversos

centros de bachillerato de la ciudad de MelillaiBtivo para elegir estos dos grupos es
analizar los posibles cambios en las concepcioadesdalumnos y alumnas a lo largo

de sus estudios de bachillerato, asi como su nmagduracion psicologica.

Los items que analizamos evalian la interpretagid® hacen los alumnos de los
enunciados frecuenciales de probabilidad. El prmgue se presenta a continuacion,
ha sido tomado del test de Garfield (1991). Redagpregunta tipica que Konold

(1991) uso en su investigaciéon, aunque esta fuadkea cabo por medio de entrevistas.

Item 1. El Centro Meteoroldgico de Springfields quiso detiear la precision de su meteorologo.
Buscaron sus registros de aquellos dias en loglgoeteordlogo habia informado que habla un 70 por
ciento de posibilidades de lluvia. Compararon egtadicciones con los registros que indicabarosidl

0 no en esos dias en particular. Elige la opci@ajaes es la mas apropiada:

a) La prediccion del 70 por ciento de posibilidadedluvia puede considerarse muy precisa, sidtovi

Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento de edas
Entre el85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias
Entre el75 por ciento y el 84 por ciento de esos dias
d)* Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento desdias
e) Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento desafias
f) No sabe, no contesta.

~PoooTw

b) Supongamos que este hombre del tiempo dice @iiama hay un 70 por ciento de posibilidades de
lluvia y mafiana no llueve. ¢ Qué conclusion sacainbse su prediccion de que habia un 70 por c@dmto
probabilidades de lluvia?

En una interpretacion normativa de la probabilidkd,opcion correcta al primer
apartado del item es th Sin embargo, los sujetos que presentamugtome approach

elegiran tipicamente una de las respuestas a eglndos resultados de Konold. La
segunda parte del item ha sido también tomada slénleestigaciones de Garfield
(1991) y Konold (1991). Se trata de confrontar & &umnos con una situacion no
prevista, para ver si mantienen un argumento catereon la opcion elegida en la
primera parte.

El segundo item ha sido construido para esta iigaesbn. Aunque el enunciado de
este item es bastante similar al anterior, el cémtes mucho mas familiar al alumno.
Ademas, la informacién frecuencial se da en térmuel tanto por ciento de hamsters
que prefiere un alimento, en lugar de usar el t®onmas técnico de posibilidades o
probabilidades.

Item 2. Al inicio de un camino que conduce o dos posibléficms A y B se coloca un hamster y se le
deja que circule libremente hacia su alimento ditua final del camino. En el orificio A ponemopas

y en el B cacahuetes. Segun un amigo mio que adocrmuchos hamsters, el 70 de cada 100 hamsters
prefieren las pipas a los cacahuetes. a) Si hacéanpsieba con un hamster y este se dirige hacia B
Jpiensas que mi amigo estaba equivocado? ¢ Pombjuihacemos la prueba con 10 hamstersdg 3
ellos se dirigen a B (eligen los cacahuetes) ¢ pssgue mi amigo estaba equivocado? ¢Por qué?



Resultados y discusion

Una vez recogidos los datos se analizaron no s8lmpciones elegidas en los items,
sino también los argumentos proporcionados poallasnos, para lo cual se llegé a un
sistema de categorias, mediante un proceso deianatefinamiento sucesivo. Con las
categorias obtenidas se elaboraron tablas de freiaseclasificadas segun el grupo del
alumno. A estas tablas se aplicé el test Chi caagragrupando las frecuencias de
categorias similares cuando la frecuencia esperadelguna de las celdas era menor
que 5.

Las respuestas elegidas por los alumnos al priteer $e incluyen en la tabla 1. La
comprension de la probabilidad frecuencial en pstgunta parece razonable, ya que la
mayor parte de los alumnos ha elegido los valor@siqos al 70 por ciento (opcién d
que ha sido elegida por el 43%). Sin embargo, uo@gocion bastante notable de
alumnos eligen opciones sesgadas, especialmendpdames a y lgue indican que la
frecuencia esperada de lluvia se sitta por enceh8%lpor ciento.

Tabla 1. Frecuencias y porcentajes de respuestasitdm 1 a

RespuestpAlumnos de 14 afigg&\llumnos de 17 afids Total
Frec % Frec % Frec %
A 17 11.6 14 10.8 31 11.2
B 19 12.9 8 6.2 27 9.7
C 32 21.8 20 15.4 52 18.8
D* 51 34.7 68 52.3 119 43.0
E 28 19.0 18 13.8 46 16.6
Blanco 0 0,0 2 15 2 0.7
Total 147 130 277

Estos alumnos no relacionarian la probabilidadidadcon la frecuencia esperada de
dias de lluvia, sobrestimando la frecuencia esperdéebido a que la probabilidad de
dias de lluvia es alta. Al comparar los dos grumiservamos que la interpretacion
correcta ha mejorado con la edad. Mientras queél.@98 de alumnos de 14 afios da la
respuesta correcta y el 24.5 % una estimacion poma del 85 por ciento para la
frecuencia relativa esperada, en los alumnos @#@8 estos porcentajes son el 52.3% y
17% respectivamente. La significacion estadisteastas diferencias ha sido probada
mediante el contraste Chi cuadrado de homogenaidachuestras, obteniéndose un
valor X* = 10,881 con 4 g.I. (p=0.029). Sin embargo, esoimamte ain el numero de
alumnos de 18 afos que interpretan incorrectamemt@nunciados frecuencial de
probabilidad.

Los argumentos dados en la segunda parte del igamsido clasificados segun el
siguiente esquema:

a) Cae dentro del 30% darobabilidadesRecogemos en este argumento el caso de los
alumnos que piensan que el pronéstico del hombrigedspo era correcto), pero debido
al 30% de posibilidades en contra de la lluvissugleso que ha ocurrido cae dentro de



estas posibilidadesPues que como existia un 30% de posibilidades denquloveria,
se ha cumplido”

b) Explicacion de tipo causaEstos alumnos creen que debiera llover y buscan una
explicacion de tipo causal al fallo en su predioci®Que lo mas seguro es que llueva
todavia". "Que hubo viento y se llevo las nubdsay que tener en cuenta que un
enfoque probabilistico formal no niega necesaridendm existencia de mecanismos
causales subyacentes (Batanero y Serrano, 199%). (3#62) analizé este punto,
indicando que el calculo de probabilidades adopta posicién por la cual se ignoran
los posibles mecanismos causales, centrandose eagalaridades que ocurren en una
serie independientes de estos posibles agentesnthiargo, en elutcome approachke
intenta alcanzar la prediccion a partir del ansli posibles esquemas causales. Puesto
gue, para estos sujetos, 70% se interpreta comaridad, la no coincidencia debe
deducirse del analisis de los factores (causas)agpeducen, mas que de los datos de
las frecuencias.

c) Se equivoco, deberia llover el 100% de los diasno en el caso anterior, los sujetos
manifiestan una interpretacion incorrecta de lababdidad frecuencial, llegando al
punto de pensar que el prondstico era equivocdgae sus calculos estdn mal hechos,
pues habiendo calculado que hay mayores posibiidate lluvia, después no lluéve
Los sujetos traducen los enunciados 70% de pakibidéis de lluvia’ a otros mas
cualitativo: "Va a llover". Los valores de probatéld son convertidos a tres puntos,
0%. 50%, 100%, de acuerdo con criterios de proxachidPor ello 70% se asimila a la
ocurrencia, esto es, al 100%.

d) Imposible sacar conclusioneSon los sujetos que creen que el caracter aleatelio
experimento lo hace imposible de controlar o priedeecir, ni siquiera en términos
probabilidades. Explican el fallo de su prediccipor el caracter aleatorio del
experimento: &l tiempo es impredecible'Serian los sujetos que subjetivamente han
asimilado los datos al caso del 50% de ocurrepeiasando que no puede darse ningun
tipo de prediccion.

Contrasta el resultados de la segunda parte ael(tebla 2) con el de la primera. La
mayor parte elige la opcién c en la que se espacifue hubo un error por parte del
meteorélogo. Esta es una respuesta tipica que Hdr@okncontrado en los sujetos que
presentan el sesgo dmlitcome approachKonold denomina caracteristica del "ensayo
simple” a la tendencia a centrarse en el resultaiosin solo experimento. Esta
tendencia contrasta con la aproximacion frecuenerala que el objetivo se concentra
en una muestra de ensayos. Mientras que en eleasagle el objetivo es predecir un
resultado ypor tanto, un proceso de decisiéon, en el enfogeeuémcial el objetivo es
predecir el promedio emna muestra. Es decir, la estimacion ldefrecuencia de
ocurrencia un resultado particular en una seriengayos.

Otros sujetos (18,4%, respuesta d) creen que essibip sacar conclusiones sobre el
hecho planteado. Finalmente un grupo importantalwl@nos 27.8%, respuesta a) hace
una interpretacion correcta de la probabilidaduUescial, alegando que el hombre del
tiempo podria estar dentro del 30% de posibilidateegiue no lloviese. Como hemos
indicado, este porcentaje es inferior al que di@$puesta correcta.

Al comparar los dos grupos de alumnos, vemos deonlee mejora con la edad,
especialmente si comparamos los porcentajes deleglsis a las opciones a y c. La
diferencia fue significativaX® =11,407 con 3 gl., p < 0,001). Asimismo se obséavd



consistencia entre respuesta y argumento, ya qaegamento correcto fue elegido
mayoritariamente por los alumnos que eligieronéspuesta correcta. Ello confirma
nuestra interpretacion de los resultados en el griapartado del item, pues los
argumentos ¢ y gredominan entre los alumnos que predijeron uraafedtuencia de
dias de lluvia.

Las respuestas al item 2 se presentan en la taBlat®tal 20 alumnos creen que habia
una equivocacion en las frecuencias dadas. Enitiledise esta razonando aplicando el
outcome approach. Hay una mayoria de alumnos,nsiiasgo, que dan una respuesta
correcta y la proporcion aumenta con la edad dellosnos. Las diferencias entre los
dos grupos fueron estadisticamente significativés £8.39, 1 gl, p=.001). Los
argumentos en este item fueron clasificados commiesos criterios que en el caso
anterior, y se presentan en la tabla 4.

Tabla 2: Frecuencias y porcentajes de argumentos ehitem 1. b

Argumentog Alumnos de 14 | Alumnos de 17 Total
afios anos
Fi % Fi % Fi %
a 29 19.7 48 36.9 77 27.8
b 5 3.4 1 0.8 6 2,2
c 74 50.3 49 37.7 123 44 .4
d 27 184 24 18.5 51 18.4
Blanco 12 8.2 8 6.2 20 7.2
Total 147 130 247

Tabla 3: Frecuencias y porcentajes de respuestas ehitem 2.a

Alumnos de 14 Alumnos de 17 Total
afos afos
Respuestds Fi % Fi % Fi %
Si 16 10,9 4 3.1 20 7.2
No 127 86.4 126 96.9 253 914
Blanco 4 2.7 0 0.0 4 14
Total 147 130 277

Vemos que un porcentaje apreciable de alumnos aaemento correcto basandose en
que una probabilidad del 30 por ciento implica gusuceso puede ocurrir y no seria
demasiado raro. Sin embargo este porcentaje esonmuehor que el que da la respuesta
correcta, lo que sefiala la conveniencia de analomarargumentos de los alumnos.
También aparecen aqui de nuevo los casos en quausos emplean sus teorias
previas sin guiarse por los datos objetivos (resgaud). Otros grupos amplios de
alumnos aplica el outcome approach. (respuestecrgeoque. al ser el suceso aleatorio
podria ocurrir cualquier cosa, independientemeptéad probabilidades (respuesta d)
Una parte de las respuestas correctas se eligeazuor incorrecta.



Tabla 4. Frecuencias y porcentajes de argumentos ehitem 2.a

Alumnos| Alumnos| Total
de 14 de 17
afnos anos

Fi |% |Fi [% |[Fi |%
a 40 | 27,271 |54.9111}40.1
b 10 (6.8 3 | 2.3| 13 4.7
C
d

55 [37.433 |25.488 |31.8
5 [3.4]8 | 6.2 13 4.7
Blanco|37 |25.415 |11.552 |18.8
Total | 147 130 277

Al comparar los dogrupos de alumnos vemos una diferencia muy notatiee las
proporciones deespuesta e que es correcta guk es incorrecta, siendo la primera
superior al 50%, en alumnos de 18 afios. Es tammh&or el nUmeros de alumnos de
14 afios que no da argumento. Las diferencias fuestanlisticamente significativaé=
23,523 coso 3 g.l.. p = 0,00003). La opcion magddten elapartados h del item 2 es
que no, correcta. aumentando con la edad. Lasedi&rs fueron estadisticamente
significativas a favor de los alumnos de 18 afigé=(5.541, 1 gl, p=0.0186). Ademas
de los argumentos ya comentados aparecieron loesigs.

e) Se mantiene la proporcidha respuesta se basa en el parecido de la piéporc
muestral y la poblacional. Aunque la respuesta @ueder encubierto el empleo de la
heuristica de la representatividad, la consideracoosecta porque no tenemos datos
para discriminar el uso desta heuristicaEl resultado parece casual, ha sido igual que
lo predicho”

f) Hay pocos hamster&l tamafio de la muestra nos permite sacar conaesidHay
pocos datos".

La mayor parte de los alumnos han elegido las apsi@orrectas, es decir, se basan en
que el caso se ajusta exactamente a las probaleitidadricas. Los sujetos que eligen b
y d creen que el suceso es impredecible o busqaitasiones causales. Las diferencias
fueron de nuevo significativas. Los alumnos de A@aeligen en mayor proporcion las
respuestas correctas, mientras que los de 14 digemcorrectas en mayor medida.
Solo el 59.6% de los alumnos da un argumento dotrec

Conclusiones

En resumen. podemos concluir que un grupo impa@atale alumnos manifiestan

dificultades en la interpretacién frecuencial dea yrobabilidad. Esto se ha notado
especialmente en el item 1, aunque el contextofamdigiar del item 2 ha facilitado su

interpretacion por parte de los alumnos.

Aunque la opcion elegida (en especial en los agastadel item 2) ha sido con
frecuencia correcta, los argumentos en que se af@ygeccion no son siempre
normativos. Entre los argumentos incorrectos qumose encontrado con mayor
frecuencia destacamos los siguientes:



Tabla 5. Frecuencias y porcentajes de respuestas en el itérh

Argumentog Alumnos de 14 | Alumnos de 17 Total
anos anos
Fi % Fi % Fi %
Si 16 10.9 3 2.3 19 6.9
No 127 86.4 124 95.4 151| 996
Blanco 4 2.7 3 2.3 7 2.5
Total 147 130 247

Tabla 6. Frecuencias y porcentajes de argumentos ehitem 2.b

Argumentog Alumnos de 14 | Alumnos de 17 Total
afios afios

Fi % Fi % Fi %
a 9 6.1 20 15.4 29 10.5
b 26 17.7 9 6.9 35 12.6
c 2 1.4 2 15 4 1.4
d 35 23.8 20 15.4 55 19.9
e 66 44.9 70 53.8 136 49.1
f 9 6,1 9 6.9 18 6.3

Total 147 130 247

a. Creencia en que ha habido un error en los datospd#dlema y en la
equivalencia entre alta probabilidad y seguridathercurrencia del suceso.
b. BuUsqueda de razones de tipos causal para expliceuaeso no esperado.

a. Justificar los resultados por la impredecibilidaslols experimentos aleatorios,
sin tener en cuenta la probabilidad de los sucesos.

Podriamos pensar que el outcome approach serigasgena una asignacion subjetiva
de probabilidades pues en ambos casos hay un gladoeencia implicado. Sin
embargo, un enfoque subjetivo no llevaria a un ggocde decisibn ocurrencia/ no
ocurrencia, como se muestra en los argumentos sleallomnos. Los modelos
probabilisticos no se centran sobre la predicci@ontrol de sucesos particulares. sino
en las tendencias en muestras de suficiente tanfaiflos estos resultados suponen la
necesidad de un disefio cuidadoso de las situactitnessefianza, para tener en cuenta
estos tipos de problemas y ayudar a los alumnosistrair practicas significativas para
su resolucion. Como indica Konold (1995), no escgerite pedir a los alumnos que
hagan predicciones y las comparen con sus datosrigxmtales para cambiar sus
concepciones incorrectas, porque raramente seeecudicientes datos para revelar los
patrones probabilisticos. Ademas la atencién de dhsnnos es limitada y la
variabilidad del muestreo se suele ignorar. Posinagarte. en Godino y cols. (1987) y



Shaughnessy y Batanero (1995) sugerimos algunogkje de como llevan a cabo esta
ensefanza.
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