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En este trabajo analizamos la presentacion de la probabilidad condicional en
una muestra de libros de estadistica aplicada a psicologia. Concluimos la
necesidad de tener en cuenta los sesgos en el razonamiento condicional
detectados en la investigacion y reforzar la presentacion del tema en estos

textos.

INTRODUCCION

La probabilidad condicional permite incorporar cambios en nuestro grado de
creencia sobre los sucesos aleatorios cuando adquirimos nueva informacion. Es también
un concepto requerido en la construccion de la probabilidad producto, la inferencia
estadistica, clasica y bayesiana, asociacion entre variables, regresion, modelos lineales
y toma de decisiones bajo incertidumbre.

En lo que sigue analizamos el tratamiento de la probabilidad condicional en una
muestra de libros de texto de estadistica usados en psicologia. Este estudio es una de las
fases en la construccion de un cuestionario de evaluacion de la comprension de la

probabilidad condicional (Diaz, 2004).

Investigaciones previas
Partimos de las principales investigaciones relacionadas con la comprension de

la probabilidad condicional, que podemos clasificar en los apartados siguientes:

o Comprension intuitiva de la probabilidad condicional (Maury, 1985, 1986; Kelly y
Zwiers, 1986; Totohasina, 1992; Sanchez, 1996).

e Condicionamiento y causacion: La existencia de una relacion condicional indica
una relacion causal posible, pero no segura. La persona que evaltia una probabilidad
condicional percibe en forma diferente las relaciones causales y diagnosticas

(Tversky y Kahneman, 1982a). La relacion de causalidad también se asocia, a



menudo, con la secuencia temporal (Falk, 1986; Gras y Totohasina, 1995).

e [Intercambio de sucesos en la probabilidad condicional (Eddy, 1982; Falk, 1986).

e Confusion de probabilidad condicional y conjunta (Pollatsek, Well, Konold y
Hardiman, 1987; Einhorn y Hogarth, 1986; Ojeda, 1995; Tversky y Kahneman,
1982b).

e Situaciones sincronicas y diacronicas: Ojeda (1995).

e Razonamiento bayesiano (Tversky y Kahneman, 1982c; Bar-Hillel, 1983;

Totohasina, 1992; Teigen, Brun & Frydenlund, 1999)

e [Influencia del formato y los datos (Pollatesk y cols.,1987; Fiedler, 1988; Gigerenzer,
1994)

o FEnsenianza de la probabilidad condicional (Sdlemeier, 1999; Martignon & Wassner,
2002).

Estos trabajos indican que la probabilidad condicional es dificil y los sesgos
presentados no mejoran con la ensefianza, pero es posible que la ensefianza no tenga en
cuenta los resultados de dichas investigaciones. El proposito de nuestro estudio es
acercarnos — de forma limitada- al significado de la probabilidad condicional en los
cursos de “analisis de datos en psicologia”, y al mismo tiempo definir de forma objetiva

el contenido de un futuro instrumento de evaluacion.

Método

El procedimiento seguido consistio en elaborar un listado con las 31 universidades
espanolas en las que se imparte la licenciatura de Psicologia y solicitar a los profesores
correspondientes la bibliografia recomendada. Conseguimos repuestas de 23
universidades. De un total de 79 libros diferentes recomendados de analisis de datos 20
eran citados por 4 o mas universidades. Trece de ellos incluian el tema de probabilidad
condicional y fueron analizados. Ademas se incluyeron otros 5 libros de orientacion

bayesiana. La muestra de textos analizados se incluye como apéndice.

CONOCIMIENTO CONCEPTUAL
Primeramente se han examinado las definiciones, propiedades y relaciones con otros
conceptos presentados en la muestra de libros de texto. En lo que sigue describimos las

categorias encontradas, poniendo ejemplos que clarifiquen su significado.



Probabilidad condicional y propiedades
La definicion de probabilidad condicional se encuentra en la mayor parte de los
libros analizados. Por ejemplo, Pena (1986) define la frecuencia relativa de A4
condicionada a la ocurrencia de B (p. 71) y de esta definicion deduce el concepto de
probabilidad condicional, indicando “donde ANB representa el suceso ocurrencia
conjunta de A y B y suponemos P(B)>0" (Pefia, 1986, p. 76). En esta definicion esta
implicita la restriccion del espacio muestral. Pefia hace hincapié¢ en las siguientes
propiedades:
« Esimportante diferenciar entre P(4B) y P(A/B)
o Una probabilidad conjunta P(A4B) es siempre menor que las probabilidades
simples P(4) y P(B).
o Una probabilidad condicionada P(4/B) puede ser mayor, menor o igual que
P(A).
o El espacio muestral en la probabilidad condicional P(4/B) queda restringido a B.

Nortes (1993) demuestra que una probabilidad condicional cumple los axiomas de
probabilidad. Cuadras y cols. (1984) también resaltan que la probabilidad condicional
implica una reduccion del espacio muestral. Sacerdote y Balima (en preparacion)
recuerdan que nunca podria aparecer en una formula una suma o diferencia de
probabilidades condicionadas a diferentes sucesos, dado que las probabilidades estarian

definidas sobre distintos espacios muestrales.

Dependencia, independencia e intercambiabilidad

Matematicamente la independencia puede deducirse de la regla del producto: 4 y B
son independientes si y solo si P (4nB) =P (4) x P(B). También se relaciona con la
probabilidad condicional, ya que dos sucesos son independientes si la probabilidad de
uno de ellos no cambia al condicionarlo por el otro. Cuadras y cols. (1984) afirman que
esta propiedad es condicion necesaria y suficiente para que dos sucesos sean
independientes. Segun Pefia (1986), aunque la independencia entre sucesos se puede
prever en algunos casos, generalmente debe determinarse experimentalmente. Cuadras y

cols. (1984) deducen algunas propiedades mas: Si 4 y B son dos sucesos

independientes, también son independientes A yB, Ay E; A y B (p. 116).



Del concepto de independencia se deduce el concepto de sucesos dependientes. Un
concepto directamente relacionado con los anteriores que se suele confundir con ellos es
el de sucesos mutuamente excluyentes, que, precisamente son dependientes, ya que la
ocurrencia de uno hace que el otro no pueda ocurrir.

Otra confusion es la relacion entre dependencia y causalidad. En Sacerdote y Balima
(en preparacion) se discute explicitamente, indicando que “la estadistica no se ocupa de
las relaciones causa-efecto,...puede ayudar a orientar una ciencia que estudia la
naturaleza hacia una explicacion causal, pero no a justificarla” (p. 16).También resalta
que “el tiempo no interviene en la estadistica, aunque para algunos modelos sera el
factor ordenador de los resultados y el orden puede interesar” (p. 16), para justificar
que es posible calcular tanto una probabilidad condicional directa (respecto al tiempo)
como su inversa.

En algunos de los textos de enfoque bayesiano se incluye la intercambiabilidad,
como hipdtesis no tan restrictiva como la independencia. Por ejemplo, en Berry (1996,
pg. 134):

“Dos experimentos son intercambiables si se cumple lo siguiente:

1. Los posibles resultados son los mismos en los dos;

2. La probabilidad de cada resultado de uno es la misma que en el otro;

3. La probabilidad condicional para el segundo experimento, dados los resultados del
primero son las mismas que las probabilidades condicionales del primero, dado el

segundo”.

Regla del producto

Esta regla permite calcular las probabilidades en experimentos compuestos. “La
probabilidad de verificacion simultanea de dos sucesos independientes es igual al
producto de sus probabilidades simples.” (Botella y cols., 1993 p.283). Algunos textos,
como Nortes (1993), proporcionan la regla diferenciando entre sucesos independientes y
dependientes para su aplicacion. Una aplicacion frecuente es la repeticion independiente
de un mismo experimento aleatorio: P(ANBNC)=P(A)xP(B)xP(C)); P (A; N A3
MN... Ay ) =P(4) x P(43) x ... x P(4An)

Para dos sucesos dependientes, la regla se expresa (Nortes, 1993, p. 219):

“P (AnB) =P (A) x P(B/A)
P(ANBNC)=P(A)xP(B/A)xP(C/ANB) "



Ley de la probabilidad total

Introducido el experimento compuesto, se suele pasar al teorema de la probabilidad
total. En estos casos contamos con un n sucesos 4;, Ay ..., A, incompatibles o
mutuamente excluyentes, tales que su union de el espacio muestral £. Conocemos las
probabilidades P(4;), P(4;), ... P(4,). Contamos ademas con un suceso B del que
conocemos su probabilidad condicionada (P(B/A;), P(B/A;), P(B/4,), a cada uno de los
sucesos A4;. La ley de probabilidad total nos permite conocer P(B) (Nortes, 1993, p.
223).

P(B) = ZH:P(Ai) xP(B/A4,)
i1
En otros casos no aparece explicitamente definida, pero se presenta implicitamente

como parte del estudio del Teorema de Bayes (es el caso de Albert y Rossman, 2001).

Probabilidad inversa y Teorema de Bayes

Para introducir el teorema de Bayes, Pefia y Romo (1997) describe un tipo de
experimento con dos etapas. En la primera los sucesos posibles (4;, ..., 4;) son
mutuamente excluyentes, cada uno con probabilidad conocida P(4;) y cuya sumatoria es
uno. En la segunda etapa los resultados posibles B; dependen de los resultados en la
primera y se conocen las probabilidades condicionadas P(Bj/4;).. El teorema de Bayes
permite calcular las probabilidades P(4,/B;) del resultado desconocido en la primera
etapa, conociendo el resultado observado en la segunda.

Cuadras y cols. (1984, p. 122) denominan “causas” a los sucesos {4;, A, ..., A,} con
P(Aj) > 0 que definen una particion del espacio muestral E y al suceso B “efecto”.
Sabiendo que ha ocurrido S, podemos calcular la probabilidad de que proceda de la
causa A; haciendo uso del teorema de Bayes. Hablan especificamente de probabilidades
a priori P(4;), probabilidades a posteriori P(4;/B) y verosimilitudes P(B/A,).
P(A4,)xP(B/A4,)

n

> P(4,)xP(B/A;)

P(A, | B) =

Conocimiento conceptual en los libros
Los contenidos conceptuales encontrados en los libros en relacion a la probabilidad
condicional (Tabla 1) indican que es comun incluir la definiciéon de probabilidad

condicional y conjunta, dependencia e independencia.



Tabla.1. Conceptos y propiedades en los libros analizados
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En los libros de orientacion clasica no siempre se incluyen los teoremas de la
probabilidad total y Bayes, posiblemente porque no juegan un papel tan importante
como el que desempenan en la inferencia bayesiana. En los libros de orientacion
bayesiana el Teorema de Bayes siempre se incluye y generalmente el de la probabilidad
total, aunque a veces solo implicitamente. No todos ellos introducen el concepto de
intercambiabilidad, posiblemente por la abstraccion que supone para el tipo de alumnos
a que van dirigidos.

Destacamos que son pocas las propiedades especificamente resaltadas en los textos.
Los autores emplean una variedad de recursos didacticos para hacer mas comprensible
este tema (Tabla 2). Asi, Botella, Leon y San Martin (1993) usan una tabla de doble
entrada (tabla de contingencia), para dar los datos del problema al presentar un ejemplo
de calculo de la probabilidad condicional. Cuadras y cols. (1984) se apoyan en

diagramas de Venn, lo mismo que Nortes (1993) y Sacerdote y Balima (en preparacion).



Hacemos ver que son pocos los libros de texto que usan diagramas en arbol, tablas
de doble entrada, diagramas de Venn o rectangulares, formas de visualizacion todas
ellas que ayudaran al alumno a recordar estos conceptos. Por el contrario es usual
presentar ejercicios resueltos, lo que creemos ayuda a contextualizar los conceptos
presentados. El recurso al ordenador sélo lo hemos encontrado en los dos libros

especificamente basados en este recurso.

Tabla 2. Recursos didacticos empleados en los diferentes libros
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CONOCIMIENTO PROCEDIMENTAL
Podemos clasificar los problemas encontrados en las siguientes categorias:
1. Calcular una probabilidad condicional en un experimento simple: “Considerando el
lanzamiento de un dado y siendo A={sacar impar} y B={3,4}, la probabilidad P(4/B)
de sacar numero impar en el lanzamiento de un dado habiendo sacado antes 3 o 4 es

... " (Nortes, 1993, p. 218).

2. Calcular una probabilidad condicional en el contexto de muestreo con reposicion
(regla de Laplace): “De una baraja de 52 naipes mezclados al azar se sacan dos naipes.
Hallar la probabilidad de que ambos sean ases si la primera extraida se devuelve a la

baraja” (Spiegel, 1991, p. 138).

3. Calcular una probabilidad condicional, en el contexto de muestreo sin reposicion

(regla de Laplace): “Una caja contiene 3 bolas blancas y 2 bolas negras. Sea El el



suceso “la primera bola extraida es negra” y E2 el suceso “la segunda bola extraida es

negra’”. Las bolas no se devuelven a la caja...” (Spiegel, 1991, p. 130).

4. Calcular una probabilidad condicional a partir de probabilidades conjuntas y simples
con la regla. Un ejemplo resuelto se encuentra en Botella, Leon y San Martin (1993,

p.179).

5. Calcular una probabilidad compuesta haciendo uso de la regla del producto en caso
de sucesos dependientes: “En una bolsa se tienen 4 bolas blancas y 2 bolas negras, otra
contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Si se saca una bpiia de cada bolsa, hallar la

probabilidad de que ambas sean blancas” (Spiegel, 1991, p. 139).

6. Calcular una probabilidad compuesta haciendo uso de la regla del producto en caso
de sucesos independientes. En una clase hay 100 personas. Calcular la probabilidad de

que al menos dos tengan el mismo cumpleanios (Pena. 1986, pg. 77).

7. Determinar si dos sucesos son dependientes o independientes: “En un grupo de 1000
sujetos se encontraron 500 sujetos aptos de los que 300 tenian inteligencia superior. De
los 400 con inteligencia superior 300 resultaron aptos. ;Son los sucesos A: “ser
superior a la media en inteligencia” y B “ser apto en rendimiento” independientes?

(Botella, Ledn y San Martin, 1993, p. 283).

8. Diferenciar entre sucesos mutuamente excluyentes y sucesos independientes: ;Puede
ser independientes dos sucesos mutuamente excluyentes que tienen probabilidad no

nula? (Pefa, 1986, p.77).

9. Calcular la probabilidad total. Todos los problemas relacionados con el teorema de
Bayes implica la resolucion de un problema de probabilidad total. Ademas, algunos

libros incluyen explicitamente estos problemas.

10. Resolver problemas bayesianos: “Un test médico diseriado para la diagnosis de una
enfermedad detecta dicha enfermedad en el 90% de los pacientes que la padecen y que
son sometidos al mismo, pero da también positivo en el 2% de personas que sin

padecerla son sometidos al test. Sin embargo, al pasar el test a una poblacion



determinada el porcentaje de contestaciones positivas del test correspondientes a
personas no afectas es nada menos que el 50%. Explicar este hecho...”. (Bernardo,

1981, pg. 77).

11. Resolver problemas de probabilidad condicional y conjunta en experimentos
compuestos de diferentes experimentos simples: “En una universidad terminan la
carrera el 5% de Arquitectura, el 10% de Ciencias y el 50% de Letras. Eligiendo un
estudiante al azar se pide: a) Probabilidad de que sea de Arquitectura y haya

terminado la carrera”(Cuadras y cols., 1984, p. 137).

12. Estimar probabilidades condicionales y conjuntas mediante simulacion: “Considera
el ejemplo de prueba sanguinea discutido en el capitulo. Supon que haces tres pruebas
y son todas positivas. ; Tienes una alta probabilidad de tener la enfermedad? Usa

Minitab en los calculos" (Albert y Rossman, 2001, p. 34).

Tabla 3. Problemas encontrados en los documentos analizados
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Observamos (Tabla 3) que pocos problemas se plantean en contexto de simulacién o
aplicando directamente la probabilidad condicional, siento también escasos los

relacionados con la independencia.

CONCLUSIONES

El analisis realizado fue un primer paso para un cuestionario, en el que hemos tenido
en cuenta los anteriores contenidos, tanto a nivel conceptual (tabla 1) como
procedimental (tabla 3). Pensamos que estos resultados son también utiles para el disefio
de secuencia de ensefanza o la preparacion de nuevos libros de texto.

Un punto a destacar es que los libros apenas tienen en cuenta los sesgos descritos en
la literatura y es escaso también el uso de recursos didacticos y simulacion. Ello puede
explicar que el razonamiento condicional siga siendo dificil después de la ensenanza.
Esta conjetura, no obstante, necesita ser estudiada a partir de nuevas investigaciones
donde nos acerquemos a la ensefanza en el aula y no sélo a través del estudio de los
libros de texto. Hay que tener en cuenta también que, aproximadamente la tercera parte
de los libros elegidos inicialmente, no incluian el tema de probabilidad condicional.

Creemos que esta informacion es valiosa para los profesores de estadistica y
métodos de investigacion, quienes pueden usar estas tareas para evaluar los
conocimientos y razonamientos previos de sus alumnos o como recurso de ensefianza

del tema.
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