INFLUENCIA DEL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL Y DE LAS
CREENCIAS SUBJETIVAS EN LA COMPARACION DE PROBABILI DADES

M. Jesus Caiiizares y Carmen Batanero
UNO, 14 99-114, 1997
RESUMEN

En este trabajo presentamos un estudio sobre j@adad de comparacion de
probabilidades de alumnos de 10 a 14 afios. Contamd los distintos niveles de
dificultad de comparaciéon de fracciones identifioagpor Noelting, aunque en algunos
items se incorporan elementos de tipo subjetive, lman hecho variar el orden de
dificultad previsto. El andlisis de los argumentds los alumnos nos permite
determinar las estrategias seguidas, que agregderdbque en el resultado aislado" a
las descritas clasicamente. El analisis de los gags de respuestas del mismo alumno
en los diferentes items nos hacen apreciar queolaciencia entre el nivel de
dificultad de las tareas probabilisticas y propancales no es total y la existencia de
diversas tipologias de razonamiento probabilistipgra un mismo nivel de
razonamiento proporcional.

INTRODUCCION

En los dltimos afios asistimos a una reforma denkefianza obligatoria que
concede un mayor peso al estudio de la Probabipdagharte de los nifios. Los nuevos
disefios curriculares enfatizan la necesidad déamic antes posible el estudio de los
fendmenos aleatorios y de cambiar la metodologiendefianza para hacerla mas activa
y exploratoria. Sin embargo, el éxito de esta pespaidescansa en la eleccion adecuada
de las tareas a plantear a los alumnos, segun apacidades en el razonamiento
estocastico y sus prerrequisitos. Uno de los mawoimantes es el razonamiento
proporcional, que es preciso para la estimacioomparacion de probabilidades, mas
alla de las tareas muy elementales.

Antecedentes

La investigacion sobre la capacidad de compadrgtilidades, por parte de los
nifos, comienza con Piaget e Inhelder (1951), qgeutilizaron como dispositivo
experimental dos colecciones de fichas blancaspan cruz en su reveés, preguntando
a los sujetos de estudio en cual de dos colecciamelferente composicion, en cuanto
al nimero de casos favorables y posibles, seriafatdisobtener una de las fichas
marcadas con la cruz. Variando la composicion de tiareas investigan los
razonamientos de los nifios, segun los diferentaslies de su teoria del desarrollo.

Sus resultados indican que, en el nivel IA, noes& en posesion de las
operaciones logicas elementales (inclusion de kepen un todo, susceptible de
conservacion y disyuncion), ni de las operaciongsnéticas, por lo que solo se
resuelven con facilidad la comparacion de probddmles en los casos de doble
imposibilidad, doble certeza o certeza- imposiatidEn el nivel IB se resuelven los
casos que dependen de una sola variable. El niflesncapaz de incluir los casos
favorables en el conjunto de casos posibles nnsk&uir una comparacion cuantitativa



entre la parte (casos favorables) y el todo(cassibies) o entre la parte y la parte
complementaria (casos desfavorables), pero va @elgdd la intuicion de que la
probabilidad depende del nimero de casos favorables

El nivel IIA se caracteriza por el éxito en losolpemas que implican la
comparacion de una sola variable, que pueden erselvmediante comparaciones
aditivas y el fracaso sistematico en los casosodgosicion proporcional. El nivel 1B,
se caracteriza por una solucion empirica progresiien las cuestiones de
proporcionalidad y en el estadio Ill por fin, elnpanto de problemas da lugar a una
solucion general y rapida.

La investigacion de Piaget e Inhelder inspir6 sedae de trabajos posteriores,
entre los que destacan los de Yost y cols. (1962)dberg (1966), Davies (1965),
Hoeman y Ross (1971), Falk y cols. (1980) y, masereemente, Truran (1994).
Particular interés para la educacion tiene el joatla Fischbein y cols. (1970), quienes
compararon el razonamiento de grupos de niflosnsitnuccién y con una instruccion
breve, aunque sistematica sobre la forma de reshlgeroblemas. La instruccion no
mostré mejora para los nifilos pequerios, pero sitet ga 9-10 afos, lo que confirma la
opinién de los autores sobre la conveniencia de eans@fianza de la probabilidad a
partir de estas edades.

Comparacion de fracciones.

Puesto que un problema de comparacion de prothathds entrafia la
comparacion de dos fracciones, el trabajo de Piagetl campo de la probabilidad
originé un interés notable por el razonamiento projpnal. Estos estudios han
confirmado que el concepto se adquiere bien enteaadolescencia (Fischbein, Pamput
y Minzat, 1970; Karplus y Peterson, 1970, Behr i¢.¢d992). Noelting (1980), a partir
de un problema de comparacion de dos mezclas (agumo de naranja) extiende las
categorias de problemas de comparacion de fraccionasideradas por Piaget e
Inhelder (1951) en su estudio sobre la probabiligatdiferencia diversos niveles en
estos problemas y en las estrategias que le saiadas, segun las etapas de desarrollo
de Piaget. Un resumen de estos y otros trabajoxkge en Pérez Echeverria (1990),
guien opina que, aunque algunos autores defiengerlgrazonamiento proporcional y
probabilistico se desarrollan paralelamente, ermgénos problemas presentados en un
contexto proporcional son mas faciles que los ptasi®s en un contexto probabilistico.

DESCRIPCION DE LA INVESTIGACION

Nosotros también opinamos que, aunque el domigicdculo de proporciones
sea un prerrequisito para el computo adecuado almbilidades, no es el Unico. Una
diferencia importante entre las dos tareas est&ibgue el resultado de un problema
proporcional se refiere a un acontecimiento segomentras que el resultado de un
problema probabilistico implica un grado de inclkenthnbre. Por otro lado, los sujetos
incluyen a veces elementos subjetivos en la asi@male probabilidades, en lugar de
guiarse por un razonamiento proporcional o combim@tcomo pusimos de manifiesto
en Godino y cols. (1994), al mostrar la falta derelacion entre el éxito en dos
instrumentos de evaluacion del razonamiento préisiabo, uno de los cuales incluia
elementos de tipo subjetivo.



En este trabajo continuamos el estudio de la enfiia de estos elementos
subjetivos, en la asignacion de probabilidadedjzamalo las estrategias que siguen los
nifios al comparar probabilidades en tareas queerant estos elementos y su nivel de
dificultad, frente a los problemas que no los @mdn. Con este fin aplicamos un
cuestionario escrito (complementado con entrevisidisiduales a algunos alumnos) a
una muestra de 134 alumnos de 10 a 14 afos, goelian estudiado probabilidad, en
un colegio privado de la ciudad de Granada el cuir885-96. A continuacién
describimos el cuestionario y los resultados olteni

Cuestionario

El cuestionario estuvo compuesto de 8 items decédo muy parecido. En los
item 1, 2, 3, 6 y 7, tomados de Green (1983) prepms a los alumnos una serie de
situaciones en las que deben decidir cual, ensaudtas dadas, da mayor probabilidad
de obtener una ficha de un determinado color. BEheiado de estos items es similar al
siguiente, variando la composicion de las urndsoyden de los distractores.

Iltem 1.- En la caja A se han metido 3 fichas negras gHafiblanca. En la caja B se han metido 2 fichas
negras y 1 ficha blanca. ( Se proporcionaba aifassrun dibujo mostrando la composicion de lassjrna

Si tienes que sacar una ficha negra para ganaremmi@ sin mirar dentro de la caja, ¢, Cual elegp@as
hacerla extraccién? Sefiala la respuesta correcta:

La caja A da mayores posibilidades de obtenerigha hegra____
La caja B da mayores posibilidades de obteneriocha hegra
Las dos cajas dan la misma posibilidad..... .. .oooeeeenenee.
NO 10 S .ttt s e s
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Puesto que, en la situacion dada, puede apliehqzéncipio de indiferencia, y
no disponemos de informacién de tipo frecuencias, encontramos ante un ejemplo en
que la asignacion de probabilidades debe hacelgmrago la regla de Laplace. Es
decir, la comparacion de probabilidades de un misohar en las dos urnas se reduce a
la comparacion de la fraccion entre el nimero desbdel color deseado (casos
favorables) y el nimero total de bolas de la un@sds posibles) en cada una de las
urnas. Para resolver el problema es necesaridaptw, comparar dos fracciones dadas.
Ademas de ello, el nifio debe movilizar su concapsidbre el experimento aleatorio.
Debe ser capaz de diferenciar los posibles sucersogste experimento (espacio
muestral), asociar el nUmero de casos favorablesi@so dado, el nimero de casos
desfavorables al suceso contrario y consideradigleno total de bolas como conjunto
de posibilidades. Finalmente, debe aplicar el jpiocde indiferencia a la situaciéon
dada.

Ademas, hemos afiadido los items 4 y 5, tomadaosudstionario de Fischbein y
Gazit (1984), con los siguientes enunciados:

Item 4.- Pilar tiene 10 afios. En su caja hay 40 bolaschkay 20 negras. Rosa tiene 8 afios. En su caja
hay 30 bolas blancas y 15 negras. Cada una sacholmale su propia caja sin mirar. Rosa opina que
Pilar tiene mayor posibilidad de extraer una bdinta porque ella es mayor, y por tanto es la mas
inteligente de las dos. ¢ Cual es tu opinién?



Item 5.- Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas yeg@as. Luis tiene en su caja 30 bolas blancas y
60 negras. Juegan una partida de azar. El ganaddméio que saque primero una bola blanca. Sbamb
sacan simultdneamente una bola blanca o una bgta,ménguno gana, devuelven las bolas a las gajas
la partida contina. Eduardo afirma que el juegoesqusto porque en la caja de Luis hay mas bolas
blancas que en la suya. ¢ Cudl es tu opinién ?

Tabla 1. Clasificacion de los items segun los niesl descritos por Noelting

Item |Fracciones Tipo (Noelting) Otros Edad
medie
1 (3,1); (2,1) la comparacion 11 3.6
término
2 (5,2); (5,3) Ib; comparacion 21 6.4
término
3 (2,2); (4,4) lla; clase equivalencia 8.1
unidad
4 (40,20); lIb; cualquier clase deFactores [10.5
(30.15) equivalencia subjetivos
5 (10,20); lIb; cualquier clase deFactores [10.5
(30.60) equivalenciay dos  [subjetivos
términos
proporcionales
6 (12,4); lla; 12.2
(20,10)
7 |(7,5); (5,3) | llb; cualquier fraccién 115.10

En estos dos items se introducen como distractlegsentos subjetivos que
podrian afectar a la asignacion de probabilidadeslgs nifios. El primero de estos
factores es de tipo causal (la edad del nifio gtraesia bola puede afectar el resultado)
y pretende estudiar si se discrimina los factoegsrchinistas y aleatorios en la situacion
dada, asi como la creencia de algunos nifios erosibifidad de control de los
fendmenos aleatorios (Fischbein y cols., 1991). éEritem 8 se introduce como
distractor otra idea muy extendida entre los niigsie diferencia, a nuestro juicio un
problema de comparacion de probabilidades de @roothparacion de fracciones. Se
trata de la creencia en que, a pesar de tener pgapbrciones de casos favorables y
posibles, el nimero absoluto de casos posibleggepta una ventaja. Puesto que el
problema implica la comparacién de fracciones, hempresentado en los distintos
items los niveles de dificultad identificados payeling (1980a) y b) y recogidos por
Pérez Echeverria (1990), como se indica en la Thbla

RESULTADOS Y DISCUSION

En la Tabla 2 presentamos los porcentajes de eéstgmicorrectas en cada grupo
de edad y segun el rendimiento académico del alumgne fue valorado por su
profesor. Ademas del porcentaje total de respuesia®ctas en cada item (total),
presentamos también el porcentaje de respuestaEstas; eliminados los alumnos que
en este item proporcionan una respuesta ambigideompleta (total corregido). Cabe
destacar la dificultad del item 7 en que la fakapdoporcionalidad entre las cuatro



cifras presentadas obliga al sujeto a un célculopd®porciones. El otro item
especialmente dificil es el item 6, donde existepprcionalidad entre los casos
favorables y desfavorables de cada urna, perolaoprion no es la misma, lo que hace
que las urnas no sean equivalentes. Los resultamsuestran que esta comparacion
no es en absoluto espontanea, ni siquiera paraldognos mayores, que conocian la
herramienta de las fracciones, imprescindible gatablecer tal relacion. Destacamos
también la inversion del orden de dificultad, respeal previsto en la clasificaciéon de
Noelting en el item 4 tomado de Fischbein y Gaz®8@), donde introducimos
distractores de tipo subjetivo.

Tabla 2 : Porcentaje de respuestas correctas en ldems

| |Edad de los alumnos | Rendimiento | |
ltem|10-11 [11-12 12-13 |13-14 Bajo |Medio |Alto |[Total |[Total
(n=36)|(n=37)|(n=38)|(n=32)|(n=43)|(n=58)|(n=42)|(h=143)corregidc

1 |75.0 [70.3 | 86.8 | 87.5| 814 67.2 952 79.7 80.8
2 |52.8 |67.6 | 658 | 56.2| 62.8 56.9 64.3 60.8 626
3 |47.2 |54.1 | 816 | 736 651 603 786 63.6 66.9

4

:

1

4 6.0 [27.0 |23.6| 238 95| 224 285 200 257
5 |13.9 [32.4 | 395 | 43.7| 257 26.6 476 325 37.0
6 (306 [27.0 | 342 | 219 27.¢ 259 333 287 304
7 |19.4 |541 |53 | 62 | 116/ 69| 95/ 91 98

Creemos que la inversion de dificultad de los $téy 3, respecto a lo previsto
por las teorias sobre razonamiento proporcionatjed$do a que en una situacion de
decision en ambiente aleatorio, la atencién serzgmteferentemente en los casos
favorables y no en los desfavorables.

En general hay una mejora de la respuesta codald @unque no en todos los
tramos ni todos los items. Excepto en el item 70lsgerva invariablemente un
porcentaje mas alto de respuestas correctas erallmsnos de alto rendimiento
académico, aunque no podemos afirmar que el pajedmya ido creciendo en funcion
del rendimiento, pues en la mayoria de los itews,alumnos de rendimiento bajo
superan en sus respuestas a los de rendimiento.medi

ESTRATEGIAS DE LOS ALUMNOS EN LA COMPARACION DE
PROBABILIDADES

La simple consideracion de las respuestas cosrentss puede llevar a
conclusiones engafiosas sobre el razonamiento plisbeb de los alumnos, pues
pueden haber elegido una respuesta siguiendo vonalento correcto o incorrecto.
En esta seccion analizamos los argumentos propaaos por los alumnos para
justificar sus respuesta, clasificandolos segues$asmtegias seguidas en la comparaciéon
de las dos probabilidades. Las categorias que heomsgderado son las siguientes:



A) Comparacion de una sola variabldemos encontrado tres tipos de estrategias en las
que el alumno sélo tiene en cuenta una variabl@mdlema, que son tipicas del nivel
preoperacional, segun Piaget e Inhelder (1951):

Al) Comparacion absoluta del nimero de casos pesiliionsiste en elegir la caja que
contenga mayor numero de bolas, aunque tambiéiganas ocasiones el alumno ve
como mas probable la caja con menos bolas, cordertauestra la respuesta de Bruno
(10;11) al item 8'Que es mejor para €l (Eduardo), que tiene mendasby tiene mas
oportunidades de sacar la blanca'En este caso los alumnos sélo tienen en cuénta e
namero de casos posibles de ambas cajas, sin ewasith relatividad de las
proporciones de bolas blancas y negras. Esta exaataunque puede generar una
respuesta correcta al item 1, carece de base Iggi@sta engendrada por la
imposibilidad de los alumnos de comparar el comjuotal con un subconjunto.

A2) Comparacion absoluta del nimero de casos fdlesaEs la estrategia mas simple
de todas, ya que de los cuatro datos proporcionaal@d problema, sélo se comparan
dos y se ignoran los demas. Piaget e Inhelder {1&%duentran que los nifios tratan de
comparar en primer lugar los casos posibles (egfieatAl) y, a igualdad de casos
posibles, centran su atencién en la comparacidlosieasos favorables, eligiendo la
caja que tiene mas. Nosotros no estamos totalnderdeuerdo con esta afirmacion, a la
luz de nuestros resultados, que muestran un graremaje de alumnos que usan esta
estrategia en el item 1, sin comparar previamastedsos posibles. Pensamos que esta
diferencia puede ser debida al tipo de tarea ptadeanya que en los experimentos de
Piaget e Inhelder se utilizaban grupos de fichaal&s, donde algunas de ellas tenian
una cruz en el reverso, lo que, a nuestro entepdede favorecer la consideracion, por
parte del alumno del conjunto de fichas, como wwotanas que como compuesto de
dos partes. En nuestras tareas las bolas son decaloses distintos, lo que
perceptivamente anima a la consideracion del comjpartido. Esta estrategia la hemos
considerado pertinente en el item 1, ya que segagfin a cualquier otro item no sera
adecuada y generara respuestas incorrectas. Unejtanplo de esta estrategia nos lo
proporciona la respuesta de Pilar (10;11) al arguaneque prefiere la caja A (correcta)
en el item I'porque hay mas fichas negras"

Nos queda por expresar nuestro reparo a consigeearcomo indican Piaget e
Inhelder, en esta estrategia sOlo se esta consiterla comparacion de una sola
variable. Creemos que esto seria asi en los casogue da lugar a respuestas
incorrectas, donde claramente se ignora el nimerboths desfavorables o posibles,
pero en el caso en que justifica una respuestaatarraunque no lo explicite, el alumno
podria basar su eleccion en el numero de bolasdhles, después de darse cuenta que
el nimero de bolas desfavorables era el mismo dasoajas.

A3) Comparacion absoluta del numero de casos desihles:Cuando, una vez
intentada la anterior, existe igualdad de casosrédles, los sujetos centran su atencion
sobre el numero de casos desfavorables. El uneu #&n el que la justificacion
mediante esta estrategia daria lugar a una regpgestecta es el 2, y de nuevo
ponemos en duda el hecho de que el alumno esté@emarsdo una sola variable, sino
que puede estar utilizando una correspondenciipdeta igualdad de casos favorables
en las dos cajas, elijo la que presente mayor mumerdesfavorables"”, sin llegar a
explicitarlo. Un ejemplo de ella nos lo proporcioBarlos (11;5) que elige la caja
correcta (C) en el item 2 porqtleay menos fichas blancas"



B) Estrategias de dos variabldsn este tipo de estrategia, los alumnos buscan la
solucion del problema comparando, de alguna matwas los datos que aparecen en
el enunciado. Hemos encontrado los casos siguientes

B1) Estrategias aditivad:os alumnos que utilizan esta estrategia tienaienta

los casos favorables, los desfavorables y los [@ssiBimultaneamente, pero gestionan
los datos por medio de alguna operacion aditiva pader establecer la comparacion.
En general, salvo para las tareas en que el nudeeoasos favorables o desfavorables
coinciden, estas estrategias no se consideram@etds. Para Piaget e Inhelder, estos
argumentos son caracteristicos del periodo de cipaes concretas, en el que observan
un fracaso sistematico en las tares de proporciodasejemplo de este tipo de
razonamiento lo tenemos en Antonio (12;3), queldtem 1, elige la opcion correcta
(caja A)"porque hay mayor diferencia entre los coloresalédhas".

B2) Estrategia de correspondencigsta estrategia consiste en establecer un
criterio de proporcionalidad en una fraccion y egolio a la otra. Piaget e Inhelder
(1951) afirman al respecto que, a falta de un ¢@lda fracciones, el sujeto determina
las dobles relaciones por un sistema de correspoiadecuando las proporciones o
desproporciones no aparecen como inmediatas. Estategia se desarrolla en el
periodo de operaciones formales, aunque en losscass sencillos de cajas
proporcionales aparece durante el periodo de opeex concretas. Nosotros hemos
considerado este razonamiento pertinente paravexsmrrectamente los items 3,4, 5y
6. Un claro ejemplo de esta estrategia es el gseprmaporciona la respuesta de José
Maria (12;2) al item 6, en que elige, correctamédateaja G'porque la caja G tiene el
triple de negras y la caja H tiene el doble de reggue de blancas".

B3) Estrategias multiplicativasEsta estrategia, desarrollada, segun Piaget e
Inhelder (1951) en el periodo de las operacionesdltes, es sin duda, la mas elaborada
y requiere del dominio del calculo con fracciories.necesario, bien poner en relacion
el numero de casos favorables con el nimero des gasibles, es decir, la parte con el
todo, o bien establecer las fracciones formadadgsonimeros de casos favorables y
desfavorables para después compararlas, aplicandmll de Laplace. Esta estrategia
resuelve con éxito todos los items de comparaaoprdbabilidades, especialmente los
problemas semejantes al 7 que no son resueltosnipguna de las estrategias
anteriores. Ricardo (14;2) da el siguiente razoeatni para justificar su respuesta al
item 7:"la caja K, por ser mayor el nUmero de negras respea las blancas en la K
que en la J. (K: 5/3 = 25/15 21/15 = 7/5: J)"

C) Otros tipos:

C1) Hacer referencia a la suert&n este caso los alumnos se niegan a tomar
una decisién sobre las urnas, alegando que es iibhp@aber cual es el suceso que
ocurrirad. El razonamiento subyacente parece agestamuno de los patrones del "sesgo
de la equiprobabilidad" (Lecoutre, 1992) o el "aume approach” (enfoque en el
resultado, descrito por Konold. 1989). Los sujegoe utilizan la primera estrategia
tienden a suponer que todos los sucesos aleasminsquiprobables por naturaleza, es
decir, generalizan indebidamente la regla de Laplac

En el segundo caso, se interpreta que lo que lpiggegunta es adivinar el
suceso que ocurrird y se argumenta que es impgsietecir el resultado, debido al



caracter aleatorio del experimento. Asi, Lina (1te3ponde al item 7 que ambas cajas
tienen la misma probabilidatporque es el destino"En ciertos casos nos hemos
encontrado con cierta contradiccion entre su iioicle lo imprevisible asociada a la

aleatoriedad, y su tendencia a la cuantificacidtodedatos presentados, sobre todo en
las tareas mas elementales, como lo demuestradimamalumna de antes, Lina al

responder al item 3 que prefiere la cajdpbrque tiene mas fichas negras, aunque
también es el destino"

Tabla 3: Porcentaje de alumnos que emplean lasdliintas estrategias

Item | Item | Item | Item | Item | Item | Item
1 2 3 4 5 6 7

Casos posibles | 4.9] 1.4 5.6 1.{4 o7 70 17

Casos 51.7129.4|16.8 |25.0 |42.7 |27.3 | 13.3
favorables
Casos 2.8 34314 | 0.7 4.9 11.2 2.1

desfavorables

Aditivas 77 | 49 | 15429 |42 | 21.0/39.9

Corresponden. 13.‘#11.9 36.415.0 |26.6 |6.3 | 1.4

Multiplicativa 14 |00 07| 00| 00| 0.7 1.

Suerte 112142 |42 | 27149 |84 | 7.7

Otras 56 | 11.214.7 |50 |42 | 12.6/18.9

Norespondeo (14 |28 | 49 | 221121 |56 | 7.7
incompleta

Naturalmente, aunque esta estrategia puede prochispiuestas correctas a los
items con cajas proporcionales (el 4, el 5 y eh6)la consideramos pertinente cuando
hace mencién explicita a la suerte o al destirgd,cppando se limita a decir que "las dos
ofrecen la misma posibilidad”, sin mas explicacion.

C2) Otras estrategiaslas dos méas frecuentes son tomar la decisién de
equiprobabilidad alegando que "en las dos cajabbag negras”, y realizar la eleccion
en funcion de la disposicion que presentan lassberalos dibujos, como Laura (11;3)
que en el 2 elige la caja Fporque hay dos negras en lo alto y una blancaadbl'.

Aunque, en general, predomina la estrategia depaman casos favorables,
vemos en la Tabla 3 que los alumnos cambian dategta, adaptando el nivel de las
mismas a la dificultad de los problemas. En losblemmas mas sencillos usan
estrategias de una variable, aunque pasan a lasrmfas entre casos favorables y
desfavorables o las correspondencias en los prellemas complejos.

ANALISIS DE PATRONES DE RESPUESTAS



Una vez analizadas las respuestas y estrategiascoteparacion de
probabilidades, hemos realizado un analisis de pasones de respuestas a los
diferentes items. Esta técnica, tomada de Serracamlsy, (1992), permite analizar la
consistencia de un mismo alumno en las respuestesma similares, asi como las
variables que influyen en sus cambios de estratégiabién nos servira para comparar
el nivel de razonamiento proporcional y probahdésten el mismo alumno. En esta
tabla hemos ordenado los items segun su porcatgaito (es decir, items 1, 3, 2, 5,
6, 4 y 7). El patron de éxitos de un alumno enoejunto de items viene representado
por un vector de 7 componentes, donde representeonck el éxito en cada item y O el
fallo en el mismo. Asi, por ejemplo, el patrén 0 @ 0 1 0 es el de un alumno que falla
todos los items, excepto el 3 (que ocupa el seglughr en dificultad) y el 4 (que
ocupa el penultimo).

Este tipo de representacion se usa también eéctaca del escalograma de
Gutman, empleada en la investigaciéon de Noeltif@8@1lb) para comprobar si la
dificultad en los diferentes items de una pruefaesun orden lineal. En este supuesto,
los alumnos que tuviesen un numero dado n de esiem la prueba de m items,
deberian ( al menos en su mayor parte) acertagnsigsicamente los n items mas
sencillos y fallar en los m-n restantes. Esto narrecen nuestra prueba, donde sélo 66
casos de los 144 siguen el patron supuesto pacalograma de Gutman y 78 casos no
los siguen, lo que creemos también apunta a laedifé@]a entre el razonamiento
proporcional y probabilistico, ya que en la inwgastion de Noelting, los items
propuestos del mismo nivel que los que empleamossan investigacion, seguian el
patron de Gutman,

Tabla 4: Patrones de respuestas en los items de qaracion de probabilidades

Patrén de respuesta 1 (TNZéxitos:Frecuencii
5647

1111111 7 |2
1111110 '6 |5
1111010 '5 |6
1111100 5 |7
Otros patrones '5 | 3
1110100 4 | 13
1111000 4 | 14
Otros patrones 4 | 14
1110000 '3 | 14
Otros patrones '3 | 13
1100000 2 |5
Otros patrones 2 | 10
0010000 1 |3
0100000 1 | 7
1000000 1 |19
0000000 0o |9




A continuacion comentamos los patrones encontradoga frecuencia se
muestra en la tabla 4. Observaremos que, con unamsimero de respuestas correctas
se aprecian diferentes tipologias de razonamiewtoapilistico.

a) Alumnos con 7 respuestas corredtdivel 111B). Son so6lo dos alumnos
de 11 afos y cuatro meses y 14 afios y 2 mese<stigapgente, que han dado pruebas
de un razonamiento proporcional correspondienteival IIIB de Piaget ya que han
sido capaces de responder correctamente el iteestdenivel y todos los anteriores.
Asimismo han usado repetidamente estrategias Hicatifpas propias de este nivel. No
se han visto afectados por los distractores inctugh los items 4 y 5.

b) Alumnos con 6 respuestas correctdseles I111A y 11B). Todos ellos (5
alumnos) tienen el mismo patron de respuestastpuee fallan el mismo item 7.
Aunque los alumnos de este grupo han resueltoatamente el item 6 (Nivel 1lI1A),
s6lo dos de ellos lo han hecho utilizando una tegfi@ pertinente y estarian en este
nivel. El resto ha usado diferencia entre casosrédtes y posibles o simplemente
comparacion de casos favorables y estarian enltizel

c) Alumnos con 5 respuestas correc{dsvel 1lIA y 1IB). Se aprecian dos
patrones predominantes:

cl) Alumnos que fallan los items 6 y 7, que seldarmas dificiles, respecto al
razonamiento proporcional (6 casos). Generalmeateempleado estrategias aditivas
para intentar resolver estos dos problemas, auequel item 2 y 3 algunos han
empleado la correspondencia. Tres alumnos (nivéAd) llemplean estrategias
multiplicativas en el item 5 y el resto, que estan el nivel IIB de razonamiento
proporcional, una estrategia de correspondencia.

c2) Alumnos que fallan uno de los items 4 o 5 (niva),lcontestando
correctamente el item 6 (nivel 11l1A), lo cual catice lo esperado en el desarrollo del
razonamiento proporcional (9 casos). El fallo es liems 4 y 5 ha sido debido al
"enfoque en el resultado aislado”, o a creencibgBuas.

d) Alumnos con 4 respuestas correctas (Niveles lIB\ IIA y IB).

d1) Alumnos que aciertan los cuatro items masilfedallando el 4, 6 y 7 (15
casos). El item 5 es de nivel IIB (cualquier cldeeequivalencia) y ademas, tiene dos
términos de las fracciones a comparar complemestacon lo que ha resultado mas
sencillo que el item 4, que también es de nivel @Bnsideramos que estos alumnos
comienzan a resolver los problemas mas sencillbsidel 11B, aunque todavia tienen
dificultad, por no haber afianzado suficientemesdte tipo de problemas. Han usado
comparacion de casos favorables o desfavorabldsseitems 1 y 2 y estrategias de
correspondencia en el item 3 (nivel 11A), exceptoalumno, que usa la diferencia entre
casos favorables y posibles y otro que no razomaspuesta.

En el item 5 algunos usaron estrategias propatdeno bien el concepto de
juego equitativo, que implica también la companaai@ las proporciones en las dos
urnas. El item 4 lo han fallado debido al razonatoiedel "enfoque en el resultado
aislado”, a comparar solo el nimero de casos fhlewao el nimero de casos
desfavorables.



d2) Alumnos que aciertan los problemas 1,2 y [arfidlos dos problemas 4 y 5
(nivel 11B) resolviendo correctamente el 6 (nivigAf 13 alumnos). En los tres primeros
items se observa una gran variedad de estratéyihsyendo las aditivas, comparacion
de casos favorables o desfavorables. Hacemos taotién que 7 alumnos usaron las
estrategias de comparacién de casos desfavorabliéerencia entre casos favorables y
desfavorables en los items 6 e 7 que les ha rdeultdida en el item 6 pero no en el 7.
Por ello estos alumnos no alcanzarian el nivel, [lHAnque habrian superado el IIB. En
los items 4 y 5 el fallo se ha producido por coecedayor probabilidad a la urna con
mayor numero de casos favorables, incluso habiéamdoisma proporcion. También
han aparecido el "enfoque en el resultado aislgdas respuestas ambiguas.

d3) Otros patrones no sistematicdd alumnos). Aparece una variedad de
patrones con respuestas correctas a items derdédsmdificultad, como fallos en el item
1 o 3, acertando el 7. El acierto en los itemscith, como el 7 se debe a que la
estrategia usada ha sido valida para los datostéepeoblema, pero no para el caso
general. El fallo en los items faciles ha sido dela elegir una estrategia no adecuada
al problema. En general estos nifios tienen un hiag de razonamiento proporcional,
incluido entre el nivel IB (ya que recurren a ara&ggia de comparacion del segundo
término de la fracciéon) y IIA (alumnos que resuelles 3 primeros problemas y usan
la estrategia de correspondencia).

e) Alumnos con 3 respuestas correctdiselesllA, IB, 1A).

el)Alumnos que responden correctamente los tres pBrieems (13 casos). En
el item 5 con frecuencia se influencia por el mayionero de casos favorables y en el 4
dan respuestas ambigias o manifiestan el "enfoguel eesultado aislado”. Hay
algunos alumnos muy consistente en su estrataggall$pn casi siempre una estrategia
aditiva. La estrategia de correspondencia apa@tenenor frecuencia que en los casos
anteriores y, cuando se usa es en los problemassemadlos que fueron resueltos
correctamente. Se diria que el alumno no es capaxtdnder esta estrategia a los casos
mas complejo por un insuficiente razonamiento prcipoal. En su conjunto estos
alumnos se situan al nivel lla, pues han resualtoectamente hasta este nivel de
dificultad.

e2) Alumnos que responden correctamente el iteny 2, empleando
preferentemente la comparacion de casos favorehlest 1y la de casos desfavorables
en el 2y fallan el item 3, no llegando a aplicags&rategia de correspondencia (7 casos)
. Estarian en el nivel IB. Aunque aciertan alguro giroblema, ha sido porque la
estrategia (incorrecta) empleada les ha sido pto@dugara ese problema particular.

e3d El resto de los casos (5) no muestra patronésnsidicos, salvo responder
correctamente el item 1, lo que corresponderiaravwah |A).

f) Alumnos con 2 respuestas correcig@divel IA, 1b, 11A).

f1) Respuestas correctas a los items 1 $ 84sos). Generalmente el item 3 lo
resuelven con una estrategia de diferencia, quenegeneral incorrecta, aunque les ha
servido para este caso. El item 1 y 3 lo resuelwediante comparacion de casos
favorables. No llegan a comparar casos desfavaraieel item 2, lo que lleva a una
solucion incorrecta. Por ello los situamos en etiniA.



f2) Alumnos con solucion correcta al item 2, matkacomparacion aditiva, que
estarian situados en el nivel IB.

f3) Un alumno resuelve correctamente los items 23,y usando la
correspondencia en éste ultimo, aunque falla gailer item, posiblemente por falta
de atencion. Creemos que este alumno estariandrekllA.

f4) El resto de alumnos (8) no muestra patronestificables. En algunos de
ellos aparece sistematicamente el "outcome apploacteencias subjetivas.

g) Alumnos con 1 respuesta corre¢tid, 1B, 1A o inferior).

gl1) Alumnos que solo resuelven el item 1, generatencon estrategias aditivas,
por lo que estarian en nivel IA (19 casos) . Ceaudencia estos alumnos conservan la
misma estrategia en todos los items, o cambianoaipb de estrategia aditiva, lo que
les lleva al fracaso en los més dificiles. No apameestrategias de correspondencia. En
los items 4 y 5, 0 bien usan estrategias aditjuasifican su creencia en la "suerte" ,
dan respuestas ambigtas, se basan en el mayorcndménlas de un color o invocan
factores causales.

g2) Alumnos que han resuelto correctamente y strategia adecuada el item 2
(nivel 1B), aunque han fallado en el 1 (nivel Arpusar una estrategia incorrecta o
basarse en el "outcome approach”. Estos alumnasiastiniciando el nivel IB.(2
casos)

g3) El resto de alumnos (8) solo resuelve cormeetde el item 3. Sin embargo,
Nno usan una estrategia adecuada, sino que seeceattpor dar sistematicamente una
respuesta basada en el "enfoque en el resultddd@isy han dado la solucion correcta
al item 3 porque se trata de un caso de equiphatshi Consideramos, en
consecuencia que estos nifios tienen un nivel mjoydsrazonamiento proporcional,
gue no alcanza incluso el IA. Sin embargo se apreca cierta idea de probabilidad,
aunque incorrecta.

h) Alumnos que han fallado todos los itg@asencia de razonamiento proporcional)

Finalmente los alumnos que han fallado todostkrad (9 casos) se dividen en
dos tipos generales: o bien usan solamente la qacipa de casos favorables, sin que
les resulte productiva por falta de razonamientopgrcional o bien manifiestan
sistematicamente el "enfoque en el resultado a$ladina combinacion de ambos. Son
los alumnos en los cuales el razonamiento propoatioo ha empezado a desarrollarse
0 bien mantienen una creencias erroneas sobrebalgfidad.

CONCLUSIONES

Como consecuencia del analisis de los patronesesjmiestas obtenemos la
siguiente distribucion de niveles de razonamiembpg@rcional de los nifios es: nivel 0
(15 alumnos), IA (29 alumno), IB (32 alumnos), {20 alumnos), 1IB (24 alumnos),
[lIA (12 alumnos) y llIB (2 alumnos). Vemos que, general el nivel de razonamiento
proporcional de los alumnos es bajo. Ello podrfauseobstaculo para el aprendizaje de
las probabilidades, aunque, también la ensefianzia geobabilidad podria ser un



contexto muy rico que favoreciese el desarrollordebnamiento proporcional de estos
alumnos.

Con un mismo nivel de desarrollo de razonamientpgrcional el éxito en los
problemas probabilistico de comparacion de prolakoies ha sido muy variado, salvo
en el caso de los niveles IlIB (7 aciertos) y (A6 aciertos). En el nivel 1IB de
razonamiento proporcional el nUmero de aciertde®problemas probabilisticos oscila
de6a4d, enelnivelllAyIBde4al, enellddalynifios que no llegan a éste
nivel han tenido hasta 3 aciertos. Vemos, en coaseia, que no hay una coincidencia
total, aunque si bastante relacion entre el nieelad@onamiento proporcional y el éxito
en tareas probabilisticas de un nivel proporcidadlo. Los desajustes son debidos a los
siguientes casos:

a) Factores del problema que inducen la asignat@@obabilidades subjetivas,
especialmente en los dos items tomados del cuasbate Fischbein y Gazit.

b) Creencia en la imposibilidad de asignar prdisdzles a los sucesos
aleatorios, razonando de acuerdo al "enfoque erestlltado aislado" descrito por
Konold o bien mediante el sesgo de equiprobabilakstrito por Lecoutre.

¢) Mayor fijacidon en los casos favorables, inclascaquellos problemas que han
de resolverse mediante la comparacion de casosvieables.

Ahora bien, estos tres mecanismos no son perégeanh los problemas de
comparacion de proporciones, mientras que pueddomaracen un problema
probabilistico, incluso tan simple como los pladtsa Como consecuencia, el profesor
debe tenerlos en cuenta, ademas del razonamiegorpironal, al abordar la ensefianza
de la probabilidad a sus alumnos. Creemos que diorde enfrentar a los alumnos con
estas concepciones y ayudarles a superarlas eslgp@me contacto con situaciones
experimentales sobre probabilidad, como las recdadas en los nuevos disefios
curriculares.
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