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INTRODUCCION

Asistimos en la actualidad a un incremento de los contenidos de estadistica que se
recomiendan en la escuela primaria, hecho que se hace patente en los Decretos de
Ensefianzas Minimas de la Educacién Primaria (MEC, 2006 a; Consejeria de
Educacién, 2007a).

Para que estas propuestas puedan llevarse a cabo, sera necesario preparar a los
futuros profesores, tanto en lo que respecta al conocimiento estadistico, como en el
conocimiento didactico relacionado con su ensefianza. Esta es una preocupacion
asumida por organismos internacionales como la IASE (International Association for
Statistical Education) e ICMI (International Commission on Mathematical Instruction)
que organizaron un estudio internacional enfocado sobre la problematica de formacién
del profesorado en estadistica, puesto que el problema no es exclusivo de Espafa
(http://www.ugr.es/~icmi/iase_study/; Batanero, Burrill y Reading, en prensa).

Por otro lado, encontramos informacion estadistica frecuentemente en la prensa y
medios de comunicacion, especialmente en forma de graficos o tablas que deben ser
interpretadas correctamente para desenvolverse en la sociedad de la informacion. Por
ello, el conocimiento estadistico elemental se considera parte de la cultura estadistica
(Gal, 2002) necesaria para todo ciudadano.

Estos son algunos de los motivos que nos han llevado a interesarnos por los
conocimientos de los futuros profesores de Educacion Primaria requeridos para la
ensefianza de la estadistica y en particular de los gréaficos estadisticos. Siguiendo las
investigaciones recientes sobre conocimiento profesional y formacién del profesor,
nuestro trabajo trata de evaluar el componente matematico y didactico de dicho
conocimiento, a partir del desarrollo y posterior evaluacion de un proyecto abierto de

analisis de datos.



Introduccioén

Comenzamos contextualizando el problema, analizando los graficos estadisticos
elementales incluidos en la Educacion Primaria, asi como los objetos matematicos
numericos, geométricos y estadisticos que subyacen en el trabajo con los graficos. Tras
una reflexion sobre la importancia de los graficos en la cultura estadistica, se describe el
contexto educativo, los objetivos e hipétesis del trabajo. Se finaliza el primer capitulo
con unas reflexiones sobre el trabajo con proyectos y la justificacion del uso de
proyectos en esta investigacion.

El segundo capitulo comienza con unas breves notas historicas y, a continuacion, se
describe algunos elementos del enfoque Onto- semidtico de la didactica de la
matematica, que serd el marco tedrico que apoya nuestro trabajo. Se analiza
seguidamente el curriculo de estadistica en la Educacién Primaria, prestando especial
detalle a los graficos estadisticos. Se finaliza con un breve analisis de la presentacion de
los gréficos estadisticos en una serie de libros de texto de educacion primaria y en la
formacion recibida por los futuros profesores participantes en la investigacion.

En el tercer capitulo se presenta un estado de la cuestion dividido en dos apartados:
En el primero, se hace una sintesis de las escasas investigaciones relacionadas con la
formacion de profesores para ensefar estadistica, enfatizando algunos modelos sobre el
conocimiento del profesor que servirdn de base para nuestro trabajo empirico. La
segunda parte describe las investigaciones relacionadas con la comprension de los
gréficos estadisticos, que se clasifican en varios apartados, haciendo énfasis en los
niveles de lectura y comprension de grafico, errores descritos sobre su construccion, e
investigaciones relacionadas con la competencia gréafica o didactica de los profesores.

En el capitulo 4 se presenta un estudio empirico de los informes elaborados por una
muestra de 207 futuros profesores en su trabajo con un proyecto abierto de analisis de
datos, con el fin de evaluar su conocimiento comun y especializado del contenido
gréficos estadisticos. Después de hacer un analisis a priori del proyecto propuesto, se
analizan las graficas producidas por los futuros profesores desde diversos puntos de
vista.

En primer lugar se define un nivel de complejidad semiética del grafico, que es una
aportaciéon original de nuestro trabajo, estudiando los porcentajes de graficos
construidos en los diversos niveles de complejidad, para cada uno de los tres pares de

variables que se han de comparar en el proyecto. Se realiza un estudio exhaustivo de los



Introduccién

errores cometidos en la construccion de los graficos, relacionandolos con las variables
estidiadas, los niveles de complejidad semidtica del grafico y el uso de ordenadores en
la construccién. Se analizan también los niveles de lectura que alcanzan los
participantes en los graficos concluidos y las conclusiones que obtienen en el proyecto,
relacionandolos con los niveles de complejidad del grafico, y comparando las
conclusiones obtenidas por los estudiantes que han construido graficos con los que no
los han construido.

En el capitulo 5 se analizan los informes producidos por una submuestra de 108
futuros profesores en una tarea abierta de analisis didactico en que deben valorar la
idoneidad didactica del proceso de estudio experimentado por ellos mismos en el
desarrollo del proyecto. Para llevar a cabo esta tarea, se proporcioné a los futuros
profesores una “Guia de analisis de la idoneidad didactica”, en la que se describen
componentes de dicha idoneidad y sus descriptores. Se define un nivel de aplicacion de
dichos descriptores, estudiando el nivel medio alcanzado en cada componente de la
idoneidad didactica del proceso de estudio y comparandolos entre si. Con este estudio,
valoramos el conocimiento especializado del contenido de los futuros profesores, asi
como su conocimiento del contenido y la ensefianza, el contenido y los estudiantes en
relacion con la ensefianza de la estadistica en la educacion primaria.

Finalmente se exponen las conclusiones de nuestro trabajo, respecto a los objetivos e
hipotesis, las aportaciones principales y limitaciones y se sugieren algunas lineas de
investigacion para continuar este trabajo.

Se finaliza la tesis con un resumen en inglés, las referencias y anexos.






CAPITULO 1:
CONTEXTUALIZACION DE LA INVESTIGACION

1.1Introduccion

1.2.El objeto de investigacion

1.2.1.Gréficos estadisticos elementales

1.2.1.1.Gréficos estadisticos univariantes

1.2.1.2 Gréficos estadisticos bivariantes y multivariantes
1.2.2.Los graficos como configuracion de objetos matematicos
1.2.2.1.0Objetos estadisticos

1.2.2.2Geometria

1.2.2.3.Sentido numeérico

1.2.3.Graficos y cultura estadistica

1.3 Contexto educativo

1.4 Trabajo con proyectos en la clase de estadistica
1.4.1.Introduccion

1.4.2. Esquema del trabajo en un proyecto

1.4.3.Desarrollo de competencias basicas a través de proyectos
1.4.4 Justificacion del uso de un proyecto en nuestro trabajo
1.50bjetivos de la investigacion

1.6 Hipotesis de la investigacion

1.1. INTRODUCCION

Uno de los retos de la ensefianza es ser conectada con la realidad y la sociedad del
momento. Sin embargo, en la ensefianza de la estadistica hay un distanciamiento claro
entre la escuela y la vida cotidiana. En este sentido, los graficos son un tema
privilegiado, pues se utilizan con frecuencia en la prensa y medios de comunicacion,
con lo que podrian usarse como medio para establecer dicha cajiesporel, 2007).

Los gréficos pueden utilizarse para comunicar informacion y como instrumento de
analisis de datos, asi como para retener en la memoria una gran cantidad de informacion
en forma eficiente (Cazorla, 2002). Ademas, el gran desarrollo actual de las nuevas
tecnologias, posibilita la realizacion de graficos estadisticos de modo rapido y eficaz.

El lenguaje gréfico tiene un papel esencial en la organizatg8oripcion y analisis
de daos, al ser un instrumento de transnumeracion. Esta es una de las formas basicas de

5



Capitulo 1

razonamiento estadistico definidas por Wild y Pfannkuch (1999), que consiste en

obtener una nueva informacion, al cambiar de un sistema de representacion a otro. Por
ejemplo, al pasar de un listado de datos a un histograma, el alumno puede percibir el
valor de la moda de un conjunto de datos que antes no era visible en los datos brutos.

La Ciencia, utiliza para construir y comunicar los conceptos, representaciones
semidticas externas (que usan sistemas de signos), como graficas, diagramas,
ecuaciones, ilustraciones o enunciados. Asi, el aprendizaje de los conceptos cientificos
esta ligado al de estas representaciones y al de sus procesos de formacion y
transformacion. Las graficas se usan en las ciencias como representaciones puente entre
los datos experimentales y las formalizaciones cientificas. Es decir, ayudan a determinar
las relaciones entre las variables que intervienen en los fendbmenos y asi poder
modelizarlos. En la enseflanza de las ciencias estas graficas sirven para visualizar
conceptos y relaciones abstractas dificiles de comprender (Postigo y Pozo, 2000).

La construccion e interpretacion de gréficos estadisticos es también parte importante
de la cultura estadistica a la que cada vez se dedica mas atencion y que Gal (2002, pg. 2)
define como la unién de dos competencias relacionadas:

a) Interpretar y evaluar criticamente la informacion estadistica, los argumentos

apoyados en datos o los fenbmenos estocasticos que las personas pueden encontrar

en diversos contextos, incluyendo los medios de comunicacion, pero no limitandose

a ellos, y b) discutir o comunicar sus opiniones respecto a tales informaciones

estadisticas cuando sea relevante. (Gal, 2002, pp. 2-3).

Saia entonces importante repensar la ensefianza que de los graficos se realiza en la
escuela, oportunidad que ahora se nos ofrece, al adelantarse este tema al primer ciclo de
la Educacion Primaria y ampliarse los contenidos durante este nivel educativo. Sin
embargo, la mejora de la ensefianza de los graficos estadisticos en la escuela, pasa por la
mejor formacion de los profesores que han de llevar a cabo esta ensefianza. Ello nos ha
llevado a centrar una parte de nuestra investigacion en el estudio de los conocimientos
de los futuros profesores de Educacion Primaria en relacion a los graficos estadisticos.

El objetivo de este capitulo es presentar y contextualizar el objeto de estudio en esta
investigacion. Con esta finalidad, comenzamos describiendo los graficos estadisticos
elementales que se incluyen en el curriculo de educacién primaria y analizando los

conocimientos matematicos requeridos en su construccion. Seguidamente, se describe el
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Contextualizacion

contexto curricular del trabajo y se analiza la importancia de los gréficos como
componeates de la cultura estadistica.

Se hace una breve introduccion al trabajo con proyectos estadisticos y su
importancia en la ensefianza de la estadistica, puesto que los datos de esta investigacion
se toman dentro de un proyecto de analisis de datos que es, primeramente realizado y
posteriormente analizado por los participantes. Finalizamos presentando los objetivos e

hipotesis de la investigacion.

1.2. EL OBJETO DE INVESTIGACION

Hay una gran variedad de graficos estadisticos, que sirven para representar
diferentes tipos de datos, atendiendo al tipo de variables (nominales, ordinales,
cuantitativas discretas o continuas) y el numero de variables representadas
(univariantes, bivariantes, multivariantes). En nuestro estudio analizaremos Unicamente
los de mayor uso en la escuela primaria y medios de comunicacion, que son los que
cabe esperar conozca un futuro profesor. En primer lugar describimos brevemente estos
graficos y en segundo analizamos los objetos matematicos requeridos en su

construccion e interpretacion.

1.2.1. GRAFICOS ESTADISTICOS ELEMENTALES

En nuestro estudio seran de interés algunos graficos estadisticos univariantes y
bivariantes, que se incluyen en la Educacion Primaria y que conocen los participantes
en el estudio, bien por la ensefianza recibida en Educacion Secundaria y Bachillerato, o
como parte del estudio de estadistica realizado en la asignatura Matematicas y su
Didactica en la Facultad de Educacién. También los alumnos podrian utilizar otros
graficos que conocen por su presencia en la prensa o por aparecer en materiales
didacticos de otras asignaturas de su curriculo. A continuacién describimos brevemente
estos graficos, la mayoria de los cudales previsiblemente, puedan construir los
estudiantes como parte de la realizacion del proyecto que se describe en el Capitulo 4.
No tendremos en cuenta los graficos que sirven para representar distribuciones de
frecuencias acumuladas, pues, aunque los futuros profesores habran estudiado en la

asignatura de Matematicas y su Didactica y en la educacién secundaria los diagramas y
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Capitulo 1

poligonos de frecuencias acumuladas, estos graficos no se incluyen explicitamente en el
curriculo de Educacion Primaria y tampoco es probable que se utilicen en el desarrollo
del proyecto.

1.2.1.1. GRAFICOS ESTADISTICOS UNIVARIANTES

Entre los gréaficos univariantes estudiados por los participantes, y que encuentran
con frecuencia en la prensa y medios de comunicacion destacan los diagramas de barras
y sectores, histogramas y gréaficos de lineas o poligonos de frecuencia, asi como los

pictogramas Yy los gréficos de puntos.

Diagrama de barras

Es una representacion gréafica que puede ser usada para representar la distribucion de
frecuencia de variables cualitativas, cuantitativas discretas o incluso variables continuas,
si han sido discretizadas y diferentes intervalos de valores se han transformado en
categorias (Ver figura 1.2.1).

En todos estos casos, si denominaik@sla variable y a la modalidad numerde

dicha variable con la notaciog, fj representara el nimero de individuos o casos que

presentan esa modalidad, que se denonfiieauencia absoluta. Para valorar la
representatividad de cada categoria respecto al total de datos se cdi@daciacia
relativa hy, dividiendo la frecuencia absolutapor el nimero total de observaciones

(N), es decir:
hj = fj/N

En lugar de utilizar frecuencias relativas, usualmente se utilizan porcentajes, que se
calculan multiplicando la frecuencia relativa por 100. El diagrama de barras puede
construirse para frecuencias absolutas, relativas o porcentajes. En cualquiera de estos
casos, para cada una de las modalidades del caracter (si la variable es cualitativa) o
valores de la variable (si es cuantitativa discreta) la frecuencia de aparicion se
representa mediante una barra (Nortes, 1993). En este grafico se suelen disponer los
datos en el primer cuadrante de unos ejes de coordenadas cartesianas, levantando sobre
el eje de abscisas un bloque o barra para cada modalidad de la variable observada.
Mientras que en caso de variable cualitativa, el orden en que aparecen las categorias en
el eje es irrelevante (aunque a veces se ordenan en funcion de la mayor o menor

frecuencia), para variables cuantitativas discretas el orden de presentacién de valores en
8
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el eje Xha de ser el orden numérico natt

La altura de la barra ha de ser proporcional a la frecuencia absoluta o relative
representara en el eje de orden y el ancho es irrelevant&s posible tambié
intercambiar el papel de los ejes, aunque es menos usual, pero los programas d
como la hoja Excel proporcionan diagramas de L tanto horizontales como
verticales.

También se usatiagramis de baras para presentar varios estadisticos relacior
(por ejemplo, media, mediana y moda) de la misma varcuantitativi. En este caso,

se utiliza también aunque la variable cuantitativa sea cor

Figura 1.2.1Poblacion en Espaien miles de personas 2008 por tramos de ed
(Fuente, INE base)
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Grafico de sectores
Si lo que nos interesa es informacion sobre el "pesc la frecuenci fj de cada una
de las modalidadeg observadade la variableX, tiene en relacion con el total y

mismotiempo con las demas, podemos representaiatos en un diagrama de sect
(Nortes, 1993)Este es un diagrama cuya principal validez es para representar v:
cualitativas, aunque algunos participantes en el estudio pudieran u a pesar de
que las variables del proyecton cuantitativas discretasobre todo si trabajan con
hoja Excel que facilitau elaboracic.

En este diagrama se repres cada modalidad de la variab} por un sector
circular, cuyo angulo central y, por lo tantambiénel area de dicho sec, es

proporcional a la frecuenc fi de la modalidad (Ver Figura 1.2.2)na forma sencill;
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de construirlo es multiplicando la frecuencia relativa por 360; asi obtendrer
amplitud del angulo central que tenn cada una de las modalidades observ En
este tipo de grafico no sepresentan posibles modalidades de la variable en estuc
tengan frecuencia nulaéSe usa cuando se trabaja con datos que tienen gt
frecuencias, y los valores de la variablin pocos. la ventaja que tienes su facil
interpretacién. b desventaja que posee es que cuando los valores de la varia

muchos no visual& bien la informacion no es productivo.

Figura 1.2.2Transporte utilizado por los inmigrantes llegados pafias después
1990(Encuesta Nacional de Emigrantes, INE, 2

Transporte utilizado por loa inmigrantes
llegados a Espana despueés de 1990
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Histogramas

En el caso de variablesiantitativas continuas o discretas) un numero elevado
valores, se suelen agrupar estos valores en intervalos, pardicar lagréfica. Las
representaciones que se utilizan frecuenter para estas variablesn loshistogramas
y los poligonos de frecuenciaUn histograma se obtiene construyendo sobre uno:
cartesianos unos rectangulos cuyas areas son proporcionalesecuencia con que
aparecen los valoreke cada intervalcLas bases de los rectangulos, colocadas so
eje de abscisas, seran los intervalos de clase y las alturas seran las neces:
obtener un area proporcional a la frecuencia de cada La ventaja respecto
diagrama de barras en que presenta la informacion en forma mas sintética y
detectar rapidamente las tendencias (moda). La desventaja es que se pierde infc
pues no se tiene representados todos los datos ori. (Verfigura 1.2.3)

La primera decisidon que hay que tomar para agrupar una variable es el nui

intervalos en que se debe div su rango de variaciofmNo existe una regla fija, y ¢

10



Contextualizacio

Gltima instancia sera un compromiso entre la pérdida de la informgue supone el
agrupamiento y la vision glal y sintética que se persigue (Batanero y Diaz, 200¢
construir el histograma se tiene en cuentrecorrido de la variable diferencia entre
susvalores maximo y minirr.

Este recorrido se divide erlaseso intervalos queueden ser o no de la misi
amplitud.Cada intervalo queda definido por extremo superior enferior de la clase.
La marca de clasesel punto medio de cada cle Una regla que se suele seguir
tomar un numero de intervalos alredr de la raiz cuadrada del nimero de datos
ejemplo 10 si la muestra tiene tamafio 1 A veces conviene ensayar con val
anchos de intervalo, pues la fol del histograma suele variaon el namero y lo

extremos de los intervalos.

Figura 1.2.3. Digibucion de alturas de estudiantes (Batanero y Diaz, 2045).
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Poligono de frecuenciay graficos de linea

Otra forma de representar los datos es el poligono de frecuencias, que es la |
resulta de unir los puntos medios de las bisuperiores de los rectangulos de
histograma de frecuenci También se pueden representar poligonos de frecuen
partir del diagrama de barras de una variable cuantitativa uniendo los ex
superiores de las barrg¥er figura 1.2.4

En estograficos la altura del punto en el que confluyen dos lineas es proporc
la frecuencia de un valofi se trata de variable agrupada en inten, la altura es
proporcionala la frecuencia en el intervi s6lo en el caso de intervalos de ig
amplitud. En otro caso, seria proporcional a la frecuencia del intervalo dividida
amplitud de la bas@Nortes, 1993).

Los graficos de lineas aparentemente son similares a los poligonos de frecu

en la hoja Excel no se diferencian. Pero matematinte son bastante diferer, pues
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un gréafico de lineas se usa para repres, bien frecuencias de una variable cualite,

o bien valores numéricos de una serie de , y no para representar variab
cuantitativaslUn graficode linea usa puntos cattados por lineas para mostrar c¢
cambia el valor de alga(lo largo de tiempoo del valor de la variak). Por ello no

tiene mucho sentido al representar la distribuciéon de frecuencias de ve

cuantitativas.

Figura 1.2.4Poblacion en Espafa miles de personas en 2008 por tramos de
(Fuente, INE base)
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Graficos de puntos
El denominado grafico de puntos permrepresentar adecuadame pequefios

conjuntos de datos y tiene la gran ventaja de ser facilmente construido (Moore,
1999). Las gréficas de puntos se utilizan para variables cuantitativas, tanto di
como continuas.

En este grafico, labscis representa los valores de la variable estus; dentro del
conjunto de datogor cada valor de la variabque coincida con unde los datos, se
representa un punto encima de dicho valor. Los puestanespaciados en forn
homogénea, por lo que &tura del conjunto de punte®bre un valor de la variak
sera proporcional & frecuencia de aparicion «icho valoren el conjuto de datos
estudiadoy el numero de puntos sobre cada valor de la variable represen
frecuencia de aparicion de dicho valor en el conjunto de los. (Ver figura 1.2.5
Para la construccion de un grafico de puntos, es necesario que el alurozca la
representacion de puntos en una recta grac

El grafico de puntos es Utpara detectar tendencias en conjuntos pequef
datos, asi como los valores extremos o intende frecuencia nuldJna ventaja es gt
12
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conserva el valor de los datos originales. Este tipo de graficos podria ser también
utilizado para representar datos de variables cualitativas, representando en el eje de
abscisas los valores de cada una de las modalidades de la variable en estudio y poniendo
sobre cada una de dichas modalidades tantos puntos como veces se repita dicha
modalidad en el conjunto de datos que se esta representando.

Figura 1.2.5. Numero de caras en secuencias simuladas (Batanero, 2001, p. 153)
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1.2.1.2. GRAFICOS ESTADISTICOS BIVARIANTES Y MULTIVARIANTES

Los participantes en nuestro estudio también encuentran con frecuencia en la prensa
y medios de comunicacion o en otras materias graficos que representan conjuntamente
dos o mas variables; por ejemplo, graficos de barras adosados o apilados, gréaficos de

lineas, histogramas de frecuencia y graficos de puntos multiples.

Graficos de barras adosados o apilados

En un gréafico de barras adosadas se puede representar los datos de una tabla de
doble entrada, es decir graficar conjuntamente dos variables estadisticas A y B,
generalmente cualitativas. En su construccion se seguira el mismo procedimiento que
para construir un grafico simple de barras, pero en el eje de las abscisas, para cada
modalidad de la variable A, se construiran tantas barras como modalidades tiene
variable B (ver figura 1.2.6).

En un gréfico de barras apilado (ver figura 1.2.7) también se representan
conjuntamente dos variables A y B, pero en lugar de ir las barras correspondientes a un
mismo valor de la variable A y diferentes valores de la B unas junto a otras, se colocan
unas sobre otras. En ambos graficos se usan colores o tipos diferentes de trama para
diferenciar los valores de las dos variables representadas; uno de los ejes sirve para
presentar las categorias de una variable y el otro eje para representar las frecuencias.

13



Capitulo 1

Figura 1.2.6 Tasa anuales del IPC, base 2006 (Fuente, INE
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Figura 1.2.7. Poblacién en Espafia por sexo y tramos de edad en miles de pet
2008 (Fuente, INE base)
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Poligonos de frecuencias o gréaficos de lineas multig

Igualmente es posiblepresentar mediante varios graficos de lineas o poligor
frecuencia superpuestos en el mismarcouna variable estadistica do o multiple.
De nuevo los colores o tipos de linea se usan para diferenciar las cate( cada una
de las variables (vefigura 1.2.8)

Los graficos de lineimdultiples suponen un ahorro de espagero no se dek
incluir un nimero excesivo de variables pues la visualizacion de estas se dificul

frecuencia sirven para analizar la evolucion de diferentes variables relacionac
14
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largo del tiempo.

Figura 1.2.8 Poblacion en Espafia en m de personas en 2008 por tramos de ¢
(Fuente, INE base)
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Gréficos de puntos multiple:

También se suelen usar los graficos de puntos adosados o i para comparar
dos conjuntos de datdsos puntos correspondientes a las dos variables a represe
pueden situar a derecha e izquierda de un eje central, en el que se repres:
valores comunes de la variable. Otra alternativa es rotar el gréfico represente
variables por encimy debajo de un e

Este tipo de grafico, al representar pequefios conjuntos de datos permite re:
manera sencilla comparaciones entre las dos variables estadisticas represent
ejemplo comparando la moda de los dos conjuntos de datorecorrido o rango d
las dos variables representadas (ver figura 1

Figura 1.2.9Comparacion del nimero de caras en secuencias reales y sin
(Batanero, 2001, p. 154)
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Histogramas adosados

En el caso de representar dos variables mediante histogramas en el mismo
se suelen contraponer en lugar de at. Una posibilidad estercambiir el rol de los
ejes usando el vertical para los valores de la variable y situando la frecuencia ¢
horizontal. El eje vertical se coloca en el centro del grafico y a cada lado una
variables. Obviamente la direccion de crecimiento del ejezontal sera diferente ¢
cada mitad del grafico, iniciandose el origen de coordenadas en el centro delDe
la misma forma se podria representa los histogramas adosados por encima y ¢
un eje central que representase los intervalos de vae las variable

Un caso particular de histogramas adosados se usa para represdistribucion
de la poblacién para hombre y mujeres y se conoce como piramide de polkver
figura 1.2.10. El estudio de la piramide de poblacién se incluye en 6° afio de

primaria en los libros de matematicade ciencias sociales.

Figura 1.2.10Piramide de poblacion de Espafia, z(Fuente INE bas
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1.2.2.LOS GRAFICOS COMO CONFIGURACION DE OBJETOS
MATEMATICOS

Los ejemplos presentas de gréaficos estadisticos elementales, auiincluir todos
los tipos que se encuentran, bien en los medios de comunicacién, bien en los |
texto de educacion primaria, permiten identificar claramente los diferentes ¢

matematicos que se debaymprender y dominar para una correcta compre grafica
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y para desarrollar habilidades a la hora de tratar con graficos estadisticos. Sin pretender
ser exhaustivos, a continuacion incluimos un breve analisis de algunos de estos objetos,
que hemos clasificado de acuerdo a diferentes bloques del curriculo de Educacion
Primaria. No hacemos aca referencia a los procesos matematicos, que incluyen las
diferentes categorias consideradas en nuestro marco teoérico y que seran analizados en

otras secciones posteriores de la tesis.

1.2.2.1. OBJETOS ESTADISTICOS

En un grafico estadistico se represerdatos, esto es informacién, generalmente
numerica, relacionada con un contexto, constituido por una parte de la realidad que se
quiere representar (Moore, 1999). Como sefialan Burrill y Biehler (en preparacion), el
contexto es tan importante como el valor numérico del dato. Precisamente algunas de
las mayores dificultades que observaremos en los futuros profesores es no ser capaces
de poner en relacion el resultado del analisis estadistico con el contexto del proyecto.

Estos datos representandaoresde una o variagariables estadisticagl concepto
de variable es dificil para los estudiantes, quienes con frecuencia lo confunden con el de
valor o no discriminan estos dos conceptos (Ruiz, Arteaga y Batanero, 2009). Las
variables habran sido obtenidas a partir de omeestra de resultados de un cierto
experimento estadistico. Si el interés no se centra Unicamente en esta muestra, sino en la
poblacién de donde se tomaron los datos, tendremosgauiadle aleatoria asociada, es
decir una variable que describe los resultados deexperimento aleatorio en la
poblacion. La discriminacion entre poblacion y muestra, o variable estadistica y
aleatoria no es siempre sencilla para los estudiantes, segun Ruiz, Arteaga y Batanero,
(2009).

En uno u otro caso, la variable viene descrita por la distribucién, que puede ser una
distribucion de frecuencias unadistribucion de probabilidad (Reading y Canada, en
preparacion). La distribucion de frecuencias estara constituida por el conjunto de
valores de la variable estadistica en la muestra, junto con sus frecuencias. La
distribucion de probabilidad estard constituida por los posibles valores de la variable
aleatoria en la poblacién, junto con sus probabilidades. La idea de distribucién es quizas
la mas fundamental en estadistica, pues se refiere no a cada dato sino al conjunto de

ellos (Burrill y Biehler, en preparacion). Puede ser también dificil discriminar para los
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estudiantes entre distribucion de probabilidad y distribuciéon de frecuencias o entre
frecuencia y probabilidad.

Generalmente estas distribuciones vienen descritas por una serie de caracteristicas:
medidas deposicion centralmedia, mediana, moda) y medidasdigpersion (rango y
desviacion tipica) entre otras. Sera importante atender a las dificultades descritas sobre
estos conceptos, por ejemplo, las descritas por Mayén (2009) para las medidas de
posicion central.

Cuando la grafica representa conjuntamente dos variables, en ocasiones interesa ver
si existe una relacion entre ellas. Por tanto apareceria un nuevo obpgetociacion
estadistica, que amplia la dependencia funcional al caso de variables estadisticas o
aleatorias (Estepa, 1993). En realidad el problema que se plantea en el proyecto que
tuvieron que realizar los futuros profesores, implica el estudio de asociacién entre una
variable numérica (por ejemplo numero de caras al lanzar 20 veces una moneda) y otra
cualitativa (tipo de secuencia, simulada o real). Los alumnos estudiaran este problema
analizando las diferencias entre dos distribuciones. Para Pfannkuch (2006) este
problema (comparar dos distribuciones) es ya un problema de asociacion e incluso de
inferencia informal.

Muchos errores en la construccion del grafico o en su correcta lectura e
interpretacion estaran ligados a falta de comprension de algunos de los objetos
estadisticos y sus relaciones que subyacen en el grafico y que acabamos de describir. En
el capitulo 2 analizaremos los contenidos estadisticos en los Decretos de Educacion
Primaria (MEC, 2006a) y observaremos la presencia de muchos de los objetos que
acabamos de analizar, lo que implica que sera necesaria su comprension por parte de los
profesores.

Ademas de objetos estadisticos, en los graficos estadisticos estan implicitos otros
objetos geométricos y numeéricos. Analizaremos en lo que sigue muy someramente

algunos de ellos y la forma en que se reflejan en el curriculo de primaria.

1.2.2.2. GEOMETRIA

El Ministerio de Educacion (MEC, 2006a) incluye el Bloqu&&pmetria, que se
orienta a la descripcion, clasificacion y analisis de propiedades de las figuras, cuerpos y

sus transformaciones, asi como a la orientacion espacial. En dicho documento se
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recomienda ofrecer al nifio oportunidades variadas y frecuentes de clasificar figuras

geométricas, de acuerdo con sus propios criterios, construir, dibujar, y medir estas

figuras y sus componentes. Se sugiere el interés de relacionar la Geometria con el resto
de los bloques y con la naturaleza, el arte o la ciencia.

Los graficos estadisticos son un tema que permite llevar a cabo esta puesta en
relacion. Como hemos visto, una parte importante de muchos de los graficos
presentados son los ejes, que sirven para representar los valores de la variable,
intervalos de valores, frecuencias o bien algunos resumenes estadisticos. Sera
importante, en la construccién de los graficos por tanto, comprender el sistema de
representacion cartesiano, la perpendicularidad y el paralelismo, asi como las ideas de
distancia y proporcionalidad geométrica.

Dependiendo del tipo de grafico aparecen otros objetos: la longitud de la barra en el
diagrama de barras, la amplitud angular y amplitud del sector circular en el diagrama de
sectores, el area de los rectdngulos en el histograma, los segmentos y sus extremos en el
diagrama de lineas.

En el Decreto encontramos, entre otros, los siguientes criterios de evaluacion en
relacion a la geometria y que pueden tenerse en cuenta en el trabajo con gréaficos
estadisticos:

e Primer ciclo: Reconocer en el entorno inmediato objetos y espacios con formas
rectangulares, triangulares, circulares, cubicas y esfériGes.valora la capacidad
para reconocer estas figuras en situaciones familiares, utilizando con propiedad los
términos geométricos propios del ciclo en forma oral o escrita.

» Tercer ciclo:Utilizar las nociones geométricas de paralelismo, perpendicularidad,
simetria, perimetro y superficie para describir y comprender situaciones de la vida
cotidiana. Se evalla si dichos contenidos son utilizados con propiedad para
comprender y emitir informaciones diversas, y en la resolucion de problemas

geomeétricos del entorno.

Por su parte la Junta de Andalucia (Consejeria de Educacién, 2007a) incluye el
conenido de Geometria en el Bloqué_as formas y figuras y sus propiedadesndica
gue nucleo tematico esta relacionado con los siguientes contenidos sobre matematicas
del Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre: Bloque 1, Numeros, de primero,

segundo y tercer ciclo; Bloque 2, La medida: estimacion y célculo de magnitudes y
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Bloque 4, Tratamiento de la informacién, estadistica y probabilidad. Se reiteran las
sugerencias contenidas en el Decreto de Ensefianzas Minimas.

Algunas oportunidades de trabajo geométrico se ofrecen en el trabajo con gréaficos
estadisticos donde los alumnos aplican sus conocimientos sobre sistemas de
coordenadas, representacion y eleccion de escalas en la recta, proporcionalidad
geomeétrica, visualizaciéon, perpendicularidad y paralelismo, segmento, distancia, puntos,
lineas, rectangulos, angulos y sector circular, entre otros.

Pensamos que algunos posibles errores y dificultades de los estudiantes en relacion a
los graficos estadisticos podrian estar relacionados con un inadecuado sentido
geomeétrico. Por ejemplo, es frecuente que los estudiantes no aprecien que la frecuencia
en un histograma ha de ser proporcional al area de cada rectangulo; en lugar de ello
estiman la frecuencia de acuerdo a la altura del rectangulo. Posiblemente se arrastra este
error por la confusion entre area y perimetro que es frecuente en muchos estudiantes.

Algunos estudiantes en nuestro trabajo previo (Arteaga, 2008) realizateaci@n
inadecuada de un gréafico, realizando representaciones en las que no se muestra
adecuadamente la variabilidad de los datos. Por ejemplo, representan los valores
aislados de los datos en un diagrama de sectores. Ademas de no ser capaz de formar la
distribucion, estos estudiantes no son conscientes de que al representar dato a dato en el
diagrama, todos los sectores tendran la misma amplitud, lo que hace la representacion
innecesaria. El alumno no conecta la amplitud del sector a la frecuencia y muestra un
fallo en razonamiento proporcional tanto numeérico como geomeétrico.

En el trabajo mencionado de Arteaga observamos la poca iniciativa de los alumnos a
trabajar directamente a partir de la interpretacion de una grafica para calcular valores de
determinados estadisticos a partir de estas. El alumno es mas propenso a utilizar
formulas matematicas cuando tienen que determinar un resumen estadistico, en vez
utilizar las graficas directamente y basarse en las propiedades geométricas de las
mismas. Por ejemplo, a la hora de calcular la moda o los percentiles a partir de una
gréfica, la mayoria de los alumnos optaban por aplicar las formulas, en la mayoria de
los casos de dificultad de memorizacion, en vez de utilizar un desarrollo geométrico
basado en la semejanza de triangulos, donde ademas hay que trabajar elementos del
sentido numérico como la proporcionalidad, concepto dificil para los estudiantes.

20



Contextualizacion

1.2.2.3. SENTIDO NUMERICO

Ademas de objetos estadisticos y geométricos, la interpretacion y construccion de
gréficos depende fuertemente del conocimiento numérico, como analizamos en Arteaga,
Contreras y Ruiz (2008). El sentido numérico es mencionado en el Decreto de
Ensefianzas Minimas para la Educacion Primaria (MEC, 2006a), dentro del blogue 1 de
MatematicasNumeros y operacioneSe indica que este blogpeetende esencialmente
el desarrollo delsentido numérico, entendido como el dominio reflexivo de las
relaciones numéricas. También se sugiere que los numeros deberian ser presentados a
los estudiantes en diferentes contextos, al considerar prioritario la comprension del
significado de los resultados frente a la destreza de calculo.

Entre los contenidos de dicho bloque se mencionan, para los nimeros naturales,
fracciones y decimales el recuento, medida, ordenaciéon y expresion de cantidades en
situaciones de la vida cotidiana; su comparacién en contextos familiares mediante
ordenacion y representacion grafica. Asimismo como criterio de evaluacion se sugiere
utilizar los numeros decimales, fraccionarios y los porcentajes sencillos para interpretar
e intercambiar informacion en contextos de la vida cotidiana. Todos estos objetos
pueden aparecer en un grafico estadistico, dependiendo del tipo de grafico.

Por su parte la Consejeria de Educacion (2007a), en relacion al Bloque 4 de
Matematicas para la Educacion Primabasarrollo del sentido numérico. Medida de
magnituds, define elsentido numérico como el dominio reflexivo de las relaciones
numeéricas que se pueden expresar en capacidades como la habilidad para descomponer
nameros de forma natural, comprender y utilizar las estructura del sistema de
numeracion decimal, utilizar las propiedades de las operaciones y las relaciones entre
ellas para realizar calculos mentales y razonados.

En este documento se recuerda la interaccion de este bloque con el Bloque 6.
Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad, que se incluye desde el primer
ciclo. Ello es debido a que el trabajo con graficos estadisticos permite simultaneamente
desarrollar el sentido numeérico y capacidad de tratamiento de informacion, poniendo en
relacion estos dos blogues tematicos. Ademas, algunos errores frecuentes en la
construccion de gréficos estadisticos descritos en investigaciones previas con futuros
profesores, como las de Bruno y Espinel (2005) y en nuestro propio trabajo (Arteaga,

2008), estan relacionados con el sentido numérico, como analizamos a continuacion:
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Fallos en la formacién de la distribucién de frecuencias a partir de una lista de
datos Algunos estudiantes no fueron capaces de formar una distribucién de frecuencias
a partir de una lista de datos en la investigacion de Arteaga (2008). En consecuencia, no
llegaron a agrupar los valores similares de la variable en estudio ni a calcular la
frecuencia con la que aparecia dicho valor. En lugar de representar enXelosje
valores de la variable y en el efdos de la frecuencia de aparicion, utilizan el ¥je
para representar los valores de la variable. En eX egpresentan mediante nimeros
naturales, las unidades estadisticas, asignandoles el niumero de orden en que los datos
han sido obtenidos, sin tener en cuenta que es un orden artificial. Por tanto muestran
dificultades en la comprensién del orden numeérico y clasificacion de los valores
obtenidos de la variable y secuento, y no son capaces de llegar arepaesentacion
grafica adecuada de los datos. Tampoco son capacetardsentidoa los datos
recogidos en el contexto presentado.

Errores en las escalas o divisiones de los ejes. Algunos estudiantes no saben elegir
una escala adecuada para el objetivo pretendido, asi utilizan escalas que o bien no
cubren todo el campo de variacion de la variable representada o bien son excesivamente
amplias. En otros casos se omite las escalas en alguno de los ejes horizontal o vertical, o
en ambos o no especificar el origen de coordenadas. Otros estudiantes emplean escalas
no homogéneas, mostrando fallo de razonami@néporcional. Gal (2002) a este
respecto sefala que muchos estudiantes tienen dificultad de comprension de conceptos
basicos de razonamiento proporcional y en su aplicacidén a contextos estadisticos.

También pueden presentarse dificultades eepgeesentacion de numeros naturales
en la recta numérica. Para variables que so6lo toman valores enteros, el estudiante
representa las frecuencias en un histograma cuyos rectangulos no estan centrados en
valores enteros (Bruno y Espinel, 2005). Subyace una confusion entre histograma y
diagrama de barrafglta de comprension del significado de un intervalo de valores en
la recta numérica y del area en un histograma. En relacién a este punto se dan casos en
los que los estudianteealizan representaciones incorrectan la recta numérica, se
trata de estudiantes que aunque sepan representar nimeros en la recta numérica fallan al
representar los extremos de los intervalos en un histograma (Espinel, 2007).

Confusion entre variable dependiente e independiente en un grafico. Algunos
estudiantes no hacen la distincion entre valor de la variable estadistica y frecuencia.

Bien intercambian los ejes para representarlas o bien las representan conjuntamente en
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un diagrama de barras adosadas. Estos estudiantes no relacionan las distintas formas de
representacion numérica con sus aplicaciones, ya que no discriminan las magnitudes
que intervienen en el problema.

Comparaciones numéricas sin sentiddlgunos futuros profesores en la
investigacion de Arteaga (2008) mezclan en el mismo grafico valores de variables
diferentes, que incluso no son comparables. Por un lado, el estudiante no comprende el
proposito del grafico (que es representar la distribucion), ni el concepto de distribucion
(que se aplica a una sola variable). Por otro, no discrimina las situaciones en las que
tiene sentido comparar dos variables.

Interpretacion de informacion numérica de los gréafidda ultimo problema es que
los futuros profesores no alcanzan los niveles superiores de interpretacion de graficos en
la jerarquia de Friel, Curcio y Bright (2001). Es decir, aunque hacen una lectura literal,
no llegan a visualizar las tendenciagatrones numéricoen los datos. En el trabajo de
Arteaga (2008), por ejemplo, aunque las dos terceras de los participantes llegaron a
construir un grafico que visualizaba la distribucion de los datos, en muchos casos los
presentaban sin ninguna interpretacion. Solo una tercera parte de los estudiantes es
capaz de visualizar la posicién central y dispersiéon a partir del grafico y de ellos sélo
unos pocos estudiantes dieron una conclusion correcta, sobre la pregunta planteada en el

problema.

1.2.3. GRAFICOS Y CULTURA ESTADISTICA

Dentro del campo de la Educacion estadistica son varios los autores que han
intentado describir la naturaleza decldtura estadistica y constructos relacionados con
ella, tales com@onocimiento estadisticorgzonamiento estadistico. Aunque no hay un
consenso entre los distintos autores sobre las caracteristicas y naturaleza de la cultura
estadistica, todos ellos comparten la necesidad actual de que los ciudadanos sean
capaces de tratar con diversos tipos de informaciones estadisticas y las representaciones
que se le presentan por distintos medios de comunicacion y en distintos contextos de su
vida. Como hemos analizado en Arteaga, Batanero, Cafadas y Contreras (en prensa), se
hace necesario el trabajo con gréaficos estadisticos, viendo estos tanto como modos de
representar datos estadisticos como instrumento de andlisis de datos, para el desarrollo

de niveles aceptables de cultura estadistica en los ciudadanos. A continuacién vamos a
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analizar los estudios llevados por un lado por Watson y por otro por Ridgway y
colaboradores, en los que se muestra la estrecha relacién entre los graficos estadisticos y

la idea de cultura estadistica.

Estudios de Watson

Watson (2006) ha llevado a cabo investigaciones sobre la comprensién de los
distintos contenidos del curriculo de estadistica y probabilidad y su relacion con el
desarrollo de cultura estadistica en los alumnos. Segun la autora, es importante que los
alumnos se enfrenten a problemas estadisticos en los que el contexto juegue un papel
importante, ya que es con este tipo de problemas con el que se encontraran cuando
acaben la educacion secundaria. La autora, teniendo en cuenta los objetivos del
curriculo de probabilidad y estadistica en la escuela primaria y secundaria y
relacionandolos con las habilidades que debiera tener una persona adulta
estadisticamente culta, define una jerarquia de niveles de cultura estadistica util para
evaluar la comprension de los estudiantes. Los niveles propuestos por Watson son los
siguientes:
» El desarrollo del conocimiento basico de los conceptos estadisticos y probabilisticos.
« La comprension de los razonamientos y argumentos estadisticos cuando se presentan

dento de un contexto mas amplio de algun informe en los medios de comunicacion

o en el trabajo.
« Una actitud critica que se asume al cuestionar argumentos que estén basados en

evidencia estadistica.

La anterior clasificacion es una jerarquia en la que cada nivel requiere un mayor
namero de habilidades que el inmediatamente anterior. Sin embargo, dentro de un
determinado tema del curriculo de estadistica, podria proponerse una tarea relacionada
directamente con el dltimo nivel, para continuar desarrollando competencias
relacionadas con los dos niveles anteriores. En este sentido la autora propone tareas
basadas en articulos o graficos obtenidos de los medios de comunicacion, en los que la
informacion presentada esté manipulada y asi empezar fomentando una actitud critica,
pero a la vez poder ir desarrollando comprensién y conocimiento sobre conceptos
estadisticos presentes en la tarea (nivel 1) y ser conscientes de la importancia del

contexto de la tarea presentada (nivel 2).
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Con el objetivo de formar ciudadanos estadisticamente cultos, Watson (2006)
proponegue en la escuela se deberian introducir de forma mas generalizada el trabajo
con asociacion de variables. Para ello muestra la utilidad que pueden tener las
representaciones graficas, proponiendo tareas en las que los estudiantes deben crear sus
producciones graficas a partir de datos de distintas variables estadisticas proporcionados
por el profesor. Los alumnos deberan pensar entre posibles relaciones entre las distintas
variables y crear sus propias representaciones graficas para asi contrastar las hipotesis
iniciales de las que partieron.

También propone tareas en las que los alumnos tengan que realizar graficos a partir
de afirmaciones estadisticas en las que de manera verbal se muestren relaciones entre
variables, pero sin datos numeéricos. La autora asegura que esta actividad es importante
pues muchos alumnos tienen la idea de que no se puede construir un gréafico sin datos
numéricos. Ademas, a lo largo de su vida se encontraran con informaciones estadisticas
en las que no se muestren los datos en los que se basan y las representaciones graficas
pueden ser de gran ayuda para la comprension de dichas informaciones.

Con respecto a la introduccién de gréaficos, sugiere que los graficos de barras pueden
introducirse desde edades tempranas y ademas ofrecen la oportunidad de desarrollar
relaciones con otras areas del curriculo de mateméticas, ya que para la interpretacion un
gréfico sencillo de barras que trate temas familiares para los alumnos (por ejemplo
medio de locomocion preferido por los alumnos de una clase para llegar a la escuela)
son necesarias habilidades relacionadas con las correspondencias biunivoca, suma y
resta. En niveles superiores y para graficos de barras mas complicados y elegidos a
conciencia, seran necesarios conocimientos de proporcionalidad y porcentajes para una
correcta interpretacion, ademas de conceptos estadisticos como pueden ser distintos
estadisticos como los promedios o los de dispersion.

Los graficos de sectores han sido tema de controversia, debido a que su construccion
requiere destrezas mas complicadas, relacionadas con proporciones y angulos. A pesar
de ello la interpretacion de este tipo de graficos es importante debido a que puede ser de
gran ayuda en la comprension de la relacién parte-todo en fracciones y porcentajes,
ademas de que siguen siendo graficos muy presentes en los medios de comunicacion.

Segun Watson, es importante también hacer notar las relaciones existentes entre los
distintos graficos y observar que no todos son adecuados para una misma situacion,

ademas el estudio de dichas relaciones puede facilitar la comprension de graficos mas
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complejos. Por ejemplo la autora muestra la construccion de un grafico de cajas a partir
de un gréfico de puntos, lo que permitira obtener los valores de los cuartiles de la
distribucion necesarios para construir el grafico de cajas. Utilizando un marco comun
para los dos gréficos se podra realizar la comparacién de ambos y servira de ayuda para
comprender la manera de representar la informacion en un grafico sencillo de cajas.
Este tipo de ejercicios promueve la creacién de relaciones por parte de los estudiantes
entre los distintos tipos de graficos, lo cual ayudarad a fomentar su actitud critica a la
hora de decidir si un grafico es mas adecuado que otro a la hora de representar un

mismo conjunto de datos.

Estudios de Ridgway, Nicholson y McCusker

Ridgway, Nicholson y McCusker (2008) indican que actualmente hay un emergente
consenso, conducido, entre otros por la OECD y la Union Europea, sobre la necesidad
de medir el progreso de los distintos paises, con un rango de indicadores, tales como la
cohesion social, la rigueza o incluso felicidad de los ciudadanos (medidas
conceptualmente y técnicamente dificiles de definir). Por ello, dichos autores resaltan
gue se requieren nuevas formas de informacién y es por ello la necesidad de que los
ciudadanos sean estadisticamente cultos nunca ha sido mayor.

Segun Ridgway, Nicholson y McCusker, se espera que cualquier persona sea capaz
de comprender las informaciones que provienen de diversas fuentes, como por ejemplo
los medios de comunicacion e Internet. En la actualidad hay un considerable aumento
de nuevas tecnologias y del uso de de Internet por parte de los ciudadanos, ampliandose
los medios de comunicacion personal. Por ejemplo, por un lado es notable el aumento
del uso de las redes sociales tales cdmotube, FacebogR uentio Twiter, donde las
personas tienen oportunidad de presentar informacion sobre ellos mismos, y por otro, el
aumento también de paginas web donde se pueden encontrar y descargar gran variedad
de datos estadisticos sobre diversos temas de actualidad.

Actualmente hay agencias y oficinas estadisticas (por ejemplo el INE) que ponen a
disposicion de los ciudadanos toda clase de datos, lo que requiere la necesidad de
desarrollar una mejor comunicacion entre los productores de estadisticas y los
consumidores. Ademas en estos informes aparecen representaciones graficas
interactivas sobre datos multivariantes, en las que los usuarios pueden elegir que

variables representar y que comparaciones realizar (Ridgway, et al., 2007). Una
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observacién que realizan es que los datos estadisticos disponibles y sus representaciones

suden ser multivariantes, con interacciones complejas entre las distintas variables, que

en muchas ocasiones no estan relacionadas linealmente. Esto podria suponer un
problema ya que el curriculo de la escuela no prepara a los estudiantes para tratar con
este tipo de datos.

Para aprovechar su potencial, se deberian aprovechar las posibilidades que brindan
las nuevas tecnologias, de manera que se innovase en la presentacion de los datos
estadisticos en paginas publicas de Internet, proporcionandose también foros de debate
en los que se pudiesen interpretar y razonar criticamente sobre los distintos conjuntos de
datos (Ridgway McCusker y Nicholson, 2006). En principio este tipo de paginas y
software tienen un gran potencial para ayudar a desarrollar la cultura estadistica de los
ciudadanos, pero para ello deben cumplir las siguientes caracteristicas, segun Ridgway,
Nicholson y McCusker:

« Facilidad de busqueda de los distintos conjuntos de datos; alta calidad de los
conjuntos de datos disponibles y fiabilidad de las fuentes de informacién que los
proporcionan.

- Alta calidad de las representaciones interactivas y que sean apropiadas para los datos
gue efan siendo representados.

« Comentarios criticos sobre los datos, cuando estos puedan inducir errores de
razonamiento y revision dirigida a profesores de los errores conceptuales mostrados

en dichos comentarios.

La realidad es que algunas paginas de Internet carecen de alguna de las anteriores
caracteristicas. Por ejemplo, pueden encontrarse conjuntos de datos de dudosa
procedencia, representaciones pobres e inadecuadas y con poca interactividad, o que
dificulten la comparacion entre las distintas variables representadas. Otras veces hay
pocos comentarios acerca de los distintos conjuntos de datos y en ocasiones no
presentan demasiada facilidad para navegar e investigar sobre los distintos conjuntos de
datos disponibles.

Aceptando las posibles contribuciones que podrian tener el tipo de paginas web
antes citadas, en el Smart Centre de Ila Universidad de Durham
(www.dur.ac.uk/smart.centre/) se ha disefiado una serie de materiales curriculares

basados en programas interactivos de visualizacion, utiles para trabajar con

27



Capitulo 1

representaciones dindmicas de datos multivariantes y basados en los siguientes

prindpios:

e« Transparencia de los programas, tratando de conseguir que los usuarios se
envuelvan activamente en el trabajo con los datos para ir construyendo
conocimientos.

e Elinicio de cada uno de los programas empieza con interpretaciones basadas en el

“sentido comun”.

Los datos usados tratan sobre distintos temas de interés y de actualidad para los
alumnos, como pueden ser las enfermedades de transmision sexual, factores de riesgo
en enfermedades cardiovasculares, indicadores de pobreza, etc. Las representaciones
gue se ofrecen en estos programas son dinamicas y el alumno puede en cada momento
elegir las distintas variables que quiere representar y ver sus relaciones. Por ejemplo, en
el proyecto sobre enfermedades de transmisién sexual puede observar y conjeturar sobre
las distintas relaciones entre variables como pueden ser la edad, sexo, las distintas
enfermedades de transmision sexual y el afilo en que se recogieron los datos, ademas de
detectar tendencias a lo largo del tiempo en los distintos graficos.

Al trabajar con este material, los alumnos se encontraran con aparentes paradojas
que les llevaran a definir hipotesis para mas tarde contrastarlas. Para ello es necesario
que dispongan de informacion acerca del tema que trata el proyecto, es decir del
contexto. Esto ofrece grandes posibilidades (Ridgway et al., 2007) ya que, se pueden
disefiar programas en los que tanto profesores como alumnos deban cruzar “fronteras”
entre las distintas materias escolares. Ademas, los autores muestran que el disefio de sus
materiales curriculares interactivos son coherentes con los siguientes principios de
aprendizaje de la estadistica (Garfield y Ben-Zvi, 2007):

- Los estudiantes aprenden mediante la practica y construccion de conocimiento y
cuando ® ven activamente envueltos en actividades de aprendizaje.

- Es facil infravalorar la dificultad que los estudiantes tienen para comprender
concetos basicos de probabilidad y estadistica y sobrevalorar su comprension de
los conceptos basicos.

- El aprendizaje mejora si se ayuda a los estudiantes a ser conscientes y a hacer frente
a s errores de razonamiento, pues aprenden mejor si reciben feedback en sus
ejecuciones.
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« Las herramientas tecnolégicas deberian ser usadas para ayudar a los estudiantes a
visudizar y explorar datos estadisticos.

Algunos de estos materiales han sido utilizados satisfactoriamente en diferentes
escuelas (Ridgway et al., 2007: Ridgway et al., 2008). Como parte de los esfuerzos de
los autores por conseguir mejoras en el curriculo, han definido una serie de heuristicas
que pueden ser Utiles a la hora de explorar datos multivariantes:

« Ser critico con la calidad de la fuente de los datos y ser cuidadoso al distinguir entre
andisis y observacion.

« Describir y explorar fendmenos antes de intentar obtener conclusiones e identificar
variables.

« Fijarse en el efecto y no en la significacion estadistica de los datos (0 ademas de
ella), en el caso del estudio de inferencia.

« Comprobar que el tamafio del efecto es sustancialmente mayor que el del error
aleatorio y buscar interacciones

« Buscar relaciones no lineales entre las distintas variables y cambios a lo largo del

tiempo.

En estudios empiricos los autores muestran que alumnos de edades comprendidas
entre los 9 y los 15 afios son capaces de comprender datos multivariantes, si estos les
son adecuadamente presentados y que, ademas, tareas con ordenadores en las que se
trabaja con datos multivariantes, no son mucho mas complicadas que tareas de lapiz y

papel, en las que se trabaja como mucho con dos variables estadisticas.

1.3. CONTEXTO EDUCATIVO

Nuestra investigacion se llevo a cabo en la Diplomatura de Magisterio, especialidad
Educacion Primaria, dirigida a la formacion de maestros y maestras generalistas, que
podran impartir todas las areas de conocimiento asociadas a la Educacion Primaria,
aungue incide principalmente en las de Lengua, Matematicas, Conocimiento del Medio
Social, Natural y Cultural y Expresion Artistica.

La titulacién, en el momento en que se tomaron los datos, estaba en proceso de

adaptacion a las normativas europeas enmarcado en el denominado Espacio Europeo de
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Educacién Superior (EEES). Un elemento fundamental de cambio es considerar como
prioritario el trabajo del alumnado en las distintas asignaturas. Asi, el niumero de
créditos de una determinada asignatura tratara de coincidir con el tiempo de trabajo que
el alumnado debe dedicar a superar con éxito esa asignatura, mientras que en la
actualidad esta asociado al tiempo dedicado en el aula de clase. Otro elemento
importante de cambio es hacer mayor énfasis en la adquisicion de competencias que
tengan relacion con la profesion hacia la que van dirigidas.

El curso 2004/05 se comenzd a experimentar en los primeros cursos de algunas
titulaciones y en particular en la de Educacion Primaria. Esta experimentacion, se
extendio posteriormente al resto de los cursos, entre ellos los participantes en el estudio.
Los datos se tomaron dentro de la asignatura “Curriculo de Matematicas en la
Educacion Primaria”, que es una asignatura de caracter eminentemente practico (dos
tercios de las horas docentes se dedican a actividades practicas), cuyo contenido
exclusivo es la Didactica de la Matematica, entendida respecto a la matematica incluida
en el curriculo de educaciéon primaria en Espafa, que abarca cuatro bloques tematicos:
NUmeros y operaciones, La medida: estimacion y calculo de magnitudes, Geometria,
Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad (MEC, 2006 a).

La actividad de la cual obtuvimos nuestros datos formaba parte de una préctica a la
que se dedico dos sesiones de clase de dos horas de duracion cada una y se relaciona
con el cuarto bloque del curriculo de matematicas en la educacion primaria:
Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad teniendo, ademas, los estudiantes
que realizar un desarrollo personal de la actividad y producir un informe escrito
individual fuera del horario lectivo. Este requisito es parte de la metodologia de
ensefianza universitaria implantada en la Facultad de Ciencias de la Educacion para
adecuar los planes de estudio al Espacio Europeo de Educacion Superior (EEES),
iniciativa seguida por los paises europeos para homogeneizar los titulos profesionales y
hacerlos validos en todo el territorio europeo. Ello implica similitud de contenidos y
metodologia de ensefanza, disminuyendo la parte dedicada a lecciones magistrales y
aumentando el trabajo individual y en grupos de los estudiantes.

Los estudiantes en cuestidén habian cursado también una asignatura de “Matematicas
y su Didactica” en el primer curso de la Diplomatura de Magisterio (el afio anterior a la
experiencia), asignatura de contenido exclusivamente matematico, aunque restringida a

las matematicas que el futuro maestro tendra que ensefar en la Educacion Primaria.
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También, como su nombre indica, se trata de relacionar en todo momento la
matematica, con la ensefianza de la misma, aunque la parte puramente didactica se deja
para la asignatura de “Curriculo Matematico en la Educacién Primaria” a que hemos
hecho referencia.

Dentro de los contenidos de “Matematicas y su Didactica” (asignatura de 9 créditos,
cada uno de los cuales equivale 10 horas en el aula de clase y que equivaldria a 25 horas
de trabajo del estudiante, incluido el trabajo dentro y fuera del aula, en los nuevos
planes de estudio) se dedicaron 2 créditos (20 horas de clase y 50 horas del estudiante)
al bloque de Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad.

Los estudiantes revisaron y ampliaron su informacién sobre datos, variables
estadisticas, distribuciones de frecuencias, graficos sencillos (diagramas de barras,
poligonos de frecuencias, histogramas, graficos de sectores), medidas de posicion
central (media, mediana y moda) y medidas de dispersion (rango y desviacion tipica).
También se revisaron y ampliaron las ideas de aleatoriedad, probabilidad y la
asignacion de probabilidades mediante regla de Laplace o probabilidad frecuencial. No
se hizo un estudio formal de conceptos como el de variable aleatoria. Los estudiantes
habian trabajado también en “Matematicas y su Didactica” con un proyecto sencillo de
analisis de datos (aunque una sola vez y los datos no fueron recogidos personalmente,
sino que fueron dados por el profesor).

Hay que tener también en cuenta que los estudiantes proceden de diferentes
bachilleratos, siendo en su mayoria alumnos provenientes de bachillerato de
humanidades y ciencias sociales, en el cual los contenidos mateméticos son menores
gue en los otros bachilleratos, aunque hay mayor contenido de estadistica.

En todo caso, cualquiera que sea el bachillerato adorshurante la Ensefianza
Primaria (6-12 afios) y Ensefianza Secundaria Obligatoria (12-16 afios) todos los
estudiantes deberian haber recibido una ensefianza minima de estadistica que incluye los
mismos conceptos trabajados el primer afio de la Facultad en la asignatura de

“Matematicas y su Didactica”.

31



Capitulo 1

1.4. TRABAJO CON PROYECTOS EN LA CLASE DE ESTADISTICA

1.4.1. NTRODUCCION

En algunos trabajos previos (Diaz, Arteaga y Batanero, 2007; Diaz y Arteaga, 2008)
hemos analizado las posibilidades que brinda el trabajo con proyectos en la ensefianza
de la estadistica para contribuir a la adquisicion de las competencias basicas incluidas
en los recientes decretos de ensefianza minimas para la Educacion Primaria y en la
Educacién Secundaria Obligatoria (MEC, 2006 a y b). Este método también es
recomendable en el trabajo con futuros profesores de Educacién Primaria (Batanero,
2001). Creemos importante incluir aca alguna de estas ideas puesto que la recogida de
datos se hace a través de un proyecto.

El interés del trabajo con proyectos en la clase de estadistica ha sido sugerido
anteriormente por muchos otros autores. Por ejemplo Biehler (1997) indica que ayudan
a superar la distancia entre la comprension de los conceptos y los medios técnicos de
calculo para poder aplicarlos.

Batanero y Diaz (2004) sugieren que la mejor forma de lograr la cultura estadistica
de los estudiantes es introducir en las clases de estadistica el trabajo con proyectos. En
lugar de introducir los conceptos y técnicas descontextualizadas, o aplicadas Unicamente
a problemas como los que aparecen en los libros de texto, consistentes en calcular un
promedio o hacer un grafico y que son dificiles de encontrar en la vida real, un proyecto
permite presentar las diferentes fases de una investigacion estadistica: planteamiento de
un problema, decision sobre los datos a recoger, recogida y analisis de datos y
obtencion de conclusiones sobre el problema planteado.

Los proyectos aumentan la motivacion de los estudiantes (Holmes, 1997), puesto
que los datos surgen de un problema relevante para el alumno, tienen para él un
significado y tienen que ser interpretados. Por tanto, se aprende mejor qué son los datos
reales, y se introducen ideas que no aparecen con los “datos inventados por el profesor”:
precision, variabilidad, fiabilidad, posibilidad de medicién, sesgo, etc. Se muestra
también que la estadistica no se reduce a contenidos matematicos (McGilliwray y
Pereira-Mendoza, en preparacion).

Por otro lado, hay que diferenciar entre conocer y ser capaz de aplicar un
conocimiento. La habilidad para aplicar los conocimientos matematicos es mucho mas
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dificil de lo que se supone, porque requiere no sélo conocimientos técnicos (tales como
preparar un grafico o calcular un promedio), sino también conocimientos estratégicos

(saber cuando hay que usar un concepto o grafico dado) (Connor, Davies y Payne,
2002). Los problemas y ejercicios de los libros de texto so6lo suelen concentrarse en los
conocimientos técnicos, mientras que cuando trabajan con proyectos los alumnos

desarrollan conocimientos estratégicos (Starkings, 1997).
1.4.2. ESQUEMA DEL TRABAJO EN UN PROYECTO

Los proyectos se conciben como investigaciones sencillas, y abordables por los
estudiantes en un tiempo razonable, donde se integra la estadistica dentro del proceso
general de una investigacion (Graham, 1987). La finalidad es que los estudiantes puedan
comprender la utilidad de la estadistica para resolver problemas de otras materias o de la
vida cotidiana. Para conseguir estos objetivos, los proyectos deben escogerse con
cuidado, basarse en problemas reales (incluso cuando sean versiones simplificadas de
un problema dado) abiertos y apropiados al nivel del alumno (McGilliwray y Pereira-
Mendoza, en preparacion). Se comienza planteando un problema practico y se usa luego
la estadistica para resolverlo.

Figura 1.4.1. Esquema del desarrollo de un Proyecto
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La figura 1.4.1. muestra el esquema de la forma de trabajo en un proyecto en la que

se ve que la parte puramente “matematica” de la estadistica (la reduccion, analisis e
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interpretaciéon de los datos) es sélo una de las fases del proyecto, y adn la interpretacion
hadehacerse en funcion del contexto del problema planteado (Pimenta, 2003).

Una de las fases mas dificiles de un proyecto es el planteamiento de preguntas, pues
los alumnos tienen dificultad para formular el problema de forma clara. El papel del
profesor es ayudarles a pasar de un tema general a una pregunta que pueda contestarse
mediante la estadistica. Dicho de otro modo, al pasar del problema en la vida real (que
es difuso y no completamente cerrado) a preguntas concretas que puedan resolverse con
la estadistica, el alumno pasa de la realidad a la matematica y comienza a modelizar
(Starkings, 1997).

En algunos casos los datos seran dados por el profesor, pero en otros, para completar
el proyecto, el alumno necesita recoger datos, que pueden provenir de diversas fuentes:
por ejemplo, un experimento en la clase (como ocurre en el proyecto de nuestra
investigacidon), una encuesta o una medida fisica. Consideramos importante que el
alumno tenga la oportunidad de apreciar la diversidad de los datos estadisticos y
experimente estas distintas formas de recogida de datos.

Algunas veces los datos se encuentran disponibles, pero hay que saber localizarlos
de diferentes fuentes, como libros o anuarios estadisticos. Internet proporciona en la
actualidad datos para cualquier tema por el que los alumnos estén interesados, bien a
partir de servidores estadisticos especificos donde los profesores de estadistica han
puesto sus datos al servicio de la ensefianza, bien recurriendo a organismos oficiales
como el INE (Instituto Nacional de Estadistica), Eurostat, Unesco u otros. En la Tabla
1.4.1. mostramos algunos de estos servidores.

Tabla 1.4.1. Algunas fuentes de datos en Internet

Journal of Statistical Educatiomttp://www.amstat.org/publications/jse/

The Chance Database http://www.geom.umn.edu/docs/education/chance/
The Data and Story Library http://lib.stat.cmu.edu/DASL/

Census at School http://www.censusatschool.ca/r000-eng.htm
CAUSE http://www.causeweb.org/

Exploring Data http://exploringdata.net/

Statlib http://lib.stat.cmu.edu/datasets/

La eleccion del conjunto de datos es muy importante, pues dependiendo del tipo de
datos, podremos aplicar mas o menos técnicas estadisticas. Por ejemplo, en el caso de
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los graficos no podemos hacer un histograma con datos cualitativos y no se recomienda
hacer la media con datos ordinales. Es importante que los estudiantes experimenten
estos diversos tipos de datos para que adquieran capacidad de seleccionar una técnica
estadistica adecuada (Batanero y Diaz, 2004). En nuestro estudio trabajaremos con
variables cuantitativas pero que soélo toman valores enteros, por lo cual podremos
aplicar todas las técnicas que se han estudiado en primaria y secundaria.

Cuando sea posible, los alumnos pueden usar ordenadores para llevar a cabo sus
proyectos, no soélo para el andlisis de los datos, sino también para elaborar sus informes
con procesador de texto en el que pueden incorporar los resultados graficos y numéricos
de los programas estadisticos. El proyecto contribuye asi a aprender estas herramientas
informaticas que son hoy dia esenciales.

Respecto a los programas estadisticos existe una gran variedad, desde programas
profesionales, como SPSS hasta las hojas de calculo como Excel. En anteriores trabajos
(Arteaga 2008, Arteaga y Batanero, 2010) se ha mostrado que algunos de nuestros
estudiantes han utilizado la hoja Excel en la realizacion del proyecto, aunque como en el
proyecto no se trabaja con un namero elevado de datos, tanto los graficos como los

distintos analisis estadisticos se pueden llevar a cabo a mano o con calculadora.

1.4.3. DESARROLLO DE COMPETENCIAS BASICAS A TRAVES DE
PROYECTOS

En los Decretos de Ensefianzas Minimas para la Educacién Primaria y la Educacién
Secundaria Obligatoria (MEC, 2006 a y b) se indican que los contenidos del area de
Matematicas se orientan de manera prioritaria a garantizar el mejor desarrollo de la
competencia matematica en todos y cada uno de sus aspectos. Se resalta también que el
desarrollo del pensamiento matematico contribuye a la formacién de las siguientes
competencias, que también se desarrollan en el trabajo con proyectos:

« Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo flit@bajo con
proyectos posibilita la comprensiéon de sucesos de la actualidad y sus consecuencias

y el analisis de fenbmenos sociales desde diversos puntos de vista. Hace también

posible identificar preguntas o problemas en la vida diaria o en la actualidad y

obtener conclusiones basadas en pruebas, con la finalidad de comprender y tomar

decisiones. Procura una habilidad progresiva para poner en practica los procesos y
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actitudes propios del andlisis sistematico de una tarea y de indagacién cientifica, ya
guelos proyectos se conciben como auténticas investigaciones.

» Tratamiento de la informacién y competencia digital. En las fases de “recogida de
datos” y “organizacion, analisis e interpretacion de los datos”, se habitia a los
alumnos a buscar, obtener y procesar informacion para transformarla en
conocimiento. Los proyectos contribuyen al aprendizaje del uso de calculadora,
ordenadores y software y adquirir destrezas de razonamiento para organizar la
informacion, relacionarla, analizarla, sintetizarla y hacer inferencias y deducciones
de distinto nivel de complejidad.

« Autonomia e iniciativa personal. Es preferible que los proyectos sean planteados por
los propios alumnos, fomentando asi su capacidad de elegir con criterio propio, de
ejercitar su imaginacion y de llevar adelante las acciones necesarias para desarrollar
las acciones y planes personales. Ademas en el proyecto el estudiante no depende
tanto del profesor, pues tiene libertad para elegir las estrategias de resolucion.

« Competencia para aprender a aprender, se ejercita la curiosidad de plantearse
preguntas, identificar y manejar las diversas técnicas y estrategias con las que
afrontar una misma situacion problematica y afrontar la toma de decisiones con la
informacion de la que se dispone. Se ejercitan habilidades para obtener informacién
y para transformar dicha informacién en conocimientos propios.

» Competencia en comunicacion linguisti@urante el desarrollo del proyecto los
alumnos se ejercitan en la comunicacion oral y escrita; la representacion,
interpretacion y comprension de la realidad; la construccion y comunicacion del
conocimiento y la organizacion y autorregulacion del pensamiento. Ademas
adquieren destrezas y actitudes como formarse un juicio critico, generar ideas,
estructurar el conocimiento, tomar decisiones y disfrutar expresandose tanto de
forma oral (exponiendo las conclusiones obtenidas a sus comparfieros) como escrita
(redactando el informe del proyecto).

» Competencia social y ciudadanpues se adquieren conocimientos diversos y
habilidades complejas que permiten participar, tomar decisiones y responsabilizarse
de las elecciones y decisiones adoptadas. Ademas, se conciencia a los alumnos de la
importancia de la estadistica en la sociedad actual, implicAndose a través de
procesos estadisticos en la mejora de la sociedad (participando en los censos, etc.).

Por otro lado, los proyectos es aconsejable realizarlos en grupos de 2 o 3 personas,
36



Contextualizacion

lo cual fomenta la cooperacién y la valoracion del trabajo de los demas. Finalmente
ayuda a tener una actitud critica y reflexiva en la valoracién de la informacion
disponible, contrastandola cuando es necesario, y respetando las normas de

conducta acordadas socialmente.

1.4.4. JUSTIFICACION DEL USO DE UN PROYECTO EN NUESTRO
TRABAJO

Por todos los motivos mencionados anteriormente, es deseable el uso de proyectos
en la formacion estadistica de los futuros profesores, para de este modo introducir en la
clase de matematicas el trabajo cooperativo y una filosofia exploratoria, de acuerdo con
las recomendaciones recientes sobre ensefianza de la estadistica. Ademas, puesto que el
uso de proyectos se recomienda en la ensefianza de la estadistica desde la Educacion
Primaria, al utilizarlos en la formacion de profesores se proporciona a éstos ejemplos de
proyectos y pautas sobre la metodologia de trabajo con los mismos, aunque siempre hay
gue tener en cuenta las adaptaciones que deben realizarse en los distintos proyectos
dependiendo de la edad de los estudiantes.

En nuestra investigacion se escogio un proyecto concreto que cubriese el contenido
elemental de estadistica contemplado en los Decretos de Ensefianzas Minimas para la
Educacion Primaria. El proyecto ademas es realista pues plantea un problema en el que
mediante la recogida y andlisis de los datos se puede contestar a una pregunta de interés
para los alumnos. De esta manera la estadistica se contextualiza, se muestra su utilidad
para la comprobacion de conjeturas y el analisis de datos en experimentos y esto ayuda
a que los estudiantes aprecien su valor en diversas situaciones de la vida real.

En el desarrollo del proyecto los estudiantes no sélo tienen que realizar calculos
matematicos o gréficos, sino elaborar un informe en que usen estos resultados para
apoyar sus argumentos. En la produccion del informe final el estudiante debe situar el
analisis de sus datos dentro de un argumento coherente y convincente que apoye sus
hipétesis. La comunicacion de ideas a partir de tablas y graficos es especialmente
importante en el razonamiento estadistico.

Siguiendo a Murray y Gal (2002) hemos tratado de desarrollar en los estudiantes la
comprension e interpretacion de la informacion estadistica, que no solo requiere

conocimiento estadistico o matematico, sino también habilidades linguisticas,
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conocimiento del contexto, capacidad para plantear preguntas y una postura critica ante
lainformacion. También Nolan y Speed (1999) resaltan la importancia de desarrollar la
capacidad discursiva de los estudiantes, como medio de ampliar sus habilidades de

pensamiento critico.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Como se ha sefalado, nuestro trabajo se interesa por la formacion estadistica de los
futuros profesores de primaria y mas concretamente por sus conocimientos matematicos
en relacion a los gréficos estadisticos y conocimiento del contenido didactico
matematico de estadistica que los futuros profesores ponen en juego al analizar un
proyecto de analisis de datos.

La importancia de la formacién en estadistica y su didactica de los futuros
profesores de primaria se deduce claramente del papel asignado a la Estadistica en los
Decretos de Ensefianzas Minimas para la Educaciéon Primaria, donde se incluye el
Bloque Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad, desde primer ciclo de
educaciéon primaria. Este interés se deduce, ademas, de los errores detectados en la
evaluacion de conocimientos estadisticos elementales en futuros profesores que se han
descrito, por ejemplo en las investigaciones de en Estepa (1993), Bruno y Espinel
(2005) o Espinel (2007). Como ya hemos indicado estos problemas se producen en
otros paises y han llevado a la organizacion de un estudio internacional (Joint
ICMI/IASE Study; Batanero, Burrill y Reading, en prensa) sobre los conocimientos
estadisticos y didacticos que deberia tener un futuro profesor.

Dentro de este objetivo general, enumeraremos brevemente los objetivos especificos
gue nos proponemos, que seran perfilados mas tarde, una vez descritos el marco teérico

y los antecedentes del trabajo:

Objetivo 1. Evaluar los conocimientos matematicos de los futuros profesores de
educacion primaria en relacion a los graficos estadisticos.

Mas concretamente nos centraremos en el conocimiento comun del contenido (Ball,
Thames y Phelps, 2005), tanto respecto a la construccion de graficos como respecto a su
lectura e interpretacion, y su uso para obtener conclusiones. Para abordar este objetivo

se plantea un proyecto abierto de analisis de datos a una muestra de futuros profesores
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de educacion primaria. Se recogen los informes elaborados y se analizan los graficos
elaborados. Se estudian los errores producidos y la influencia del ordenador, el nivel de
lectura de los graficos y la capacidad de extraer conclusiones sobre el problema

planteado. Todo ello se presenta en el Capitulo 4.

Objetivo 2. Definir una jerarquia inicial de niveles de complejidad en la
construccion de graficos estadisticos, que complemente los niveles de lectura definidos
por diversos autores y ayude a explicar el éxito de los sujetos en la lectura y obtencion
de conclusiones sobre los gréficos.

Completaremos el andlisis iniciado en Arteaga (2008) y produciremos una primera
categorizacion de los graficos que en el futuro se pueda mejorar y pueda ser Gtil tanto
para la enseflanza como para la investigacion. Este es un objetivo interés en el estudio,
en cuanto no hemos encontrado investigaciones que describan niveles en la
construccion de graficos y de este modo aportariamos un resultado original. También se
relaciona la complejidad del gréafico con los errores cometidos, los niveles de lectura

alcanzados y las conclusiones obtenidas.

Objetivo 3. Evaluar los conocimientos didacticos de los profesores respecto a la
estadistica, a partir del analisis que realizan del proyecto desarrollado por ellos
mismos y de toda la situacién didactica.

En el capitulo 5 se analizan los protocolos producidos por los futuros profesores al
analizar la idoneidad didactica del proyecto anteriormente descrito, utilizando para ello
una Pauta de analisis de la idoneidad didactica de Procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica, proporcionada por los profesores de la asignatura y con
la cual los participantes habian trabajado previamente en otras actividades.

Se analiza el conocimiento especializado del contenido, el conocimiento del
contenido y los estudiantes, y el conocimiento del contenido y la ensefianza (Ball,
Thames y Phelps, 2005). Aunque nuestro interés se centra preferentemente en los
gréficos, en la actividad de analisis didactico los futuros profesores producen un
informe sobre la idoneidad global del proceso de estudio para el aprendizaje de la
estadistica. Es por ello que en esta parte de la tesis, ampliamos nuestro foco de atencién

para centrarnos en el conocimiento didactico sobre la estadistica de los futuros
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profesores, particularizandolo al conocimiento didactico sobre los graficos estadisticos,
cuando ®a posible.

1.6. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

Una primera revision literaria sobre los conocimientos matematicos con respecto a
los graficos de futuros profesores de educacion primaria, nos muestra que estos tienen
dificultades en la construccidn de gréaficos estadisticos (Bruno y Espinel, 2005) e
incluso en la lectura e interpretacion de estos (Monteiro y Ainley, 2006, 2007). Por otro
lado, aunque en menor medida, se dan investigaciones que muestran los problemas que
los profesores o futuros profesores tienen en relacion con el conocimiento didactico del
contenido de estadistica, en particular con respecto a los graficos estadisticos (Pinto,
2010). Teniendo en cuenta las distintas dificultades con las que se encuentran los
futuros profesores a la hora de trabajar con graficos estadisticos, ademéas de los
problemas relacionados con conocimientos didacticos de contenidos de estadistica,
nuestras hipotesis son las siguientes:

Hipotesis 1. Los futuros profesores de nuestra mueatrapnstruir los gréaficos
estadisticos para llevar a cabo la tarea propuesta, cometen muchos de los errores ya
detectados en investigaciones sobre dificultades y errores en la construccion de los
gréaficos estadisticos.

En nuestra investigacion los alumnos participantes en el estudio seleccionaran ellos
mismos los graficos que crean pertinentes para resolver el problema que se les plante6.
Por ello esperamos encontrar una variedad de distintos tipos de graficos y muchos de
los errores ya encontrados en distintos estudios sobre la construccion de los distintos

tipos de graficos estadisticos (Espinel, 2007; Espinel Bruno y Plasencia, 2008).

Hipdtesis 2. Los niveles superiores de complejidad semidtica definidos en nuestra
investigacion son alcanzados por la mayoria de los estudiantes de la muestra de
nuestro estudio. Sin embargo, no todos los estudiantes alcanzan un nivel de lectura
suficiente de los graficos producidos.

Al observar que las habilidades en la lectura e interpretacion de los graficos
estadisticos es dificil de alcanzar, segun investigaciones previas (Friel, Curcio y Bright,

2001; Aoyama, 2007), pensamos que los estudiantes de nuestra muestra no llegaran a
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los niveles mas altos de complejidad en la lectura de los graficos. Con ello se replicarian
los resultados de Arteaga (2008), donde muchos alcanzan un alto nivel en la

construccion de sus graficos, pero fallan en la lectura.

Hipotesis 3. Los futuros profesores son capaces de aplicar adecuadamente
elementos de cada uno de los componentes de la guia de andlisis de la idoneidad
didactica proporcionada. Sin embargo, la aplicacion no es homogénea en todos los
descriptores y componentes.

Esperamos que los futuros profesores hayan adquirido un cierto nivel de
conocimiento especializado del contenido, pero creemos su nivel de conocimiento del
contenido y la ensefianza sera menor que la relativa a otros componentes, debido a que
fueron muy pocas el nimero de horas dedicadas durante su formacion al estudio de la
didactica de la estadistica. Cabria esperar que debido a que los futuros profesores de
nuestra muestra analizaron didacticamente el proyecto que ellos mismos realizaron,
componentes relacionados con los afectos y emociones, es decir, aspectos del

conocimiento del contenido y los estudiantes, sean aplicados correctamente.
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2.5. Conclusiones sobre los fundamentos del trabajo

2.1. INTRODUCCION

emas

En este capitulo se presentan los fundamentos de nuestro trabajo, tanto desde el

punto de vista del marco tedérico, como desde el andlisis del marco curricular relativo a

los graficos estadisticos en la formacion de profesores de Educacion Primaria.

Para contextualizar la investigacion comenzaremos haciendo un breve resumen del

origen histoérico de los graficos estadisticos, con objeto de mostrar la rapida evolucién

en las ultimas décadas, no sélo de las variedades de gréficos, sino de la filosofia de su
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aplicacion en estadistica. De este modo afiadimos una nueva justificacion a la
importancia que hoy dia reciben los graficos en la ensefianza.

El capitulo continGa con la presentacion de algunos elementos teéricos que se van a
utilizar y que forman parte del Enfoque Ontosemiotico desarrollado por Godino y sus
colaboradores. Entre los elementos elaborados en este marco teorico, utilizaremos en
nuestro trabajo los de configuraciones de objetos y procesos matematicos, funcion
semidtica e idoneidad didactica. Analizaremos estos elementos tedricos y otros
relacionados con ellos.

Seguidamente presentamos el marco curricular, analizando los Decretos de
Ensefianzas Minimas del Ministerio de Educacion y la Junta de Andalucia, asi como los
estandares del National Council of Teachers of Mathematics y el proyecto Gaise, en los
cuales se han inspirado las actuales directrices espafiolas sobre la ensefianza de la
estadistica. Mostramos la forma en que estas directrices se interpretan en una serie
completa de libros de textos de Educacion Primaria y hacemos también un resumen de
la formacion estadistica que reciben los futuros profesores de educacion primaria en

relacion a los graficos estadisticos. Finalizamos el capitulo con unas conclusiones.

2.2. ALGUNAS NOTAS HISTORICAS

Comenzamos el capitulo con unas breves notas sobre la historia de los graficos,
Cuyo uso en estadistica es relativamente reciente, debido a la variedad de habilidades
que se requieren para su construccion y su lectura e interpretacion. Los primeros
indicios de visualizacion surgieron en los diagramas geométricos, las tablas de posicién
de las estrellas y otros cuerpos celestes, los mapas que sirvieron de ayuda a la
navegacion y exploracion de nuevos territorios. La idea de coordenada se uso en el
antiguo Egipto por los constructores que las usaban para planificar sus ciudades. Las
ideas de longitud y latitud se conocen en astronomia, al menos desde el afio 200
(Friendly, 2007).

Segun Cazorla (2002) el sistema de coordenadas cartesianas, tal como lo conocemos
aparece en 1637, en el libka Géométrie, de Descartes. Los cientificos de la época
utilizaron graficos cartesianos para explorar la relacion entre variables con una filosofia
de andlisis exploratorio de datos. Las curvas se emplearon en estadistica para
comprender la estructura de los datos empiricos relativos a los fendmenos estudiados
(Wainer y Thissen, 1981).
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Desde 1600 la realizacion sistematica de estudios y recogida datos sociales comenzé
en vaios paises Europeos, bajo la denominacion de “aritmética politica”. Los trabajos
de John Graun sobre 1662 y William Petty hacia 1665 tienen la finalidad de informar al
estado sobre asuntos de salud publica, poblacion y agricultura, impuestos, etc. También
se realizan trabajos estadisticos con fines comerciales, tales como el establecimiento de
primas de seguros, que se basan en las tablas de vida iniciadas por Jan de Witt, hacia
1671. Aproximadamente al mismo tiempo surge la teoria de la probabilidad. Esta teoria
junto con la idea de coordenada es aplicada por Christiaan Huygens en 1669 para
construir el primer grafico de una distribucion continua. Al final de este siglo los
elementos para el desarrollo de los métodos graficos estaban disponibles: datos reales
de interés, una teoria para darles sentido y algunas ideas sobre visualizacion (Friendly,
2007).

Uno de los pioneros en el uso de los graficos fue William Playfair (1759 - 1823),
ingeniero y economista, que introdujo el histograma, los gréaficos de barras y lineas para
analizar datos econdmicos sobre 1786 y unos 10 afios mas tarde los gréaficos de sectores.
El primer grafico de barras fue presentado por Playfair en 1786 en sCdibnmercial
and Political Atlasy el primer grafico de sectores 1801, en su libhe Statistical
Breviary.

Con las innovaciones en el disefio y la técnica, la primera mitad del siglo XIX fue
testigo de una explosion de crecimiento en el desarrollo de los gréaficos estadisticos y la
cartografia, a una velocidad no superada hasta la etapa actual. Graficos de barras y
sectores, histogramas, graficos de lineas, series de tiempo, graficos de contorno,
diagramas de dispersién y otros son perfeccionados en este periodo (Friendly, 2007).

Mientras que los primeros tuvieron una aceptacion inmediata, el grafico de sectores
no se comienza a usar habitualmente hasta 1860, cuando Charles Joseph Minard (1781 -
1870), comenz6 a emplearlo para afiadir una tercera dimension de informacion sobre
mapas (Lewandowsky y Spence, 1989). Playfair desarrollé los fundamentos del disefio
grafico, para hacer la estadistica mas intuitiva, en sustitucion de las tablas con
informacion numérica. Sin embargo la aceptacion de sus graficos fue lenta por la
limitacion de la técnica del momento para reproducir gréaficos y el coste que suponia la
elaboracion manual de los mismos (Wainer, 1992).

Una aportacion impactante fue el mapa de flujo realizado por Minard, titQkade

figurative des pertes successives en hommes de '’Armée Francaise dans la campagne de
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Russie 1812-1813, publicado en 1869, con el objetivo de representar la campafa de
invason de Napoledén sobre Rusia. Este grafico representaba en dos dimensiones
multitud de datos precisos, como la ubicacion y direccion de los ejércitos, dénde y
cuando partian y/o se reunian sus destacamentos, la disminucion del grueso de las filas e
incluso las bajas temperaturas.

El uso social y politico de los graficos también se evidencia en el diagrama polar
(posteriormente conocido como grafico polar) inventado por Florence Nightingale
(1820-1910) para iniciar una campafa para mejorar las condiciones sanitarias en los
campos de batalla y el auxilio a los heridos. Otra contribucion importante es la de
Francis Galton (1822-1911) quien desarrolla las ideas de correlacion y regresion.
Ademas a través de su intuicién conjeturé que en una distribucién normal bivariante las
isolineas de igual frecuencia aparecerian en elipses concéntricas y que el lugar
geomeétrico de las lineas de regresion y | X ; X | y serian los diametros conjugados de
estas elipses. Para analizar estas conjeturas, el autor se bas6 en el analisis visual, tanto
como en la aplicacion de técnicas de suavizado a los datos.

El resurgir actual de la representacion grafica ha sido debido a los trabajos de Tukey
(1915-2000), que con su filosofia de analisis exploratorio de datos defiende el uso de los
graficos como herramienta de analisis estadistico y no solo de representacion de datos.
Aunque utiliza gréaficos tradicionales, inventa otros como el diagrama de tallo y hojas
publicado en 1972 y descrito por completo en 1977 o los gréaficos de caja en 1977 y
diagramas de caras de Chernoff (descrito entre 1973 e 1975); los graficos P-P, Q-Q, en
1968, y diagramas de puntos, entre otros (Tufte, 1983). Su obra pidreefauture of
Data Analysisescrito en 1962 contiene una ardiente defensa del reconocimiento del
andlisis exploratorio de datos como una rama legitima de la estadistica diferente de la
estadistica matematica.

En Francia Jacques Bertin (1918-) publica su Iemiologie GraphiquéBertin,

1967), que organiza los elementos visuales y perceptivos de los gréaficos, de acuerdo con
las caracteristicas y relaciones en los datos. En paralelo, pero simultaneamente, otro
trabajo grafico importante es el realizado con los datos multivariantes por Jean-Paul
Benzecri (1932-) que crea la escuela europea de “L"Analyse des Données”, creando
métodos como el analisis clister y de correspondencias, cuya finalidad Ultima es la

visualizacion de datos complejos multivariantes.
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Mas recientemente, Cleveland desarrolla nuevos métodos graficos tales como la
matiz de diagramas de dispersion (Cleveland, 1987) e impulsa los estudios
metodoldgicos sobre su uso y el tipo de informacion que debe representarse en cada
uno, tanto para visualizar los datos como para ajustar un modelo. Se comienza a hablar
de visualizacion de datos, concibiendo el grafico como un vehiculo visual para mostrar
la informacion cuantitativa.

Un factor crucial en toda la historia del desarrollo de los gréaficos estadisticos fue la
innovacion tecnologica y la facilidad para producir graficos en pocos instantes,
permitiendo también los graficos estadisticos dinamicos, que, a diferencia de los
graficos tradicionales, puede cambiar o transformarse para brindar diferentes visiones
de la estructura de los datos. En dichos graficos dindmicos los cambios se ejecutan a
partir de una accion directa del usuario sobre el propio grafico y se producen
instantaneamente, en tiempo real. Las posibilidades de manipulacion son diversas y
dependen del tipo de gréfico, pero, entre las usuales podemos citar:

* Localizar e iluminar los nombres de las unidades de analisis, observaciones o
variables sobre el propio grafico; borrarlas o afiadirlas.
* Rotar un grafico en tres dimensiones, controlar el sentido, y direccion de giro.

» Cambiar la escala; o el nimero y amplitud de intervalos.

En resumen, después de un lento nacimiento, ligado a las necesidades politicas y
comerciales, a partir del siglo XIX y sobre todo del XX se produce un crecimiento
notable, tanto del tipo de graficos utilizables en el analisis estadistico, como, sobre todo
de la vision del papel de los graficos en la estadistica. A partir del trabajo de Tukey los
graficos no son ya instrumentos didacticos de presentacion a otra persona del resultado
de un analisis hecho por algun otro método. Los graficos se convierten en si mismos en
instrumento de analisis y descubrimiento. Como indica Wild y Pfannkuch (1999) en su
idea de “transnumeracion”, el cambio de un grafico a otro permite encontrar nueva
informacion. La tecnologia, su disponibilidad y facil uso han extendido la aplicacion y
tipos de graficos, y los han introducido en la ensefianza, por lo que el problema de

formacion de profesores cobra especial relevancia.
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2.3. MARCO TEORICO

2.3.1. INTRODUCCION

En este trabajo vamos a utilizar nociones teoricas desarrolladas por Godino y
colaboradores en el marco tedrico llamado Enfoque Ontosemiotico (EOS), que nos van
a resultar de utilidad para analizar las producciones graficas realizadas por una muestra
de futuros profesores en un proyecto abierto de analisis de datos, evaluando los
conocimientos matematicos que estos ponen en juego, ademas de servirnos para evaluar
los conocimientos didacitos que ponen de manifiesto parte de dichos futuros profesores
al analizar la idoneidad del proyecto.

El marco tedrico propone tres dimensiones en el analisis de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, que son: la epistemoldgica, la cognitiva e instruccional.
Cada una de ellas se aborda con herramientas teoricas agrupadas en tres modelos
tedricos: teoria de los significados institucionales y personales de los objetos
matematicos (Godino y Batanero, 1994, 1998a y b); teoria de las funciones semioéticas
(Godino, 2002; Godino, Batanero y Roa, 2005; Font, Godino y D’Amore, 2007) y teoria
de las configuraciones didacticas (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005; Godino,
Contreras y Font, 2006; Font, Planas y Godino, 2010).

2.3.2. SISTEMAS DE PRACTICAS OPERATIVAS Y DISCURSIVAS LIGADAS
A CAMPOS O TIPOS DE PROBLEMAS

En diversas publicaciones, los autores que han desarrollado este marco tedrico se
interesan por los objetos matematicos que surgen de las practicas matematicas
realizadas para resolver un problema que puede ser matematico o extra-matematico
(Godino y Batanero, 1994; 1998a; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). Los
autores toman como nocion primitiva la de situacion-problemética. Esta puede ser
cualquier situacion (problema, proyecto, ejercicio, tarea), cuya solucion requiere una
actividad de matematizacion. A partir de esta idea los autores definen los conceptos de
practica, objeto (personal e institucional) y significado. Préctica matematicaes
toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida y validarla o
generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y Batanero, 1994, p. 334).
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Las practicas pueden ser especificas de una persona o compartidas en el seno de una
institucion. Una institucion esta constituida por las personas interesadas en resolver una
misma clase de situaciones problematicas. La pertenencia a una institucion conlleva a la
realizacion de unas practicas sociales que son generalmente condicionadas por los
instrumentos disponibles en la misma, sus reglas y modos de funcionamiento.

En el estudio de las matematicas, mas que una practica particular ante un problema
concreto, interesa considerar los sistemas de practicas que realizan las personas en su
actuacion ante tipos de situaciones problematicas. A la pregunta, sobre qué es el objeto
matematico grafico de barrggor ejemplo, y qué significa esta expresion, se propone
como respuesta, el sistema de practicas que realiza una persona (significado personal), o
compartidas en el seno de una institucién (significado institucional) para resolver un
tipo de situaciones-problemas en los cuales se requiere construir o interpretar un grafico
de barras.

Puesto que los significados dependen de los contextos sociales y de los sujetos, su
cardcter es relativo. Su uso en el andlisis didactico lleva, en consecuencia, a introducir la
tipologia basica de significados que se resume en la Figura 2.3.1 (Godino, 2003, p.
141). Respecto al significado institucional, se dan distintos tipos de significados: el
referencial (qué significado del histograma se considera en una ensefianza o
investigacion), pretendido (qué se pretende ensefiar del histograma en una experiencia

de ensefianza), implementado (qué se logra ensefiar) y evaluado (qué parte se evalua).

Figura 2.3.1. Tipos de significados institucionales y personales

4 SGNIACADOS ) 4 SGNIFCADOS )
PERSONALES Participacion INSTTTUCIONALES

/ Global \ / Referencial \
Ensefhanza
/ Declarado \ / Pretendido \

Implementado

Logrado Acoplamiento

Bvaluado

Aprendizaje

" | s | \o——

M
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Respecto al significado personal, se diferencia entre tres tipos: el significado global
(es decir, todo lo que un sujeto conoce y es capaz de hacer sobre el histograma),
declarado (lo que, una vez pasada la evaluacion, la persona ha conseguido mostrar que
sabe sobre los histogramas, por medio de la evaluacién) y logrado (la parte del
conocimiento sobre los histogramas, que esta de acuerdo con el significado
institucional).

En la parte central de la Figura 2.3.1 se representan las relaciones entre ensefianza y
aprendizaje, que supone el acoplamiento progresivo entre los significados personales e
institucionales. Asi mismo, la ensefianza implica la participacion progresiva del
estudiante en la comunidad de practicas que soporta los significados institucionales, y el
aprendizaje, en ultima instancia, supone la apropiacién por el estudiante de dichos
significados (Godino, 2003).

2.3.3. OBJETOS INTERVINIENTES Y EMERGENTES DE LOS SISTEMAS DE
PRACTICAS

Godino, Batanero y Font (2007) indican que de los sistemas de practicas
matematicas operativas y discursivas emergen nuevos objetos, que seran objetos
institucionales si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de una institucion
0 seran objetos personales si dichos sistemas de practicas son realizados por una
persona. Es decir, se tienen en cuenta las dimensiones social y personal del
conocimiento y también el hecho de que una practica personal pudiera ser o no
adecuada desde el punto de vista de la institucion.

Para permitir analizar con detalle los procesos didacticos, en el EOS se formula una
ontologia de los objetos mateméaticos que tiene en cuenta el triple aspecto de la
matematica como actividad socialmente compartida de resolucion de problemas, como
lenguaje simbdlico y como sistema conceptual légicamente organizado (Godino y
Batanero, 1994; 1998a; Godino, Batanero y Font, 2007). A continuacion se muestran las
categorias de objetos o entidades matematicas primarias propuestas desde el EOS.
Cualquiera de estas entidades puede ser objeto de andlisis didactico. Asi en nuestro
caso, en el capitulo 4, nos centramos en los gréaficos estadisticos, mientras otras
investigaciones podrian centrarse en los problemas, en algun concepto o proposicion

especifica, etc.

50



Fundamentos

» Situaciones-problemas aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, problemas,
acciones que inducen una actividad matematica. En nuestro caso la situacion
planteada es el estudio de las intuiciones de los estudiantes (situacion extra-
matematica) que se transforma durante su resolucion en un problema matemético
(comparacion de dos series de datos). Para resolver este problema matematico vy el
extra-matematico relacionado los estudiantes haran una serie de practicas, como
efectuar un recuento de los datos y construir graficas estadisticas. En el andlisis que
haremos en el capitulo 4 no consideramos las situaciones-problemas, ya que son
fijas para todos los estudiantes y para todos los graficos analizados.

* Lenguajes términos, expresiones, notaciones, graficos que se utilizan para
representar los datos del problema, las operaciones que hacemos con ellos, los
objetos matematicos que se utilizan y la solucidbn encontrada. Nosotros nos
interesaremos por los graficos producidos por los estudiantes que por un lado, serian
en si mismos, parte del lenguaje matematico. Pero, por otro, se pueden considerar a
su vez como objetos matematicos complejos, dentro de los cuales aparecen diversos
tipos de lenguaje. Esperamos que en los graficos construidos los alumnos mezclen el
lenguaje verbal y grafico, aunque también pudieran usar el simbolico. Este tipo de
lenguajes se organizan dentro del grafico en funcién de varios elementos del mismo:
su titulo, ejes, escalas, marcas del eje y elementos geométricos especificos del
gréfico.

» Conceptos- definicion: En las practicas que llevan a cabo los estudiantes para
resolver un problema matematico (en este caso cuando resuelven el problema
planteado o construyen los gréaficos) se usan implicita o explicitamente objetos
matematicos, de los cudles el alumno ha de recordar o aplicar la definicién. Por
ejemplo, los estudiantes usaran implicitamente los objetos: numeros enteros y
decimales, fracciones, variable estadistica, valor, rango de la variable, frecuencia y
en algunos tipos de graficos la proporcionalidad, sistema de coordenadas
cartesianas, orden numérico, longitud, segmento u otros.

* Proposicioneso enunciados sobre relaciones o propiedades de los conceptos que
igualmente se han de emplear al resolver problemas matematicos. Por ejemplo,
cuando los estudiantes han de usar la relacion de proporcionalidad entre una
frecuencia y la altura de una barra cuando construyen el diagrama de barras o para

comprobar si su representacion es completa han de recordar el hecho de que la suma
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de frecuencias ha de ser igual al tamafio de la muestra o incluso cuando detectan
visudmente la moda, han de buscar el valor (o valores) de la variable con mayor
frecuencia.

Procedimientos Serian los algoritmos, operaciones, técnicas de calculo que los
estudiantes han aprendido durante la ensefianza previa y que aplican al resolver el
problema. En nuestro ejemplo, los alumnos aplican algoritmos de representacion de
nameros enteros en la recta numeérica, ordenacion y recuento de datos. En el capitulo
4 haremos un analisis detallado del lenguaje, conceptos, proposiciones Yy
procedimientos empleados en algunos de los graficos producidos por los estudiantes.
ArgumentosSerian los enunciados usados para validar o explicar las proposiciones
y procedimientos o bien la solucién de los problemas. Los estudiantes en nuestro
estudio usan argumentos para comparar los datos o justificar si las intuiciones de los
estudiantes son 0 no correctas. Nosotros analizaremos separadamente los

argumentos de los estudiantes en los apartados 4.6 y 4.7.

Estos seis tipos de objetos matematicos amplian, segun Godino, Batanero y Font

(2007), la distincion usual entre conceptos y procedimientos, pues se podria hablar de

comprension procedimental y conceptual, pero también se podria hablar de

comprension argumentativa y linglistica. Las situaciones-problemas son el origen de la

actividad matematica; el lenguaje sirve para representar los problemas, procedimientos,

conceptos y proposiciones; los argumentos justifican los procedimientos y las

soluciones de los problemas, y las proposiciones que relacionan los conceptos entre si.

Como vemos en la Figura 2.3.2 cada uno de estos objetos tiene asociado un proceso

matematico: problematizacion, comunicacion, definicion, enunciacion, argumentacion,
algoritmizacién (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino y Font, 2007).

Ademas estos autores contemplan los objetos anteriores desde diferentes facetas duales:

Personal — institucionalSi los sistemas de practicas son compartidas en el seno de
una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”,
mientras que si estos sistemas son especificos de una persona se consideran como
“objetos personales” (Godino y Batanero, 1994, p. 338).

Ostensivo- no ostensivoSe entiende por ostensivo cualquier objeto que se puede
mostrar a otro, es decir, materializado de alguna forma.

Expresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcién semidtica
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(de lo cual se habla en el siguiente apartado, 2.3.4).

 Extensivo — intensivo. Un objeto que interviene como un caso particular, por
ejemplo el calculo de la mediana en un gréafico de puntos por simple conteo de
puntos, 0 un caso mas general, en el que se da la formula de la mediana de un
conjunto de datos y representar dicho valor en un determinado grafico.

* Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matem&eos
consideran unitaps (un dato) y en otros como compuestos de varios objetos (la

distribucion de datos).

Figura 2.3.2. Tipos de objetos y procesos que intervienen en las practicas matematicas

También en la Figura 2.3.2 se consideran una serie de procesos asociados a estas
dualidades: institucionalizacion — personalizacion; generalizacién — particularizacion;
analisis/descomposicion — sintesis/reificacion; materializacion/ concrecion —
idealizacidn/abstraccion; expresion/representacion — significacion.

De todos estos objetos y procesos, en nuestro estudio nos interesamos sobre todo por
los objetos elementales: problemas, lenguaje, definiciones, proposiciones, argumentos y
procedimientos, aunque eventualmente haremos referencia a las dualidades o a los

procesos descritos en esta seccion.
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2.3.4.RELACIONES ENTRE OBJETOS: FUNCION SEMIOTICA

Otro punto de interés en nuestro estudio es el de funcién semidtica que sirve para
resaltar los procesos de interpretacion que se llevan a cabo en la actividad matemética y
en los cuales a veces pueden aparecer desajustes (conflictos) de interpretacion entre
alumnos y profesor. Partiendo de diversos autores, Godino (2002) y posteriormente
Font, Godino y D’Amore (2007) describen la idea de funcién semidtica como
correspondencia entre un antecedente y un consecuente, establecida por un sujeto
(persona o institucion).

Un grafico estadistico, en si mismo, puede considerarse como una funcion
semidtica, donde el antecedente es el propio grafico y lo representado es la distribucion
estadistica de los datos, siendo la correspondencia el conjunto de convenios establecidos
en estadistica para el grafico particular, que permite a la persona que lee el grafico
interpretarlo o bien a la persona que tiene los datos construirlo. En este ejemplo se pone
de manifiesto la posibilidad de que una persona no conozca los convenios citados y por
tanto no interprete o interprete incorrectamente el grafico, produciéndose un conflicto
que los autores denominan semioético. En todo caso es una funcién semidtica compleja,
constituida a su vez de funciones semiéticas elementales, como discutiremos en el
capitulo 4. Cada elemento del grafico (ejes, escalas, etiquetas, elementos, etc.)
constituye en si mismo una funcion semiética simple.

El antecedente (expresion) y consecuente (significado) de una funcién semidtica no
se restringen a conceptos, sino abarcan toda la anterior ontologia de objetos
matematicos u organizaciones de estos en entidades mas complejas como sistemas
conceptuales o teorias. Asi en nuestro estudio, podemos descomponer el gréafico
estadistico en sus distintos elementos estructurales (que como hemos dicho es un objeto
matematico complejo) y centrarnos en partes del mismo, observando una multiplicidad
de funciones semiéticas dentro del grafico. Por ejemplo, si el titulo de un gréfico es
“Distribucién del niamero de caras en la secuencia real” observamos que algunas
palabras de este titulo (lenguaje) hacen referencia a una serie de conceptos matematicos
(distribucidn, namero, secuencia).

Dichas funciones semidticas juegan un papel fundamental en los procesos
matematicos que se realizan en cualquier practica matematica, en los que se relacionan
entidades primarias mostradas anteriormente, o grupo de ellas. Algunos de los procesos

matematicos citados por los autores son los de comunicacion, problematizacion,
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definicion, enunciacién, elaboraciéon de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion. )
y argumentacion.

Las entidades u objetos primarios pueden relacionarse entre si formando lo que
dichos autores denominan “configuraciones”, definidas como redes de los objetos
intervinientes y emergentes en las practicas matematicas y las relaciones entre ellos
(Godino, 2002). Hay dos tipos de configuraciones: configuracion epistémica (redes de
objetos institucionales) y configuracién cognitiva (redes de objetos personales).

En nuestro trabajo cuando analizamos las producciones gréaficas estadisticas
realizadas por los alumnos lo que estudiaremos son las configuraciones cognitivas, que
es una herramienta potente que consiste en un desglose de las practicas de los alumnos
en entidades situacionales, liguisticas, actuativas, conceptuales, proposicionales y
argumentativas que permiten un analisis mas fino del aprendizaje matematico llevado a
cabo por estos. En nuestro trabajo esto nos permitira identificar la estructura de los
objetos que han hecho posible la realizacion del grafico por parte del alumno (practica
matematica), identificar incluso conflictos semiéticos y llegar a definir una clasificacion
de los graficos elaborados por los alumnos segun unos niveles de complejidad semidtica

que definiremos en el apartado 4.

2.3.5EVALUACION DE LA COMPRENSION

Para analizar la comprension que de un cierto objeto matematico poseen un grupo de
sujetos, es necesario antes de nada responder a las siguientes pregéetgaso que
entendemos por comprension de un cierto objeto matematjoé y como hacer para
lograr dicha comprension (Godino, 1996). En el modelo de comprension propuesto por
Godino (1996), se tienen en cuenta dos ejes:dasoriptivo, que indica los aspectos 0
componentes de los objetos de los cuales queremos evaluar su comprension, y otro
procesual que indica las fases o0 niveles necesarios en el logro de una “buena”
comprension.

En el modelo de Godino (1996) se resalta que la comprension personal de un
determinado objeto por parte de un sujeto, no puede ser observada directamente, pero lo
que si puede observarse directamente son las practicas personales (significado
personal). Por lo tanto, en el Enfoque Ontosemidtico (dentro del cual se desarrolla el

modelo de comprension citado) la evaluacion de la comprension seria el estudio de la
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correspondencia entre los significados personales e institucionales. Esta evaluacion, por
tanb, depende de la institucidon desde donde se lleva a cabo, ya que es la que determina
si un sujeto “comprende” el significado de un objeto. Las practicas observables son los
indicadores empiricos que nos permiten realizar esta evaluacion. En esta investigacion,
en el capitulo 4, seguiremos este sistema para evaluar los conocimientos matematicos
que futuros profesores de Educacion Primaria tienen sobre los graficos estadisticos,
observando sus practicas personales al realizar un proyecto estadistico.

A este respecto, Batanero y Diaz (2005) recuerdan los diferentes procesos de
inferencia llevado a cabo en un proceso de evaluacidon y que condiciona la
generalizabilidad de los resultados. La evaluacién supone un muestreo de estudiantes,

preguntas y circunstancias, cada una de las cuales afecta a la posibilidad de inferencia.

2.3.6/DONEIDAD DIDACTICA Y SUS TIPOS

Otro concepto que usamos en nuestro trabajo es la nocion de idoneidad didactica,
que se introduce en el EOS para abordar de manera sistematica los problemas
relacionados con el disefio, desarrollo y evaluacién de propuestas de intervencién en el
aula. A partir de esta nocion los autores proponen criterios para evaluar las situaciones
didacticas y procesos de ensefianza y aprendizaje. Usaremos este concepto en el
capitulo 5, donde se propone a los futuros profesores que evallen la idoneidad didactica
de un proceso de estudio, con la finalidad de evaluar sus conocimientos didacticos del
contenido estadistico.

Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005) indican que el objetivo de mejorar los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas esta en la base de cualquier
esfuerzo de investigacion e innovacion. Por ello tratan de buscar criterios que ayuden a
determinar en qué medida un proceso de estudio o instruccion matematica reune ciertas
caracteristicas que permitan calificarlo como “idoneo” para los fines pretendidos vy
adaptado a las circunstancias e instrumentos disponibles. Godino, Contreras y Font
(2006) definen la idoneidad didactica como articulacion de seis componentes:

» Idoneidad epistémica: Representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia. Seria si los
significados de los objetos presentes en un proceso son adecuados desde el punto de
vista matematico.

« Idoneidad cognitivaGrado en que los significados pretendidos/ implementados son
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asequibles a los alumnos, asi como el grado en el que los significados personales
logrados por los alumnos son los significados pretendidos por el profesor.

« Idoneidad interaccional Grado en que la organizacion de la ensefianza permite
identificar conflictos semioticos y resolverlos durante el proceso de instruccion.

« Idoneidad mediacionabDisponibilidad y adecuacidn de los recursos necesarios para
el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

« ldoneidad emocionalnterés y motivacion del alumnado en el proceso de estudio.

« Idoneidad ecologicaGrado de adecuacion del proceso de estudio llevado a cabo
con respecto a los curriculos oficiales, al proyecto educativo del centro, a la

sociedad, etc.

El analisis de la idoneidad epistémica comienza por la definicion de un significado
de referencia para el proceso de estudio matematico (efectivo o potencial) que se desea
analizar (Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009). En nuestro caso, el significado de
referencia que usaran los futuros profesores al evaluar la idoneidad epistémica sera el
contenido estadistico fijado en los Decretos de Ensefianzas Minimas (MEC, 2006a) para
la Educacion Primaria.

Las situaciones-problemas han de ser representativas de las incluidas en el
significado de referencia y permitir contextualizar los conocimientos pretendidos,
ejercitarlos y aplicarlos a situaciones relacionadas. Desde el punto de vista de los
procesos, una idoneidad alta estara asociada a la presencia de momentos de “generacion
del problema” en que los propios alumnos tengan ocasiéon de formular o reformular los
problemas planteados. Los lenguajes utilizados deben ser una muestra representativa de
los identificados en el significado de referencia; también se tienen en cuenta las
transformaciones, traducciones y conversiones entre los mismos. Las definiciones,
proposiciones y procedimientos son representativos de los identificados en el
significado de referencia y adaptados al nivel, capacidades y recursos disponibles. El
proceso incluye momentos en los que se generan y negocian las reglas mejor adaptadas
a las circunstancias, que son explicadas y justificadas mediante argumentos
representativos y adaptados (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005).

Segun los autores, el juicio positivo sobre la idoneidad cognitiva de un proceso de
estudio se basara en los siguientes criterios: (a) la existencia de una evaluacion inicial de

los significados personales de los estudiantes, a fin de comprobar que los significados
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pretendidos suponen un reto manejable, (b) la existencia de adaptaciones curriculares
gue tngan en cuenta las diferencias individuales y (c) que los aprendizajes logrados
estén lo mas préoximos posible a los significados institucionales pretendidos/
implementados.

La idoneidad interaccional, segun Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005), se valora
por la medida en que las configuraciones didacticas posibilitan que el profesor y los
alumnos identifiguen conflictos semiéticpstenciales(a priori), efectivos(durante el
proceso de instruccién)rgsidualega posteriori) y resolver dichos conflictos mediante
la negociacion de significados.

Diremos que un proceso de estudio tiene idoneidad emocional alta en la medida en
qgue las configuraciones didacticas motiven a la accion y participacién a los alumnos;
esto supone la creacién de un ambiente de trabajo que tenga en cuenta los intereses,
afectos y emociones de los alumnos hacia las matematicas.

La idoneidad mediacional del proceso de estudio sera alta si el profesor y los
estudiantes tienen a su alcance los medios materiales mejor adaptados a los significados
pretendidos. La planificaciéon y el desarrollo del proceso de estudio se valoraran
positivamente si la cantidad y gestion del tiempo dedicado al estudio es adecuado a los
objetivos de aprendizaje.

La idoneidad ecoldgica es el grado de adaptacion del proceso de estudio al proyecto
educativo del centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno social-
profesional, etc., en que se implementa. También se tendran en cuenta las conexiones
que se establezcan con otros contenidos (significados) intradisciplinares (otros temas de

matematicas) e interdisciplinares (otras materias del programa de estudios.

2.4. MARCO CURRICULAR

2.4.1INTRODUCCION

Como se ha indicado, nuestro estudio aborda la formacién de los futuros profesores
de Educacion Primaria. EI marco curricular, por tanto, ha de tener en cuenta, tanto la
propia formacion del profesor, como las orientaciones curriculares para la Educacion
Primaria. Aunque la ensefianza de la estadistica ha estado presente en la escuela en las

Ultimas décadas, recientemente se introduce en la Educacién Primaria y su ensefianza se
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hace més activa, para proporcionar a los alumnos una experiencia estocéstica desde su
infancia (e.g., NCTM. 2000; MEC 2006 a y b, Consejeria de Educacion, 2007 a y b).
Observamos también un incremento de los contenidos de estadistica que se
recomiendan en todos los ciclos educativos.

A continuacion vamos a analizar los contenidos que se incluyen en estos decretos y
también en los estandares del NCTM (2000) y el proyecto GAISE (Franklin y cols.,
2005), puesto que estos documentos han inspirado en gran medida los decretos
espafoles en lo que se refiere a estadistica. Hacemos el analisis para todo el bloque de
estadistica porque al trabajar con graficos se usan también la mayoria de los contenidos
del bloque: aleatoriedad, dato, variables, valor de la variable, frecuencias, medidas de
posicion central y dispersion.

2.4.2.EL DECRETO DE ENSENANZA MININAS

El incremento de los contenidos de estadistica que se recomiendan en la escuela
primaria, se hace patente en los Decretos de Enseflanzas Minimas de la Educacion
Primaria (MEC, 2006a). En dichos Decretos se dispone que la Educacion primaria tiene
caracter obligatorio y gratuito y comprende seis cursos organizados en tres ciclos de dos
cursos cada uno, debiéndose incorporar los alumnos al primer curso el afio natural en el
gue cumplan seis afos. Una de las areas de conocimiento obligatorias que se impartiran
en los tres ciclos es la de Matematicas, y se observa que desde primer ciclo se incluye
dentro de dicha &rea un nuevo Bloque (Bloque 4) llamaddgamiento de la
informacion, azar y probabilidad, presentando los siguientes contenidos:

Primer Ciclo:

» Gréficos estadisticos: Descripcion verbal, obtencion de informacion cualitativa e
interpretacion de elementos significativos de graficos sencillos relativos a
fendmenos cercanos a los nifios. Utilizacion de técnicas elementales para la recogida
y ordenacién de datos en contextos familiares y cercanos.

* Azar y probabilidad: Caracter aleatorio de algunas experiencias. Distincion entre lo
imposble, lo seguro y aquello que es posible pero no seguro, y utilizacién en el

lenguaje habitual, de expresiones relacionadas con la probabilidad
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Segundo Qilo:

Graficos y tablas: Tablas de datos. Iniciacion al uso de estrategias eficaces de
recuento de datos. Recogida y registro de datos sobre objetos, fenbmenos y
situaciones familiares utilizando técnicas elementales de encuesta, observacion y
medicion. Lectura e interpretacion de tablas de doble entrada de uso habitual en la
vida cotidiana. Interpretacion y descripcion verbal de elementos significativos de
gréaficos sencillos relativos a fendmenos familiares.

Azar y probabilidad: Valoracion de los resultados de experiencias en las que
interviene el azar, para apreciar qgue hay sucesos mas o menos probables y la

imposibilidad de predecir un resultado concreto. Introduccion al lenguaje del azar.

Tercer Ciclo:

Graficos y parametros estadisticos: Recogida y registro de datos utilizando técnicas
elementales de encuesta, observacion y medicion. Distintas formas de representar la
informacion. Tipos de gréaficos estadisticos. Valoracion de la importancia de analizar
criticamente las informaciones que se presentan a través de graficos estadisticos. La
media aritmética, la moda y el rango, aplicacion a situaciones familiares.

Azar y probabilidad: Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de

probabilidad de un suceso

En relacion a estos contenidos se indica que:

Los contenidos adquieren su pleno significado cuando se presentan en conexién con
actividades que implican a otras areas de conocimiento. Ilgualmente el trabajo ha de
incidir de forma significativa en la comprension de las informaciones de los medios
de comunicacion, para suscitar el interés por los temas y ayudar a valorar el
beneficio que los conocimientos estadisticos proporcionan ante la toma de
decisiones, normalmente sobre cuestiones que estudian otras areas. Tienen especial
importancia en el bloque los contenidos actitudinales, que favorecen la presentacion
de los datos de forma ordenada y grafica, y permiten descubrir que las matematicas
facilitan la resolucion de problemas de la vida diaria. A su vez, los contenidos de
este bloque deben iniciar en el uso critico de la informacién recibida por diferentes
medios (MEC 2006a p. 43096).
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Obsevamos que, ademas de los contenidos tradicionales, y de iniciar antes la
ensefianza de los temas estadisticos, hay también un cambio en el enfoque,
recomendandose el desarrollo del razonamiento estadistico de los nifios y la
presentacion de la estadistica como un instrumento para resolver problemas y no solo
como un conjunto de técnicas. Uno de los objetivos concretos es utilizar las técnicas
elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre fenédmenos y
situaciones del entorno; representarla de forma gréafica y numérica y formarse un juicio
sobre la misma.

Con respecto a los graficos estadisticos, en el primer ciclo se comienza con
interpretaciones de determinados elementos de un grafico sencillo relacionado con
fendmenos cercanos a los nifios y progresivamente se pasa a los contenidos del tercer
ciclo en los que se estudiaran distintos tipos de graficos estadisticos y se debera
conseguir que los nifios aprecien la importancia que tiene el poder valorar criticamente
informaciones que son presentadas a través de graficos. Ademas se manifiesta que la
destreza en la utilizacion de representaciones gréaficas para interpretar la informacion
aporta una herramienta muy valiosa para conocer y analizar mejor la realidad.

Dentro del blogue de Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad se

proponen los siguientes criterios de evaluacion:

Primer Ciclo:
Realizar interpretaciones elementales de los datos presentados en graficas de barras.
Formular y resolver sencillos problemas en los que intervenga la lectura de graficos.
Con este criterio se trata de valorar la capacidad de interpretar graficos sencillos de
situaciones familiares y verificar la habilidad para reconocer graficamente
informaciones cuantificables. (MEC, 20064, p. 43098).

El criterio anterior también se repite en relacién al segundo ciclo.

Segundo &lo:
Recoger datos sobre hechos y objetos de la vida cotidiana utilizando técnicas
sendllas de recuento, ordenar estos datos atendiendo a un criterio de clasificacion y
expresar el resultado de forma de tabla o gréfica. Este criterio trata de valorar la
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capacidad para realizar un efectivo recuento de datos y representar el resultado
utilizando los gréficos estadisticos mas adecuados a la situacion. Es asimismo
motivo de evaluacién la capacidad para describir e interpretar graficos sencillos
relativos a situaciones familiares. (MEC, 2006a, p. 43100).

Tercer Ciclo: Ademas de repetir el criterio anterior, se incluye el siguiente:
Realizar, leer e interpretar representaciones gréficas de un conjunto de datos
relativos al entorno inmediato. Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre
el resultado (posible, imposible, seguro, mas o menos probable) de situaciones
sencillas en las que intervenga el azar y comprobar dicho resultado. Este criterio
trata de comprobar la capacidad de recoger y registrar una informacién que se pueda
cuantificar, de utilizar algunos recursos sencillos de representacion gréfica: tablas de
datos, bloques de barras, diagramas lineales... y de comprender y comunicar la

informacion asi expresada. (MEC 2006a, p. 43101).

2.4.3LA JUNTA DE ANDALUCIA

La Consejeria de Educacion (2007a), por su parte, remite a los contenidos de
estadistica cuando describe el Bloque 6 que incluye en el curriculo de matematicas. Los
contenidos a tratar se encuentran recogidos en el Real Decreto 1513/2006, de 7 de
diciembre: Bloque 4,Tratamiento de la informacion, estadistica y azdrwos
documentos citados indican las importantes conexiones de este bloque con los otros
bloques teméaticos y sugieren que sus contenidos so6lo adquieren su pleno significado
cuando se presentan en conexion con actividades que implican a otras areas de
conocimiento. Indica que este nucleo tematico esta relacionado con los siguientes
contenidos sobre matematicas del Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre: Bloque
1, Numeros y operaciones, Bloque 2, La medida: estimacion y calculo de magnitudes y
Bloque 3, Geometria.

La Consejeria indica que el trabajo ha de incidir de forma significativa en la
comprension de la informacion estadistica que con frecuencia aparece en prensa y en
general en los medios de comunicacion. También indica la importancia de los
conocimientos estadisticos ante la toma de decisiones. Se sugiere la necesidad de
promover actitudes positivas en este bloque tematico, que permita a las nifias y nifios

interpretar fendmenos de su vida cotidiana.
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El documento sugiere las multiples aplicaciones de la estadistica y probabilidad en
pradicamente todos los campos de la actividad humana y su amplio reconocimiento
social. Ello incide en la promocion del aprendizaje de la estadistica en todos los niveles
educativos, para conseguir una cultura estadistica que debe adquirirse progresivamente
desde la educacion primaria.

Como sugerencia metodoldgica se indica la conveniencia de utilizar tablas y gréficos
tomados de medios de comunicacion, Internet o publicidad, que facilitardn ejemplos
suficientes y serviran para valorar la necesidad y la importancia del tema. Ademas de
obtener conclusiones de los datos expuestos en un grafico o en una tabla es necesario
conocer los procesos previos a su representacion. Abordar tareas como la planificacion
para la recogida de la informacion, utilizar técnicas de recuento y de manipulacion de
los datos, asi como la forma para agruparlos, son tan importantes como los céalculos que
con ellos puedan realizarse. Se sugiere el interés del trabajo con proyectos estadisticos,
relacionados con temas de interés para el alumno, abordando el proceso de un estudio
estadistico completando todos los pasos previos al analisis de resultados para exponer
las conclusiones que de ellos se deduzcan.

La evaluacion considerara, ademas de los aspectos propios de la clasificacion y
representacion de datos, la capacidad para deducir relaciones entre ellos y, sobre todo, la
deduccién de conclusiones y estimaciones a partir de los datos representados. En los
estudios estadisticos se debe valorar que el alumnado sea capaz de disefiar y utilizar
técnicas adecuadas para la obtencion de datos, de cuantificar, representar y sacar

conclusiones del trabajo realizado.

2.44.NCTM Y PROYECTO GAISE

Existen dos documentos que han sido fundamentales para la mejora de la educacion
estadistica en los Estados Unidos: Los principios y estandares para la matematica
escolar (NCTM 2000), y el proyecto GAISE (Franklin y cols., 2005). Pero estos
documentos no so6lo han tenido un impacto en ese pais, sino que han influido en el
cambio de otros curriculos, que han seguido las directrices contenidas en ellos. Por este
motivo, se hace a continuacion un breve resumen de su contenido en relacion a la

estadistica.
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NCTM (2000)

Los Estandares del National Council of Teachers of Mathematics justifican el
bloque de Analisis de Datos y Probabilidad por la cantidad de datos disponibles para la
toma de decisiones en los diversos campos profesionales y en la vida diaria.

Indican que con frecuencia la informacién estadistica se utiliza de manera incorrecta
para orientar la opinion publica en una determinada direccion o dar una imagen sesgada
de la efectividad de algunos productos comerciales. Esto lleva a que es necesario que
los ciudadanos tengan una base suficiente sobre el andlisis de datos y algunas nociones
elementales de probabilidad para poder razonar de manera estadistica; destreza
necesaria para convertirse en ciudadanos informados y consumidores inteligentes.

Respecto a la representacion gréfica se incluye en los diferentes niveles educativos.
Para el grado 2 (nivel K-2) propone que el curriculo incluya experiencias con andlisis de
datos para que los alumnos sean capaces de:

* Plantear preguntas y recoger datos sobre ellos mismos y su ambiente.

« Clasificar objetos de acuerdo a sus atributos y organizar datos sobre los objetos.

* Representar datos usando objetos concretos, dibujos y gréficos.

» Describir partes de los datos y el conjunto de datos como un todo, indicando qué

muestran los datos.

Se indica que las actividades informales de clasificacion y recuento pueden
proporcionar un inicio de la comprension y analisis de los datos por parte de los nifios. Se
animard a los nifios a plantearse preguntas, organizar las respuestas y crear
representaciones para sus datos, asi como a razonar y comprobar sus ideas comparandolas
con los datos.

En los grados 3 a 5 los nifios deben ser capaces de:

» Disefar investigaciones para contestar una pregunta y considerar como los métodos
de recogida de datos afectan al conjunto de datos.

* Recoger datos de observacion, encuestas y experimentos.

* Representar datos en tablas, graficos de linea, puntos y barras.

» Reconocer las diferencias al representar datos numéricos y categoricos.

» Usar las medidas de posicion central, particularmente la mediana y comprender qué

es lo que cada una indica sobre el conjunto de datos.
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» Comparar distintas representaciones de los mismos datos y evaluar qué aspectos
importantes del conjunto de dato se muestra mejor con cada una de ellas.
» Proporcionar y justificar conclusiones y predicciones basadas en los datos y disefiar

estudios para estudiar mejor las conclusiones y predicciones.

Los nifios han de aprender a decidir si sus datos proporcionan la informacion necesaria
para responder sus preguntas. Podrian recoger sus propios datos dentro del aula o usar
otros disponibles en la escuela o en la ciudad, por ejemplo, datos del censo o sobre el
tiempo o datos disponibles en Internet. La experiencia con una variedad de graficos les
permitira comprender los valores en los ejes horizontal y vertical, la utilidad de las escalas
y como representar el cero en una grafica. Los nifios deberian también usar software y

ordenadores que les ayude a representar graficos, por ejemplo, las hojas de célculo.

Proyecto GAISE
Este proyecto (Franklin y cols., 2005) esta dirigido a dos grupos de estudiantes: para la

educacion K-12 y para estudiantes en cursos preuniversitarios. Fueron elaborados por la

Asociacion Americana de Estadistica y el National Council of Teachers of Mathematics.

En relacién al periodo K-12 (desde preescolar hasta final de la secundaria), se indica que

cualquier curso de estadistica debe tener como principal objetivo ayudar a los estudiantes a

aprender los elementos basicos del razonamiento estadistico, que son los siguientes:

» La necesidad de datoReconocer la necesidad de basar las decisiones personales en la
evidencia (datos), ademas de reconocer los problemas y peligros que pueden surgir al
actuar sobre supuestos que no estan respaldados por datos.

» Laimportancia de generar buenos datos. Reconocer la dificultad de conseguir datos de
calidad, resaltando que en ocasiones es necesario emplear bastante tiempo en la
obtencion de datos de buena calidad y este tiempo no debe considerarse como perdido.

» La presencia de la variabilidadReconocer que la variabilidad esta presente en muchos
fendmenos cotidianos. La variabilidad es la esencia de la estadistica como disciplina y
no puede ser entendida solamente a través de su estudio, sino que debe ser
experimentada.

» La cuantificacion y explicacion de la variabilidd@econocer que la variabilidad puede
ser medida y explicada, tomando en consideracion la aceptacion de la idea de
aleatoriedad y variable aleatoria: estudiando y analizando los promedios y estadisticos
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de dispersion de dichas variables y por medio de una variedad de modelos
makematicos y estadisticos.

» Mas datos y conceptos y menos formu@salquier curso en estadistica puede ser
mejorado poniendo mas énfasis en los datos y conceptos, y menos en los algoritmos.
En la mayor medida de lo posible, se debe dedicar mas tiempo a actividades de
interpretacion de calculos estadisticos y graficos.

* Fomento del aprendizaje activibos profesores de estadistica deberian basarse mucho
menos en las lecciones magistrales y mucho mas en otras opciones tales como
proyectos estadisticos, ejercicios de laboratorio y resolucion de problemas en equipo y
discusién y debates sobre las actividades y resultados de las mismas. Unos de los

objetivos seria que los estudiantes tuviesen una participacion mas activa.

A raiz de estudiar dichos documentos, se concluye que el curriculo norteamericano es
muy avanzado en lo que se refiere a estadistica y se supone que al ingresar en la
universidad los estudiantes comprenden los rudimentos de la estadistica descriptiva y
analisis de datos. Este curriculo ha tenido mucha influencia en el desarrollo del actual
curriculo de Educacion Primaria en Espafa, por lo que sus recomendaciones debieran

tenerse en cuenta en la formacion de profesores.

2.45.LOS GRAFICOS ESTADISTICOS EN LOS LIBROS DE TEXTO DE
PRIMARIA

El analisis realizado de las orientaciones curricelareestra la importancia dada a
los graficos en la educacion primaria. Un ultimo nivel de analisis es el de los libros de
texto que, en udltima instancia, concretizan el curriculo y proporcionan a los profesores
apoyo en su labor docente. Desde las orientaciones curriculares al aula, hay toda una
labor que los autores de los textos realizan de secuenciacion de contenidos y
contextualizaciéon en actividades que les den sentido.

Respecto a las orientaciones sobre como poder introducir los distintos graficos
estadisticos en la escuela, Ragencroft (1992) afirma que es muy importante estudiar en
el orden en qué deben introducirse estos en las aulas. Los nuevos libros de texto tratan de
adaptarse a las directrices de los Decretos de Ensefianzas Minimas y comienzan a incluir

actividades relacionadas con los gréaficos estadisticos desde el primer ciclo.
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En esta seccidn analizaremos una serie completa de textos de primaria (Santillana,

coleccion “un paso mas”), para mostrar un ejemplo de la forma en que los contenidos de

los Decretos de Educacion Primaria han sido interpretados por los autores. Aunque,

debido a que so6lo analizamos una serie es dificil generalizar los resultados, nos parece

importante mostrar un ejemplo del material con que los futuros profesores de Educacion

Primaria podrian encontrarse en su futuro trabajo profesional, al tratar de explicar el

tema de los gréaficos estadisticos. Los textos analizados son los correspondientes a los

niveles comprendidos desde 1° a 6° de Educacion Primaria, cuyos autores son Mercedes

Garin y Magdalena Rodriguez y han sido publicados en los afios 2005 y 2006.

Los contenidos relacionados con la ensefianza de los graficos incluidos en la citada

coleccion son los siguientes:

Primer curso. Graficos de barras, interpretacion y representacion. Tablas.
Interpretacion y realizacion. Problemas de suma y resta buscando los datos en un
grafico de barras o una tabla.

Segundo cursolnterpretar y representar datos en graficos de barras. Interpretar y
representar datos en graficos de barras de dos caracteristicas. Interpretar un pictograma.
Tercer curso Coordenadas de casillas en una cuadricula. Gréaficos de barras de una
caracteristica. Graficos de barras de dos caracteristicas. Graficos de puntos.
Pictogramas.

Cuartocurso.Coordenadas de puntos en una cuadricula. Gréaficos de barras de dos y de
tres caracteristicas. Interpretar gréaficos lineales. Representar datos en gréaficos lineales.
Interpretar pictogramas. Representar datos en un pictograma. Buscar datos en un
grafico.

Quinto curso.Graficos de barras de dos y tres caracteristicas. Interpretar graficos
lineales de dos caracteristicas. Representar datos en graficos lineales de dos
caracteristicas. Interpretar pictogramas. Representar datos en un pictograma. Buscar
datos en un gréfico.

Sexto cursoGraéficos lineales de dos o tres caracteristicas. Pictogramas. Histogramas.
Pirdmides de poblacion. Interpretar graficos de sectores. Representar datos en graficos
de sectores.

En cuanto a los tipos de graficos incluidos, presentamos un resumen en la tabla 2.4.1.
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Tabla 2.4.1. Tipos de graficos y actividades incluidos en la serie “Un paso mas”

1

1° 20 3° 40 50 6°
G. Barras Leer, Leer, Leer, Pasar a
Completar, | interpretar, | representar,| grafico
Interpretar. | completar, | interpretar. | lineal.
pasar a
tabla.
G. Barras Leer, Leer, Representar| Pasar a
dobles interpretar | interpretar | Pasar de gréfico
tabla a lineal doble
gréfico
G. Barras Leer, Interpretar,
triples interpretar, | Pasar de
completar | tablaa
grafico
Pictograma Leer Leer, Pasar de Pasar de
interpretar tablay de tablay de
grafico de | gréfico de
barras a barras a
pictograma | pictograma
Pictogramas Leer,
multiples interpretar,
pasar tabla g
pictograma
Coordenadas Leer Leer,
cartesianas; representar | identificar
gréficos puntos; puntos con
puntos escribir las | iguales
coordenadag coordenadag
Gréficos Leer,
lineales construir,
interpretar,
pasar a
tabla,
Gréficos Leer, Leer,
lineales construir, interpretar,
dobles o interpretar, | pasar de
triples pasar de tabla a
tabla a gréficoy
gréficoy viceversa
viceversa
Histogramas Leer, pasar
atablay
viceversa
Piramides de Leer,
poblacion interpretar,
pasar de
tabla a
piramide
Gréfico de Leer,
sectores construir
interpretar,
pasar a tabls
y viceversa

1
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En la anterior tabla (tabla 2.4.1) observamos que, desde primer curso se incluyen
acividades sencillas de lectura de gréficos de barras y pictogramas y también alguna
actividad de construccién e interpretacion. En segundo curso se incluye actividad de
cambio de representacion de grafico a tabla. El tipo de graficos y las actividades se van
haciendo mas complejos en tercer curso, donde ya se incluyen los graficos de barras
dobles y gréaficos de puntos con una introduccién a las coordenadas. Los gréaficos
lineales se incluyen desde cuarto curso, ampliando el nimero de actividades de todos
los graficos ya conocidos, con lectura, interpretacion y cambio de una representacion a
otra 0 a representacion tabular. En quinto curso se inician los graficos mdultiples de
lineas y en sexto las pirdmides de poblacién y diagrama de sectores.

En primer curso estos graficos son muy rudimentarios (ver Figura 2.4.1) y se han
discretizado. En este ejemplo, por medio de cuadrados que el alumno debe contar (en
caso de lectura) o colorear (en caso de construccion del grafico). Mientras en la
actividad mostrada en la figura 2.4.1 el alumno sélo debe leer el gréfico a un nivel
elemental (leer los datos, segun Curcio, 1989), ya en la actividad mostrada en la figura
2.4.2, el alumno ha de hacer un recuento de datos clasificandolos, construir el grafico
coloreando los cuadros y hay una actividad de interpretacion, pues se pregunta por el
mas frecuente lo que requiere una comparacion de los datos (nivel leer entre los datos
de Curcio, 1989).

Figura 2.4.1. Ejemplo de actividad de lectura de grafico (Santillana, 1° curso, p. 107)

Progresivamente se van formalizando los graficos y ya en segundo curso se incluye

graficos de barras mas abstractos (Ver figura 2.4.3) y se amplia el niumero actividades
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gue implican un nivel de lectura “leer entre los datos” en la categorizacion de Curcio
(1989).

Figura 2.4.2. Actividad de lectura e interpretacion de gréficos (Santillana, 1° curso, p. 107)

AN

Cudntos animaes Ray de cada close
LEnta ¥ represents 105 datas

0B aus lasa Hay migs drimalag?

<08 0U8 clase hey menos animalee?

En la figura 2.4.3 observamos una actividad sobre un diagrama de barras doble, que
implica la lectura e interpretacion de una representacion simultdnea de dos variables
estadisticas. Ademas la actividad llega al nivel “leer entre los datos”, pues para ver la
clase donde han ido mas nifios a la playa, hay que leer el grafico sumar todos los datos

para cada una de las dos clases y finalmente compara entre si.

Figura 2.4.3. Lectura e interpretacion de gréfico de barras (Santillana, 2° curso, p. 28)

En el grafico hemos representado donde han pasado
las vacaciones el altimo aio los nifos de 1° y de 2°.

i #
ol
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-3
I
1A
\ 9 :Cuantos nifios de 1.° A han ido a la playa? ¢Y a la montana?
Paely [ ] il |
o £Cuéntos nifios de 2.° B han ido a la playa? ;Y a la montana?
Foal [ ] el [

. @ ccudl es ta clase en la que han
ido mas nifios a la playa?
Colorea.

€D :Cual es 1a clase en Ia que han
| ido menos ninos a la montana?
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Los graficos de puntos se introducen ya desde tercer curso, comenzando con la
exposcion de las coordenadas cartesianas. En la Figura 2.4.4 se presenta una actividad
para este nivel educativo en el que el alumno ha de leer puntos en una representacion
cartesiana. Esta actividad supone la coordinacion de los valores de dos variables y la
representacion sintética de cada par de valores (par de coordenadas) por un solo punto.
La sustitucion de pares de valores de la variable bidimensional por puntos permite el
trabajo con la geometria, por ejemplo, detectar distancias entre puntos o forma
aproximada de la nube de puntos (recta, curva). Aunque esta solucion es elegante y da
una gran potencia matematica, para el nifilo puede suponer una fuente de posibles
dificultades. Observamos que ademas de leer el gréafico se incluyen preguntas del
segundo nivel de Curcio (1989), pues implican comparacién y operaciones con los datos

del grafico.

Figura 2.4.4. Interpretacion de grafico de puntos (Santillana, 3° curso, p. 152)
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Encontramos en el cuarto y quinto curso actividades de cambio de una
representacion a otra, tanto en graficos univariantes (Figura 2.4.5) como bivariantes
(2.4.6).

Estas actividades de traduccion al pasar de un gréfico a otro, tanto en el caso
univariante como en el bivariante, permitirdn comprender la ventaja de un gréfico frente
a otro, pero supone el dominio de cada tipo de gréafico. Implican un proceso de
transnumeracion (Wild y Pfannkuch, 1999), al poner de manifiesto las diferencias al

pasar de una representacion a otra.

71



Capitulo 2

Figura 2.4.5. Cambio de una representacion a otra: caso univariante (Santillana, 4°
Curs, p. 126)

Observa el grafico de barras y completa el grafico lineal con esos datos.

€ € disgrama de barras representa el niimero de nacimientos ocurridos
K en un puehlo durante Ins ocho ditimos ahos.

M.® de nacimienios
N.* d2 nacimianios

T

PPPLLSSS FEES
Afos

A

Figura 2.4.6. Cambio de una representacion a otra: caso bivariante (Santillana
5° curso, p. 126)

Observa el grafico de barras y representa sus datos en un gréfico lineal

El grafico de barras representa [as empanadas de cada tipo vendidas
de enero s mayo en ia panaceria de Roberto.
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Explica en qué meses aumenid, respecto al mes anterior, la venta de cada tipo
de empanadas.

Ragencroft (1992) observa que hay una tendencia por parte de los profesores a
repetir durante el primer afio de escuela Secundaria (alumnos de 11-12 afios) el trabajo
ya realizado en la escuela primaria sobre los graficos de barras, para de repente, a partir
del segundo afio introducir una gran variedad de distintos graficos estadisticos que
implican nuevos conceptos. Por lo tanto, puede llegar a ocurrir que los alumnos
muestren dificultad ante la comprensién de los distintos graficos nuevos para ellos,
entre otras cosas porque no hayan sido utilizados previamente en la escuela primaria. En
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la serie de libros analizados, en el caso del 6° curso de primaria que son alumnos de las
edads sefialadas por Ragencroft, se introducen graficos nuevos y de complejidad
superior a la trabajada en los graficos de cursos anteriores.

Asi, observamos, que, ademas de los graficos ya trabajados en los niveles anteriores,
la serie “un paso mas” introduce las piramides de poblacion, tanto en lo que se refiere a
su interpretacién (Figura 2.4.7), como su construccion (Figura 2.4.8). Esta es una
gréfica ya notablemente compleja, pues representa dos distribuciones simultaneamente
en el mismo gréfico. En el capitulo 4 indicaremos que estos graficos tienen una mayor
complejidad semidtica y por tanto son mas dificiles de interpretar. Ademas en el caso de
la piramide de poblacion, otra dificultad afiadida es que cada categoria se refiere a un

intervalo de valores y no a valores aislados.

Figura 2.4.7. Interpretacion piramide de poblacion (Santlllana 6° curso, p.128)
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Las piramides de poblacién son en realidad un par de histogramas esquematicos. Por
ello puede plantear problemas de interpretacion, por ejemplo, en qué categoria se
incluya a una persona de 59 afios y tres meses. Hay un convenio implicito que estas
personas se incluirian en la categoria 55-59, pero esto puede no ser claro para el
estudiante y plantear un conflicto semiético. El autor del libro de texto trata de solventar
este posible conflicto, dando la tabla ya construida antes de pedir la construccion de la
piramide de poblacion (Figura 2.4.8), pero este conflicto posiblemente aparezca si no se

proporciona dicha tabla.
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Figura 2.4.8. Construccién piramide de poblacion (Santillana, 6° curso, p.128)

) Construye la piramide de poblacién asociada
a la tabla de datos.
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Finalmente se introducen en sexto curso los graficos de sectores (Figura 2.4.9) que
suponen un cambio en los anteriores pues la frecuencia ahora se representa mediante

areas y no mediante longitudes.

Figura 2.4.9. Construccion gréfico de sectores (Santillana, 6° curso, p. 171)
Sigue los pasos ¥ representa los datos en un grafico o diagrama de sectores.

@ Para decidir el color de un envase de un nuevo producto

2 s@ hizo una encuesta y se obtuvieron estos resultados;
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Frecuencia
i 80 B0 40

1.7 Sumamos todos los datos:
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2.2 Calculamos los grados gue corresponden a cada dato
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3. Caleulamos los grados ded sector circular correspondiente a cada color;
trazamos una circunferencia y, con un transportador, dibujamos cada sector.
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El céalculo de la amplitud de los sectores, ademas supone un ejercicio en el manejo

de las proporciones y pone en relacion datos estadisticos, frecuencia, proporcionalidad,
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amplitud angular, area y sector circular. Ragencroft (2002) indica que el trabajo con
gré&icos de sectores puede utilizarse en la transicion de representar las frecuencias con
las alturas a representarlas con areas en los histogramas, y esto es debido a que en los
diagramas de sectores el area de un segmento circular esta relacionada con el angulo
que abarca que es una medida unidimensional. Pero muchas veces el trabajo con
graficos de sectores se aplaza debido a la dificultad que parece tener el calcular y
dibujar angulos.

Ragengroft (2002) sugiere que uno de los principales problemas para los alumnos es
el uso de escalas. Por ello sugiere hacer mostrar a los alumnos la necesidad de la escala
por medio de ejemplos. En los libros analizados, la escala viene impuesta en el mismo
ejercicio, por lo que seria necesario realizar otros en que los alumnos deben elegir ellos
mismos las escalas. Aunque muchos alumnos son capaces de dibujar o leer con una
escala dada, la eleccion de esta para un determinado conjunto de datos supone un salto
conceptual que no hay que subestimar. Por ello es aconsejable que los alumnos puedan
tomar sus propias decisiones en la eleccion de las escalas, contando siempre con los
consejos y ayudas necesarias segun Ragencroft.

Segun la autora, resulta dificil elegir en qué orden son introducidos los distintos
graficos, porque, hay discrepancia entre distintos autores. Uno de los mayores desafios
es el uso de areas en lugar de alturas para representar las frecuencias en graficos como
los histogramas y los graficos de sectores. Vemos que en la serie de Santillana, se ha
tenido en cuenta este punto, dejando el grafico de sectores al final de la etapa.

Los histogramas son mucho mas dificiles conceptualmente y por lo tanto causan
mayores problemas a los estudiantes. Otros graficos como el de tallo y hojas
desarrollados por Tukey (1977) podrian también introducirse al principio de la
Secundaria. Ragencroft (1992) también afirma que, una vez que se han introducido los
graficos “basicos”, hay graficos muy interesantes con los que trabajar en la escuela
secundaria, por ejemplo los graficos de cajas, que una vez calculados la mediana y los
cuartiles, son faciles de representar y proporcionan una herramienta muy util en la
comparacion de distintos conjuntos de datos o distribuciones. Ninguno de estos graficos
se incluye en la serie analizada, pero podria hacerse en los Uultimos cursos de educacién

primaria, siguiendo consideraciones como las aportadas por Ragencroft.
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2.4.6L.0S GRAFICOS ESTADISTICOS EN LA FORMACION DE MAESTROS

El estudio de los gréaficos estadisticos elementales también se incluye en la preparacion
de futuros maestros, dentro de la asignatura “Matematicas y su Didactica”, que con
caracter troncal se ha incluido hasta la fecha en la mayor parte de los planes de estudio de
Magisterio, tanto en la especialidad de Educacion Primaria como en otras especialidades,
aungque con un numero menor de créditos. En los nuevos planes de estudio, asignaturas de
contenido matematico, con diversa denominacion también tratan estos contenidos.

Con mayor o menor extension se dedica uno o dos temas al estudio de la estadistica
y la probabilidad en dicha asignatura. Se comienza el estudio de la estadistica con la
consideracion sobre diferentes tipos de datos, los instrumentos, métodos (observacion,
encuesta y medida) y fuentes de datos utilizables en la ensefianza. Se pasa seguidamente
al estudio de los métodos de clasificacion, recuento y representacion de datos,
incluyendo tablas simples y de doble entrada, puesto que la lectura de estas se incluye
en el segundo ciclo de educacion primaria.

También se presta especial atencion a los graficos estadisticos elementales, su
correcta construccion y lectura, un tema en que los futuros profesores muestran gran
dificultad. Por ejemplo, en la guia docente de la asignatura “Mateméticas y su
Didactica” de la Diplomatura de Magisterio, Educacion Primaria, cursada por los
alumnos participantes en la muestra en la Universidad de Granada se incluia el siguiente
tema:

Tema 6: INTRODUCCION A LA ESTADISTICA Y A LA PROBABILIDK®D.
Edadistica y sus usos. Poblacion, muestra y variables estadisticas. Tablas y graficos.
Medidas de posicion central. Medidas de dispersion. FenOmenos aleatorios. Conceptos
de probabilidad. Asignacién de probabilidad: regla de Laplace. La Estadistica como
conocimiento cultural

Como bibliografia de caracter general para esta asignatura se recomendaron tan sélo
dos referencias, una de las cuéles es la coleccion Edumat-Maestros, en la cual se incluye
un libro de “Estocastica para maestros” (Batanero y Godino, 2002) dedicado a la
probabilidad y estadistica. Respecto a la estadistica trata los siguientes contenidos:

1. Estadistica y sus aplicaciones: ¢Qué es la estadistica? Breves notas historicas.

Panorama actual. Estudios estadisticos.

2. Variables estadisticas Tablas y graficos. Poblacién, individuos y caracteres. Tipos
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de estudios estadisticos Censos y muestras extraidas de una poblacion. Variables
estadisticas. Tablas de frecuencias. Gréficos estadisticos. Agrupacién de variables en
intervalos. Representacion grafica de frecuencias acumuladas, Gréfico del tronco.

3. Caracteristicas de posicion central y dispersion de una distribucion de frecuencias.

Medidas de tendencia central. Caracteristicas de dispersion.

Entre los graficos, se presentan el diagrama de barras e histograma, grafico de sectores,
diagramas y poligonos de frecuencias acumuladas y graficos del tronco. En los ejercicios
gue se muestran se incluyen algunos graficos de dispersion e histogramas adosados. Hay
también ejemplos de proyectos sencillos en los que el alumno ha de realizar todo el
proceso de una investigacion estadistica.

En la segunda referencia citada (Vallecillos, 2001) aparece el contenido
Representaciones graficagn este apartado se introduce el grafico de barras, poligonos de
frecuencias y frecuencias acumuladas, grafico de sectores, histograma, grafico de tallo y
hojas, graficos de barras adosadas y graficos de cajas. Respecto a ellos se plantean
problemas construccion a partir de un listado de datos, pasando previamente por una tabla,
traducciéon de uno a otro tipo de grafico. Hay también un apartado sobre “graficos
engafosos” que alerta sobre la lectura critica de gréficos. No se plantea el trabajo con
proyectos.

En el segundo curso de la Diplomatura, en la Universidad de Granada, los alumnos
participantes han cursado la asignatura “Curriculo de matematicas en la educacion
primaria” (4,5 créditos) de caracter eminentemente practico y orientado a la formacion
didactica del futuro profesor. Esta asignatura se imparte por Ultima vez el curso 2010-2011
y tendra continuacion en otra de similar contenido y mayor nimero de créditos. Dentro de
la citada asignatura se realizan actividades practicas de analisis didactico, una de las cuéles
es precisamente la actividad que hemos utilizado en la toma de datos, y que se centra en la
estadistica. En los Capitulos 4 y 5 se describe con detalle esta practica, a la que se dedica
dos sesiones, la primera centrada en la resolucion de un proyecto de andlisis de datos y la
segunda en el andlisis didactico de dicho proyecto.

Se proporciona a los estudiantes, dentro del material de apoyo un tema sobre “didactica
de la estocéastica para maestros” (Batanero y Godino, 2002), que incluye los siguientes
contenidosla estadistica en la sociedad y la ensefianza obligatoria. Disefio curricular

base del MEC. Principios y estandares para la matematica escolar del NCTM. Desarrollo
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cognitivo y progresion en el aprendizaje. Situaciones y recursos. Investigaciones y
proyectos. Datos y fuentes de datos. Recursos en Internet. Conflictos en el aprendizaje
Instrumentos de evaluacion. Comprension de tablas y graficos estadisticos. Medidas de
posicion central. Caracteristicas de dispersion. items de evaluacion. Taller de didactica.
Andlisis de textos escolares. Disefio de unidades didactica. Andlisis de respuestas a
tareas de evaluacion. Este texto no es de estudio obligado para el examen, aun asi, los

alumnos debieron consultarlo para la practica que se describe en los capitulos 4 y 5.

2.5. CONCLUSIONES SOBRE LOS FUNDAMENTOS DEL TRABAJO

En este capitulo se ha analizado la evolucion histérica de los graficos, el marco teérico
gue se utilizara en el trabajo, el curriculo de Educacién Primaria y la formacion que
reciben los futuros profesores participantes en el tema “Graficos estadisticos”.

El estudio histérico muestra la rapida evolucion y creciente importancia actual de los
graficos estadisticos en la propia estadistica, justificado con un nuevo argumento su
inclusion en el curriculo. También el lento desarrollo inicial indica que la sencillez de su
aprendizaje podria ser tan sélo aparente y podria requerirse un periodo dilatado de tiempo
para conseguir una competencia grafica completa.

El andlisis del curriculo y los libros de texto indica que los graficos estadisticos
elementales que los participantes en este trabajo podrian elaborar para resolver el proyecto
planteado son objeto de ensefianza a los nifios de 6 a 12 afos. Por ello debiera exigirse que
los futuros maestros finalizasen su preparacion con unos conocimientos matematicos
suficientes, no solo a nivel de conocimiento comun del contenido, sino de conocimiento
especializado en la terminologia de Ball, Thames y Phelps (2005). La preparacion de los
futuros profesores, en el momento en que se hizo el estudio, aunque contempla estos
contenidos, no dedicaba tiempo suficiente para conseguir su dominio. Es por ello
importante realizar estudios de evaluacion, similares al que pretendemos llevar a cabo
en el trabajo, para guiar la mejora de la ensefianza en los nuevos planes de estudio.

En el capitulo también se han mostrado algunos elementos del marco tedrico que se
completaran mas tarde a lo largo de la tesis. Este marco tedrico nos ha parecido
adecuado, al permitirnos realizar un analisis detallado de la actividad matematica
implicada en la elaboracién de los graficos (capitulo 4) y de los conocimientos

didacticos del contenido mostrados por los futuros profesores (capitulo 5).
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CAPITULO 3
ANTECEDENTES

3.1. Introduccién

3.2. Formacion de profesores para ensefiar estadistica
3.2.1.Introduccion

3.2.2.Modelos del conocimiento del profesor de estadistica
3.2.3.Actitudes y creencias

3.2.4.Conocimientos estadisticos

3.2.5.Conocimiento did4ctico

3.2.6.Conclusiones sobre los conocimientos de los profesores para ensefiar estadistical
3.3. Investigaciones sobre comprension de graficos estadisticos
3.3.1.Introduccion

3.3.2.Elementos estructurales de los graficos estadisticos
3.3.3.El grafico como objeto semidtico complejo
3.3.4.Definiciones de la comprension gréfica

3.3.5.Niveles de comprension de gréficos estadisticos
3.3.6.Comprension critica de los gréaficos

3.3.7.Errores en la lectura y construccion de gréficos
3.3.8.Gréficos en el andlisis exploratorio de datos
3.3.9.Comprension grafica de los futuros profesores

3.3.9.1. Construccion de gréficos

3.3.9.2.Lectura y traduccion de gréficos

3.3.9.3.Conocimiento didactico del contenido graficos estadisticos
3.4.Conclusiones sobre la comprension de gréficos estadisticos

3.1. INTRODUCCION

Como se ha indicado, nuestro trabajo se centra en la formacion de profesores de

Educacién Primaria, en relacion a los graficos estadisticos y los conocimientos

didacticos que los futuros profesores ponen en juego al analizar un proyecto estadistico.

Para poder fundamentarlo, es necesario realizar una revision de las investigaciones que

han tratado estas tematicas o algunos puntos de las mismas. En este capitulo

presentamos una sintesis de las investigaciones que sirven de base a nuestro trabajo y

gue pueden clasificarse en dos grandes grupos.

En primer lugar, nuestro trabajo se encuadra dentro deastigaciones sobre
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formacion de profesores para ensefiar estadistica. Los profesores tienen un papel
esencial al interpretar el curriculo y adaptarlo a las circunstancias especificas (Ponte,
2001). Esta razén ha llevado a un interés creciente en las ultimas dos décadas por la
formacion de profesores, el pensamiento del profesor y su desarrollo profesional y esta
tematica se ha convertido en una de las principales lineas de investigacion en Didactica
de la Matemética.

Al igual que en otras ramas de la matematica, el cambio curricular propuesto para la
estadistica sélo sera efectivo cuando se pueda convencer a los profesores de que la
estadistica es un tema importante para sus estudiantes y que todos ellos tienen capacidad
para adquirir algunos conceptos elementales sobre este tema (Gattuso, 2006). Una
primera parte de nuestro estado de la cuestion resume las escasas investigaciones
relacionadas con la formacion de profesores para ensefiar estadistica. Después de hacer
una introduccién sobre el estado actual de la investigacion en esta teméatica especifica,
se sintetizan los trabajos que se han centrado en las actitudes y creencias sobre la
estadistica, los conocimientos estadisticos y los conocimientos didacticos para ensefar
estadistica de los profesores.

En segundo lugar, nuestro trabajo se incluye en itagstigaciones sobre
comprension de gréaficos estadisticAé.contrario que en el apartado anterior, hay una
gran cantidad de investigacion sobre comprension de graficos. En este estado de la
cuestion nos restringiremos a las investigaciones sobre graficos estadisticos, que
también son bastante numerosas y que han tocado diversos puntos. En concreto,
analizaremos los elementos del gréafico, su consideracibn como objeto semiotico
complejo, los trabajos sobre la comprension gréfica, los que definen niveles de
comprension en la lectura de graficos o su interpretacion, las investigaciones sobre
errores en la construccion de graficos estadisticos y, finalmente, las investigaciones
centradas en la comprension grafica y formacion de profesores respecto a los graficos

estadisticos.

3.2. FORMACION DE PROFESORES PARA ENSENAR ESTADISTICA

3.2.1. INTRODUCCION

La investigacion sobre la formacion del profesor de matematicas y su desarrollo

profesional ha sido muy amplia en los ultimos quince afios. Podemos ver esta extension
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en bs capitulos que, sobre el tema se incluyen en diferentes “Handbooks” de
investigaciéon en educacién matematica (Brown y Borko, 1992; Thompson, 1992;
Llinares y Krainer, 2006; Ponte y Chapman, 2006; Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007 y los
cuatro volumenes del reciente “Handbook” editado por Wood, 2008), asi como en la
existencia de revistas condournal of Mathematics Teacher Education, y en el ICMI
Study 15 sobre “La formacion y desarrollo profesional de los profesores de
matematicas” (Even y Ball, 2009tn Espafia destaca la investigacion sobre el tema
realizada desde los grupos de investigacion coordinados por Salvador Llinares, Victoria
Sanchez, José Carrillo y Lorenzo Blanco, entre otros, potenciada desde el Grupo de
Investigacion, “Conocimiento y desarrollo profesional del profesor de matematicas” de
la Sociedad Espariola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM).

Todo este esfuerzo por analizar los componentes de la formacion del profesor y las
actividades para llevarlas a cabo ha tenido poco eco en educacién estadistica, aunque en
Espafia encontramos algunas tesis doctorales centradas en la formacion de profesores
para ensefar probabilidad, como las de Azcarate (1995) y Cardefioso (1998), asi como
algunos trabajos posteriores de estos autores. Este olvido ha sido reconocido por ICMI e
IASE que han promovido un “Joint ICMI/IASE Study” especificamente orientado a
promover la investigacion a nivel internacional sobre la educacion y desarrollo
profesional de profesor para ensefar estadistica. Tras la conferencia del estudio,
organizada en 2008 en Monterrey, México (Batanero, Burrill, Reading y Rossman,
2008), sus resultados se recogeran en Batanero, Burrill y Reading (en preparacion).

Debido a la amplitud de la investigacion sobre formacién de profesores de
matematicas, no entramos a analizarla con detalle en este capitulo. Tan so6lo nos
centraremos en la escasa investigacion previa sobre formaciéon de profesores para
ensefiar estadistica. A continuacion comenzamos analizando los modelos del
conocimiento del profesor aplicables al caso de la estadistica, y seguidamente, los
resultados de las investigaciones sobre actitudes y creencias, conocimientos estadisticos

y conocimientos didacticos de los profesores o futuros profesores de estadistica.

3.2.2. MODELOS DEL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE
ESTADISTICA

La adquisicion por parte de los profesores del conocimiento necesario para enseiiar,

la forma en que se conceptualiza dicho conocimiento, y las variables que influyen en su
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adquisicion han recibido mucha atencién. En trabajos que tratan dichos temas, aprender
a ensefar se ve como un proceso activo en el que el individuo construye su

conocimiento tomando como referencia su conocimiento previo y el contexto en el que

desarrolla su labor (Llinares, 1998). Investigaciones en este campo tratan entre otros
temas el conocimiento de las matematicas y del contenido pedagdgico especifico para
ensefiarlas, la relacion entre creencias, conocimiento y accién del profesor.

El interés por el conocimiento didactico especifico para ensefiar una determinada
materia, entre ellas matematicas, es iniciado por las investigaciones de Shulman (1986).
Shulman (1987), ademéas del conocimiento de la materia impartida, reconoce la
necesidad de que los profesores aprendan otros contenidos, tales como: (a)
conocimientos pedagogicos generales, como los relacionados con la gestion y
organizacion de la clase; (b) conocimiento del curriculo, materiales de ensefianza y
directrices curriculares; (c) conocimiento didactico del contenido (o conocimiento
pedagogico del contenido), que seria el conocimiento pedagdgico especifico de la
materia, “conocimiento que va mas alla del conocimiento de la materia en si, hacia un
conocimiento de la materia para ensefiar’ (Shulman, 1986, p.9); (e) conocimiento de los
alumnos y de sus caracteristicas; (f) conocimiento del contexto educativo; y (h)
conocimiento de los objetivos, valores y fines educativos y sus fundamentos filoso6ficos
e historicos.

Especial interés en la investigacion ha tenido el conocimiento didactico del
contenido (CDC) que incluye, segun Shulman (1986), formas productivas de
representacion de las ideas a ensefiar, analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y
demostraciones de la materia que hacen a ésta comprensible por otros. Es decir, las
estrategias educativas validas para una materia especifica.

El CDC conceptualiza como el contenido especifico puede ser interpretado en una
situacion de ensefianza y se basa en la experiencia e ideas del profesor acerca de las
matematicas y de su ensefianza y aprendizaje (Cooney, 1994). Hace referencia al:

Conocimiento del profesor del contenido que tiene que ensefar considerandolo

desde la perspectiva de la ensefianza-aprendizaje. Se centra en el conocimiento del

profesor de las potencialidades y limitaciones de los diferentes modos de

representacion del contenido mateméatico como medios para hacer comprensible a

los estudiantes dicho contenido y el conocimiento de las dificultades y errores mas

comunes de los alumnos en relacién a un contenido especifico (Llinares, 1998, p.

161).
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Pinto (2010, p. 12) resume las caracteristicas que diferentes autores han asignado al
CDC de la forma siguiente:
Estas caracteristicas pueden agruparse en cuatro aspectos: (1) el CDC es
contextualizado, tanto con base en la naturaleza del contenido de la asignatura, como
de la instruccién; (2) consiste en la transformacién, transferencia o transposicion
didactica del contenido para la ensefianza (o al &mbito escolar), (3) es diferente al
conocimiento de la materia y no es una simple conjunciéon o mezcla de pedagogia y
contenido ni tampoco un modelo Unico de desarrollo, por lo cual requiere de
caracteristicas especiales para su formacion y estudio con los profesores; y (4) para
la formacién de los profesores, se requiere la reflexion y aplicacion sobre la accion,
la integracion de psicologia y contenido, la investigacion en didactica de la

disciplina y el estudio de los diferentes modos de representar el contenido a enseiiar.

Modelos sobre el conocimiento del profesor de matematicas
Si queremos analizar el conocimiento didactico del profesor, se requiere un modelo

de los componentes de dicho conocimiento. Varios modelos se han desarrollado para la

didactica de la matematica, algunos de los cuales pueden ser utiles en nuestro trabajo.

Ya Shulman (1986) propuso tres componentes esenciales del CDC, que posteriormente

han sido analizados por muchos autores. Estos elementos, segun Shulman, estan

ligados, ya que la mayoria de las representaciones y estrategias de ensefianza tienen
relacion tanto con la forma de comprender el proceso de aprendizaje de los estudiantes
como con el conocimiento de la materia:

1. El conocimiento del contenido ensefiable o conocimiento de la materia (que puede
ser enseflada en un contexto escolar). El profesor necesita unos conocimientos
suficientes de aquello que va a ensefiar. Esta es una condicion necesaria, pero no
suficiente para ser un buen profesor. La investigacion sobre el conocimiento del
contenido matematico del profesor se orienta a analizar su naturaleza conceptual y
epistemoldgica, sus componentes, caracteristicas y el grado de conocimiento
matematico (genérico o especifico) que tienen los profesores, asi como sus
relaciones con la ensefianza y el aprendizaje y con otros dominios de conocimiento
(Even, 1990, 1993).

2. Las formas de representacion o estrategias para ensefar el tema. Este componente
combina el conocimiento de las representaciones de la materia en cuestion y las

estrategias educativas, tales como: analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones
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y demostraciones. Las representaciones son elementos utilizados por el profesor para
ayudar en la generacién del conocimiento en los alumnos (Llinares, Sanchez y
Garcia, 1994) y un profesor debiera usar un amplio repertorio de representaciones y
estrategias en la ensefianza, segun Shulman (1986).

3. Conocimiento del aprendizaje del estudiantecluyendo el conocimiento de
estrategias para ayudar al alumno. Shulman indica la necesidad de que el profesor
conozca los errores, dificultades, creencias y concepciones de sus estudiantes y de
las condiciones necesarias para lograr transformar estas concepciones de manera

adecuada y correcta.

Posteriormente a Shulman, muchos investigadores han tratado de refinar las
categorias propuestas por este autor o describir otras nuevas. No pretendemos ser
exhaustivos, debido a la amplitud de la bibliografia, tan sélo haremos mencién a
algunas propuestas utiles en nuestro trabajo.

Por ejemplo, Even (1990) sugiere que el conocimiento de la materia por parte del
profesor (Teachers’ subject matter knowledge) acerca de un tépico especifico, debe
integrar cuatro aspectos: (a) el rol e importancia del tépico en matematicas y en el
curriculo matemético, (b) los conocimientos aportados por la investigaciéon y marco
tedrico sobre el aprendizaje, (c) conocimiento y comprension de conceptos matematicos
en general y, en particular, del toépico especifico, y (d) conocimiento de la investigacion
y marco tedrico sobre el conocimiento de la materia del profesor y su rol en la
ensefianza.

Otros estudios recientes de evaluacion del conocimiento de los profesores de
matematicas, dividen el conocimiento del profesor en los siguientes componentes:
conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del contenido,
conocimiento del contenido y la ensefianza y conocimiento del contenido y los
estudiantes (Ball, Thames y Phelps, 2005).

Mas adelante Hill, Ball, y Schilling (2008) proponen tener en cuenta los siguientes
componentes del conocimiento matematico del profesor. Conocimiento Comun del
Contenido (CCK), Conocimiento Especializado del Contenido (SCK), y Conocimiento
en el Horizonte Matematico. El conocimiento comun del contenido (CCK) se refiere al
conocimiento puesto en juego para resolver problemas matematicos, para lo cual un
adulto con suficiente conocimiento, esta capacitado; el segundo, el conocimiento

especializado del contenido (SCK) indica un conocimiento especial del profesor que lo
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habilita para planificar ydesarrollar secuencias de ensefianza del contenido. (

“conocimiento en el horizonte matematico” se refieren a aspectos mas avanzau

aportan perspectivas al profesor, por ejemplo deteccién de posibles desvios re

las ideas matematicas, aspectos historicos

Respecto al conocimientdidactico del contenido describen los siguient

componentesConocimiento del Contenido y los Estudiantes (KCS), Conocimient

Contenido y la Ensefanza (KCT), y Conocimiento del Curri¢El Conocimiento de

Contenido y los Estudiantes (KC es el conocimiento de conms estudiantes piense

saben, o aprenden este contenido parti” (p. 375). Incluye el conocimiento de |

errores y dificultades comunes, las concepciones erréneas, las estrategias utili.

ser capaz de valorar la comprension del alumno y scomo evoluciona s

razonamiento matematico. Respecto al Conocimiento del Contenido y la Ens

(KCT) resulta de la integracion del contenido matematico con el conocimientc

ensefianza de dicho contenido. Incluye saber construir, a partir del riento de los
estudiantes y las estrategias utilizadas por ellos, procesos pertinentes para

corregir sus errores y concepciones errol El conocimiento del curriculo se refiere

las directrices curriculares, orientacic, fines y motivaciones e las mismas,

materiales curriculares y secuenciacion del tema en los diferentes ciclos fori

Figura 3.2.1Conocimiento matematico para la ensefianza (MHill et al., 2007

(reproducida de Delaney et al., 2008, p.)

T
| Subject Matter Knowledae | Pedagogical Content Knowledge |
Enowledge
Comman of c"";'m
Content Spacialized -
Knowledge Content sn‘::g'}“
{CCK) Knowledge Knowledas of
(5cx) Currculism
Knohedge at Enowledge
tha of Content
mathematical and Teaching
honizom (KET)

Este mismo modelo spuede tener en cuenta para el caso de la esta

consideranddas caracteristicas especificas de la ma En la figura 3.2.1 se mues
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un esquema de los diferentes tipos @mocimiento matematico para la ensefianza en el
modelo de Hill, Ball y Schilling, algunos de los cuales seran evaluados en nuestro
trabajo. (Capitulos 4 y 5).

Modelos especificos para la estadistica
La literatura sobre formacién de profesores para ensefiar estadistica es mucho mas

escasa Y reciente que la relacionada con la enseflanza de las matematicas. Una de las

primeras referencias al estudio del conocimiento del profesor para explicar estadistica se
hace en Godino, Batanero y Flores (1999), quienes describen los siguientes
componentes basicos en dicho conocimiento:

» La reflexién epistemoldgica sobre el significado de los conceptos y procedimientos
(en general objetos) particulares que se pretenden ensefar, es decir, la reflexiéon
epistemoldgica sobre la naturaleza del conocimiento estocastico, su desarrollo y
evolucion.

* Analisis de las transformaciones del conocimiento para adaptarlos a los distintos
niveles de ensefianza. Este analisis permite reflexionar sobre los diversos niveles de
comprension posibles respecto a un mismo conocimiento y valorar el nivel y forma
particular en que un determinado concepto podria ser enseflado a una persona
particular.

» Estudio de las dificultades, errores y obstaculeslos alumnos en el aprendizaje y
sus estrategias en la resolucion de problemas que permitira orientar mejor la tarea de
ensefianza y evaluacion del aprendizaje.

» Analisis del curriculo, situaciones didacticas, metodologia de ensefianza para temas
especificos y recursos didacticos especifidaglo ello forma parte de los recursos
metodoldgicos disponibles para mejorar la accion didactica.

Batanero, Garfield, Ottaviani y Truran (2000) proponen la evaluacion del
conocimiento del profesor de estadistica como tema prioritario de investigacién en su
descripcion de algunas lineas prioritarias en el afio 2000. Al delimitar los dominios de
conocimiento que debe tener el profesor de Estadistica los autores se refieren al
“conocimiento pedagdgico en estadistica”, el cual esta integrado por conceptos de
pedagogia, conceptos de psicologia, conceptos especificos sobre concepciones erréneas,

conceptos sobre intuiciones, epistemologia, curriculo y materiales en Estadistica.
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Otra mencion temprana al CDC en estadistica es el trabajo de Watson (2001). Sobre
los tipos de conocimiento de Shulman (1986 y 1987), la autora disefié un instrumento
para medir los perfiles de competencia de los profesores en estadistica. El cuestionario
contiene items que permitian evaluar los tipos de conocimiento propuestos por
Shulman, incluyendo el conocimiento de factores significativos en la ensefianza,
planificacién de la ensefianza, practicas de ensefianza y evaluacion de las dificultades de
los estudiantes; creencias acerca de la Estadistica en la vida diaria, evaluacion de
respuestas de estudiantes y como usarlas en la clase.

Batanero (2002) sugiri6 que la formacién de profesores debe considerar tanto el
conocimiento estadistico, como el conocimiento didactico del contenido y describe
como componentes basicos del mismo los mismos componentes descritos en Godino,
Batanero y Flores (1999). Estos componentes son ampliados en Batanero, Godino y Roa
(2004), quienes incluyen las siguientes facetas en la formacién de profesores para
ensefiar estadistica, sugiriendo también la necesidad de utilizar situaciones de tipo
constructivista en la formacion de los profesores:

» Reflexion epistemoldgica sobre el significado de los conceptos que se ensefian (por
ejemplo, sobre los significados diferenciados de la probabilidad). Esta reflexion
incluiria conocimiento de tipo histaorico, filosofico y cultural, asi como las relaciones
con otros dominios de las ciencias.

» Experiencias para adaptar el conocimiento estadistico a diferentes niveles de
enseflanza y a la capacidad de los estudiantes, organizando e implementando
proyectos estadisticos, simulaciones y graficos, no sélo como ayudas metodoldgicas
sino como formas utiles de aprender y comprender la estadistica.

» Capacidad critica para analizar libros de texto y materiales curriculares.

* Prediccién de las dificultades, errores, estrategias y obstaculos de los estudiantes al
resolver problemas, para asi desarrollar y analizar items de evaluacion e interpretar
las respuestas de los estudiantes a los mismos.

» Experiencia con buenos ejemplos de situaciones didacticas, materiales y recursos.

Sorto (2004) usa la nocién de CDC de Shulman como un modelo tedrico para
analizar el conocimiento del profesor y valorar diferentes documentos que en Estados
Unidos se utilizan para la formacion de profesores (estandares nacionales y estatales

para la acreditacion de profesores). Para ella el CDC sintetiza los tres tipos de
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conodmiento que todo profesor deber tener: de la matemética, de los estudiantes y de
las practicas de instruccion.

Burgess (2008) compara varios marcos teoricos de las investigaciones en educacion
matematica y estadistica y propone un modelo que puede ser usado para estudiar el
conocimiento del profesor y el conocimiento estadistico para la ensefianza. Para ello
cruza los cuatro componentes definidos por Ball, Thames y Phelps (2005) con las
categorias que definen los modos esenciales de razonamiento estadistico y construye un
modelo bidimensional (ver Figura 3.2.2) que es util para proporcionar distintos perfiles
de profesores segun su conocimiento estadistico para la ensefianza. EI modelo que
propone Burgess (2006) toma en cuenta los componentes de razonamiento y
pensamiento estadistico de Wild y Pfannkuch (1999): reconocer la necesidad de datos,
transnumeracion (cambio de representaciones de esos datos para conseguir extraer
informacion nueva de ellos), consideracion de la variacion (reconocer la variacion en
los datos, describir patrones acerca de la variacién y tratar de comprender los datos en
relacion al contexto), razonamiento con modelos estadisticos (desde los simples, como
tablas y gréficos, a los complejos) e integracion de la estadistica y el contexto.

Ademas afade otros elementos del modelo de razonamiento estadistico de Wild y
Pfannkuch: ciclo de investigacion (problema, plan, datos, andlisis y conclusion), el ciclo
interrogativo (generar, buscar, interpretar, criticar y juzgar) y las disposiciones, tales

como escepticismo e imaginacion.

Figura 3.2.2. Modelo de conocimiento profesional de Burgess (2008, p.3)
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La estadistica es un tema en que es imprescindible el uso de la tecnologia, como se
reconoce en los disefios curriculares, donde se recomienda el uso de calculadoras
gréficas e incluso de la hoja Excel al final de la educacion primaria. Lee y Hollebrands
(2008) presentan un marco para describir el conocimiento profesional para ensefar
estadistica con apoyo de la tecnologia. Consideran cuatro componentes: (a)
Concepciones de qué significa ensefiar un tema particular integrando la tecnologia en el
proceso de aprendizaje; (b) Conocimiento de las estrategias de ensefanza y las
representaciones para ensefiar temas particulares con la tecnologia; (c) Conocimiento
sobre la comprensién, razonamiento y aprendizaje de los estudiantes con la tecnologia y
(d) Conocimiento del curriculo y materiales curriculares que integran la tecnologia en el
aprendizaje y ponen el énfasis en el razonamiento estadistico.

Garfield y Ben-Zvi (2008) proponen otro modelo de conocimiento profesional para
ensefiar estadistica que incluye cinco competencias que se ha de desarrollar en la
formacion de profesores: (a) ideas estadisticas fundamentales; (b) uso de datos reales;
(c) uso de actividades para el aula; integracion de las herramientas tecnoldgicas; (d)
implementacion del discurso en el aula y (e) uso de métodos alternativos de evaluacion.
Estos componentes, sin embargo no se relacionan con los descritos en la literatura de
formacion de profesores ya que mas bien serian aspectos a tener en cuenta en la

formacion estadistica, tanto de alumnos como de profesores.

Un modelo integrador

Godino y colaboradores (Godino, Batanero, Roa y Wilhelmi, 2008) elaboran un
modelo general para el conocimiento profesional del profesor de matematicas con seis
dimensiones: epistemologica (conocimiento del contenido estadistico, las adaptaciones
para ser ensefiado, su desarrollo histérico y problemas filosoficos asociados), cognitiva
(desarrollo del razonamiento estadistico en los estudiantes, dificultades de aprendizaje),
afectiva (actitudes, afectos, emociones de los estudiantes respecto al tema), interacional
(relaciones profesor — estudiantes, y entre los propios estudiantes y organizacion del
discurso en la clase), mediacional (uso de recursos tecnoldgicos y el tiempo requerido
para el estudio), ecoldgica (aspectos curriculares, socioculturales y relaciones con el
entorno). Estos componentes, se relacionan con el concepto de idoneidad didactica,
concepto desarrollado también dentro del enfoque onto-semidtico y descrito en el
capitulo 2 del presente trabajo. Si se quiere conseguir una idoneidad didactica alta en los

procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, sera necesaria la capacidad del
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profesor para valorar cada uno de los distintos componentes de la idoneidad (idoneidad

epistémica, cognitiva, afectiva, mediacional, interaccional y ecoldgica), lo que supone la

adquisicion de conocimientos especificos relacionados con cada uno de estos
componentes.

Godino (2009) refina el modelo de niveles y facetas del conocimiento matematico
didactico del profesor que engloba los conocimientos citados anteriormente y propone,
asimismo una guia para la formulacion de cuestiones de evaluacion de dicho
conocimiento. El autor propone tener en cuenta las siguientes facetas para analizar los
procesos de instruccion matematica:

» Epistémica: Conocimientos matematicos relativos al contexto institucional en que se
realiza el proceso de estudio y la distribucion en el tiempo de los diversos
componentes del contenido (problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentos).

» Cognitiva: Conocimientos personales de los estudiantes y progresion de los
aprendizajes.

« Afectiva: Estados afectivos (actitudes, emociones, creencias, valores) de cada
alumno con relacion a los objetos matematicos y al proceso ensefianza aprendizaje
seguido.

» Mediacional Recursos tecnoldgicos y asignacion del tiempo a las distintas acciones
Y procesos.

* Interaccional: Patrones de interaccion entre el profesor y los estudiantes y su
secuenciacion orientada a la fijacion y negociacion de significados.

» Ecologica: Sistema de relaciones con el entorno social, politico, econémico, que

soporta y condiciona el proceso de estudio.

La importancia dada al componente epistémico en el modelo de Godino (2009) hace
gue sea aplicable al caso particular de la estadistica. Puesto que la estadistica tiene sus
propios problemas, lenguaje, conceptos, propiedades, argumentos y procedimientos, el
profesor requiere un conocimiento especifico de los mismos y de su interaccion con el
resto de componentes del modelo. Es decir, se requiere una didactica especifica de la
estadistica. En consonancia con el resto del marco tedrico descrito en el capitulo 2 y
puesto que el modelo reconoce la especificidad de la estadistica, a través de la

componente epistémica, lo utilizaremos en este trabajo, especificamente en el capitulo
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5. Admismo, usaremos el modelo de Hill, Ball, y Schilling (2008) en los capitulos 4y 5
en la evaluacion de los conocimientos matematicos y didacticos de los futuros

profesores de nuestra muestra.

Godino (2009) también propone diferentes niveles de andlisis didactico, que pueden
usarse, tanto en la formacién de profesores, como en la evaluacion de su conocimiento o
incluso que el propio profesor puede utilizar para mejorar su practica docente:

1. Practicas matematicas y didacticas. En este primer nivel se analizan las acciones

realizadas para resolver las tareas matematicas propuestas para contextualizar los
contenidos y promover el aprendizaje. También se describen las lineas generales de
actuacion del docente y discentes. Nosotros no usaremos este nivel.

. Configuraciones de objetos y procesos (matematicos y didacticos). Descripcion de
objetos y procesos matematicos que intervienen en la realizacién de las practicas, asi
como los que emergen de ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad
de objetos y significados de las practicas matematicas y didacticas como factor
explicativo de los conflictos en su realizacion y de la progresion del aprendizaje.
Nosotros usaremos este tipo de analisis en el capitulo 4 para explicar los errores de
los estudiantes en la produccion e interpretacion de sus graficos.

Normas y metanormas. ldentificacion de la trama de reglas, habitos, normas que
condicionan y hacen posible el proceso de estudio, y que afectan a cada faceta y sus
interacciones. Este nivel de andlisis no se usa en nuestro trabajo.

Idoneidad. Identificacibn de potenciales mejoras del proceso de estudio que
incrementen la idoneidad didactica. En el capitulo 5 se propondra a los futuros
profesores realizar este analisis de la idoneidad del proceso didactico vivido por

ellos mismos con fin de evaluar su conocimiento didactico.

Sin entrar en el detalle de todas las categorias de conocimientos y tipos de analisis

contemplados en este modelo, si utilizaremos la metodologia propuesta por Godino

(2009) que consiste en dos pasos:

1. Elegir una tarea matematica cuya solucién ponga en juego los principales aspectos

del contenido, o de las competencias a desarrollar;

2. Formular consignas que cubran las distintas (o principales) facetas y niveles de

analisis didactico del modelo propuesto por el autor. Dicha consigna consistiria en:

(a) resolver el problema (para evaluar el conocimiento comun del contenido); (b)

91



Capitulo 3

identificar los objetos y procesos matematicos puesto en juego en la solucion (para
el conocimiento especializado del contenido); (c) para el conocimiento del contenido
y los estudiantes, entre otras propone como consignas posibles describir los
razonamientos que los alumnos han desarrollado al resolver la tarea propuesta o los
principales conflictos en dicha solucién; (d) como veremos en el capitulo 5 el
analisis de las diferentes categorias de idoneidad didactica permite evaluar los

distintos componentes del conocimiento didactico del profesor.

3.2.3. ACTITUDES Y CREENCIAS

Una parte de la investigacion previa sobre formacién de profesores para ensefar
estadistica se ha centrado en sus actitudes y creencias hacia la materia, pues los aspectos
afectivos de los profesores se han de tener en cuenta en cualquier movimiento para
cambiar la ensefianza de las mateméticas y al mismo tiempo inciden en los
conocimientos y las creencias de los estudiantes sobre las matematicas (Chapman,
1999). El aspecto afectivo es muy importante en la formacién de profesores, ya que
creencias incorrectas o actitudes negativas podrian condicionar la ensefianza y repercutir
en las futuras creencias y actitudes de sus alumnos, por lo que sera necesaria una labor
de motivacién si queremos que la ensefianza de la estadistica y probabilidad sea una
realidad y no simplemente un deseo expresado en las orientaciones curriculares
(Estrada, Batanero y Fortuny, 2004a).

Cuando se estudia una materia, se desarrollan una serie de sentimientos, tales como
gusto o disgusto; miedo o interés; aburrimiento o entretenimiento; valoracion o falta de
valoracion hacia la misma. La suma de todos estos sentimientos se define mediante los
constructos “creencias, actitudes y emociones”. Mientras que las emociones son
pasajeras, las actitudes y creencias son estables y dificiles de cambiar, de ahi su interés
en la ensefianza.

La diferencia entre creencias y actitudes es que las primeras estan mas relacionadas
con la cognicidén y las segundas con los afectos. Ambas inciden en la accion de las
personasEn general, la relacién entre el dominio afectivo (emociones, actitudes y
creencias) y el aprendizaje, no va en un unico sentido, ya que los afectos condicionan el
comportamiento y la capacidad de aprender y reciprocamente el proceso de aprendizaje

provoca reacciones afectivas (Estrada, 2007).
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Actitudes hacia la estadistica

Diversos estudios han analizado las actitudes hacia la estadistica. Gal, Ginsburg y
Garfield (1997) definen las actitudes comma suma de emociones y sentimientos que
se experimentan durante el periodo de aprendizaje de la materia objeto de estudio” (p.
40). En general se consideran un constructo mental, no directamente observable sino
qgue ha de ser inferido a partir de la valoracion en una escala de actitudes o de la
observacion del comportamiento de los sujetos.

Profundizando en el estudio de las actitudes, Estrada (2002) les asigna las siguientes
caracteristicas: Son predisposiciones (no se confunden con la conducta); incluyen
procesos cognitivos y afectivos; son referenciales (evocan a un objeto o sector de la
realidad); son relativamente estables, al contrario que un sentimiento, que puede ser
pasajero; También sugiere que son siempre algo adquirido, bien por la acumulacion de
experiencias, bien imitando el comportamiento de los demas.

Son muchas las escalas de medicion de actitudes disponibles, cuyas caracteristicas
psicométricas, son descritas con detalle por Carmona (2004), quien realiza un extenso
informe sobre los estudios de actitudes hacia la estadistica. Estos estudios son
numerosos y se han centrado preferentemente en estudiantes universitarios. Analizan no
sélo las actitudes en si, sino también el efecto de variables como rendimiento, género o
estudios previos de estadistica sobre las actitudes.

Los trabajos centrados en las actitudes de los profesores hacia la estadistica son
bastante escasos, pero hay algunos: Por ejemplo, Onwuegbuzie (1998) utiliza un
modelo multivariado para estudiar la ansiedad y actitudes de los profesores,
encontrando correlaciones significativas entre el nimero de asignaturas de estadistica
cursadas con anterioridad y las puntuaciones en el cuestionario de actitudes. También
comprueba que las actitudes y la ansiedad hacia la estadistica influyen en los resultados
de aprendizaje de la estadistica, por lo que animan a los formadores de profesores a
crear entornos de aprendizaje adecuados (cognitivos y afectivos) en sus clases para que
sus alumnos adquieran seguridad en sus propias capacidades para aprender y ensefiar
estadistica y, sobre todo, valoren el importante papel que tiene esta materia en la
sociedad actual.

Watson, Kromrey, Ferron, Lang y Hogarty (2003) aplicaron conjuntamente a
estudiantes de educacion un cuestionario de actitudes (SATS) y otro sobre ansiedad,
mostrando una correlacidon negativa entre los instrumentos. Encontraron una alta

correlacion entre ansiedad y actitud. Este es uno de los pocos trabajos de actitudes que
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complementan las escalas de medicion habituales, con preguntas abiertas de cuyas
respuestas infieren las motivaciones y causas de las actitudes de sus alumnos.

Nasser y sus colaboradores han realizado varios estudios en los que también
analizan la relacion entre las actitudes o la ansiedad y el rendimiento (Nasser. 1999;
Wisenbaker, Nasser y Scott, 1999; Nasser 2004). Los autores usan un modelo
estadistico para predecir las actitudes de futuros profesores en funciéon de diferentes
variables: ansiedad hacia las matematicas y la estadistica, aptitud matematica, la
motivacion y las puntuaciones en un curso de estadistica de 167 profesores en
formacion. Muestran el efecto de la aptitud matematica en las actitudes y el conjunto de
variables explican el 36% de la varianza del rendimiento en estadistica.

El trabajo de Huedo, Lépez, Martinez y Nortes (2003) presenta resultados de una
investigacion con profesores en formacién de la Universidad de Murcia, y analiza los
conocimientos y actitudes hacia la Estadistica y hacia las Matematicas contrastando los
resultados con estudios previos.

Estrada en varios trabajos (Estrada, 2002, 2007, Estrada, Batanero y Fortuny, 2004a)
ha analizado con mayor detalle en Espafa las actitudes hacia la estadistica de profesores
de educaciéon primaria en formacion y en ejercicio. lgualmente ha relacionado estas
actitudes con variables como afos de docencia, especialidad (en caso de futuros
profesores) y conocimientos estadisticos. Uno de sus resultados mas importantes es
mostrar que las actitudes mejoran en general con los conocimientos y la practica
profesional.

Estrada (2002) midio las actitudes hacia la estadistica de 66 futuros profesores y 74
profesores en activo de educacion primaria. Construyo para ello su propia escala que
tenia 25 items tomados de los cuestionarios SAS, ATS y del cuestionario de Auzmendi
(1991). En su escala complementd los tres componentes clasicos de las actitudes
(afecto, cognicion, comportamiento) con otros tres nuevos (a) Social: percepcion del
valor de la estadistica en la sociedad; (b) Educativo: interés en aprender y ensefiar
estadistica; y (c) Instrumental: percepcion del uso de la estadistica en otras areas.

Los resultados del estudio muestran actitudes neutras en los dos grupos, obteniendo
mejores puntuaciones los items relacionados con el rol instrumental de la estadistica
(por ejemplo “Yo comprendo mejor los resultados de las elecciones cuando estos son
presentados en graficos estadisticos”) y el valor educativo de la estadistica (por ejemplo
“Se deberia aprender estadistica en la escuela”). Puntuaciones mas bajas se

corresponden con items relacionados con la seguridad y confianza en la estadistica (“La

94



Antecedentes

redidad puede ser manipulada con la estadistica”) y los afectos (“Yo disfruto en los
cursos de estadistica”).

En estudios posteriores Estrada, Batanero, Fortuny y Diaz (2005) aplicaron el
cuestionario de actitudes SATS a una muestra de 367 futuros profesores de educacion
primaria en Espafia. Los resultados mostraron de manera moderada actitudes positivas
en items sobre competencia cognitiva (“Yo puedo aprender estadistica”) e items
relacionados con el valor de la Estadistica (“La estadistica no sirve para nada”) los
cuales obtuvieron las puntuaciones mas altas. Se encontraron correlaciones entre las
subescalas de Afectos y Competencia Cognitiva y Afectos y Valor de la Estadistica.
Consecuentemente el gusto o no por la estadistica en dichos futuros profesores estuvo
relacionado con su propia percepcion de su capacidad para aprender estadistica y el
valor dado a la estadistica.

Estrada y colaboradores (2005) también analizaron las relaciones entre las actitudes
de los futuros profesores de educacion primaria y sus conocimientos estadisticos,
evaluando dichas relaciones a través de 9 items abiertos tomados del cuestionario
Evaluacion de Razonamiento Estadistico (SR#grfield, 2003). Los items sirvieron
para evaluar la comprension de los principales contenidos de estadistica en el curriculo
de educacion primaria en Espafia: razonamiento sobre datos estadisticos, gréficos,
promedios y dispersion, sesgos en muestreos y azar. Los autores encontraron un
significativo y preocupante porcentaje de futuros profesores en la muestra de su estudio,
gue no comprendian algunos de los conceptos elementales en estadistica que en un
futuro tendrian que ensefiar en las clases de educacion primaria. Se observé una
importante correlacion entre las actitudes y el nUumero de cursos de estadistica que los
alumnos habian cursado previamente. Analisis mas detallados de las puntuaciones
obtenidas mostraron que las actitudes mejoraron considerablemente con el niumero de
cursos y los conocimientos estadisticos de los participantes.

Con el objetivo de comprender mejor las actitudes y concepciones erréneas de
futuros profesores de educacion primaria, Estrada y Batanero (2008) llevaron a cabo un
estudio complementario con una nueva muestra 121 futuros profesores a los que se les
pas6 Unicamente los items que mostraron puntuaciones mas bajas en el estudio previo
de Estrada y colaboradores (2005). A dichos participantes se les pidié que primeramente
completaran todos los items y posteriormente justificasen sus respuestas. Las autoras
realizaron un analisis cualitativo de las respuestas y justificaciones abiertas de los

futuros profesores, que sirvio para clasificar las principales razones que explicasen las
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puntuaciones tanto positivas como negativas en el estudio.

Las principales explicaciones dadas a las actitudes positivas incluian: (@)
consideracion de la estadistica como un tema facil; (b) experiencias satisfactorias de
aprendizaje; (c) lo novedoso del tema; (d) percepcion de la utilidad de la estadistica para
un profesor; o (e) el valor formativo de la estadistica. Las principales razones para las
puntuaciones negativas fueron las siguientes: (a) falta de conocimientos previos o
aprendizaje; (b) dificultad con el razonamiento estadistico; (c) demasiado contenido
formal.

Estrada y Batanero (2008) y Lancaster (2008) indican que los profesores reconocen
la importancia practica de la estadistica, estan dispuestos a aprender mas y dedicar mas
tiempo a su ensefianza, pero se sienten poco preparados para ayudar a los estudiantes en
sus dificultades con el tema. Es decir, seria necesario desarrollar los componentes
cognitivo y dificultad de las actitudes hacia la estadistica ademas de los componentes

afectivo y de valor de la materia.

Creencias sobre la estadistica

Los profesores tienen también creencias referentes a los contenidos y fines de la
ensefianza, que pueden incidir fuertemente en la forma que ensefian estadistica. La
“practica profesional del profesor” indica todo lo que el profesor hace (disefar tareas y
organizar el contenido matematico en las lecciones, interactuar con sus alumnos y
evaluarlos, etc.) y su comprensiéon de los instrumentos que utiliza y del propésito de su
uso (Ponte, 2001).

En el caso de la matematica estas practicas vendran caracterizadas por las
interacciones entre el profesor, los alumnos y la tarea matematica a realizar mediados
por los objetivos pretendidos. Dicha practica esta condicionada por su reconstruccion
subjetiva de las nociones matematicas (curriculum) como objetos de ensefanza-
aprendizaje y de la definicion de los objetivos de ensefianza. Estos procesos de
reconstruccion vienen determinados por la experiencia previa del profesor y el contexto
curricular (Llinares, 1998).

Sus actividades en el aula vienen determinadas en parte por su vision de los
objetivos educativos que pretenden en el aprendizaje del contenido matematico de los
estudiantes. McLeod (1992) distingue las categorias siguientes de creencias:

» Creencias acerca de las matematicas como disciplina, es decir sobre su naturaleza y

donde el aspecto afectivo no es el dominante.
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* Creencias acerca de si mismo y su relacion con las matematicas. Se refieren a
aspectos vinculados al aprendizaje de la materia, respecto al cual los alumnos poseen
una serie de expectativas sobre como ha de ser el aprendizaje, el papel del profesor,

la metodologia e incluso el contexto social al que pertenecen.

Son pocas las investigaciones que analizan las creencias de los profesores hacia la
estadistica, siendo una de las primeras la de Steinbring (1990), quien sugirié que los
formadores de profesores tienen que hacer frente al problema de concienciar a los
profesores de la naturaleza particular de la estadistica y probabilidad, que es diferente de
la matematica tradicional ensefiada en la escuela. Si bien las matematicas tradicionales
se ensefian sobre la base de una cantidad acumulativa y jerarquica de conceptos, que se
aprenden en una secuencia lineal, el conocimiento estadistico es mas complejo vy
sistémico y se basa mucho mas en las actividades interpretativas que otras areas de las
matematicas. Asi, los conceptos muy elementales estan interrelacionados con el
contexto en el que se aplican y estan sujetos a controversias, como ocurre, por ejemplo,
con la inferencia o con la probabilidad.

Serradd, Azcéarate y Cardefioso (2006) realizan un estudio mediante cuestionarios y
entrevistas para comprender las razones por las cuales los profesores omiten la
ensefianza de la probabilidad en la escuela y las fuentes de informacién que pueden
influenciar esta decisién. Para ello realizan un estudio de casos de cinco profesores,
presentando los resultados obtenidos para dos de ellos, ninguno de los cuales ensefiaba
probabilidad. EI primero (A), licenciado en matematicas con especialidad de estadistica
y 5 afios de experiencia. El segundo (B), también matematico, pero no especialista en
estadistica con 2 afios de experiencia.

Mientras que las fuentes de informacion consideradas por el profesor (A) para llevar
a cabo innovaciones son el contacto con colegas que favorezcan dichas informaciones,
la omisién de la ensefianza de la probabilidad era debida a su creencia de que la
probabilidad no tiene suficiente consistencia educativa en la ensefianza obligatoria ni
garantiza ningun propoésito practico para estos estudiantes. Estos argumentos son
apoyados por la vision formal presentada tanto en su formacién como profesor, como en
los libros de texto de secundaria. El profesor (B) por su parte rechazaba ensefar
probabilidades pensando en las dificultades que el estudiante podria tener con el tema 'y
a que la metodologia usual para otros temas no seria Util para esta materia. La falta de

apoyo de miembros de su seminario y faltas de fuente de informacién suponian otros

97



Capitulo 3

obgaculos para incorporar la probabilidad en la ensefianza.

En un estudio cualitativo con profesores alemanes Eichler (2008) diferencia entre el
curriculo oficial (marcado por las directrices curriculares), el pretendido por el profesor,
el llevado al aula y el aprendido por los estudiantes. Clasifica a los profesores en su
investigacion respecto a su vision estética frente a una vision mas dindmica de las
matematicas y la orientacion hacia la matematica formal versus aplicaciones
matematicas. Realiza una investigacion sobre las creencias de los profesores alemanes
sobre la estadistica, en relacion con cada una de las fases del curriculo anteriormente
citadas.

Respecto al curriculo pretendido, Eichler indica una alta aceptacion del curriculo de
estadistica por parte de los profesores, la mayoria de los cuales esta, en principio, a
favor de su ensefianza, lo que concuerda con los resultados de los trabajos citados de
Estrada y sus colaboradores. Otro resultado del autor es que el curriculo pretendido por
los profesores en su estudio se adecuaba, en general, al curriculo oficial marcado en las
directrices curriculares. Sin embargo, el autor muestra como el curriculo efectivamente
implementado en la clase para alumnos del mismo nivel educativo varia
considerablemente dependiendo de estas creencias, sobre todo de la vision estatica o
dinamica de la estadistica y la preferencia por la formalizacion frente a las aplicaciones.
También el aprendizaje del estudiante depende en gran medida de estas ideas, pues esta
influenciado por la ensefianza que recibe, marcada fuertemente por las creencias del

profesor.

3.2.4. CONOCIMIENTOS ESTADISTICOS

La forma en que el profesor comprende el contenido mateméatico ha sido analizada
usando diferentes marcos teéricos o conceptuales, intentando describir qué conocen y
como lo conocen en relacion al contenido matematico. Con este tipo de preguntas de
investigacion el marco teorico utilizado determina las categorias de analisis del
conocimiento de matematicas de los profesores o estudiantes para profesor (Llinares,
1998).

Como hemos indicado, Ball, Lubienski y Mewborn (2001) hablan del conocimiento
matematico para la ensefianza, que se describe en Hill, Ball, y Schilling (2008) como
“el conocimiento matematico que utiliza el profesor en el aula para producir

instruccion y crecimiento en el alumno(p. 374). Dentro del conocimiento del
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contanido matematico distinguen entre Conocimiento Comun del Contenido (CCK),
Conocimiento Especializado del Contenido (SCK), y Conocimiento en el Horizonte
Matematico.

El interés de analizar los conocimientos matematicos de los profesores se debe a que
muchas tareas cotidianas del profesor en la clase de matematicas, talesndagar “
lo que los estudiantes conocen, elegir y manejar representaciones de las ideas
matematicas, seleccionar y modificar los libros de texto, decidir entre modos posibles
de accion” (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001, p. 453) dependen de su razonamiento y
conocimientos matematicos.

En el caso de la estadistica, la investigacion que resumimos a continuacién revela
una variedad de dificultades y errores conceptuales entre los futuros profesores de
educacién primaria. En esta seccion analizamos las dificultades que afectan al
conocimiento de los objetos matematicos ligados a los graficos que fueron analizados
en el capitulo 1. Las dificultades especificas de los profesores relacionadas con los

gréficos estadisticos se analizan independientemente en la seccion 3.3.9.3.

Medidas de posicion central

Batanero, Godino y Navas (1997) analizan las respuestas de 273 estudiantes de una
Facultad de Ciencias de la Educaciéon a un cuestionario escrito que incluye cuatro items
de opciones multiples sobre distintos aspectos interpretativos de la media aritmética.
Complementan el cuestionario con entrevistas a alumnos que exhiben errores tipicos.

Sus resultados muestran la existencia de errores conceptuales y dificultad de
aplicacion practica de los conocimientos sobre los promedios en los estudiantes. Entre
los mas frecuentes, encuentran que el 40% de la muestra no desecha los valores atipicos
para calcular la media, el 30% sobrevalora la dispersion de los datos y el 60% no
conoce la relacion entre media, mediana y moda en distribuciones simétricas. Los
autores sugieren que estos resultados muestran la necesidad de potenciar los contenidos
estadisticos en la formacion de profesores. Ademas explican el alto porcentaje de
errores en los items analizados por el hecho de que en la ensefianza primaria y
secundaria se da un escaso o nulo tratamiento adecuado de los valores atipicos y a que
la ensefianza de los promedios se centra habitualmente en la presentacion de los
algoritmos y férmulas y su aplicacion a casos estereotipados. Concluyen que esta
aproximacion no permite que los alumnos comprendan el significado integral del

concepto.
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Estrada, Batanero y Fortuny (2004b) llevaron a cabo un estudio con 387 futuros
profesores en la universidad de Lleida, mostrando que una proporcién preocupante de
los participantes no dominaban los conceptos elementales de estadistica que han de
ensefar a sus futuros alumnos. Un 45% de la muestra no tuvo en cuenta el efecto de los
valores atipicos sobre la media, 28% interpretaron incorrectamente la concepcién
frecuencial de la probabilidad, 45% confundieron correlacién y causalidad, 24% no
invirtieron adecuadamente el algoritmo de la media, 30% fueron insensibles al sesgo en
el muestreo, 15% pensaron que no es posible dar una estimacion cuando hay fluctuacion
aleatoria y otro 30% tuvo otras confusiones respecto al muestreo.

Groth y Bergner (2006) investigaron sobre la comprension de los conceptos de
media, mediana y moda por parte de 46 profesores en formacion de escuela primaria y
secundaria. En su estudio los participantes tuvieron que explicar las diferencias y
similitudes entre los conceptos estadisticos de media, mediana y moda. Los autores
distinguieron entre 4 diferentes categorias sobre la comprensién de dichos conceptos
estadisticos por parte de los futuros profesores: (a) uniestructural/concreto simbalico;
(b) multiestructural/concreto simbalico; (c) relacional/concreto simbdlico; (d) abstracto.

Hubo 8 futuros profesores que trabajaron en el nivel uniestructural/ concreto
simbdlico debido a que sus respuestas sélo usaban la definicidn literal de los conceptos
de media, mediana y moda para obtener similitudes y diferencias entre los distintos
promedios. Veintin futuros profesores respondieron dentro del nivel
multiestructural/concreto simbdlico, ya que sus respuestas mostraban que los promedios
qgue tenian que estudiar representaban mas un objeto matematico que un simple
procedimiento de calculo. Trece de los participantes mostraron en sus respuestas el
nivel relacional/concreto simbdlico, pues sus respuestas iban mas alla de
procedimientos para encontrar determinadas medidas para asi concluir a cerca de
caracteristicas “tipicas” sobre un conjunto particular de datos. Finalmente 3 futuros
profesores trabajaron dentro del nivel superior o nivel abstracto, ya que las respuestas
que proporcionaron iban mas alla de conocimiento procedimental e incluian una
discusion sobre cuando una determinada medida de posicién central seria mas util para

un cierto conjunto de datos.

Variacion
La importancia del concepto de variacion en estadistica ha sido resaltada por Wild y

Pfannkuch (1999), quienes la consideran por como el nucleo de su modelo sobre
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razonamiento estadistico. A pesar de ello, la investigacion de Silva y Coutinho (2008)
muestra que el razonamiento predominante de los profesores brasilefios sobre la
variacion es verbal, o que les impide ensefiar a sus estudiantes el significado de
medidas tales como la desviacion tipica, limitandose a la ensefianza de algoritmos.

Para llevar a cabo dicha investigacion se pidid a los profesores gque realizasen una
encuesta y usasen los datos obtenidos sobre la edad de los participantes en la encuesta
para crear su distribucion. Los autores analizaron el razonamiento de la variacion por
parte de los profesores cuando estos analizaron la distribucion de las edades. Después de
organizar los datos una tabla de frecuencias y representarlos en un histograma, se pidio
a los profesores pensar sobre distintos modos de representar el conjunto de las edades.
Ninguno fue capaz de integrar el razonamiento sobre la media, con el significado de la
desviacion respecto a la media, ni estimar la frecuencia en el intervalo de k desviaciones
tipicas desde la media.

Makar y Confrey (2005) analizaron por medio de varias entrevistas realizadas a lo
largo del curso que estaban atendiendol7 futuros profesores de educacion secundaria de
matematicas y ciencias, como estos usaban la nocién de variacion cuando comparaban
dos distribuciones EI estudio mostr6 como los futuros profesores expresaban
importantes ideas sobre variacién al comparar dos distribuciones y que lo hacian a
través de un lenguaje tanto estandar como no estandar. Algunos ejemplos de
expresiones estandar en estadistica de las usadas por los futuros profesores fueron:
proporcién, media, madximo/minimo, tamafio muestral, valores atipicos, rango, forma y
desviacion tipica. La inclusion de lenguaje estandar en las respuestas de los futuros
profesores fue aumentando desde la primera semana hasta el final del curso, destacando
que el término desviacion tipica fue usado por uno solo de los participantes en la
primera entrevista y por sélo dos de ellos en la segunda.

En los intentos de los profesores de expresar ideas sobre la variacion, en las
entrevistas llevadas a cabo con los mismos, emergieron dos categorias de términos no
estandar para al expresar ideas sobre la variacion y que correspondian a ideas intuitivas
sobre dispersion (agrupado, disperso) y distribucion (triadas, agrupaciones modales); el

uso de estos términos también crecid.

Distribucion
Respecto a la distribucion, otra idea central del razonamiento estadistico, y que

aparece implicita en los graficos estadisticos, Canada (2008) analizé el razonamiento de
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estudiantes de secundaria y futuros profesores cuando comparan conjuntos de datos con
la misma media y diferente dispersion. El autor indica que la comprension de la idea de

distribucion se mostrara cuando el sujeto sea capaz de razonar simultaneamente
respecto a los promedios y dispersion para realizar dicha comparacion. A pesar de ello,
aungue el grupo de futuros profesores tuvo mejor rendimiento que el de los estudiantes
en la tarea propuesta, todavia un 35% de los futuros profesores pensaba que dos
conjuntos de datos con la misma media eran iguales, aunque la dispersion fuese muy
diferente. Por tanto su comprension de la idea de distribucidon no era completa.

Mickelson y Heaton (2004) estudiaron como una profesora de tercer curso de
primaria razonaba con la idea de distribucion a la hora de aplicar sus conocimientos en
unas clases donde ensefiaba a sus alumnos mediante una investigacion estadistica.
Dependiendo de los distintos contextos, la profesora aplicaba razonamientos
estadisticos sobre distribuciones, tanto de manera adecuada como demasiado ingenua.
Parecia también que era menos capaz de mostrar un conocimiento profundo sobre la
idea de distribucién cuando la investigacion llevada a cabo en la clase implicaba el
trabajo con tareas abiertas basadas en datos reales que al trabajar con tareas estandares
tomadas de libros de texto.

Pfannkuch (2006) estudié el razonamiento llevado a cabo por un profesor de
secundaria cuando este realizaba inferencias informales al comparar graficos de cajas e
interpretar las distribuciones representadas por dichos gréaficos. La investigacion
permiti6 desarrollar un modelo compuesto de diez elementos diferenciados que
categorizan el pensamiento del profesor y permiten describir la naturaleza y el tipo de
razonamiento inferencial informal cuando los estudiantes trabajan comparando

distribuciones.

Conocimiento puesto en practica

Respecto al conocimiento de la estadistica puesto en practica en la ensefianza, es
decir, el conocimiento especializado del contenido estadistico, algunas investigaciones
examinan a profesores en ejercicio durante su ensefianza, observandolos a lo largo de un
periodo de tiempo y deduciendo su conocimiento a partir de esta observacion
complementada con entrevistas o a través de otros medios. Las pocas investigaciones al
respecto indican que este conocimiento especializado de la estadistica es también escaso
Los tres profesores participantes en el estudio de Jacobbe (2008) fueron entrevistados a

lo largo de un periodo dilatado, observando sus clases y las tareas propuestas a los
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alumos durante las mismas. A pesar de tratarse de profesores muy motivados y tener
una amplia experiencia de ensefianza, el estudio mostr6 no poseian suficiente
conocimiento de la mediana para ensefarla. Por ejemplo, algunos hacian errores de
calculo elementales, como no ordenar los datos para calcular la mediana; otros no
sabian decidir en qué situaciones es necesario calcular la media o la mediana, ni eran
capaces de describir verbalmente la diferencia entre los dos conceptos.

Son pocos los profesores que tienen experiencia previa con investigaciones y
proyectos estadisticos o con experimentos y simulaciones en probabilidad. Asi en el
estudio de Stohl (2005) los profesores observados fallaron al implementar el enfoque
experimental en la ensefianza de la probabilidad, porque las tareas que proponian a los
estudiantes eran casi en exclusividad tareas con muestras pequefas. Por este motivo los
estudiantes de estos profesores no pudieron apreciar la convergencia o el efecto del
tamafio de la muestra sobre la misma, es decir no llegaron al punto central del enfoque
frecuencial de la probabilidad. En otras sesiones, al trabajar con proyectos estadisticos
en la clase, los profesores perdieron oportunidades para implicar a los estudiantes en la
investigacion y para profundizar en sus razonamientos. Especialmente se perdieron
estas oportunidades en las fases de analisis de los datos e interpretacion de los
resultados obtenidos.

3.2.5. CONOCIMIENTO DIDACTICO

Los profesores también necesitan formacion en el conocimiento del contenido
didactico relacionado con la educacion estadistica, a la que no pueden transferirse
algunos principios generales validos para otras ramas de las matematicas (Batanero,
Godino y Roa, 2004). Estos conocimientos se adquiriran preferentemente durante el
ejercicio de la docencia y esto es especialmente problematico en el caso de la
estadistica. La razon es que hasta el momento se ha dado poca oportunidad para un
desarrollo profesional de los profesores de educaciéon primaria en estadistica, al tratarse
de un tema nuevo en los curriculos. Por este motivo, aunque reconocemos el papel de la
practica profesional en la adquisicion del CDC por parte de los profesores, sera
necesario dotarlos con algunos elementos iniciales de este conocimiento, que permita su
desarrollo posterior.

Por otro lado, las escasas investigaciones relacionadas con el conocimiento del

contenido didactico de los profesores para ensefiar estadistica sugieren que este
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conodmiento es escaso. En esta seccion analizaremos las investigaciones relacionadas
con el conocimiento del profesor para ensefiar otros temas estadisticos y posteriormente
se analizaran los conocimientos requeridos para la ensefianza de los graficos
estadisticos.

Cai y Gorowara (2002) llevaron a cabo una investigacion en la que participaron 12
profesores noveles y 11 profesores experimentados en la practica docente. En dicha
investigacion se estudiaron las concepciones y la construccion de representaciones para
la ensefianza del concepto de media por parte de los dos grupos de profesores. Los
profesores noveles se iniciaban en la enseflanza como una segunda carrera y/o poseian
una licenciatura en matematicas o psicologia. Los profesores experimentados eran
profesores de grados 6 0 7 y que poseian dotes de liderazgo en sus escuelas.

Para dicha investigacion se recogieron los datos por medio de las siguientes tareas
qgue tuvieron que realizar los profesores: (1) planificar una lecciéon centrada en el
concepto de media; (2) responder a los posibles modos en que los estudiantes de grado 6
0 7 podrian responder a una serie de preguntas que estaban relacionadas con la media;
(3) evaluar las respuestas de los estudiantes a algunas preguntas anteriores.

Los resultados mostraron que los dos grupos de profesores (con o sin experiencia)
fueron capaces de responder a las preguntas que se les propuso en el apartado (2)
anteriormente citado. Del total de la muestra fueron 8 los profesores experimentados y 2
los profesores noveles que fueron capaces de proporcionar multiples estrategias para
resolver los problemas. Dentro del conjunto de profesores noveles, s6lo uno de ellos fue
capaz de resolver las tareas sin usar un enfoque algoritmico.

Otro aspecto a destacar en los resultados de este estudio fue que aunque se pidié a
los profesores que indicaran los modos en los que los estudiantes podrian resolver las
preguntas, los profesores sin experiencia no trataron los posibles errores conceptuales
qgue podrian tener los estudiantes mientras que los profesores experimentados si que
tuvieron en cuenta los posibles errores conceptuales al resolver casi todas las tareas. El
resto de tareas que estaban relacionadas con la planificacion de una leccion y la
evaluacion de las respuestas de los estudiantes proporcionaron resultados similares en
ambos grupos. Sin embargo, los resultados del estudio mostraron que segun los
profesores ganan experiencia docente y adoptan mayores roles de liderazgo son mas
capaces de reflexionar sobre los posibles errores conceptuales de sus estudiantes para
mejorar su propia comprension y asi como para mejorar su habilidad al hacer frente a

los errores mostrados por sus estudiantes.
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Es también patente la dificultad de algunos profesores al trabajar con proyectos y
problemas abiertos en matematicas (Jaworski, 1994; Ponte, 2001). En el caso de la
estadistica, un tema fundamental es que los proyectos se usen para ensefar
razonamiento estadistico y no calculos rutinarios. Por ello es importante ver si los
profesores son capaces de reconocer qué conceptos pueden ser estudiados a partir de un
proyecto o un conjunto de datos dado e implementar una ensefianza efectiva en una
clase utilizando proyectos estadisticos.

En la investigacion de Chick y Pierce (2008) los profesores participantes no
hicieron un uso adecuado de los datos y proyectos al planificar sus lecciones, pues
fallaron en sacar a la luz los conceptos latentes, a pesar de la riqueza de conceptos de la
situacion didactica planteada. Por el contrario se limitaron a pedir calculos o nuevos
gréaficos, con pocas actividades de interpretacion.

Por otro lado, los libros de texto y materiales curriculares preparados son
insuficientes, en algunos casos, como soporte para el profesor. Ello es debido a que
presentan una vision muy parcial de los conceptos (por ejemplo, sélo la aproximacion
clasica a la probabilidad o la inferencia). En otros casos las aplicaciones se limitan a
juegos de azar, o no se basan en datos tomados de aplicaciones reales. También
aparecen en ocasiones definiciones incorrectas o incompletas de los conceptos
(Cardeiioso, Azcarate y Serrado, 2005).

Watson (2001) examiné el conocimiento de los profesores sobre las dificultades de
sus alumnos con la probabilidad y la estadistica. Cuando se les pregunté por las
dificultades de los alumnos, so6lo dos profesores de primaria que participaron en el
estudio mencionaron haber encontrado dificultades, mientras que trece profesores de
secundaria indicaron dificultades en aspectos procedimentales o conceptuales. Aunque
estos datos sugieren que los profesores son capaces de identificar los problemas de los
alumnos, también muestran que estos se centran principalmente en aspectos de
procedimiento y su didactica se basa en un enfoque computacional que busca las
clasicas respuestas simples.

Asi mismo, Watson afirmé que habia pocas pruebas de que los profesores de
secundaria usaran actividades basadas en la simulacion y toma de muestras para reforzar
la teoria. Por otro lado, aunque los profesores de primaria utilizaban lecciones basadas
en actividades, no parecia existir un enfoque coherente hacia el estudio de los conceptos
estadisticos.

Watson (2001) mostré que algunos profesores tenian una apreciacion muy limitada
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de cdmo sus alumnos podrian contestar preguntas tales como encontrar un error en un
gréfico circular o identificar un error en un informe relacionado con la media en el
muestreo de una poblacion. Asimismo, los profesores, a menudo se limitaban a sugerir
como ellos podrian utilizar las respuestas de sus alumnos en su salon de clases.
Posteriormente, Watson (2005), utilizé el cuestionario anterior como base para un
nuevo cuestionario que permitiera evaluar el conocimiento que tienen los profesores
para conseguir una alfabetizacion cuantitativa (quantitative literacy), es decir, la
habilidad que tienen para usar las matematicas en la vida cotidiana, en el trabajo, la
comunidad y la vida diaria.

Burgess (2008) se interes6 en explorar los conocimientos del profesor para
ensefar estadistica usando su modelo de conocimiento (Burgess, 2006)
descrito anteriormente. Para ello, comparo el conocimiento de dos profesores
de educacion primaria, en una experiencia de ensefianza que usaba varios
conjuntos de datos multivariados. Los profesores desarrollaron su propia
secuencia de la leccion. El desarrollo de cada una de ellas fue grabado en
video. El autor analiza el conocimiento puesto en practica (o que no pudo poner
en préactica) por cada profesor en las diferentes categorias de su marco teorico,
mostrando con episodios los diferentes tipos de conocimientos.

En algunos casos, las observaciones indicaron oportunidades perdidas de
usar uno de estos tipos de conocimiento. Mientras que uno de los profesores
s6lo perdid cuatro oportunidades cuando podia haber usado el conocimiento el
otro perdié catorce. Ejemplo de estas oportunidades perdidas serian no
verificar la correccidon de la interpretacion de un ejercicio por parte de los
alumnos, perder oportunidad de usar conocimiento relacionado con la

transnumeracion; o bien con conocimiento del contenido y los estudiantes.

3.2.6. CONCLUSIONES SOBRE CONOCIMIENTOS DE LOS PROFESORES
PARA ENSENAR ESTADISTICA

Para finalizar esta primera parte del estado de la cuestidon, recogemos las
conclusiones mas importantes extraidas de su estudio. Observamos, en primer lugar, la
poca atencidén que en la investigacion didactica se ha dado al estudio de las actitudes,
creencias y conocimientos de los profesores de estadistica, en comparacién con la

abundante literatura existente para el caso de la matematica. Solo con el reciente Joint
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ICMI/IASE Study “Teaching Statistics in School Mathematics. Challenges for Teaching
and Teacher Education” ha surgido el interés por la investigacion en este tema y el
estudio de algunos modelos sobre el conocimiento del profesor en el campo de la
estadistica. Hay que destacar que esta investigacion esta aumentando notablemente
desde que se inicio la llamada a dicho estudio en el afio 2005, por lo que consideramos
este dato apunta a la relevancia actual de nuestro propio trabajo, ya que en el capitulo 5
evaluamos los conocimientos didacticos estadisticos que los futuros profesores de
educacién primaria ponen en juego al analizar una proceso de ensefianza.

Respecto al estudio de las actitudes, los trabajos existentes se centran en su mayor
parte en profesores de educacion primaria e indican una actitud positiva e interés por la
ensefianza, aunque también desconfianza en sus propias capacidades para ensefar la
materia e incluso miedo o percepcién de la dificultad para aprenderla. Similares
resultados arrojan los estudios sobre creencias y muestran la relevancia que estas
creencias pueden tener sobre el curriculo realmente aprendido por los estudiantes. Seria
interesante, entonces continuar el estudio de las actitudes y creencias de los profesores
de secundaria y con el disefio de planes para su mejora.

Las investigaciones sobre conocimientos de los profesores, también realizados en su
mayor parte con futuros profesores de educacion primaria, muestran un conocimiento
muy deficiente de temas basicos que han de ensefiar a sus alumnos. Aunque en esta
parte del estado de la cuestion no hemos hecho referencia a los graficos estadisticos, que
se presentan mas adelante, los resultados son semejantes en el caso de los graficos. No
obstante, las muestras empleadas han sido muy limitadas y las tareas muy cerradas, por
lo que se deduce el interés de continuar esta linea de investigacion.

Finalmente, las investigaciones que tratan de evaluar o desarrollar el conocimiento
didactico del contenido o sus componentes para el caso de la estadistica son
practicamente inexistentes, por lo que nuestra aportacién en este apartado contribuira a

cubrir una necesidad actual en la formacion de profesores.
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3.3. INVESTIGACIONES SOBRE COMPRENSION DE GRAFICOS
ESTADISTICOS.

3.3.1. INTRODUCCION

Watson (2006) indica que son muchas las habilidades necesarias para llegar a
desarrollar una buena competencia grafica, y el desarrollo de las mismas esta
relacionado con el aprendizaje de distintos elementos del curriculo de matematicas
como pueden ser los porcentajes, fracciones, proporcionalidad, o geometria, como ya se
analizo en el capitulo 1.

En lo que sigue resumimos las investigaciones relacionadas con las competencias y
niveles de comprension de graficos estadisticos, asi como errores frecuentes
relacionados con los mismos. En primer lugar, se analizan los elementos que componen
el grafico, para seguidamente reflexionar sobre su caracter semioético; precisamente la
actividad semidtica necesaria para la construccion e interpretacion de graficos la
usaremos para definir posteriormente un nivel de complejidad semidtica en los graficos
construidos por los participantes en el estudio.

Son numerosas las investigaciones sobre comprension de graficos estadisticos; por
ello dedicamos unos apartados al analisis de la definicion de comprension grafica, el
estudio de los niveles de comprension grafica y de comprension critica de graficos. Otro
grupo de investigaciones se ha centrado en los errores en la lectura y elaboracién de
gréficos, que se presentan muy resumidamente, asi como algunas reflexiones sobre el
uso de los graficos en analisis exploratorio de datos.

Puesto que nuestro trabajo se centra en futuros profesores, dedicamos también un
apartado a las investigaciones que han analizado la comprension grafica en este
colectivo. Diferenciamos las que se refieren a la construccion de graficos, la lectura e
interpretacion y el conocimiento didactico del contenido. Finalmente presentamos

nuestras conclusiones sobre esta parte del estado de la cuestion.

3.3.2. ELEMENTOS ESTRUCTURALES DE LOS GRAFICOS
ESTADISTICOS

Un primer punto investigado por diversos autores es la competencia en la lectura de

graficos. Encontramos graficos en la prensa diaria, en Internet y también en textos de
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materias como las ciencias sociales. Seria por tanto necesario que una persona culta

fuese capaz de comprender la informacién expresada en los mismos, aunque esta

competencia no es sencilla, pues para ello es necesario conocer los elementos

estructurales de los distintos graficos estadisticos, que varian de unos graficos a otros y

cuya identificacion permite una posterior interpretacion y lectura del gréfico.

Mostramos a continuacion diversas investigaciones en las que se definen distintos

elementos constituyentes de los gréficos.

Para Kosslyn (1985) un grafico tiene los siguientes elementos constituyentes:

* Segundo plano plano de fondogue sirve de soporte al grafico y que en la mayoria
de los graficos es blanco, pero que podria variar dependiendo del grafico y tratarse
de una fotografia o dibujo.

» Estructuradel grafico, que nos da informacion sobre las entidades que estan siendo
representadas y que se relacionan entre si. En muchos de los gréficos dicha
estructuraesta constituida por los ejes cartesianos, pero no sigpmrejemplo en
los graficos de sectores.

» Contenido pictéricogue consiste en la forma por la que los datos son representados
y transmitidos a través del grafico, siendo lineas en el grafico de lineas, barras para
los histogramas y graficos de barras, circulos y sectores circulares en los graficos de
sectores, etc.

» RoOtulos que proporcionan informacién de ayuda a la hora de interpretar los distintos
gréficos. Dichos rotulos estan formados por letras, palabras, frases y numeros,

dentro de titulo del grafico y de los ejes, marcas, etc.

Cuando se pide a un estudiante interpretar un grafico, el estudiante debe realizar la
traduccién entre lo representado en el grafico y la realidad, por lo que esta traduccién
requiere conocimientos sobre las componentes y los convenios de construccion del
gréfico. Un grafico queda determinado por los siguientes elementos (Curcio, 1987):

« Laspalabrasqueaparecen en el gréfico, como el titulo del gréfico, las etiquetas de
los ejes y de las escalas, y que proporcionan las claves necesarias para comprender
el contexto, las variables y las relaciones expresadas en el grafico.

e El contenido matematico subyacente. Por ejemplo, los conjuntos numeéricos
enpleados y otros conceptos matematicos implicitos en el grafico que el estudiante
ha de dominar para interpretarlo, como los de area en un grafico de sectores,

109



Capitulo 3

longtud en un grafico de lineas o sistema de coordenadas cartesianas en un
diagrama de dispersion.

« Los convenios especificogue se usan en cada tipo de grafico y que se deben
conocer para poder realizar una lectura o construccion correcta. Por ejemplo, el
alumno ha de conocer que en un diagrama de sectores, la amplitud del sector es
proporcional a la frecuencia. En diagrama de dispersién, cada punto representa un
caso Yy las coordenadas del punto los valores de las dos variables representadas. En
algunos graficos estadisticos estos convenios no son sencillos, como ocurre en el

grafico de la caja.

Partiendo del andlisis anterior, Friel, Curcio y Bright (2001) identifican los
siguientes elementos estructurales de un grafico estadistico:

- El titulo y lasetiquetasindican el contenido contextual del gréfico y cuéales son las
variables en él representadas. Sera importante incluir un titulo y etiqguetas no
ambiguos.

« El marco del gréfico, que incluye los ejes, escalas, y marcas de referencia en cada
eje. Dicho marco proporciona informacién sobre las unidades de medida de las
magnitudes representadas. Puede haber diferentes tipos de marcos y sistemas de
coordenadas (lineales, cartesianas bidimensionales o multidimensionales, polares).

« Losespecificadoresld grafico son los elementos usados para representar los datos,
como los rectangulos (en el histograma) o los puntos (en el diagrama de dispersion).
Los autores nos alertan de que no todos los especificadores son igualmente sencillos
de comprender, sugiriendo el siguiente orden de dificultad: (a) Posicidon en una
escala homogénea (graficos de linea, de barras, de puntos, algunos pictogramas e
histogramas); (b) posiciéon en una escala no homogénea (graficos polares, graficos
bivariantes); (c) longitud (graficos poligonales o estrellados sin ejes de referencia,
arboles); (d) angulo o pendiente (grafico de sectores, discos); (e) area (circulos,
pictogramas), volumen (cubos, algunos mapas estadisticos); y (f) color (mapas
estadisticos codificados mediante color).

» El fondoque ncluye los colores, la cuadricula e imagenes sobre el que puede ser

representado el gréfico.
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3.3.3. EL GRAFICO COMO OBJETO SEMIOTICO

Definidas las componentes del grafico, pasamos a analizar la actividad semiotica
involucrada en su interpretacion segun diversos autores.

Bertin (1967) desarrollé una taxonomia de los componentes de los gréficos,
introduciendo una gramatica para su descripcion, cuyos elementos son simbolos que
indican por ejemplo el tipo de variable representada o como debe ser ésta representada
en un grafico. Para este autor un gréafico es mas eficaz que otro cuando para obtener una
respuesta correcta a una cuestion, el tiempo de inspeccion de dicho grafico es menor
gue para otro que represente la misma informacién. Asi la eficacia de un grafico esta
ligada a la facilidad de obtener informacion en cualquiera de las etapas de su lectura.

Bertin asume la premisa de que un gréafico es un texto multimodal; tanto en su
conjunto como los elementos que lo componen estan constituidos por conjuntos de
signos que requieren una actividad semidtica por aquellos que los interBaiaitlera
el grafico como un sistema semiético complejo, e indica que se requiere un conjunto
minimo de elementos para poder construir o interpretar un gréafico, es decir transmitir la
informacion necesaria para establecer una correspondencia entre cada simbolo y su
significado.

Bertin desarrollo la llamada&eoria de la imagengue consta de dos puntos: las
etapas en el proceso de lectura de un grafico y las posibles cuestiones y niveles de
lectura. Para leer un gréfico el lector tiene que realizar tres operaciones sucesivas:

« ldentificacion externa, proceso consistente en encontrar los referentes conceptuales
y dd mundo real relativos a la informacién contenida en el grafico y que se extrae a
través del andlisis de los rotulos alfanuméricos del grafico.

« Identificacion interna, consiste en identificar las dimensiones relevantes de
variacion en el contenido pictorico del gréafico y determinar correspondencias entre
las dimensiones visuales y las conceptuales o escalas.

« Percepcion de la correspondencia, operacion por la cual se usan los niveles
pariculares de cada dimensién visual para obtener conclusiones sobre los niveles

particulares de cada dimension conceptual.

Observamos que, en cada uno de los pasos descritos por Bertin en la lectura de un
grafico se puede identificar una o varias funciones semiéticas, en el sentido de Eco

(1977), quien las define como correspondencia entre un antecedente (expresion) y un
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congcuente (contenido), establecida por un sujeto. En la lectura de graficos el
estudiante debe realizar varias actividades de traduccion, entre el grafico en su conjunto
0 una parte del grafico y lo representado.

Una informacion que se obtiene de un grafico consiste en una relacion que puede ser
establecida entre elementos, subconjuntos o conjuntos de dicho grafico. Asi para un
conjunto de datos se puede hacer un numero finito de preguntas para obtener
informacion. Bertin argumenta que en general, siempre son posibles dos tipos de
preguntas: (a) dada una entra@ncontrar el valor d&, lo que corresponde a una
lectura directa 6 (b) para un determinado valorydencontrar la entrada o entradas
correspondientes I que corresponde a una lectura inversa.

Bertin (1967) definidmagen como una forma visual significativa-perceptiva dentro
de un instante minimo de vision. Una imagen se forma a través de la percepcion de las
correspondencias originadas por una cuestiéon: (a) primero se define una entrada en X,
(b) luego se observa la correspondencia: por ejemplo un punto, (c) y por altimo una
identificacion de salida, es decir la respuesta. ElI autor denomind seleccionavisual
proceso de centrarse en una informacion aislandola de las demas contenidas en el
grafico y todo ello en un instante minimo de visién. Hay graficos que permiten con un
solo golpe de vista resaltar todas las correspondencias en una unica forma visual. Asi
Bertin considera que un grafico es mas eficaz cuando cualquier tipo de pregunta, del
nivel que sea, puede ser respondida a través de una sola imagen.

Por su parte Cleveland y McGill (1984) estudiaron la percepcién grafica e
identificaron una serie de tareas que una persona debia poner en juego al leer un grafico
para obtener la informacion cuantitativa presente en éste. Para estos autores, al construir
un grafico, la informacion cuantitativa y categoérica es codificada (por ejemplo por
medio de la posicion o del tamafio) y cuando un persona lee un gréafico debe
descodificar la informacién por medio del proceso denominado percepcidn grafica que
consiste en la “descodificacion visual de la informacion codificada en un grdfico”

531).

El objetivo de los autores fue identificar ciertas tareas elementales de percepcion
grafica que son ejecutadas durante el proceso de descodificacion visual de la
informacion cuantitativa contenida en un grafico. Los autores eligieron la expresiéon
tareas elementales de percepcion gréafica porque una persona realiza una o mas de
dichas tareas visuales para extraer mentalmente el significado de lo representado en la

mayoria de los graficos. Algunas tareas elementales de percepcion grafica propuestas
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por los autores, que son utilizadas por las personas para extraer informacion cuantitativa
de los gréaficos son las siguientes: (a) Comparar la posicion de varios elementos a lo
largo de una escala comun; (b) comparar la posicion de un elemento con respecto a
escalas diferentes; y (c) determinar la longitud, direccion, angulo, area, volumen,
curvatura de un elemento del grafico.

Por ejemplo en un gréfico de barras, una primera tarea seria observar la posicion de
un valor de la variable con respecto una escala comun, pero también seria posible llevar
a cabo tareas como las de comparar las longitudes o las areas de las barras. En los
graficos de dispersion se utilizara la tarea de observar la posicién de los puntos con
respecto a dos escalas (la de cada eje), pero se pueden extraer propiedades como por
ejemplo la ausencia o no de correlacion lineal entre las dos variables representadas, por
medio de la percepcion de la dispersion y direccion de los puntos representados en el
grafico.

Otro de los objetivos de estos autores fue el de ordenar las anteriores tareas segun el
grado de precision que permiten en las conclusiones obtenidas en la lectura de los
gréaficos. A partir de resultados experimentales y basandose en las leyes de la psicofisica
los autores ordenaron las tareas elementales, de mayor a menor precision, como sigue:

» Determinar la posicion de un punto o elemento a lo largo de una escala comun.

« Determinar la posicién cuando se emplean dos escalas no alineadas, por ejemplo, en
el diagrama de dispersion.

« Determinar longitud, direccién y angulo.

e Estimar un area.

« Estimar volumen o curvatura.

Cleveland y McGill (1984) observaron que la identificacion y ordenaciéon de las
tareas elementales no proporcionaba un método completo de cdmo construir un grafico,
ya que existen otros factores que deben tenerse en cuenta, como por ejemplo, el tipo de
grafico adecuado a la informacion. Por otro lado, para estos autores un grafico es mas
adecuado que otro si proporciona conclusiones mas exactas a la hora de interpretarlo.
Por ello consideran que un grafico sera mas util que otro que represente la misma
informacion si su lectura requiere tareas que proporcionan conclusiones mas precisas.
Consideran que un grafico ecelentesi permite al lector extraer informacion
cuantitativa, organizar y percibir patrones y estructuras que no son reveladas por otros

medios de representacion de datos.
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Cleveland y McGill sefialan que si en un mismo gréafico cartesiano se representan
dos o mas distribuciones o funciones, resulta mas dificil de interpretar. Sin embargo,
Lewandowsky y Spence (1989) argumentan que es posible representar en un mismo
grafico dos o mas distribuciones o funciones si se utilizan simbolos o estrategias que

permitan distinguirlas claramente.

3.3.4. DEFINICIONES DE LA COMPRENSION GRAFICA

Otro tema de investigacion abordado por varios autores es analizar las definiciones,
y componentes en la comprension gréfica.

Kosslyn (1985) construye una teoria de procesos cognitivos basada en modelos de
redes computacionales. Este modelo esta apoyado en datos neurologicos y
neuropsicolégicos que parecen apoyar cada uno de los procesos y estrategias que
intervienen en la generacioén, inspeccion y transformacion de las imagenes. Asi, el autor,
definio tres niveles de andlisis de la comprensién gréfica:

* Nivel sintactico: En este nivel se consideran las propiedades de los elementos
graficos, como por ejemplo decidir si existen distorsiones visuales, o si los
elementos estan ordenados o agrupados adecuadamente en relacion con las
capacidades perceptivas de las personas.

* Nivel semantico, en el cual el objetivo es realizar interpretaciones cuantitativas y
cualitativas y la valoracion del significado del grafico.

* Nivel pragmatico, nivel en el que se busca reconocer la intencion del grafico y

examinar la finalidad de la informacion que se transmite.

Segun Pinker (1990), en la lectura de un grafico se activan una serie de procesos que
estan ligados a las capacidades cognitivas del lector: (a) proceso de reconocimiento que
permite clasificar un grafico como perteneciente a un tipo particular; (b) proceso de
creacion de un mensaje conceptual, en el que se selecciona la informacién disponible a
ser extraida; (c) proceso de cuestionamiento por medio del cual se recupera o codifica
una nueva informacion basada en los mensajes conceptuales (informacion deseada); (d)
proceso inferencial que a través de las reglas de inferencia l6gica y matematica permite
obtener la informacién que se deduce del gréfico, pero no esta explicitamente
representada.
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Ademas Pinker (1990) afirma que la lectura eficiente de graficos depende de dos
factores. El primero de ellos esta ligado a la competencia del lector, dependiendo de su
capacidad de procesamiento de informacion. El segundo esta ligado a la eficacia del
gréfico, es decir, a la capacidad del grafico en si de transmitir informacion, que es
dependiente del tipo de gréafico, los conceptos implicados y de su complejidad
matematica. Friel, Curcio y Bright (2001) definen comprension grafica en la forma
siguiente:

Por comprension grafica nosotros entendemos las habilidades de los lectores de

graficos para entender el significado de graficos creados por otros o por ellos

mismos. Diferentes niveles al hacerse preguntas provocan diferentes niveles de

comprension (pg. 132).

Segun estos autores, la comprension de los graficos o de otra informacién escrita
incluye tres capacidades: traduccion, interpretacién y extrapolacion/interpolacion. En
relacion con los componentes del gréafico, su lectura y construccion, se requieren, segun
los autores los siguientes tipos de competencias relacionadas con el lenguaje de los
graficos:

« Reconocer los elementos estructurales del grafico (ejes, escalas, etiquetas,
elementos especificos) sus relacionesEsta competencia se adquiere cuando es
posible distinguir cada uno de estos elementos y si cada elemento es 0 no apropiado
en el grafico particular, por ejemplo, detectar si una escala es adecuada o no para un
gréfico particular.

e Apreciar el impacto de cada uno de estos componentes la presentacion de la
informacion en un gréafico (por ejemplo, ser capaz de predecir como cambiaria el
gréfico al variar la escala de un eje).

« Traducir las relaciones reflejadas en el grafico a los dajosse representan en el
mismo y viceversa. Por ejemplo, cuando un diagrama de dispersion es creciente,
comprender gque la relacion representada entre las dos variables es directa.

« Reconocer cuando un grafico es mas util que otro, en funcion del juicio requerido y
de lbs datos representados, es decir, saber elegir el grafico adecuado al tipo de

variable y al tipo de problema.

Wu (2004) se interesa por la comprension grafica por parte de alumnos de

Secundaria en Singapur. Para ello define un marco conceptual con cuatro componentes
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sobre la comprension de graficos estadisticos: lectura gréafica, construccién grafica,
interpretacion grafica y evaluacion de graficos estadisticos. El autor justifica la
inclusion de la evaluacion de graficos estadisticos como componente de la comprension
gréfica debido al incremento del uso de graficos estadisticos en los distintos medios de

comunicacion.

3.3.5. NIVELES DE COMPRENSION DE GRAFICOS ESTADISTICOS

Ademas de las competencias anteriores, algunos autores definen niveles de
comprension en la lectura critica de datos y muestran que no todos los alumnos alcanzan
el nivel mas alto durante la educacién secundaria o incluso niveles universitarios. A
continuacion resumimos las teorias de diversos autores al respecto.

Como hemos indicado, Bertin (1967) sugiere que la lectura de un grafico comienza
con unaidentificacion externa (titulo, etiquetas), seguida deidaatificacion interna,
(variables representadas y escala). Finalmente se producgeunc@pcion de la
correspondencia entre los niveles de cada dimension visual para obtener conclusiones
sobre cada variable y sus relaciones en la realidad representada. A partir de estos
supuestos define diversos niveles de lectura de un grafico:

« Extraccion de datqggueconsiste en poner en relacion un elemento de un eje con el
de otro eje. Por ejemplo, en un diagrama de barras leer la frecuencia asociada a un
valor de la variable o bien en un diagrama de dispersién leer las coordenadas de uno
de los puntos.

« Extraccion de tendencias, cuando se es capaz de percibir en el grafico una relacion
ente dos subconjuntos de datos que pueden ser definidos a priori o visualmente. Por
ejemplo al determinar visualmente la moda de una distribucion en un diagrama de
barras, se clasifica los datos en subconjuntos (que tienen un mismo valor para la
variable) y se comparan entre si estos subconjuntos para ver cudl tiene mayor
frecuencia. Otro ejemplo seria detectar la simetria o asimetria de una distribucion a
partir de su representacion en un histograma.

« Analisis de la estructura de los datos, comparando tendencias 0 agrupamientos y
efectuando predicciones. Por ejemplo, cuando se representa en un diagrama de
barras adosadas dos distribuciones y se analizan las diferencias en promedios y

dispersién de las mismas.
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Pam Bertin (1967) un grafico que permite un determinado nivel de lectura permite
también los niveles anteriores, pero lo inverso no es cierto. Otra clasificacion en niveles
de comprensidon de los graficos, muy similar a la anterior, con un gran impacto en
educacion estadistica se debe a Curcio (1989), que denominé a los tres niveles definidos
por Bertin comoleer entre los datoglectura literal del grafico sin interpretar la
informacion contenida en el mismolger dentro de los datoginterpretacion e
integracion de los datos en el graficdggr mas alla de los datdsealizar predicciones
e inferencias a partir de los datos sobre informaciones que no se reflejan directamente
en el gréfico). Este autor mostré que las principales dificultades aparecen en los dos
niveles superiores y que el nivel progresa con la edad de los estudiantes.

Friel, Curcio y Bright (2001) amplian la clasificacion anterior definiendo un nuevo
nivel leer detras de los datansistente en valorar criticamente el método de recogida
de datos, su validez y fiabilidad, asi como las posibilidades de extensién de las
conclusiones.

Wainer (1992) por su parte clasifica el tipo de preguntas que se pueden plantear a
partir de un gréfico, en tres niveles:

« Nivel elemental Preguntas relacionadas Unicamente con la extraccion de datos
directamente del grafico.

« Nivel intermedio. Preguntas relacionadas con la evaluacion de tendencias basandose
en una pde de los datos.

« Nivel superior Preguntas acerca de la estructura profunda de los datos presentados

en su totalidad, usualmente comparando tendencias y viendo agrupaciones.

La base de su formulacion se basa en la distincion entre relaciones de primera,
segunda Yy tercera clase. Las relaciones de primera clase consideran una sola variable
por ejemplo el peso. Las de segunda clase relacionan dos objetos, por ejemplo el peso
de un libro. Las de tercera conectan tres variables, como el peso de un libro de texto. En
los niveles de Wainer las preguntas de nivel elemental se corresponderian con
relaciones de primera clase, las de nivel intermedio con relaciones de segunda clase y
las de nivel superior con las de tercera clase.

Un modelo algo mas complejo es debido a Gerber, Boulton-Lewis y Bruce (1995),
quienes diferencian siete niveles de comprension de graficos, en funcién de las

competencias de los estudiantes para interpretarlos:
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Nivel 1. Los estudiantes no se centran en los datos, sino que asocian algunas
camcteristicas de los mismos, con su conocimiento del mundo en forma imprecisa.
Por ejemplo, si les hacemos una pregunta sobre edades de nifios representados en un
gréfico, pueden responder dando su edad.

Niveles 2 y 3. Los estudiantes se centran en los datos representados, pero de forma
inconpleta. En el nivel 2 no llegan a apreciar el propésito del gréfico e interpretan
s6lo aspectos parciales de los datos, por ejemplo, sélo leen una de las barras del
diagrama de barras. En el nivel 3 los estudiantes aprecian el proposito del grafico y
analizan todos los elementos uno a uno, pero no llegan a una sintesis global, al no
comprender algun elemento especifico que es clave en la representacion. Un caso
seria el estudiante que en una piramide de poblacion interpreta los grupos de edad
(que se refieren a un conjunto de personas) como edades de sujetos individuales.
Niveles 4, 5y 6. Una vez que el estudiante llega a una sintesis global, puede todavia
tene una interpretacion estatica de los gréaficos, y podemos diferenciar tres niveles
diferentes. En el nivel 4 los estudiantes son capaces de analizar una a una las
variables representadas en el mismo grafico, pero no conjuntamente, por ejemplo, si
representamos la esperanza de vida de hombre y mujeres en diversos paises en un
gréfico de lineas, los alumnos interpretan por un lado la esperanza de vida de los
hombres y por otro los de las mujeres. En el nivel 5 se comparan varias variables
representadas en el mismo gréafico; en el ejemplo anterior podrian deducir que la
esperanza de vida en las mujeres es superior a la de los hombres en la mayoria de
paises. En el nivel 6 los estudiantes usan los graficos para apoyar o refutar sus
teorias. No s6lo comparan varias variables en el mismo gréafico, sino sacan
conclusiones generales respecto a una hipotesis, por ejemplo, podrian usar el grafico
anterior para refutar la idea de que la mujer es mas débil que el hombre.

Nivel 7. En el dltimo nivel los estudiantes son capaces de hacer extrapolaciones, y
hacer predicciones para otros datos no representados en el gréfico; en el ejemplo
anterior, podrian deducir la esperanza de vida del hombre, conocida la esperanza de

vida de la mujer, para un pais no representado en el gréfico.
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Tabla 3.3.1.Taxonomia de las habilidades requeridas para responder preguntas en cada

nivel*
Nivel
Autor Nivel elemental Nivel intermedio Nivel superior
Bertin Extraccion de Reduccién en el numero de Reduccién de todos los datos

(1983) | informacion elemental| categorias de datos a través de |aa una afirmacién simple o a
combinacion y compilacion de Igsuna relacion sobre los datos.

datos
Curcio | Obtencioén de Interpretacion e integracion de | Extension, prediccion o
(1987) | informacion para informacion presente en el inferencias para responder
responder preguntas | grafico. El lector completa al preguntas. El lector da una

=

explicitas para las que menos una etapa de inferencia | respuesta que requiere mayd
la respuesta obvia estalogica o pragmatica para pasar deconocimiento.

en el gréfico la pregunta a la respuesta.
Wainer | Extraccion de datos Identificacién de tendencias vis@emprensién profunda de |a
(1992) en partes de los datos estructura de los datos, |a

través de las comparaciones
de tendencias en grupos.

(1) Tomada de Friel, Curcio y Brigth (2001), pg. 130-131

Friel, Curcio y Bright (2001) resumen algunos de los trabajos anteriores en la tabla
3.3.1. Los autores han caracterizado los tipos de preguntas que pueden responderse con
los gréficos. Asi se consideran tres niveles de comprension grafica relacionados con los
tipos de preguntas: un nivel elemental consistente en extraer datos del grafico, un nivel
intermedio en el cual se da interpolacion y encuentran relaciones entre los datos
mostrados en el grafico y finalmente un nivel superior en el cual se da extrapolacion y

analisis de las relaciones encontradas en el grafico.

3.3.6. COMPRENSION CRITICA DE LOS GRAFICOS

Espinel, Gonzalez, Bruno y Pinto (2009) sefialan el papel esencial de los graficos
estadisticos en la sociedad tecnoldgica actual, donde los encontramos en todos los
medios de comunicacion e informacién y todas las ramas de la ciencia y vida
profesional. Por ello, un ciudadano competente debiera poder leer criticamente dichos
gréficos, identificar las tendencias y variabilidad de los datos, y detectar los posibles
errores que puedan distorsionar la informacion representada (Schield, 2006). Sera
importante, entonces asegurar no solo un adecuado nivel de lectura del grafico, sino
también su comprension critica, que ha sido analizada por algunos autores.

Cuando en los niveles de lectura vistos en el apartado anterior, se presta atencién no

s6lo a la interpretacion de los graficos sino también a su valoracion critica, los niveles
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supeaiores se modifican ligeramente (Aoyama y Stephen, 2003, Aoyama, 2007).

Supongamos, por ejemplo, que se da a los estudiantes un grafico que presenta datos

sobre el numero de horas que los adolescentes dedican a los juegos con videoconsola y

el numero de episodios de violencia escolar en que se ven implicados. La grafica

muestra claramente un crecimiento del nimero de episodios de violencia cuando

aumenta el tiempo dedicado a este tipo de juegos. Se pregunta a los estudiantes si
piensan que la violencia escolar disminuiria si se prohibiesen las videoconsolas. Una

vez que los estudiantes llegan a la fase superior en la clasificacion anterior, todavia

podriamos diferenciar tres grupos, en funcién de su capacidad critica, respecto a la
informacion reflejada en el gréfico.

« Nivel Racional/Literal Los estudiantes leen correctamente el grafico, incluyendo la
interpolacion, deteccion de tendencias y prediccion. Para responder la pregunta
planteada, usan las caracteristicas del gréafico, pero no cuestionan la informacion, ni
dan explicaciones alternativas. Una respuesta tipica seria “Si, ya que el grupo de
chicos que jugod juegos durante mucho tiempo también tuvo muchos episodios de
violencia”.

« Nivel Critico.Los estudiantes leen los gréaficos, comprenden el contexto y evalGan la
fiabilidad de la informacion, cuestionandola a veces, pero no son capaces de buscar
otras hipotesis: “Pienso que no, pues aunque los que mas juegan aparecen como mas
violentos en el gréafico, podria haber otras causas, aunque no me imagino cuales”.

» Nivel Hipotético: Los estudiantes leen los gréaficos los interpretan y evalian la
informacion. Forman sus propias hipétesis y modelos: “No estoy de acuerdo en que
la causa de la violencia sea el juego; quizas la falta de atencion de los padres puede
llevar a la vez a que el chico sea violento y que dedique mas horas a jugar con la

consola”.

El trabajo de estos autores muestra que muchos estudiantes, incluso cuando alcanzan
el tercer nivel de lectura en la clasificacion de Friel, Curcio y Bright, no alcanzan el
nivel hipotético en la lectura de los mismos. En nuestro trabajo, ademas de evaluar el
nivel de lectura de los gréaficos en los futuros profesores, también trataremos de analizar

la comprensidn critica que alcanzan en dicha lectura.
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3.3.7. ERRORES EN LA LECTURA Y CONSTRUCCION DE GRAFICOS

Con respecto a la construccion de graficos, Watson (2006) asegura que es
importante dejar libertad a los estudiantes para que en determinados momentos sean
capaces de construir graficos sin demasiadas restricciones. Esto llevara en muchos casos
a que los estudiantes realicen representaciones originales de los datos que aungque no
sean correctas estadisticamente, puedan mostrar buenas intuiciones por parte de los
estudiantes. Ademas los gréaficos incorrectos pueden ser analizados por el conjunto de la
clase, lo que fomentara una vision critica, cosa fundamental para desarrollar el nivel
superior en la jerarquia de cultura estadistica, ya que dentro de este nivel y en relacién
con los gréficos estadisticos, es importante desarrollar una mentalidad critica y curiosa
en los estudiantes para que sean capaces de detectar graficos manipulados y erréneos
gue se encuentren en sus vidas fuera del contexto escolar.

Algunas investigaciones analizan los errores frecuentes en la produccién de los
mismos. El primer paso en su construccion seria elegir un grafico adecuado, tanto al
tipo de variable, como al problema planteado, pero los estudiantes fallan con frecuencia
en esta eleccién. Li y Shen, (1992) analizaron los graficos realizados en los proyectos
estadisticos de sus estudiantes, encontrado alumnos que utilizan poligonos de
frecuencias con variables cualitativas, o diagrama de barras horizontal para representar
datos que debieran representarse en un diagrama de dispersion. Otras veces, construyen
gréaficos sin sentido, por ejemplo se representan variables no relacionadas entre si en un
mismo grafico.

Respecto a las escalas de los gréaficos construidos por los estudiantes Li y Shen
(1992) encontraron los siguientes problemas:

« Elegir una escala inadecuada para el objetivo pretendido (por ejemplo no se cubre
todo é campo de variacion de la variable representada).

« Omitir las escalas en alguno de los ejes horizontal o vertical, o en ambos.

« No especificar el origen de coordenadas.

« No proporcionar suficientes divisiones en las escalas de los ejes.

Encontamos también investigaciones sobre los errores en la lectura y comprensiéon
de gréficos especificos. En el diagrama de barras, al variar la disposicion de los datos
(por ejemplo al usar un diagrama de barras horizontal en lugar de vertical) los

estudiantes pueden tener errores simples de lectura (Pereira Mendoza y Mellor, 1990).
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Lee y Meletiou (2003) nos alertan de cuatro principales categorias de razonamientos
erroneos a la hora de construir, interpretar y aplicar los histogramas en diferentes
contextos de la vida real:

« Percepcion de los histogramas como representacion de datos aislados, suponiendo
gue cada rectangulo se refiere a una observacién particular y no a un intervalo de
valores.

« Tendencia a observar el eje vertical y comparar las diferencias en las alturas de las
baras cuando comparan la variacion de dos histogramas.

« Interpretacion determinista, sin apreciar que los datos representan un fenGmeno
aleatorio que podria variar al tomar diferentes muestras de la misma poblacioén.

e Tendencia a interpretar los histogramas como graficos de dos variables (es decir,

como dagramas de dispersion).

Wu (2004) tratd de clasificar los distintos errores que una muestra de estudiantes de
secundaria en Singapur cometian al trabajar con los distintos tipos de gréaficos. Para ello
usa un test, que consistia en 10 preguntas con 53 items, que pasé a una muestra de 907
estudiantes de secundaria de edades comprendidas entre 13 y 15 afios, realizando
entrevistas a 63 de los alumnos.

El andlisis de los resultados mostré que los estudiantes poseian en general
habilidades relacionadas con la comprension grafica pero que tuvieron mas dificultad al
interpretar o evaluar distintos gréaficos estadisticos, debido a que este tipo de tareas
requeria de realizacion de inferencias a informaciones no mostradas directamente en el
gréfico.

Para resolver los items propuestos por el autor, los estudiantes deberian poseer
habilidades relacionadas con la comprensién, comunicacion y habilidades de célculo.
Una vez analizadas las respuestas se encontraron las siguientes categorias de error: (1)
errores de comprensioén, (2) explicaciones incorrectas, (3) errores de calculo, (4) errores
en las escalas, (5) errores en titulos, etiquetas o especificadores, (6) errores en graficos
de sectores, (7) problemas con el tamafio de los elementos en un pictograma, (8)
confusion entre graficos parecidos pero de naturaleza distinta (por ejemplo, entre
histograma y grafico de barras), (9) confusion entre frecuencia y valor de la variable,
(10) errores al manejar informacion proveniente de los gréficos, (11) problemas en el

uso del contexto. Los mas comunes fueron los referentes a las escalas y especificadores
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del grafico, siendo también frecuentes los errores de comprension de la informacion

representada.

3.3.8. GRAFICOS EN ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

Como se analiz6 en el capitulo 1, las representaciones graficas de datos cobran un
peso importante en el andlisis exploratorio de datos, que potencia y valora el uso de las
representaciones graficas como una buena herramienta de analisis y no s6lo como un
medio de comunicacion. La importancia de los gréaficos dentro del analisis exploratorio
de datos es también resaltada por Ben-Zvi (2000), quien sugiere que:

El andlisis exploratorio de datos es la disciplina de organizacion, descripcion,

representacion y analisis de datos, con una fuerte confianza en las herramientas

analiticas y visuales. Su objetivo principal es dar sentido y buscar mas alla de los
datos para que, de esta manera, junto a la inferencia, se puedan explorar nuevos

datos(p. 130).

Hasta la década de los 90, el andlisis de datos se basé fundamentalmente en el
calculo de estadisticos, y equiparando el analisis con el modelo confirmatorio. En esta
vision, el Uunico proposito era poner a prueba una determinada hipoétesis, suponiendo que
el conjunto de valores se ajusta a un modelo preestablecido, sin pretender explorar
cualquier otra informacion que puede deducirse de ellos (Batanero, Estepa y Godino,
1991).

Segun estos autores, una idea fundamental del analisis exploratorio de datos es que
el uso de diversas representaciones favorece la produccion de nuevos conocimientos.
Por ejemplo pasando de tablas a graficos, se visualiza la estructura de los datos. La
escala en la que una de las variables es observada y registrada no es Unica, por lo que, a
veces, transformando los valores originales a una nueva escala se puede lograr mejor
visualizacion.

Aunque cualquier grafico se puede usar dentro del analisis exploratorio de datos, se
han desarrollado algunos como los diagramas de tronco y los graficos de la caja
especificamente dentro de esta corriente, ya que se facilita la comparacion de varias
muestras y ayudan a que los estudiantes comprendan conceptos mas complejos de

inferencia, como los intervalos de confianza (Biehler, 1994). La experiencia con estos
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graficos también puede contribuir a mejorar la comprension critica, debido a que
ayudan a centrar la atencién en aspectos particulares de la distribucion.

Segun Batanero (2001), la emergencia del analisis exploratorio de datos esta muy
relacionada con la de los métodos multivariantes. Esta posibilidad puede extenderse,
segun Biehler (1994), afiadiendo etiquetas a algunos de los valores del gréfico, o
afladiendo simbolos o colores para los valores de alguna segunda variable. Estas
caracteristicas constituyen una relacion con los datos completamente diferente de la que
se obtiene con la estadistica clasica. Por todo ello, diversos autores han analizado el uso
de los gréficos, dentro del analisis exploratorio de datos por parte de los estudiantes,
como resumimos a continuacion.

Baker, Derry y Konold (2006) disefiaron experimentos con el fin de fomentar en
alumnos de grado 6 (11 afios) razonamientos estadisticos sobre medidas de posicion
central y variacion a partir del trabajo con graficos. Los alumnos trabajaron con
Tinkerplots que es un software disefiado particularmente para trabajar con analisis
exploratorio de datos en la escuela secundaria y permite trabajar con multiples
representaciones de datos estadisticos. Una de sus ventajas es que se puede pasar
facilmente de un grafico a otro, lo que permite a los alumnos crear conexiones entre los
distintos gréficos estadisticos.

Los datos se obtuvieron por medio de un proyecto, que constaba de distintos
experimentos en que habia que comparar las distribuciones de las longitudes de una
muestra de peces criados en una piscifactoria y cuyo crecimiento es modificado
genéticamente y otra muestra de peces normales, donde cada alumno obtenia los datos
mediante simulacion. Inicialmente los alumnos realizaron gréaficos estadisticos de las
dos distribuciones. A partir de los graficos observaban si habia una parte del grafico
donde se agrupasen mayor cantidad de valores (moda). Esta nocion intuitiva la
utilizaban los autores como precursora de otras medidas de tendencia central como la
media. También se observé como determinados estudiantes fueron capaces de observar
diferentes tipos de variacion: entre las distribuciones y entre el tamafio de las muestras.

En otra parte del proyecto, se pedia a los alumnos realizar predicciones y estudiar las
formas de las distribuciones a partir de los graficos que realizaban con Tinkerplots.
También se estudio el razonamiento de los alumnos cuando estos tenian que modificar
los tamafos muestrales, ya fuese por medio de simulacion o por conjuntos de datos
disponibles en el software utilizado. Los autores concluyen que el trabajar con

proyectos estadisticos y Tinkerplots y sus distintas opciones puede ayudar a los alumnos
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a desarrollar lenguaje estadistico y familiarizarse con los graficos para extraer
informacion de ellos, empezando a razonar intuitivamente con conceptos estadisticos
como algunas medidas de tendencia central y dispersion.

Ben-Zvi y Friedlander (1997) analizan los graficos producidos por sus alumnos al
trabajar con proyectos de analisis de datos con ayuda del ordenador, identificando
cuatro categorias:

e Uso acritico: Los estudiantes construyen graficos rutinariamente aceptando las
opciones por defecto del software, aunque no sean adecuadas. Tienen también
dificultad en valorar las relaciones sugeridas en sus representaciones gréficas,
identificando sélo la informacién obvia, por ejemplo los maximos.

« Uso significativo de una representacidos estudiantes construyen correctamente
un grafico si se les indica cual ha de utilizar; también lo pueden justificar en base al
tipo de datos o al problema planteado. Son capaces de modificar y transformar la
grafica (por ejemplo, cambiar una opcién del software) e interpretan los resultados,
pero no son capaces de seleccionar la grafica mas adecuada cuando tienen varias
para elegir.

« Manejo significativo de representaciones multiplésn este caso, los alumnos
toman decisiones en la seleccion de los graficos mas adecuados, toman en
consideracion cudl es la contribucion de éstos a su problema.

e Uso creativo: @ando el alumno elabora un grafico correcto, no habitual, para

presentar y justificar sus ideas.

En otra investigacion posterior Ben-Zvi (2002) evalla las capacidades de los
alumos de 13 afos para dar sentido a datos estadisticos y a sus representaciones. Trata
también de analizar las dificultades con las que pueden encontrarse los alumnos para
pasar de ungision localde los datos (por ejemplo fijarse solamente en un punto de un
gréfico) a unvision globalen la que se necesitan habilidades para buscar, describir y
explicar patrones y tendencias en un conjunto de datos. Sugiere que la obtencion de una
vision global de los datos puede ser un proceso complejo para los estudiantes.

El autor propuso una tarea a 80 alumnos que trabajaron en parejas y habian recibido
clases de analisis exploratorio de datos durante 10 semanas. En una primera parte se
pidio a los estudiantes que realizasen preguntas e hipotesis acerca de la inmigracion en
Israel (desde 1948) a partir de los datos oficiales sobre el nimero de inmigrantes por

afo. En la tarea no se les dio muchas indicaciones a los alumnos para asi observar las
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capacidades de estos al definir preguntas e hipotesis de investigacion y al utilizar
herramientas estadisticas para analizar datos reales. Las preguntas e hipétesis que
formularon los alumnos fueron clasificadas en: contextuales (¢ Cual es el origen de la
mayoria de la inmigracion en Israel?), locales (¢,Cual fue el afio de mayor inmigracion
en Israel?) y globales (¢,Cual es la tendencia en la inmigracion en Israel a lo largo de los
anos?).

En la segunda parte los estudiantes tenian que realizar e interpretar representaciones
de los datos de los que disponian. Se observd que muchos de los estudiantes trabajaron
experimentando con distintos graficos antes de elegir el que pensaban fuese mas
adecuado para obtener conclusiones a la tarea propuesta. Ademas, aproximadamente un
tercio de los alumnos fueron capaces de realizar cambios en sus graficos, por ejemplo
modificando las escalas, para investigar las tendencias de los datos. Las interpretaciones
de las representaciones graficas de los alumnos fueron clasificadas en locales y
globales, y se observo que la mayoria de los estudiantes fueron capaces de interpretar el
grafico de una manera global, observando al menos una de las siguientes caracteristicas
de los datos: sub-grupos, la existencia de variabilidad, ciclos, tendencias o asociaciones.

El autor pudo observar la tendencia de los alumnos a una vision local cuando
empezaron su formacién en andlisis exploratorio de datos, que fue evolucionando a una

vision global, sobre todo, de las representaciones graficas que realizaron.

3.3.9. COMPRENSION GRAFICA DE LOS FUTUROS PROFESORES

Las dificultades con los gréaficos estadisticos no son exclusiva de los estudiantes, sino
gue también se presentan en los futuros profesores, mas concretamente en los alumnos de
las Facultades de Ciencias de la Educacion. A continuacion se examinan las
investigaciones relacionadas con los conocimientos matematicos y didacticos de los

profesores en formacién en relacion a los gréficos estadisticos.

3.3.9.1. CONSTRUCCION DE GRAFICOS

Bruno y Espinel (2005) estudian la forma en que futuros profesores construyen un
histograma de frecuencias a partir de una lista de datos. Dicha investigacion se desarrollo
en dos fases.

En la primera de ellas se partia de la hip6tesis de que la habilidad para representar
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nameros en la recta numérica condiciona la comprension y la realizacion de graficas
estadisticas, en este caso de histogramas y poligonos de frecuencias. Las autoras indican
que agrupar numeros con decimales en intervalos de clases, para construir un histograma,
requiere un claro conocimiento de estos niumeros. Para estudiar esta hipétesis se les paso a
39 alumnos de la Facultad de Educacion una prueba escrita con datos tomados de la prensa
diaria. En la primera pregunta de esta fase se pide a los alumnos construir una tabla de
frecuencias absolutas y relativas y un histograma usando las frecuencias relativas e
intervalos de igual longitud. Sélo 11 alumnos representan las frecuencias relativas, aunque
los alumnos no tuvieron dificultades en representar nimeros decimales en el eje vertical.

Se observa que los alumnos tienen dificultades en representar valores et alreje
cuando son capaces de agrupar los datos en intervalos. Por ejemplo colocan todo el
intervalo en un punto (sin utlizar la marca de clase). Otro error observado es que
representan las barras no solapadas en los histogramas aun siendo conscientes de que estan
trabajando con variables continuas, y estos errores no son atribuibles a la falta de dominio
de la recta numérica.

La segunda fase de esta primera investigacion consisti6 en pasar a los futuros
profesores dos cuestiones. En la primera se les pedia construir un histograma y un
poligono de frecuencias a partir de una tabla de datos ya agrupados en intervalos y en la
segunda tenian que evaluar cinco graficas realizadas por estudiantes (también futuros
profesores de primaria) de las cuales so6lo una era correcta. Esta pregunta tenia como
objetivo observar si los errores de construccion de los histogramas son persistentes en la
lectura reflexiva de los mismos por parte de los futuros profesores.

Los principales errores encontrados en la construccion de los histogramas fueron: usar
barras no adosadas, no colocar etiquetas y omitir intervalos de frecuencia nula. Los
principales errores encontrados en la construccion de los poligonos de frecuencias fueron:
no unir por las marcas de clase, omitir intervalo de frecuencia nula y confusion entre
frecuencia e intervalos. Una reflexion de las autoras es que a partir de ciertos momentos
hay conceptos que se consideran asimilados por parte de los futuros profesores de primaria
y ese es uno de los argumentos que se usan para no ensefar graficos estadisticos en la
Universidad. Su investigacion resalta tanto errores de caracter técnico pero también otros
de caracter conceptual como el no diferenciar lo discreto de lo continuo.

Continuando la investigacion, Bruno y Espinel tratan de comparar los errores de los
futuros profesores en la construccion del histograma y el poligono de frecuencias, con su

evaluacion de histogramas producidos por posibles estudiantes. Practicamente todos los
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estudiantes cometen algun error al construir los graficos, pero lo mas preocupante es la
falta de coherencia entre la forma que los futuros profesores construyen un gréfico y la
forma en que lo evaluan. Ademas, en caso de coherencia se trata de alumnos que cometen
errores en la interpretacion de los graficos, y también consideran correctos los graficos

incorrectos de sus posibles estudiantes.

3.3.9.2. LECTURA Y TRADUCCION DE GRAFICOS

Preocupadas por estos resultados las autoras contintan la investigacion utilizando un
cuestionario sobre cultura y razonamiento estadistico en relacion a los gréficos (Espinel,
2007; Espinel Bruno y Plasencia, 2008). Para ello se adaptaron y seleccionaron una serie
de cuestiones, disefiadas en el proyecto ARTIST (delMas, Garfield y Ooms, 2005). Dos
preguntas evaluaban la cultura estadistica, otras dos el razonamiento estadistico y la
restante ambos aspectos. Ademas se comparan los resultados obtenidos por estudiantes de
La Laguna (137 alumnos) con los obtenidos en la investigacion de delMas en estudiantes
norteamericanos (345 alumnos).

Una de las dos preguntas referentes a la cultura estadistica consiste en la lectura de un
histograma y la otra en la interpretacion de informacion estadistica contenida en otro
histograma. Al comparar los resultados de estas preguntas obtenidos por los estudiantes
espafioles, se ve que obtienen mejores resultados estos en la primera pregunta que los
norteamericanos.

La pregunta de mayor dificultad de las planteadas en la prueba fue la referente al
razonamiento estadistico y que consistia en emparejar un grafico con una descripcion.
Parte de esta dificultad puede deberse a que en lo gréficos utilizados para esta cuestion no
aparecian escalas o valores para poder asociar los graficos a las descripciones basandose en
los contextos. La otra pregunta relacionada con el razonamiento estadistico consistia en
emparejar un histograma dado con un gréafico de cajas de tres que les fueron presentados a
los alumnos, el resultado de esta pregunta fue relativamente bueno en estudiantes
americanos y espafioles. Por ultimo la pregunta relacionada tanto con la cultura como con
el razonamiento estadistico consistia en que los alumnos eligiesen de entre los gréaficos que
se les presentaba el que mejor caracterizase la forma de la distribucion de los datos que se
les mostraba en la pregunta, esta pregunta resulté ser muy dificil.

Como conclusiones que se obtuvieron de este estudio fueron que a pesar de la

confusion entre histograma y diagrama de barras, esto parece no impedir el traducir los
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dabs representados en un histograma a otro grafico construido con los mismos dato y se
observa que a los estudiantes espafioles les resulta dificil reflexionar sobre la forma de las
distribuciones a partir de una descripcion.

Carrién y Espinel (2005a y b; 2006) desarrollaron una investigacion comparativa
entre estudiantes de Espafa (Las Palmas) y Nueva Zelanda (Auckland) de 10 a 12 afios
de edad. Para ello se utilizé un cuestionario cuyo objetivo era identificar y analizar qué
dificultades y limitaciones tienen los estudiantes con histogramas, graficos de
dispersion, caja, tallo y hoja en el analisis de datos. Otro propdsito de su trabajo es
indagar la habilidad y capacidad para traducir entre distintas formas de presentar
informacion, esto es, pasar de un gréfico a otro.

El cuestionario contenia cuatro tareas (una por cada grafico) con un total de 14
items. Se les pidié a los alumnos que seleccionaran entre tres opciones la que ellos
pensaran gue era la mas apropiada a la situacion. El estudiante deberia elegir la mejor
opcion para traducir el grafico en una tabla o viceversa, segun fuera la situacion
presentada. Los autores indican que pocos estudiantes fueron capaces de comprender las
relaciones entre los diferentes tipos de graficos y tuvieron dificultades al traducir de una
a otra representacion. En general, las traducciones mas dificiles fueron aquellas en las
gue aparecen la grafica tallo-hoja y el gréfico de cajas. Es interesante observar que el
gréfico de puntos, que es poco frecuente, sea el que resulta mas facil a los estudiantes,
quizas porque los relacionan con los graficos de funciones.

Una vez pasado dicho cuestionario a alumnos de educacién primaria se pasé a
alumnos de magisterio pertenecientes a dos grupos diferenciados, el primer grupo (A)
de 40 alumnos realizo el cuestionario con antelacion a la instruccion en Estadistica, y un
segundo grupo (B) de 37 alumnos realiz6 el cuestionario después del proceso de
instruccion de los contenidos de Estadistica de la asignatura que estaban cursando.

En el caso de los futuros profesores la tarea mas dificil fue pasar de informacion en
forma de texto a un grafico (grafico de barras, hojas y tallos y grafico de cajas). Dentro
de esta tarea el mayor porcentaje de éxito se da dentro de la pregunta relacionada con el
grafico de barras (66%) y el menor porcentaje de respuestas correctas (28%) se da
dentro de la pregunta en la que habia que pasar de un texto a un grafico de cajas, que
tiene mayor complejidad. La pregunta relacionada con el grafico de tallo y hojas fue
mas sencilla a pesar de ser también un grafico menos familiar.

En el estudio comparativo entre los grupos A y B, se nota una mejoria en las

respuestas relacionadas con los graficos de cajas y tallo-hoja en el grupo B, es decir
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después de instruccion en Estadistica. Por otra parte, se compararon los resultados con
los de estudios previos con alumnos de Educacién Primaria, observandose similitudes

entre los errores cometidos de ambos tipos de estudiantes.

Lectura de gréaficos no escolares

Monteiro y Ainley (2006, 2007) sugieren que, para interpretar un grafico estadistico, es
necesario “sentido critico” para referirse al modo en el cual un lector de graficos
estadisticos necesita poner en juego una variedad de distintos conocimientos y
experiencias.

En el contexto escolar, la interpretacion grafica se ha centrado sobre todo en
conocimientos y procesos estadisticos, prestando poca atencion en el contexto social del
que han sido tomados los datos presentes en el grafico. Por ello los autores proponen el
trabajo con gréficos extraidos de los medios de comunicacién, como estrategia pedagdgica
para acortar distancias entre el uso de los graficos en contextos escolares y contextos fuera
de la escuela. Pero advierten que el trabajar en las aulas con graficos obtenidos de los
medios de comunicacion requiere cuidadosas consideraciones en la eleccion de estos.

Para obtener los datos de su investigacion se elabord un cuestionario con graficos
tomados de la prensa, que se eligieron teniendo en cuenta que el nivel de complejidad del
grafico fuese accesible para los alumnos, que el tema del grafico fuese familiar y ademas
que los gréficos seleccionados no tuviesen errores o informacion engafosa. El cuestionario
se pasé a estudiantes britanicos y brasilefios. Los brasilefios eran profesores de educacion
primaria en formacion junto con la mayoria de los britanicos, aunque entre estos habia
también estudiantes ya graduados.

Los resultados obtenidos en una de las preguntas del cuestionario muestran una notable
diferencia entre los estudiantes britanicos y los brasilefios. Los primeros responden
incluyendo aspectos del grafico, mientras que los ultimos lo hacen bajo consideraciones
personales acerca del contexto de los datos. Los autores conjeturan que puede ser debido a
que en el Reino Unido los alumnos tienen mayor experiencia al trabajar con temas de
andlisis de datos que en Brasil. Por otro lado, los alumnos brasilefios estan mas
acostumbrados a leer los periddicos.

Al estudiar la competencia de futuros profesores en la lectura de graficos tomados de la
prensa diaria, los autores encontraron que muchos no tenian conocimientos matematicos
suficientes para llevar a cabo dicha lectura. La mayoria indicé que no tuvo formacion

especifica en la lectura de gréaficos estadisticos durante sus estudios en la universidad y
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reanocié su necesidad que tenian de formacion al respecto. También se observd como la
interpretacion de los graficos moviliza conocimientos y sentimientos que inciden en su
comprension; por ejemplo, se obtuvo mucho mejores resultados al interpretar un grafico
sobre incidencia de cancer en las mujeres que otro matematicamente equivalente sobre
tiempo de gestacion de diferentes especies animales.

Ademas se observd que la mayoria de los estudiantes mostraron habilidades para
pensar criticamente sobre los datos representados en los graficos y que ponian en juego
distintos tipos de conocimientos para realizar la interpretacion de los gréaficos. Los autores
ven esto positivo porque argumentan que una lectura completa de un gréfico necesita
conectar las relaciones cuantitativas expresadas en el grafico con los conocimientos
estadisticos y del contexto social de los datos que aparecen representados en el grafico
Finalizan indicando que la ensefianza de graficos estadisticos deberia tener en cuenta la

variedad de elementos a tener en cuenta en la interpretacion de los gréaficos.

3.3.9.3. CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO GRAFICOS
ESTADISTICOS

Son muy pocas las investigaciones que se centran en el conocimiento didactico de los
futuros profesores respecto a la ensefianza de los graficos y han sido realizadas por
Gonzélez y Pinto. Los autores indican que, para el desarrollo profesional del profesor, éste
necesita conocimiento del contenido, conocimiento pedagdgico y conocimiento
pedagoégico del contenido, y con respecto a las graficas estadisticas se observa que incluso
después de un proceso de formacion el futuro profesor encuentra dificultades y es
importante que éste sea capaz de reconocer dichas dificultades, por ejemplo la confusion
entre histogramas y diagramas de barras. Sugieren que es importante mostrar a los futuros
profesores las distintas formas de representar la informacion, incentivando asi el trabajo
con graficos distintos que representen los mismos datos, carencia encontrada en muchos
libros de texto de primaria y secundaria. Ademas hay que tener presentes las caracteristicas
de cada tipo de grafico para asi poder ser capaz de ver que grafico es mas adecuado ante
una situacion problemética.

En un estudio cualitativo Gonzalez y Pinto (2008) analizan la forma en que algunos
futuros profesores seleccionan y clasifican graficos para preparar una unidad didactica
dirigida a la ensefianza del tema en educacion primaria. Los estudiantes de su muestra

parecen desconocer todo lo relacionado con las dificultades de los futuros alumnos o los
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niveles de comprension de graficos. Ademas, a la hora de clasificarlos o seleccionarlos
s6lo tienen en cuenta los aspectos procedimentales y no la utilidad del grafico para un
problema particular o las posibles actividades interpretativas que pueden llevarse a cabo

con ellos.

Conocimiento didactico del contenido

En relacion con el conocimiento didactico del contenido (CDC) de Estadistica
Gonzalez y Pinto (2008) estudian el conocimiento y las concepciones de cuatro
estudiantes para profesor de matematicas de Secundaria respecto a la ensefianza de la
representacion grafica en Estadistica. Su trabajo se basa en el estudio de dos
dimensiones del CDC: conocimiento del contenido a ensefiar y conocimiento de las
estrategias y representaciones instruccionales.

Se realiz6 un estudio cualitativo de cuatro casos usando la metodologia de las
investigaciones de Llinares sobre pensamiento del profesor y los niveles de lectura de
grafico de Curcio (1987) y Friel, Curcio y Bright (2001). Se pidi6 a los profesores
clasificar problemas de representacion grafica tomados de libros de textos de Educacion
Secundaria sobre varios tipos de gréafico (histogramas, sector circular, barras, tallo y
hoja). También se preguntdé como interpretaban cada problema y como ensefiarian la
representacion grafica a partir de ellos y como ayudarian a sus estudiantes.

Entre los resultados se observo que la ensefianza es percibida por estos profesores
como transmision de contenidos, manejo de recursos y comunicacion, de forma que el
aprendizaje, aunque requiera esfuerzo personal, también esta ligado a una buena
transmision por parte del profesor. La investigacion de Gonzalez y Pinto (2008) muestra
que algunos estudiantes para profesor tienen escasos conocimientos didacticos en
relacion a los graficos estadisticos. Por ejemplo, no son capaces de distinguir los
diferentes niveles cognitivos asociados a la lectura de graficos definidos en
investigaciones como la de Friel, Curcio y Bright (2001), ni comprenden los diferentes
componentes y procesos ligados a esta interpretacion. Los participantes desconocen
asimismo varios componentes y procesos en la interpretacion de graficos. Para ensefar
los graficos estadisticos, de acuerdo a su concepcién, hay que seguir diferentes fases
relacionadas con: la construccion de gréficos, la interpretacion de gréaficos (que para
ellos es simplemente una lectura y la aplicacion de algoritmos y formulas). Cuando se

les pide clasificar los graficos de los libros de texto, se centran solo en los aspectos
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procalimentales, mostrando falta de conocimiento sobre el aprendizaje de los graficos o
las dificultades de los estudiantes en el tema.

En Pinto y Gonzalez (2008) se presenta un estudio del CDC de un profesor
universitario de Estadistica sobre el tema de la representacion grafica, con diferentes
métodos de recogida de datos: (a) entrevista contextual y sobre la planificacién de las
clases, (b) cuestionario didactico sobre representacion grafica, (c) entrevista en
profundidad respecto de las respuestas al cuestionario, (e) analisis de materiales para la
ensefanza.

La profesora estudiada mostr6 una concepcion dogmatico-conservadora de la
matematica que incide en su manera de ensefar estadistica, basada en el enfoque de
transmision de conocimientos, muy rigido y bajo una estructura jerarquica de los
contenidos. En cuanto a las representaciones graficas, se centra en su construccion y la
realizacién de célculos estadisticos, y no trata la interpretacion y analisis de los gréficos.
Los contenidos no los trabaja en clase a nivel de razonamiento, sino sélo a un nivel muy
basico, y tenia pocos conocimientos sobre las posibles dificultades y errores de sus
estudiantes en el tema.

Este estudio es ampliado por Pinto (2010) en su tesis doctoral, donde realiza un
estudio comparado de dos casos (dos profesores universitarios, un matematico y un
psicologo que ensefan estadistica en educacion y psicologia, respectivamente). Tras una
amplia revision de la literatura sobre CDC y sobre la investigacion en graficos
estadisticos determina un Sistema de Dimensiones e Indicadores (SDI) del CDC que le
permiten analizar tres componentes del CDC: el conocimiento del contenido de la
disciplina a ensefiar, el conocimiento de estrategias y representaciones instruccionales y
el conocimiento del estudiante. Utiliza los mismos instrumentos que hemos descrito
para el trabajo anteriormente citado.

Los resultados de este estudio revelan que el CDC de cada profesor esta influenciado
por su concepcion hacia la matematica y la estadistica, la formacién que recibié como
estudiante y su experiencia profesional. Por ejemplo, uno de los profesores, que suele
colaborar en el andlisis estadistico de datos en psicologia, suele usar la ensefianza a
través de proyectos e investigaciones y esta mucho mas interesado en un enfoque
constructivista de la ensefianza que su compaiero.

Se encontro que se utiliza un repertorio reducido de estrategias para la ensefianza de
la representacion grafica y que exclusivamente se estudia al nivel de lectura de graficos,

es decir no se alcanzan los niveles superiores en la categorizacion de Curcio (1989). El
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autor sugiere que es posible que esto sea forzado por los programas de la asignatura que
s6lo consideran los graficos como instrumento de presentacion de datos y no de andlisis.
Otro resultado es que los profesores sostienen una concepcion diferente sobre la
estadistica que sobre la representacion grafica, su aprendizaje y ensefianza. Asimismo,
presentan algunas dificultades relacionadas con la adquisicion del CDC, por ejemplo,
para relacionar el conocimiento del contenido a ensefiar con las representaciones
instruccionales y el conocimiento del proceso de aprendizaje del estudiante; utilizar una
variedad de recursos y materiales para la enseflanza de la representacion grafica; y
conocer el contenido y estudio de la representacion grafica, mas alla de la construccion

de gréficos.

3.4. CONCLUSIONES SOBRE LAS INVESTIGACIONES SOBRE GRAFICOS
ESTADISTICOS

La investigacion resefiada muestra que la lectura e interpretacion del lenguaje
gréfico es una habilidad altamente compleja, que no se adquiere espontaneamente, pero,
por desgracia, tampoco parece alcanzarse con la ensefianza. Una posible explicacién de
las dificultades surgidas con el lenguaje grafico es que la simplicidad de este es sélo
aparente, pues incluso el mas simple de los graficos puede considerarse un modelo
matematico. Al reducir los datos, pasando de casos individuales a los valores de una
variable y sus frecuencias, se introducediatribucion de frecuencias, concepto
complejo, que se refiere al agregado (poblacion o muestra) y no a los datos particulares.

A pesar de la importancia de los graficos estadisticos, la investigacion en didactica
de la matemética nos alerta que la competencia relacionada con el lenguaje de las
graficas estadisticas no se alcanza en la educacion obligatoria (Cazorla, 2002) ni
tampoco en la preparacion de los futuros profesores de Educacién Primaria (Espinel,
2007). Para explicar estas dificultades se ha argumentado la influencia de factores
como: carencias en el desarrollo cognitivo de los estudiantes (Berg y Smith, 1994) y / o
en sus habilidades para construir e interpretar graficas y el uso pasivo de estas graficas
en las aulas, que excluye su construccion e interpretacién por parte de los estudiantes
(Ainley, Nardi y Pratt, 2000). En nuestro trabajo trataremos de dar una explicacion de
esta dificultad a partir del analisis semidtico de la actividad relacionada con la

construccion y lectura de los graficos.
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Friel, Curcio y Bright (2001) indican que muchos investigadores han estudiado la
comprension de los gréficos pero muy pocos se han interesado por las dificultades en su
construccion y en la eleccion del grafico adecuado para resolver un problema. Uno de
los objetivos de nuestra investigacion sera precisamente indagar estas capacidades en
los futuros profesores.

Otra conclusion que podemos extraer del andlisis de estas investigaciones es que la
preparacion de los profesores para ensefiar los graficos estadisticos es un tema
importante para la investigacion y para los formadores de profesores. La evaluacion del
conocimiento del profesor sigue siendo un tema relevante, debido a la escasez de
investigaciones y las demandas de que los estudiantes sean ensefiados por profesores
bien cualificados, la necesidad de evidenciar los resultados de los programas de
formacion de profesores y el debate establecido acerca de cual es el contenido
matematico para la enseflanza que debe poseer el profesor y la necesidad de definirlo
(Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007). Esto es especialmente importante en el campo de la
estadistica, debido a la escasez de investigacion previa. Nuestra investigacion trata de
contribuir a proporcionar mas informacién al respecto con el fin de poder mejorar en el

futuro la preparacion de los profesores.
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CAPITULO 4.

EVALUACION DE CONOCIMIENTOS
MATEMATICOS DE LOS PROFESORES SOBRE LOS
GRAFICOS ESTADISTICOS

4.1. Introduccion

4.2.Descripcion de la muestra

4.3. Andlisis a priori del proyecto

4.3.1.La ectividad

4.3.2.El proyecto

4.3.3.Solucién esperada de los estudiantes
4.3.3.1Analisis del nimero de caras

4.3.3.2 Analisis del nimero de rachas

4.3.3.3 Analisis de la longitud de la racha mas larga
4.4.Complejidad semidtica de los gréficos construidos
4.5.Errores y dificultades en la construccion de graficos
4.5.1.Clasificacidn de errores en la construccién de graficos
4.5.2.Uso del ordenador e influencia en los errores
4.5.3.Errores y complejidad semiotica

4.6. Lectura de los graficos

4.6.1.Niveles de lectura de los graficos

4.6.2.Niveles de lectura y complejidad semidtica
4.7.Conclusiones de los estudiantes

4.7.1.Clasificacion de las conclusiones

4.7.2.Relacion entre graficas construidas y conclusiones
4.8. Conclusiones sobre los conocimientos matematicos sobre los graficos estadisticos

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo analizamos los graficos producidos por varias muestras de estudiantes

de Magisterio en la realizacién de un proyecto abierto de analisis de datos. Aunque la

actividad con la que se tomaron los datos es mas amplia, y requeria también la elaboracion

de tablas y resimenes estadisticos, nosotros nos centramos soélo en el estudio de los

graficos producidos, que analizaremos desde distintos puntos de vista. Los datos se

tomaron en dos cursos académicos consecutivos (2007-2008 y 2008-2009) y en varios
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grupos de estudiantes cada uno de los cursos, todos ellos dentro de la misma especialidad y
aspnatura.

Primeramente describimos las muestras que participan en el estudio, para continuar con
el andlisis a priori del proyecto que tuvieron que realizar los futuros profesores de dichas
muestras. Seguidamente clasificamos los graficos construidos por los estudiantes segun
unos niveles de complejidad semidtica (Arteaga, 2008), niveles definidos teniendo en
cuenta algunas ideas teoricas de Font, Godino y D’Amore (2007). Para cada nivel
presentaremos un ejemplo realizando un analisis semiotico de los mismos para mostrar la
diversidad de objetos y procesos matematicos involucrados en los diferentes niveles
definidos. Analizamos también la correccion de los graficos, realizando una clasificacion
de los errores detectados, relacionandolos con la complejidad semiética del grafico y con
el uso del ordenador. A continuacion se estudian los niveles de lectura mostrados por los
participantes de los gréficos construidos y la relacion entre niveles de lectura y
complejidad semidtica del grafico. Finalmente se estudian las conclusiones obtenidas por
los futuros profesores respecto al proyecto planteado y la relacion entre correccion de la
conclusion y complejidad semiotica del grafico. Finalizamos con la discusion de las
conclusiones sobre los conocimientos comun y especializado del contenido que permiten

evaluar los andlisis anteriores.

4.2. DESCRIPCION DE LA MUESTRA

La actividad se ha llevado a cabo con dos muestras sucesivas (en total 207 estudiantes),
formadas por alumnos que cursaban el segundo afo del plan de estudio de la Diplomatura
de Magisterio, en la especialidad de Educacion Primaria. Todos los datos se tomaron la
asignatura “Curriculo de matematicas en educacion primaria”:

e El curso 2007-2008 participaron 101 alumnos, que estaban divididos en tres grupos,
impartido cada uno por diferente profesor, aunque la actividad, el material usado vy el
analisis es el mismo para todos los grupos.

e El curso 2008-2009 participaron 106 alumnos, que estaban divididos en tres grupos,
impartido cada uno por diferente profesor, aunque la actividad, el material usado y el
analisis es el mismo para todos los grupos e igual al usado el primer afio. Los

profesores fueron los mismos el primer y segundo afio.
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Como maestros generalistas, estos estudiantes no estan especializados en matematicas,
sino que en su vida profesional tendran que impartir las diferentes materias (matematicas,
lengua, ciencias naturales, ciencias sociales, etc.) dentro de su aula. Sus edades oscilan, en
la mayoria entre los 19 y 21 afos, con predominio de los que tienen 19 afios, aunque en
algunos casos nos encontramos con estudiantes de 40 o mas afios; se trata de personas que
por diferentes motivos realizan la diplomatura en otros periodos de sus vidas, por ejemplo,
amas de casa. En la especialidad de Maestro de Educacion Primaria, el curso 2007-2008
hubo un total de 318 alumnos matriculados en la asignatura de Curriculo de Matematicas
en Educacién Primaria con 50 de ellos (15,7 %) repetidores, e igualmente en el curso
2008-2009 el numero total de alumnos y alumnos repetidores en estas asignaturas fue muy
parecido. De entre ellos se eligieron tres grupos naturales en cada curso que formaron la
muestra de nuestro estudio, siendo estos grupos similares en sus caracteristicas al total de
alumnos matriculados.

La proporcion de alumnos repetidores en la asignatura de Matematicas y su Didéctica
dichos cursos fue alrededor del 40%, lo que indica que los estudiantes, en general tienen
dificultades en la materia. Dichas dificultades son compartidas por futuros profesores en
otras universidades espafiolas, como lo muestran varias investigaciones, por ejemplo,

Hernandez, Noda, Palarea y Socas (2003).

4.3. ANALISIS A PRIORI DEL PROYECTO

4.3.1. LAACTIVIDAD

La actividad con la que se tomaron los datos era parte de una practica a la que se
dedic6 dos sesiones de clase de dos horas de duracion cada una, dentro de la asignatura
citada (Curriculo de Matematicas en Educacién Primaria) y se relaciona con el cuarto
blogue del curriculo de matematicas en la Educacién Primar&damiento de la
informacion, azar y probabilidad.

Los estudiantes realizaron la actividad individualmente y produjeron un informe escrito
fuera del horario lectivo. Este requisito es parte de la metodologia de ensefianza
universitaria implantada en la Facultad de Ciencias de la Educacion para adecuar los
planes de estudio al Espacio Europeo de Educacion Superior (EEES), iniciativa seguida

por los paises europeos para homogeneizar los titulos profesionales y hacerlos validos en
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todo el territorio europeo. Ello implica similitud de contenidos y metodologia de

engfanza, disminuyendo la parte dedicada a lecciones magistrales y aumentando el

trabajo individual y en grupos de los estudiantes. El enunciado del proyecto dado a los

estudiantes se incluye en el Anexo 1.

Dicha préctica, tituladéEvaluacion de experiencias de ensefianza: estadistica en
primaria tenia como objetivos adquirir competencias de analisis didactico de procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas y también competencias de busqueda de
recursos didacticos. Puesto que es dificil llevar a todos los estudiantes a un aula de
primaria a observar una sesion de clase, en lugar de ello, se realiza una experiencia de
ensefianza de la estadistica en la misma aula, consistente en un proyecto de analisis de
datos, siendo en este caso los alumnos los futuros profesores (primera sesion) y
posteriormente esta experiencia es analizada desde el punto de vista didactico (segunda
sesion):

e La primera sesion, cuyos resultados se analizan en este capitulo se dedico al trabajo
con el proyecto “Comprueba tus intuiciones sobre el azar”. Siguiendo la metodologia
habitual en los proyectos estadisticos, se comienza planteando una investigacion para
comprobar si los alumnos de la clase (futuros profesores) en su conjunto tienen una
buena intuicién respecto a los experimentos aleatorios. Durante la sesion de clase se
propone y realiza un experimento, para estudiar estas intuiciones y se recogen datos del
experimento. Una vez realizado, se recogen colectivamente los datos de cada alumno
en una hoja de registro (cada alumno tiene una copia). Queda como tarea para entregar
al comienzo de la segunda sesién el analisis de los datos obtenidos y la produccién de
un informe escrito, incluyendo el andlisis estadistico y las conclusiones sobre la
pregunta planteada (si las intuiciones del conjunto de la clase sobre los fendbmenos
aleatorios son buenas o no). El alumno tiene libertad para usar cualquiera de los
procedimientos estadisticos o graficos que ya conoce.

« La segunda sesion se dedica al analisis didactico de todo el proceso de ensefianza,
incluyendo el trabajo realizado en clase, asi como la tarea individual de los estudiantes,
valorando su idoneidad didactica global y cada uno de sus componentes. Este analisis
didactico se describe en el Capitulo 5, asi como también los resultados de los informes
individuales escritos de los estudiantes sobre el analisis didactico realizado.

En este capitulo s6lo nos ocupamos del componente matematico y por tanto de la
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primera parte de la practica consistente en la realizacion del proyecto “Comprueba tus

intuiciones sobre el azar”.

4.3.2. EL PROYECTO

El proyecto “Comprueba tus intuiciones sobre el azar” es parte de una unidad did4ctica
disefiada para introducir los temas sobre “tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad” en los primeros afios de Educacion Secundaria Obligatoria, pero su
contenido estadistico es también adecuado para la formacién de maestros (Batanero,
2001). Fines complementarios de este proyecto son mostrar la utilidad de la estadistica
para probar conjeturas y comprobar que las intuiciones sobre el azar a veces son
engafosas. La secuencia de actividades se describe a continuacion (una descripcion mas

completa puede analizarse en Godino, Batanero, Roa y Wilhelmi, 2008).

Presentacion del proyecto, instrucciones iniciales y discusion colectiva

El profesor comienza explicando la organizacion global de la practica y los dos
componentes (matematico y didactico) en que se trabajar4 durante las dos sesiones.
Razona con los estudiantes el interés que tiene para un futuro maestro la observaciéon y
analisis didactico de un proceso de ensefianza tal y como se lleva a cabo en el aula.
Puesto que es imposible llevar al grupo completo de estudiantes a una escuela, lo que se
va a hacer es organizar, como practica de la asignatura, una sesion de clase, donde el
profesor (formador de profesores) hace el papel de maestra/o y los futuros profesores el
papel de alumnos.

Se indica que la secuencia didactica que se va a experimentar trata del Bloque
Estadistica y Probabilidad, bloque de reciente inclusion en los Decretos de Ensefianza
Minima que los contemplan desde primer ciclo de Educacion Primaria (MEC, 2006a).
También se avisa que la metodologia que se va a emplear es la de trabajo con proyectos,
que es la recomendada ahora en la ensefianza, pero en la cual los futuros profesores
pudieran no tener demasiada experiencia.

Se les pregunta si trabajaron el curso anterior con un proyecto de estadistica, y la
mayoria dice que si, pero algunos no lo recuerdan o piensan que nunca han trabajado
con proyectos. El profesor indica que la experiencia ademas permitira ver el modelo de

trabajo con un proyecto, que comienza con el planteamiento de un problema, sigue con
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la recogida de datos necesarios, su analisis y la elaboracion de un informe de
conclusiones. Recuerda a los estudiantes que este es el esguema general de
investigacion y que puede utilizarse en otras materias. También advierte que lo
importante no es solo el andlisis de los datos, sino el proceso completo de investigacion.

A continuacién les indica que el proyecto es interdisciplinar, como ocurre con
muchos proyectos estadisticos y que el campo de aplicacion es la Psicologia, mas
concretamente el estudio de las intuiciones. Se continta con algunas preguntas sobre si
ellos piensan que tienen o no buenas intuiciones, a las cuales diferentes estudiantes dan
respuestas variadas.

Una vez conseguido el interés del estudiante se centra la discusion sobre la
aleatoriedad y la intuicion sobre los fendbmenos aleatorios. Se pide a los estudiantes que
den ejemplos de fendbmenos aleatorios, respondiendo en la mayoria con juegos de azar
tales como la loteria, lanzar un dado o lanzar una moneda. El profesor afiade otros
ejemplos diferentes, en meteorologia y en la prediccion del género de un nifio que va a
nacer. Se continda la sesion con una discusion sobre si las personas tienen o no buena
intuicion respecto a los fendmenos aleatorios. El profesor pregunta a los alumnos qué
interés puede tener el educar la intuicion sobre los fendmenos aleatorios; los alumnos no
parecen tenerlo claro. El profesor describe problemas asociados a las intuiciones
erroneas en este campo, como la ludopatia, la interpretacion incorrecta de resultados de
pruebas meédicas, o la valoracion incorrecta de la evidencia en juicios u otras situaciones

de toma de decision.

Introduccion del experimento

Conseguida la motivacion de los alumnos, estan de acuerdo evaluar sus propias
intuiciones. Para conseguirlo se propuso a los futuros profesores llevar a cabo un
experimento para decidir si la clase en conjunto tenia 0 no buenas intuiciones respecto a
dichos fendbmenos. Como el experimento aleatorio mas sencillo entre todos los descritos
en la clase consiste en lanzar la moneda, se opta por este experimento.

Los estudiantes expresan sus ideas sobre como organizar el estudio de las
intuiciones; algunos proponen que se cuente el nimero de veces que cada estudiante
acierta (cara o cruz) al lanzar una moneda al aire. Manifiest@utebme approach
descrito por Konold (1991) por la cual los estudiantes interpretan una pregunta

probabilistica en forma determinista concentrandose en adivinar el resultado que saldra
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al realizar el experimento.

Raznamos con los estudiantes en que, puesto que el experimento es aleatorio, la
probabilidad de acertar por puro azar es 1/2 y no demostraria nada sobre la buena
intuicion del estudiante. Por ello conviene trabajar con una serie de experimentos, que,
por un lado sea suficientemente larga para que se vean los posibles patrones, pero no tan
larga que suponga excesivo tiempo de realizar el experimento. Se propone trabajar con
20 lanzamientos de una moneda.

El profesor explica que lo que se plantea en el proyecto es el estudio de las
intuiciones globales del conjunto de la clase, es decir, no interesa saber si un estudiante
aislado tiene buena o mala intuicién, sino como son las intuiciones de las personas.
Supuesto que las personas de la clase pueden representar a otras, al ser el grupo bastante
numeroso, el estudio de la clase nos da una idea de las intuiciones de las personas en
general, o al menos de los estudiantes de la Facultad. El profesor también explica que el
experimento que se va a hacer reproduce otros experimentos hechos por psicélogos
sobre percepcion de la aleatoriedad en adultos y que en realidad estamos replicando
estas investigaciones en la clase.

Indica que tener una buena intuicidon supondria que las personas fuesen (al menos en
su mayoria) capaces de simular los fendmenos aleatorios. Lo mismo que una persona
que sabe lo que es un rectangulo es capaz de dibujar uno correctamente, una buena
intuicion supondria ser capaz de escribir una serie de resultados del experimento, de
modo que sean similares a una sucesion de resultados aleatorios. Se plantea el

experimento, por medio de preguntas como las siguientes:

1. Introduccion del proyecto

¢ Tienes una buena intuicién sobre el azar? ¢Cémo piensas que deberian ser los resultados de
lanzar una moneda 20 veces seguidas? ¢Serias capaz de escribir 20 resultados de lanzar una
moneda (sin lanzarla realmente, sino como tl pienses que debieran salir) de forma que otras

personas piensen que has lanzado la moneda en realidad? O, ¢ podria otra persona adivinar que
estas haciendo trampa?

Realizacion del experimento individual

El experimento propuesto consiste en inventar una secuencia de 20 posibles
resultados al lanzar una moneda equilibrada (sin lanzarla realmente) de modo que la
secuencia pueda pasar como aleatoria para otra persona y comparar con los resultados

de 20 lanzamientos reales de una moneda. Este experimento esta adaptado de otros
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realizados en las investigaciones sobre percepcion subjetiva de la aleatoriedad (por
ejemplo, de la investigacion de Serrano, 1996).

Se da a los estudiantes una hoja de registro como la reproducida en la figura 4.3.1 y
se les pide que completen, en primer lugar la parte de arriba, inventando una secuencia
de 20 lanzamientos de una moneda equilibrada, y que traten de repartir las caras y
cruces, tal como ellos piensan que podrian salir al azar. Seguidamente cada estudiante

lanza 20 veces una moneda y registra los resultados en la segunda parte.

Figura 4.3.1. Hoja de registro

Secuencia simulada

Secuencia real

Decision sobre qué variables analizar: estudio del nimero de caras

Finalizado el experimento, el profesor inicia la discusion sobre como comparar los
resultados de la totalidad de la clase en las secuencias reales y simuladas. Pregunta a
los estudiantes qué se podria hacer para comparar las secuencias producidas por los

estudiantes, haciendo alguna pregunta como la siguiente:

¢,0G0mo podremos distinguir una secuencia realmente aleatoria de otra que hemos inventadg?
Pero, ¢hemos de obtener exactamente 10 caras y 10 cruces? ¢Qué pasa si obtenemos 11|caras y 9
cruces? ¢Y si obtenemos 18 y 2?
¢ Qué os parece si comparamos el niimero de caras en las secuencias real y simulada de todos los
alumnos de la clase? Cada alumno puede contar el nUmero de caras en sus secuencias simulada y
real ¢ Qué valores habéis obtenido? ¢Cuales son el valor minimo y maximo obtenido? ¢, Cual es el

valor mas frecuente? ¢Como representar los datos de modo que sepamos cuantas veces aparece
cada valor? ¢ COmo podriamos organizar y resumir estos datos?

Los estudiantes, en seguida proponen comparar el namero de caras y cruces en las
dos secuencias, a lo cual el profesor cuenta las que él ha obtenido en su experimento,
que ha registrado en la pizarra (10 caras en la secuencia simulada y 11 en la real) y
pregunta a los estudiantes que han obtenido ellos, con lo cual cada uno cuenta las caras
en sus dos secuencias y van dando la respuestas.

El profesor pregunta si el hecho de obtener 10 caras en la secuencia simulada indica

buena intuicion. Algunos alumnos dicen que si, porque ya que hay 20 lanzamientos y
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las caras y cruces tienen las mismas posibilidades; se ha de esperar mas o menos 10
cars en los 20 lanzamientos. El profesor pide levantar la mano a los estudiantes que
obtuvieron 10 caras en la secuencia simulada, que es la mayoria de la clase, resultado
que les produce bastante satisfaccion, al pensar que indica que tienen buenas
intuiciones. Entonces el profesor pide los resultados de las secuencias simuladas, que
son bastante mas dispersos y les pregunta si es que la moneda esta sesgada o por qué
ahora no aparecen tantas veces las 10 caras. Algunos alumnos indican que, al ser un
experimento aleatorio, podrian obtenerse valores diferentes de 10 aunque espera que no

sean demasiado diferentes.

Figura 4.3.2. Grafico de puntos conjunto para la secuencia real y simulada

| Secuencia simuladaN®. Carag Secuencia real |
X 7 XX
8 XXXXX
XXXX 9 XXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXX 10 |xxx
XXXXX 11 | XXXXXXX
XXX 12 |x
13 X
14 X

El profesor guia la clase a la conclusién de que, para poder comparar los resultados
del conjunto de alumnos de la clase para el nUmero de caras, tendriamos de algin modo
que resumir todos los datos de las secuencias reales por un lado y por otro de las
secuencias simuladas y compararlos. Unos alumnos piensan que habria que calcular las
medias, otros que hacer una tabla. Finalmente uno sugiere hacer un gréfico.

El profesor, con ayuda de la clase construye un gréafico de puntos del nimero de
caras en las secuencias reales y simuladas, como se muestra en la Figura 4.3.2. El
profesor va pidiendo que levanten la mano los que tuvieron 7, 8, 9, 10, 11, 12 y 13 caras
en la secuencia simulada y va anotando un punto por cada estudiante. Lo mismo con las
reales. La grafica deja muy claro las semejanzas de los valores centrales y la diferencia
de dispersion de los resultados, pero el profesor no lo explicita, sino que pide a los
estudiantes que completen el estudio en casa, analicen las semejanzas y diferencias y
preparen un informe con sus conclusiones sobre las intuiciones del conjunto de la clase.
Ruiz (en preparacién) indica que en esta actividad aparecen dos variables aleatorias:

« Lavariable aleatorig;: niumero de caras en 20 lanzamientos de la moneda equilibrada,

gue es una variable aleatoria Binomial con parametr@0 p=q=1/2. Su media, seria
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igual anp=10 y su varianza igualrgg=>5.

« La variable aleatorigs: nimero de caras en la secuencia de longitud 20 inventada por
los estudiantes y que usamos como modelo matematico para reflejar las intuiciones
colectivas sobre los experimentos aleatorios. No seria una variable Binomial, pues la
investigacion didactica (por ejemplo, Serrano, 1996) muestra que los ensayos
producidos por las personas en este tipo de experimentos no son independientes,

aunque la probabilidad de cara sigue siendd?2

Puesto que cada estudiante realiza el experimento y cuenta el nimero de caras
obtenidas, tenemos una serie meensayos de cada una de las variables aleatorias
anteriores, siendm el nimero de estudiantes de la muestra, y por lo tanto obtenemos dos
variables estadisticas cuyas distribuciones ha de comparar el estudiante para conjeturar
sobre las semejanzas o diferencias eptre sy de aca deducir sobre las intuiciones

respecto al azar.

Numero de rachas y longitud de la racha mas larga
Finalizado el analisis preliminar del numero de caras, el profesor propone a los

alumnos estudiar las rachas (nUmero de veces que aparecen seguidas el mismo suceso).
Explica lo que son las rachas a los alumnos y la manera de contarlas en el estudio. Para
ello, escribe en la pizarra las secuencias que obtuvo él (Figura 4.3.3) y marca las rachas,
observando ademas que, mientras en la secuencia simulada su racha mas larga fue sélo de
3 sucesos, en la real obtuvo hasta 5 cruces seguida. Pregunta a los estudiantes cuantas
rachas obtuvieron en cada una de las secuencias y cual fue la racha mas larga que
obtuvieron en ambas secuencias (en la mayoria de los casos de 3 en la secuencia

simulada), siendo mas larga en general en la real.

Figura 4.3.3. Resultado del experimento hecho por el profesor

Lanzamiento simulado:

C C + C + + + C C + C + C + + C C C + +

Lanzamiento real:

+ C + C + + C C + C C C + + + + + C + +
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El profesor explica a los estudiantes que las personas tienen dificultad para percibir las
rachas en los sucesos aleatorios, atribuyendo la aparicion de rachas a la mala suerte. Sin
embargo, indica, es relativamente frecuente una racha larga. Por ejemplo, el caso de
familias que tienen 3 varones antes de tener una nifia: tener 3 varones seguidos ocurre con
una probabilidad 1/8, por lo que una de cada ocho familias de tres hijos tendra tres
varones. En una de las clases, un alumno para ilustrar este hecho, indica que en su familia
son siete hermanos y los seis primeros fueron chicos.

El profesor razona que hay otras situaciones mas importantes, donde una mala
intuicion sobre las rachas puede producir decisiones incorrectas. Explica la bien conocida
la falacia del jugador (Shaughnessy, 1992) por la que esperamos que, tras una corta racha
de, por ejemplo caras, la probabilidad de que aparezca una cruz aumente. Esta creencia
pudiera estar detras de la costumbre popular de abonarse al mismo nimero de la loteria,
gue es irrazonable, pues cada vez que hay un sorteo se meten en el bombo todos los
nameros, incluso los que salieron con anterioridad. También puede explicar algunas
ludopatia, que es un problema de adiccion al juego.

Una vez motivado el estudio de las rachas, el profesor pide a los estudiantes que
busquen cual es la racha mas larga en cada una de sus dos secuencias, asi como que
cuenten el nimero de rachas. De este modo se toman datos de otros dos pares de variables
estadisticas (numero de rachas y racha mas larga) en las secuencias real y simulada. Los
alumnos han de compararlas para obtener una conclusion sobre las correspondientes
variables aleatorias subyacentes (ver Ruiz, en elaboracion) y de ahi obtener una conclusion

sobre las intuiciones de los estudiantes.

Recogida de datos y elaboracion de un informe individual
A continuacion el profesor proporciona una hoja de registro a cada alumno y se

procede a recoger los datos colectivamente. Para recoger estos datos, una vez
finalizados los experimentos, el profesor pide a los alumnos que, segun el orden en que
estan colocados en la clase, fueran dando en voz alta sus datos para el nUmero de caras,
namero de rachas y longitud de la racha mayor, en cada una de las secuencias. Cada vez
gue un estudiante da sus datos, todos los compafieros lo anotan en una nueva fila de la
tabla. Como vemos se tiene una tabla de datos (Tabla 4.3.1) con tantas filas como
alumnos en la clase y seis columnas correspondientes a las seis variables estadisticas del

proyecto: numero de caras, numero de rachas y longitud de la racha mas larga en la
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secuencia real y simulada.

Tabla 4.3.1. Numero de caras, numero de rachas y longitud de la racha mayor obtenidas

en cada una de las secuencias en uno de los grupos

Secuencia simulada Seaencia real
N. caras N. rachas Racha mayorN. caras N. rachas Racha mayor
10 14 4 11 9 4
12 9 4 11 16 2
11 12 4 11 16 2
10 9 4 8 9 4
11 11 3 7 11 4
9 13 3 8 10 5
10 12 3 9 9 4
11 14 3 11 4 7
9 13 3 10 12 3
10 8 5 9 9 5
10 12 3 9 10 5
10 12 3 9 10 5
7 10 6 9 10 5
10 11 3 14 11 5
10 13 4 7 7 5
10 11 3 10 10 3
10 12 4 9 12 3
12 10 4 10 11 4
11 12 4 11 14 3
10 13 3 13 12 4
9 7 3 11 5 4
10 13 3 8 11 5
10 11 4 8 10 7
9 14 3 11 11 4
10 7 2 12 4 4
12 13 3 9 10 5
11 14 3 8 8 5

Una vez que los estudiantes completan la hoja con los datos de estas variables, se
llega al fin de la sesidn de clase (primera sesion). A este punto, el profesor entrega una
hoja con las instrucciones para el analisis de datos, que se reproducen a continuacion. El
profesor hace hincapié en que es importante que el informe incluya el analisis de datos
qgue los alumnos realicen y que no se dan pautas para el andlisis, sino se dejaba a los
estudiantes decidir sobre cuales métodos necesitan para resolver el problema. También
se insiste en la necesidad de llegar a una conclusion sobre las intuiciones del grupo clase
como un todo y no limitarse a reproducir soélo el analisis estadistico, es decir obtener
una conclusion que dé solucién a la pregunta que da origen al proyecto.
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Trabajo individual para la semana préxima

1. Analizar los datos obtenidos en la clase durante el experimento realizado para evalyar las
concepciones sobre la aleatoriedad.

2. Preparar un informe sobre el andlisis, incluyendo todas las tablas y graficos estadisticos
elaborados.

3. Resumir las conclusiones obtenidas del estudio anterior acerca de las intuiciones que ftiene el
conjunto de alumnos de la clase sobre los experimentos aleatorios.

4.3.3. SOLUCION ESPERADA DE LOS ESTUDIANTES

Como hemos dicho, el profesor dio a los alumnos una hoja de registro como la que
reproducimos en la Tabla 4.3.1, que muestra los datos obtenidos en uno de los grupos
de estudiantes que participaron en este Proyecto. En otros grupos los resultados varian
algo, aunque sus caracteristicas son muy similares, de modo que limitamos el estudio de
la solucion esperada al de uno de los grupos.

Al comenzar el trabajo individual, disponiendo ya los alumnos de la lista de datos
(tabla 4.3.1), se ha pasado de un problema extra-matematico (decidir sobre las
intuiciones respecto al azar del conjunto de la clase) a otro matematico (comparar dos
listas de datos). Para resolver el problema, los estudiantes han de resumir los datos,
formando la distribucion de frecuencias de las correspondientes variables estadisticas
para proceder, primeramente al analisis de cada uno de los pares de variables
estadisticas (por ejemplo nimero de caras en las secuencias simulada y real) y luego a la
comparacion de las principales diferencias en sus distribuciones. De ello esperamos
extrapole a las diferencias entre las correspondientes variables aleatorias y de ahi
obtenga conclusiones respecto a las intuiciones de la clase en su conjunto sobre la

aleatoriedad.

4.3.3.1 ANALISIS DEL NUMERO DE CARAS

Para analizar el nimero de caras, esperamos que los estudiantes identifiquen el
valor maximo y minimo en las secuencias real y simulada para dicha variable y
preparen una tabla de frecuencias como la Tabla 4.3.2 para resumir la informacion,
donde se recoja la frecuencia absoluta, porcentaje, y quizas también la frecuencia
acumulada.
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Tabla 4.3.2. NUmero de caras en la secuencia simulada

NUmero de carag-recuencia F. Acumulada Porcentaje (%)

7 1 1 3,7

8 0 1 0

9 4 5 14,8

10 14 19 51,85

11 5 24 18,5

12 3 27 11,1
Total 27 27 100

Tabla 4.3.3. Medidas de posicion central y de dispersion en las secuencias

Media Mediana Moda Rango Desviacion tipica
Secuencia simuladal0,14 10 10 5 1,06
Secuencia real 9,74 10 9y 11 (bimodal) 7 1,74

Seria necesaria una tabla similar para resumir los dktda secuencia real. Se
espera también que los alumnos calculen resiimenes estadisticos tales como las medidas
de posicion central: media, mediana y moda y de dispersion (al menos el rango);
estadisticos que se han estudiado el curso anterior y cuyos valores para el conjunto de
datos de la Tabla 4.3.1 se muestran en la Tabla 4.3.3. Lo deseable seria que realizasen
graficos simultaneos para las dos distribuciones, ya que esto facilitaria la comparacion
de ambas y como consecuencia la mejor interpretacion de la informacion estadistica
puesta en juego y la obtencion de conclusiones en relacion a las intuiciones del conjunto
de la clase sobre el azar. En las siguientes figuras (4.3.4, 4.3.5, 4.3.6) se muestran

ejemplos de algunos gréaficos de este tipo que podrian utilizar los alumnos.

Figura 4.3.4. Graficos de barras adosadas para el n° de caras para ambas secuencias

15
S
>
° 10
(7]
Q0
(5] .
& O secuencia real
: l | 4
v 0 L rm ! ! —— M secuencia simulada
(8]
fh_’ 7 8 9 10 11 12 13 14

N2 de caras

Aunque todos ellos representan la misma informacion, los objetos matematicos
puestos en juego varian. En el gréfico de puntos (ver figura 4.3.2), por ejemplo, no hay

un eje que represente la frecuencia de los valores de la variable, sino que esta frecuencia
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se representa por el numero de cruces en el grafico asociado a cada valor de las
variables. Dicha frecuencia esta representada por la altura de la barra en el grafico de
barras y por la coordenadadel punto en el poligono de frecuencias, que es donde
verdaderamente aparece una representacion en coordenadas cartesianas.

Siendo conscientes de que el tipo de graficos en los que se representan dos variables
en un mismo marco (figura 4.3.2 ,4.3.4 y 4.3.5), son de mayor complejidad para los
alumnos, podemos admitir también que los estudiantes hagan graficos separados para la
distribucion de cada secuencia, siempre que se utilice el mismo tipo de gréafico para
ambas y la misma escala en los dos graficos, para que asi se facilite la comparacion de
las distribuciones en estudio. En la Figura 4.3.6 se muestra un grafico de barras para
cada una de las secuencias, en los cuales se ha utilizado la misma escala. Tanto en el
gréfico de barras como en el de lineas se puede visualizar mejor la moda, la dispersion y
la forma que tienen las distribuciones, que en otros graficos como los de sectores, que
aunque estén correctamente construidos, es mas dificil extraer de ellos diferencias
importantes entre las dos distribuciones que indiquen si nuestra intuicion sobre el azar

nos engana.

Figura 4.3.5. Poligono de frecuencias del n°® de caras para ambas secuencias
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Figura 4.3.6. Graficos de barras secuencia simulada y secuencia real
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Interpretacion y conclusiones

Unacaracteristica del nimero de caras en una secuencia real es que, en general, es
mas variable de lo que nuestra intuicidbn nos sugiere, como se vio en la investigacion de
Serrano (1996) con alumnos de bachillerato y futuros profesores. Mientras que los
valores medios del numero de caras coinciden, aproximadamente, en las secuencias
reales y simuladas de los participantes en dicho estudio, la dispersion fue mucho mayor
en las secuencias reales. Serrano indica que somos muy exactos al reflejar la
equiprobabilidad de resultados, incluso mas exactos de lo debido, puesto que la
secuencia simulada tiene menos dispersién que la real. Todos estos resultados se
confirmaron en nuestra muestra, como se deduce del estudio detallado sobre la
percepcion de la aleatoriedad por parte de los participantes que es parte de la tesis de
Ruiz (en preparacion).

Al estudiar los diferentes gréficos (figuras 4.3.2, 4.3.4, 4.3.5y 4.3.6) y lo resumenes
estadisticos presentados la Tabla 4.3.3, se observa que hemos obtenido una distribucién
bimodallo cual sugiere la necesidad de usar la media o la mediana para llevar a cabo la
comparacion:x=10,14 para las secuencias simuladas9,74 para las reales en nuestro
ejemplo, donde vemos que los valores son muy parecidos entre si y casi iguales al valor
tedrico np=10 de la variable aleatoria numero de caras en 20 lanzamientos de una
moneda equilibrada, que es una variable aleatoria Binomial. Las medianas son
respectivamente iguales a 10. Por tanto los estudiantes han reproducido intuitivamente
los promedios de la variable “nimero de cara en 20 lanzamientos de una moneda”.

También surge en esta actividad la idea de dispersién de una forma sencilla. Bien a
través del recorrido o del 50 % de casos centrales, se observa mayor dispersion en la
secuencia real, donde el 50% de los casos centrales se presentan en el intervalo (9-11) y
el recorrido es 7, mientras que en la secuencia simulada el 50% de casos centrales se
reduce al valor 10 y el recorrido es 5. Esperamos que los estudiantes, bien calculando
los estadisticos, bien a partir de los graficos perciban la igualdad aproximada de las
medidas de posicion central y la mayor dispersion de las secuencia reales.

La conclusion respecto a las intuiciones es que los alumnos de los grupos donde se
realizo el experimento tienen una buena percepcion del valor esperado del nimero de
caras en 20 lanzamientos, puesto que la mayoria produce exactamente 10 caras. Sin
embargo, la variabilidad del nimero de caras no se percibe, suponiendo mayor

regularidad que la existente en un proceso aleatorio.
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4.3.3.2 ANALISIS DEL NUMERO DE RACHAS

Regpecto al numero de rachas, esperamos que los estudiantes identifiquen el valor
maximo y minimo del numero de rachas en las secuencias real y simulada y preparen
una tabla de frecuencias como la Tabla 4.3.4 para resumir la informacion y otra tabla
similar para resumir los datos de la secuencia real. Se espera también que los alumnos
calculen resumenes estadisticos tales como las medidas de posicidon central: media,
mediana y moda y de dispersion (al menos el rango) que se han estudiado el curso
anterior y cuyos valores se muestran en la Tabla 4.3.5.

Se espera gue los alumnos construyan graficos simultaneos para las dos distribuciones,
ya que esto facilitaria la comparacion de ambas y como consecuencia la mejor
interpretacion de la informacion estadistica. En las siguientes figuras (4.3.7 y 4.3.8) se
muestran ejemplos de algunos gréaficos de este tipo que podrian utilizar los alumnos.
También podrian realizar graficos separados para la distribucion de cada secuencia,
siempre que se utilice el mismo tipo de grafico para ambas y la misma escala en los dos

graficos, para que asi se facilite la comparacion de las distribuciones en estudio.

Tabla 4.3.4. NUmero de rachas en la secuencia simulada

Numero de rachad-recuencia F. Acumulada Porcentaje (%)

4 2 2 8

5 1 3 11

6

7 1 4 15

8 1 5 18

9 4 9 33.3

10 7 16 59.3

11

12 3 24 88,8

14 2 25 92,6

16 2 27 100
Total 27 27 100

Tabla 4.3.5. Medidas de posicion central y de dispersion en las secuencias

Media Mediana Moda Rango Desviacion tipica
Secuencia simuladal0,04 10 10 12 2,06
Secuencia real 11,49 12 bimodal 7 2,9
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Figura 4.3.7Grdicos de barras adosados para el n® de rachas para ambas secuencias
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Figura 4.3.8. Poligono de frecuencias adosado del n° de caras para ambas secuencias
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Interpretacion y conclusiones

Una caracteristica del nimero de rachas en una secuencia real es que, en general, es
menor de lo que nuestra intuicidon nos sugiere como se vio en la investigacion de
Serrano (1996). Lo podemos ver en los valores medios mas elevados, respecto al de las
secuencias simuladas. También la dispersion es mayor en las secuencias simuladas que
reales, lo que se puede ver del valor del rango y desviacién tipica. Serrano indica que
tenemos tendencia a producir rachas muy cortas, lo que hace aumentar el nimero de
éstas y ello es debido a una percepcién incorrecta de la independencia de resultados en
lanzamientos sucesivos de la moneda. Los alumnos pueden comprobar estas diferencias
analizando los graficos y las medidas de posicion central y dispersion.

La conclusion respecto a las intuiciones es que los alumnos de los grupos donde se
realizd el experimento tienen una pobre percepcion, tanto del valor esperado del nUmero

de rachas en 20 lanzamientos, como de la dispersion de esta variable.
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4.3.3.3 ANALISIS DE LA LONGITUD DE LA RACHA MAS LARGA

Pama analizar la longitud de la racha mayor, esperamos que los estudiantes
identifiquen el valor maximo y minimo de dicha variable en las secuencias real y
simulada y preparen una tabla de frecuencias como la Tabla 4.3.6 para resumir la
informacion y otra tabla similar para resumir los datos de la secuencia real. Se espera
también que los alumnos calculen resimenes estadisticos tales como las medidas de
posicion central: media, mediana y moda y de dispersion (al menos el rango) que se han

estudiado el curso anterior y cuyos valores se muestran en la Tabla 4.3.7.

Tabla 4.3.6. Nimero de caras en la secuencia simulada

Longitud FrecuenciaF. Acumulada Porcentaje (%)

2 1 1 3,7
3 15 16 59.3
4 9 25 92,6
5 1 26 96,3
6 1 27 100
Total 27 27 100

Tabla 4.3.7. Medidas de posicion central y de dispersion en las secuencias

Media Mediana Moda Rango Desviacion tipica
Secuencia simulada 3,4 3 3 4 0,8
Secuencia real 4,3 4 5 5 1,2

Figura 4.3.9Gr&icos de barras adosados para el n° de rachas para ambas secuencias
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Seria deseable que los estudiantes de la muestra realizasen gréaficos simultaneos para
las dos distribuciones, ya que esto facilitaria la comparacion de ambas y la obtencién de
conclusiones en relacién a las intuiciones del conjunto de la clase sobre el azar. En las

figuras (4.3.9, 4.3.10) se muestran ejemplos de algunos graficos de este tipo que podrian
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utilizar los alumnos. Podemos admitir también que los estudiantes hagan graficos
sepaados para la distribucion de cada secuencia, siempre que se utilice el mismo tipo

de gréfico para ambas y la misma escala.

Figura 4.3.10. Poligono de frecuencias adosado del n° de caras para ambas secuencias
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Interpretacion y conclusiones

En general las rachas aleatorias son mayores de lo que nuestra intuicion nos sugiere
como se vio en la investigacion de Serrano (1996). Al estudiar los diferentes graficos y
lo resimenes estadisticos presentados se observan los valores medios mayores y la
semejanza de los estadisticos de dispersiéon. La conclusion respecto a las intuiciones es
qgue los alumnos de los grupos donde se realizé el experimento tienen una mala
percepcion del valor esperado de la racha mas larga, pero, sin embargo, aprecian bien la

variabilidad.

4.4. COMPLEJIDAD SEMIOTICA DE LOS GRAFICOS CONSTRUIDOS

Una vez recogido el informe de analisis de datos del proyecto que entregé cada
estudiante, se clasificaron los graficos incluidos como parte del andlisis, desde varios
puntos de vista. En la tabla 4.4.1 se muestra la frecuencia y el porcentaje de los estudiantes
gue realizaron o no graficos en el desarrollo del proyecto para las distintas variables
propuestas.

Observamos en dicha tabla que el porcentaje de alumnos que no realizan grafico es
menor en el estudio del nimero de caras y que dicho porcentaje aumenta
considerablemente en el estudio del nUmero de rachas y longitud de la racha mayor. Esto
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puede ser debido a varios motivos: El primero, que en el proyecto propuesto a los alumnos,
esbs estan mucho mas familiarizados con el nimero de caras; las otras dos variables aun
siendo no muy complicadas de entender, son menos familiares para la mayoria de las
personas. Afadido a esto, se tiene que la primera variable que se les propuso estudiar para
realizar su trabajo fue la variable numero de caras, por lo que algunos estudiantes se
conformaron con realizar el analisis de esta. Al no analizar las otras dos variables, no

realizaron ninguna representacion grafica en el estudio de éstas.

Tabla 4.4.1. Frecuencia (y porcentaje) de alumnos segun graficos realizados en las
distintas variables

Variables estadisticas Realizan graficddo realizan graficos
NUmero de caras 181 (87,44) 26 (12,56)
NUmero de rachas 146 (70,53) 61 (29,47)
Longitud de la racha mayor 128 (61,84) 79 (38,16)

Puesto que nos interesamos por la capacidad de los futuros profesores a la hora de
representar datos estadisticos por medio de distintos graficos, dentro del estudio,
tendremos solo en cuenta aquellos que realizan graficos.

En primer lugar se realizé un andlisis de los gréficos, que nos permitié definivein “
de complejidad semiotica’de elaboracion propia, teniendo en cuenta los objetos
matematicos cuyo conocimiento requiere el sujeto para construir el grafico, asi como el
nivel de lectura (en la clasificaciéon de Bertin, 1967) que posibilita el grafico construido.

Siguiendo a Font, Godino y D’Amore (2007), en nuestro trabajo asumimos que en las
practicas matematicas, que realizan los sujetos al resolver problemas, se presentan
multiples funciones semidticas (bien de lectura o de representacion), debido a la necesidad
de usar y operar con objetos matematicos, que son inmateriales. Estos autores consideran
una tipologia de objetos mateméaticos (lenguaje (expresiones verbales o simbdlicas),
propiedades, procedimientos, problemas, argumentos, conceptos), que intervienen en las
practicas matematicas y cada una de los cuales puede jugar, el papel de antecedente o
consecuente de una funcion semiética.

La tarea propuesta a los futuros profesores en nuestra investigacion (comparar tres
pares de distribuciones dadas para decidir sobre las intuiciones del conjunto de alumnos)
constituye para ellos un problema, pues la solucidon no les es inmediata. Las practicas
realizadas por los futuros profesores para resolverlo y, especificamente, los graficos
producidos, ponen en juego una serie de objetos matematicos que varian en los diferentes
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graficos. Por tanto, varian las funciones semidticas subyacentes en la construccién e
interpretacion de estos graficos por parte de los estudiantes, asi como en la puesta en
relacion de la pregunta planteada en el proyecto, con los graficos construidos, por medio
de una argumentacion.

La actividad semiética realizada por los futuros profesores en relacién a estos gréaficos
comienza durante su construccion, puesto que deben representar en el grafico, tanto
objetos matematicos (inmateriales), como los resultados del experimento realizado en la
clase (que pertenecen al plano de la realidad). A partir de la lista dada de datos obtenida
durante el desarrollo del experimento, el sujeto que construye el grafico para alguna de las
variables en estudio. Primero ha de considerar los datos individuales como distintos
valores de una variable (establece una correspondencia entre cada dato de la lista con el
objetos matematico “valor’ y de cada columna de la tabla con el objeto matematico
“variable”). A su vez cada dato de la tabla remite a un resultado de un experimento hecho
en la clase (elemento fenomenoldgico).

Después de realizar estas correspondencias, el estudiante debe agrupar los valores
iguales o similares para la variable y obtener la frecuencia asociada a ese determinado
valor (o intervalo de valores) de la variable (nUmero de veces que ese valor se repite en la
lista de datos), obteniendo asi la distribucion de frecuencias de la variable estadistica.
Como observaremos en este apartado, este paso que acabamos de describir no sera llevado
a cabo por todos los alumnos a la hora de construir sus graficos, habra alumnos que
realicen la representacion grafica sin llegar a la distribuciéon de frecuencias previamente,
basédndose 0 en sus experimentos individuales o en la lista de datos que obtuvieron a raiz
del experimento.

Una vez el alumno ha llegado al punto de considerar que dispone de todo lo necesario
para realizar un gréafico, ha de decidir qué tipo de representacion es mas adecuada para el
problema que quiere resolver, lo que le lleva a poner en correspondencia el como
representar los datos en un grafico para obtener informacién de utilidad con la pregunta
planteada en el proyecto, es decir la situacion-problema. Este paso no es sencillo, ya que
requiere un proceso de abstraccion y el conocimiento de los distintos convenios de
construccion de los distintos graficos y para qué tipo de uso estos son adecuados.

Por otro lado, un mismo tipo de gréafico (por ejemplo, un grafico simple de barras) se
puede usar para representar diferentes objetos matematicos, tales como frecuencias

absolutas, relativas, porcentajes y frecuencias acumuladas, medias u otros resumenes
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estadisticos. La regla de correspondencia que explicita cual es el objeto matematico
representado en el grafico debera ser precisada en las etiquetas y escalas de los ejes. El
titulo del grafico proporcionara la clave para interpretar la realidad modelizada por los
objetos matematicos representados en el grafico.

Dependiendo del grafico construido se usaran diferentes objetos matematicos, y la
actividad semiética implicada sera mas o menos compleja. Por ello los graficos producidos
no deben considerarse simplemente como representaciones equivalentes de un concepto
subyacente (la distribucion de datos obtenida) sino como configuraciones diferenciadas de
objetos relacionados e interactuando con dicha distribucion, en términos de Godino, Font y
D’Amore (2007). Estas consideraciones nos sirvieron para definir niveles de complejidad

semidtica en los graficos producidos, que se describen a continuacion.

No produce gréaficosAlgunos futuros profesores no produjeron graficos y se limitaron
a realizar célculos estadisticos, en la mayoria de los casos reducidos a las medidas de
posicion central (media, mediana y/o moda). A veces trabajan también la dispersion
(rango, desviacion tipica). Una parte de los que no producen graficos se limita a presentar
dichos resumenes sin interpretarlos y el resto obtiene una conclusion sobre las intuiciones a
partir de la comparaciéon de las medidas de posicion central y en algunos casos de las de
dispersidon en ambas secuencias. No tendremos en cuenta estos estudiantes en nuestro
analisis, pues nuestro interés se centra en los gréaficos estadisticos producidos por los
estudiantes.

Algunos futuros profesores no analizaron las variables nimero de rachas y longitud de
la racha mayor, por lo que el porcentaje de estudiantes que no realizan graficos en el
estudio de estas dos variables es considerablemente mayor que los que no realizan

representaciones graficas en el estudio del nUmero de caras (ver tabla 4.4.1).

N1. Representa solo sus resultados individuales. Algunos alumnos en nuestro estudio
producen una grafica para representar los datos obtenidos en su experimento particular, sin
considerar los datos de sus comparieros. Estos estudiantes tratan de resolver la pregunta
para su caso particular (si él mismo tiene una buena intuicién), no habiendo comprendido
el proposito del proyecto o no siendo capaces de realizar un andlisis global de los datos.
Generalmente manifiestan una intuicion erronea sobre la aleatoriedad suponiendo que una

buena intuicion implicaria que su secuencia simulada fuese idéntica en alguna
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caracteristica a su secuencia r

Aunque la impredecibilidad es una diferencia esencial entre experimentos alee

deterministas, estos estudiantes tratan de predecir el resultado o al menos pre

parte de los resultados ca secuencia aleatoria. Este fendmeno, denomiilusion de

control fue observado originalmente de Langer (1975) en diferentes tipos de jue

azar, por ejemplo la loteria, donde observo en los sujetos una creencia ilusoria

capacidad para influen el resultadc

Figura 4.41. Analisis semidtico de un grafico correcto de la categor
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representando una variable, sino los resultados (constantes) que obtuvo en sus s
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equilibradd que toma los valores: “Cara” o

“cruz”. Pero no considera la variable “nt
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de caras en las secuencias real y simulada de cada alumno de la clase” que tomaria valores
numéricos. El alumno esta representando en €Y &g nameros naturales; establece, por

tanto una funcion semiotica entre los puntos del eje y los numerales en él representados y
también entre estos puntos y numerales con los nimeros naturales (hasta 12).

El analisis semidtico realizado a este tipo de gréaficos, muestra que los conceptos,
proposiciones y procedimientos puestos en juego son de menor complejidad que en
representaciones en las que se tengan en cuenta el conjunto de todos los datos de la clase.
Por otro lado, este tipo de graficas solo permiten un nivel de lectura de extraccion de datos
(Bertin, 1967) deer los datogn la categorizacion de Curcio (1989), ya que solamente se
pueden extraer informaciones acerca del valor que toma la variable en un caso particular.
Por ejemplo, la figura 4.4.1. permitiria preguntas sobre cual es el valor de la variable
namero de caras (0 numero de cruces) en el caso particular del alumno que realiza el

grafico.

N2. Representa los valores individuales de la variaBlen los estudiantes que al
analizar cualquiera de las variables, no llegan a agrupar los valores similares obtenidos en
las secuencias reales o simuladas del total de alumnos en la clase. En lugar de ello,
representan el valor (o valores) obtenido para cada alumno para una determinada variable,
dentro del grafico. Se trata de una representacion de los datos en el orden en que han sido
obtenidos, pero no se llega a la idea de frecuencia asociada a cada valor o de distribucion
de frecuencias de la variable. A pesar de ello, este tipo de graficos supone una mayor
complejidad que los de la anterior categoria, ya que los alumnos al menos han
comprendido que para realizar el proyecto deben analizar el conjunto de los datos
obtenidos por toda la clase.

Hacemos notar que en este tipo de gréaficos, cuando los valores son representados en un
eje X, estos tienen un orden artificial, pues sélo indica el orden arbitrario en que se
recogieron los datos en la clase. Dentro de esta categoria hemos obtenido diagramas de
barras horizontales y verticales; graficos de lineas de una o las dos variables, que, aunque
no permiten resolver el problema de comparacion, al menos muestran la variabilidad de los
datos en los diferentes estudiantes. Otros estudiantes producen gréficos claramente
inapropiados, que ni siquiera permiten visualizar la variabilidad de los datos, entre ellos,
diagramas de sectores, graficos adosados o apilados de barras.

En las figura 4.4.2 se muestra un ejemplo de grafico correspondiente a la categoria N2.
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El estudiante realiza diagramas de barras separados para cada secuencia, permitiendo este
tipo de gréficos mostrar la variabilidad de los datos obtenidos por los alumnos, aunque
dificultando mucho la comparacion de las secuencias real y simulada para la obtencion de
una conclusion final en el proyecto, pues no se observa con claridad la moda ni las
frecuencias de los diferentes valores. Sin embargo, usa implicitamente las ideas de

experimento aleatorio, variable aleatoria y sus valores, asi como la variabilidad de la

variable.
Figura 4.4.2 Analisis semiético de un grafico correcto del tipo N2
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El alumno usa la idea de proporcionalidad, pues la altura de cada barra corresponde al
valor de la variable obtenido por cada alumno. El valor de la variable se ha representado en
el ejeY, que usualmente corresponde a las frecuencias. En ¥l sgerepresentan los
nameros naturales ordenados en su orden natural. Por tanto establece una correspondencia
entre las divisiones en el eje que son los nimeros naturales y cada uno de los alumnos,

aunque dicha correspondencia es arbitraria. También se visualiza la idea de variable
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estadistica (diferentes valores de la variable aleatoria para cada estudiante), pues se
representa cada unidad estadistica (alumno) con su valor de la variable. EiX eleeje
representan los alumnos de la clase ordenados segun su colocacion en el aula; es por tanto
un orden arbitrario que no corresponde al orden de los nUmeros naturales.

El nivel de lectura de los graficos que hemos clasificado en el nivel 2 es superior al
de los de nivel N1, pues permite visualizar todos los valores obtenidos de la variable, asi
como su variabilidad (se observa claramente el valor maximo y minimo). Sin embargo
no se llega a percibir claramente la estructura o tendencia de los datos. Por tanto la
gréfica permitiria plantear preguntas de nivel de “extraccion de datos” pero no permite
todavia la “extraccion de tendencias” (Bertin, 1967), pues no es posible percibir en el

gréfico una relacion entre dos o0 mas subconjuntos de datos.

N3. Produce graficos separados para cada distribuci®ara concluir sobre las
intuiciones de los estudiantes, estos tenian que comparar las secuencias real y simulada. En
el estudio comparativo de cada par de variables (estudio de las distribuciones de una
misma variable en las secuencias real y simulada), el alumno forma dos tablas de
frecuencias, a partir de las cuales produce dos gréficos, uno para cada secuencia o bien,
representa directamente un gréafico de cada uno de los valores diferentes de la variable con
sus frecuencias, para cada una de las secuencias.

Esto supone que el alumno pasa del conjunto de datos a la variable aleatoria, para
posteriormente pasar a su correspondiente variable estadistica con su distribucion de
frecuencias en la muestra mheestudiantes. Es decir, para cada par de variables representa
dos graficos; el usar dos graficos separados dificulta a veces la comparacion de las
variables, sobre todo en caso de no usar la misma escala de representacion en los dos
graficos o usar distintos tipos de graficos para cada una de las secuencias. Entre los
graficos dentro de esta categoria hemos obtenido graficos de barras horizontales y
verticales y poligonos de frecuencias.

En la figura 4.4.3, el estudiante asigna un numero (frecuencia) para “representar” un
subconjunto de datos (el conjunto de casos que tienen el mismo valor de la variable; y el
cardinal de dicho conjunto). Se usa el¥jeara representar las frecuencias (aunque en el
ejemplo no se explicita cual es el objeto matematico representado en este eje). La
representacion grafica del conjunto de valores de la variable asi establecida con sus
frecuencias, remite a un nuevo objeto matematico, la distribucion de frecueonizepto

complejo, que se refiere al agregado de todos los datos obtenidos por el conjunto de
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alumnos de la clase y no a alguno de los datos de un alumno en pa

Figura 4.43. Analisis semidtico de un grafico correcto del tipc
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representacion de las frecuencias asociadas a cada v
la variable.

Representacion de escalas en los

Representacion de frecuencias mediante b

Conceptos y proposicior

Experimento aleatorio: lanzar :
veces una mone

Variables aleatorias: ndmero
caras al lanzar 20 veces
moneda equilibrada y ndmero
caras en la secuencia inventade
longitud 20 por un estudian
genérico.

Variables estadisticas: muestra
tamafio m de los resultados d
namero de caras al Izar 20 vece
una moneda equilibrada y name
de caras en la secuencia invent
de longitud 20 obtenidas por ce
uno de losm estudiantes de
clase.

Frecuencias de cada posible ve
de la variable.

Proporcionalidad (altura de
barra con frecuenciz

Ndmeros naturales y orden de
naturales.

Paralelismo y perpendicularid.
Distribucion de la variabl
(conjunto de valores con
frecuencia).

Moda (valor més frecuent
Minimo, maximo y rangt

Los gréaficos que hemos clasificado en el Nivel 3, permiten responder pregunt:

el nivel deextraccion de tendenci en la categorizacion de Bertin (1967), pues en

tipo de gréficos es posible percibir directamente una relacién entre dos o conjuntos

de datos. Comparando las frecuencias de las diferentes barras del ejemplo 4.3), se

puede determinar el de mayor frecuencia y percibir directamente la moda, adem:

también patente la variabilidad, que ahora se visualiza mas ente aun que en

grafico de nivel 2, examinando directamente el rango de la variable eiX.

N4. Produce un grafico conjunto para cada par de distribuciolEl alumno ha

llegado a formar las distribuciones de cada par de variables y las representa conju

en el mismo gréfico, lo cual facilitara su comparacién. El grafico tiene también

complejidad al representar conjuntamente dos variables ecas. Hemos encontrado
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siguientes variaciones de graficos correctos: diagramas de barras adosados; representacion
de algun estadistico comparable en las dos distribuciones (por ejemplo las medias),
graficos de barras contrapuestos de estadisticos comparables en las dos muestras (por
ejemplo, media, mediana y moda), graficos de lineas superpuestos y graficos de puntos de
las dos distribuciones. Entre los graficos incorrectos, los alumnos representan algin
estadistico (por ejemplo las medias) en variables no directamente comparables, o de varios
estadisticos no comparables en las dos variables (por ejemplo, media y rango) o diagrama
de sectores del total de caras en las dos distribuciones.

En los niveles 3 y 4 los alumnos representan una funcién que a cada valor de la
variable asigna su frecuencia (nivel 3) o una frecuencia en cada variable (nivel 4). Esta
funcion no llega a construirse en los niveles anteriores. En la figura 4.4.4 se muestra un
ejemplo correcto de un grafico de esta categoria realizado por un alumno: un grafico de
puntos en el que se muestra la distribucion de las dos variables en estudio. En este gréfico
al igual que ocurria con el mostrado en la figura 4.4.3 , el alumno es capaz de agrupar los
datos iguales llegando asi al concepto de variable estadistica, frecuencias asociadas a los
valores de dichas variables y sus distribuciones de frecuencias.

Este grafico supone una mayor complejidad que el de nivel 3 pues maneja dos
variables estadisticas en el mismo grafico. También permite una mas facil interpretacion de
los contenidos estadisticos subyacentes, ya que posibilita visualizar la moda, los valores
maximos y minimos de las variables, los rangos e incluso permite, por un simple
mecanismo de conteo de puntos, calcular cual es la mediana en ambas distribuciones. Este
grafico tiene la ventaja de facilitar mucho la comparacion de ambas distribuciones. El
alumno hace un pequefio error en el grafico pues no ha colocado el mismo niamero de
puntos en cada parte del grafico, mientras que el numero de datos de las dos variables
estadisticas es el mismo. Pensamos que este es un error accidental por lo que consideramos

el grafico correcto.
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Figura 4.12 Andlisis semiotico de un grafico correcto del tN4

Gréfico de puntos dok Configuraciorcognitiva
e Conceptos y proposicior
a8 = |- Experimento aleatio: lanzamientg
o Frp cere i de una moneda equilibrada 20 ve
s = R |- Variables aleatorias: nimero de c¢
e A al lanzar 20 veces una mone
R R R %ﬁ_,ﬁ equilibrada y nimero de caras er
SEinin, f g == x = secuencia inventada de longitud
g [= = por un estudiante genéri
g P | g - Variables estadisticas: muestra
- c l‘ tamafio m de los resultados d
e v S L =1 ndmero de caras al lanzar 20 ve

e una moneda equilibrada y nimero

[ caras en la secuencia inventada
longitud 20 obtenidas por cada U
de losm estudiantes de la cla

- Frecuencias de cada posible valol
la variable (implicito, dado por €
namero de punto

- Distribucion de frecuencie

- Sucesos, espacio mues!

- NOmeros naturales y orden de
ndmeros naturale

- Moda (valor mas frecuent

- Valores maximo y minimo de I
variables y sus rangt

- Mediana.

- Conflicto: cada punto representa
n°® de caras obtenido por

Lenguaje

- Gréico: cruces, lineas.

- Verbal: rétulos para cada una de las distribucic
incompletos ya que so6lo dan informacion de la secut
de la que se trata y lo que representan sor
distribuciones del nimero de ca

- Numérico:etiquetas para la escala del eje Y que sol
ndmeros naturales ordenac

- En el eje Y debemos interpretar que represente
valores de las variables, ya que no tiene ré

Procedimientos

- Clasificacion de cada valor de la variable para coloc:
punb en el lugar del grafico que le corresponde (no
recuento explicito ni célculo explicito de frecuenc determinado alumno, ya sea en

i Representac!(,)n del eje Y'y su est i secuencia real o simulada, pero e
- Representacién de los valores de las variables me secuencia simulada aparecen |

puntos. puntos cosa que no es posi

Los graficos que hemos clasificado en el nivel 4 permiten el superior de lectur
en la categorizacion de Bertin (1967), es decanalisis de la estructu pues permite
comparar tanto tendencias como variabilidad en las dos variables en una Unica im
resumen, aungue dentro de cada uno de los niveles mos definido en los gréfice
producidos por los estudiantes observamos una variedad de gréaficos, se evidencii
cualitativo entre cada uno de los niveles definidos. Por un lado, cada nivel
construccion de graficos implica la actividad sema usada en el nivel anterior y ader
la amplia, como también amplia la complejidad y el nimero de objetos mate
utilizados en la comprensic¢

En términos dé&ont, Godino y D’Amore (2007), la complejidad de la configuracic

objetos mateméticos Isyacentes crece con el nivel del grafico producido. Por otro la
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puede establecer un paralelismo entre los niveles de lectura de graficos descritos por Bertin
(1967) y asumidos posteriormente por Curcio (1989) con otra terminologia y nuestros
niveles de construccion de los gréaficos: El nivel 1 posibilita la extraccion de datos; el nivel
3, la extraccion de tendencias y el 4 el analisis de la estructura; mientras que el 2 permite
un nivel intermedio superior a la simple extraccion de datos pero sin llegar a la extraccion

de tendencias.

Sintesis de resultados

En la tabla 4.4.2 se muestra la distribucion de los graficos construidos por los
estudiantes en cada variable, teniendo sélo en cuenta los alumnos que realizan gréaficos.
Respecto al numero de caradel total de los 207 alumnos que entregaron el informe final
del proyecto, son 181 (87,44%) los que realizan algun gréafico. Es un porcentaje alto, sobre
todo teniendo en cuenta que las instrucciones de la tarea dejaban total libertad a los
alumnos para elegir el método de andlisis de los datos que creyesen conveniente, es decir

no se les pedia la construccion de graficos en la realizacion del proyecto.

Tabla 4.4.2. Frecuencia (porcentaje) de graficos construidos por los estudiantes en cada

variable segun nivel de complejidad semidtica.

Nivel de complejidad semidtica NUmero de caras NUmero de rachas Racha Mayor
N1. Representa s6lo sus datos 6 (3,31) 6 (4,11) 3(2,34)
N2. Representa resultados individuales 40 (22,10) 23 (15,75) 21(16,41)
N3. Gréficos separados para cada muestra 91 (50,27) 77 (52,74) 67 (52,34)
N4. Gréficos conjuntos 44 (24,31) 40 (27,39) 37 (28,90)
Total 181 146 128

La mayoria de los estudiantes construyen graficos dentro del nivel 3 de complejidad
semoética (50,27%), y si sumamos a estos los alumnos que realizan graficos pertenecientes
al nivel 4 (24,31%), tenemos que el 74,58% de los graficos realizados por los alumnos
tienen un nivel de complejidad adecuado para resolver el problema que se les planteo, ya
gue son capaces de llegar a la distribuciones de las variables estadisticas y representarlas
en un grafico.

El porcentaje de alumnos que construyen graficos de nivel 1 (3,31%) es bajo, lo que
indica que la mayoria de los alumnos entendi6 el propdsito del proyecto representando
solamente sus propios datos. Sin embargo, el porcentaje de graficos pertenecientes al nivel

2 de complejidad (22,10%) es considerable, pues estos graficos no permiten extraer
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suficiente informacion que ayude a los alumnos a concluir sobre las intuiciones de la
aleatoriedad, pues no se pueden observar las tendencias, aunque si sobre la variabilidad.

Para el estudio delumero de rachasl46 estudiantes (70,53%) realizaron algun
tipo de gréfico. El porcentaje es considerablemente mas bajo que en el caso de la
variable nimero de caras, por las razones ya explicadas. De estos estudiantes, el 52,74%
construyen graficos de nivel 3 y 27,33% alcanzan el nivel superior, lo que supone que
un 80,07% de los estudiantes realizan representaciones pertenecientes a los dos niveles
superiores. Esto muestra que también para el estudio de esta variable, en el caso de
realizar gréfico, la mayoria de los estudiantes realizan representaciones de una
complejidad semidtica adecuada para el problema que se les propuso. El resto (19,86%)
de los alumnos que realizan grafico no llegan a construirlo con un nivel semiotico
suficiente como para obtener informaciones relevantes a partir de estos a la hora de
obtener sus conclusiones finales (niveles 1y 2).

Respecto a la longitud de la racha mayeuyelve a descender el porcentaje de
alumnos que realizan gréaficos, suponemos que influye lo dicho anteriormente, es decir
que el concepto de racha es menos intuitivo para los estudiantes, ademas de unirse al
hecho de que esta fue la tercera y Ultima variable que se les propuso que estudiasen. Del
total de los 207 alumnos que entregaron el proyecto resuelto, un 38,16% (79
estudiantes) no realiza ninguna representacion grafica.

Como en los dos casos anteriores, el nivel mas frecuente entre los graficos
construidos es el nivel 3 (52,34%), que unido al nivel 4, alcanzado por 37 estudiantes
(28,90%), suponen un total del 81,24% de los graficos construidos. En el estudio de esta
variable, aunque son menos los estudiantes que realizan algun tipo de grafico, el
porcentaje de gréaficos pertenecientes a los dos niveles superiores es mayor que en los
dos casos anteriores, por lo que la mayoria de las veces el gréfico tiene un nivel de
complejidad semidtico adecuado pare el problema en cuestién.

Para analizar si hay influencia de la variable analizada sobre el nivel de complejidad
semidtica del grafico producido se realiz6 el contraste Chi-cuadrado, obteniéndose un
valor Chi=3,58, con 6 grados de libertad, que no fue estadisticamente significativo (p=
0,7339). En consecuencia el nivel de complejidad del grafico no depende de la variable
analizada, y por tanto es mas bien un indicador de la competencia gréfica del futuro

profesor.
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4.5.ERRORES Y DIFICULTADES EN LA CONSTRUCCION DE LOS
GRAFICOS

Otro punto analizado ha sido la correccion de los graficos; mas concretamente, se han
clasificado los errores detectados en la construccidn de los graficos por parte de los futuros
profesores. Con ello ampliamos unos estudios previo realizado sobre este mismo tema
(Arteaga, Ortiz y Batanero, 2008), donde se encontraron errores, principalmente en la
construccion de las escala y, en menor medida, en la eleccion del tipo de gréafico. A
continuacion presentamos los tipos de errores encontrados en la investigacion actual,
mostrando un ejemplo de cada uno y llevando a cabo su andlisis semidtico. Seguidamente
se estudia el efecto del uso del ordenador sobre los errores en los graficos producidos v,
finalmente, la relacion entre la complejidad semidtica del grafico y los errores en su

construccion.

45.1. CLASIFICACION DE ERRORES EN LA CONSTRUCCION DE
GRAFICOS.

1. Graficos basicamente correct@dsunque la finalidad de esta seccién es analizar los
errores en la construccion de los graficos, describimos también los que son correctos 0
basicamente correctos, para tenerlos en cuenta en el andlisis de la frecuencia de los
diferentes tipos de errores. Una primera categoria es, en consecuencia, la formada por

graficos basicamente correctos, en los cuales hemos destacado las siguientes variantes:

1.1 Gréfico correcto.Cuando el estudiante realiza un grafico que es correcto, tanto en
el titulo, ejes, escalas y etiquetas, como en el tipo de grafico y las variables representadas.

No comentamos este caso, ya analizado anteriormente.

1.2. Gréfico que es basicamente correcto, pero no estamindo a que en la
realizacion del proyecto los alumnos tuvieron libertad para elegir los resumenes
estadisticos o graficos que creyesen apropiados para el problema que se les planted, hay
alumnos que realizan graficos no comunes. Debido a una falta de conocimiento de los
convenios de construccion de los distintos graficos, pueden realizar representaciones no

estandar. En algunos de los casos, estos graficos seran correctos y en otras incorrectos.
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Tabla4.5.1, Ejemplo de grafico en la categoria 1.1

Graficocorrecto pero no estan

Configuracion epistémi

Scowlkin SilaAbh Sroksia ACaL K
-“x
whoh [ ¥ pERA '
L - I HEpyrann
L. 1 Hoph
AsmALICINSEl J1tvdasannnm
Procedimientos
- Recuento de datos, célculo de frecuen
- Calculo de los distintos promedios: me(

mediana y moda.

Representacion de los ejes: en el eje X repre
los valores de la variable estadistica, a la izqui
del origen representa los valores de esta ¢
secuencia simulada y a la derecha los valores
variable en la secuencia re

Representa un ejeY comin para ambe
secuencias, y por medio de barras cuyo origer
situado en dicho eje representa los valores d
distintos promedios.

Representacion de valores de los distil
promedios por medio de la longitud de
distintas barras.

Representacion de  estadisticos de
distribuciones en un mismo gréfico (Nivel

Conceptos y proposiciones

Lenguaje

Experimento aleatorio: lanzar 20 veces
moneda.

Variables aleatorias: nimero de caras
lanzar 20 veces una moneda equilibrac
namero de cas en la secuencia invente
de longitud 20 por un estudiante genéi
Variables estadisticas: muestra de tamaf
de los resultados del niumero de cara
lanzar 20 veces una moneda equilibrac
ndmero de caras en la secuencia inven
de longitud 20 btenidas por cada uno
los m estudiantes de la cle

Distribucion de frecuencias, como p¢
previo al calculo de los distintos promed
NUmeros naturales y orden de los natur
Moda (valor mas frecuente), media
mediana.

Gréfico: puntoslineas, marcas, rectangul
Verbal: etiquetas para las distin
secuencias y etiquetas en cada b
indicando a qué promedio corresponde ¢
una de estas.

Numérico: etiquetas en las escalas
representan  los  ndmeros  nature
ordenados.

En la tabla 4.3 mostramos un ejemplo y su analisis semic Solo tres esdiantes

realizan graficos dentro de esta categoria, 'construyerpara las tres variableAunque

estas representacionee coincidan con ningun grafico estadisticoestudiado por lo

alumnos, suponen maneras originales de representar los da, ademas, permite

realizar algunas interpretaciones correctas y por lo tanto extraer informaciones Ut

obtener una conclusion del problema planteado. En este ;, Watson (2006) propor

que es importante que los alumnos no tengan demasiadas restricciones a la

construir graficos, puesn muchos casddearangraficos originales e intuitivos, aunque

sean perfectos desde el punto de vista estadisticoriores debates acerca de los graf

construidos ayudaran a los alumncprogresaty fomentara el desarrollo de habilida

criticas a la hora deonstruir ( interpretar distintos graficos estadisticos.
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1.3. Graficos con lineas innecesarias 0 bien lineas curvasque dificultan s

lectura. En general el grafico no contiene errores graves, pero se afiaden el

innecesarios o bien en los poligonos de frecuencias los alumnos en lugar de unir Ic

con lineas rectas utilizan lineas cur En la tabla 4.2 mostramos un ejemplo y

analisis semiobtico.

Tabla4.5.2. Ejemplo de gréfico en la categoria 1.2

Gréfico con lineas innecesal

Configuracién epistémit

Humeto e (AEAS
" T 5&'['-—&{'%! faurlle s
a
-]
¥l
it
af
i
-y e SRS, e
Lenguaje

- Grafico: puntos, lineas curvas y rectas, mz

- Verbal: titulo delgrafico, nombres de las secuencias represent
No hay rotulos en los gjes.

- Numérico: etiquetas en las escalas que representan los ni
naturales ordenados.

- El titulo del grafico no es claro porque no especifica que se

representando las distriiones dl ndmero de caras en |
secuencias real y simulada.
- Usa dos colores, rojo y verde, para diferenciar las

distribuciones.

Procedimientos

- Recuento de datos, calculo de frecuel.

- En el gje X representacion de los valores de la var(nimero dg
caras) y en el eje Y las frecuencias asociadas a cada valo
variable en las secuencias real y simul

- Representacion de escalas en los

- Representacion de frecuencias mediante pt

- Representacion de dos distribuciones en un mgrafico.

- Conflicta unién de puntos mediante lineas cur

Conceptos y proposicior

Experimento aleatoric
lanzar 20 veces ur
moneda

Variables aleatoriay
namero de caras al lan:z
20 veces una monel
equilibrada y numero c¢
caras en la secuen(
inventada

Variables estadistica

muestra de tamafio m de
resultados del numero
caras al lanzar 20 veces U
moneda  equilibrada
namero de caras en
secuencia inventac
Frecuencias de cada posi
valor de la variable nime!
de caras en las secueas
real y simulad:

NuUmeros naturales y ordi
de los naturale
Distribucién de la variabl
(conjunto de valores con !
frecuencia
Moda
frecuente’
Minimo, maximo y rang.
Proporcionalidad, esce.

(valor ma:

La frecuencia de alumnos que cometentipo errores también es baja. En el cas

comparacion del numero de caras y del nUmero de rachas hay 4 al,, para la variable

longitud de la racha mas la, solamente 3 estudiantes realizaron gréaficos pertenecie

esta categoria. Estos estutes parecen no conocer las reglas para la construcclos
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graficos estadistico y tratan de aplicar convenios aprendidos en otras partes de las
matematicas. Mas concretamente, puede ser debido a la confusién de un poligono de
frecuencias con la representacion de una funcién algebraica continua.

Al representar funciones polinomicas sencillas, los alumnos dan valores a la variable
independiente para luego obtener los valores correspondientes de la variable dependiente,
Yy, una vez representados varios puntos en un sistema de referencias cartesiano, unen estos
por medio de lineas curvas. Puesto que al construir los poligonos de frecuencias,
inicialmente se representan las frecuencias para los distintos valores de la variable por
medio de puntos en un sistema de coordenadas, este grafico puede parecer similar al caso
de representaciones de funciones polinémicas.

El problema de afadir lineas innecesarias aparece si estas dificultan la lectura del
grafico, pero en nuestro trabajo dichas lineas no afiaden dificultad a la lectura del gréfico,

por lo tanto es considerado como un error leve.

2. Gréfico correcto con errores en escala (Parcialmente correcto)

Friel, Curcio y Bright (2001) indican que una de las partes que conforman un grafico es
el marco del mismo, en el que estan incluidos las escalas, los ejes, el sistema de
coordenadas elegido y las etiguetas de las escalas y ejes. Estos elementos proporcionan
herramientas necesarias para entender los datos y tipos de medidas que estan siendo
tratados. Por lo tanto es importante que los futuros profesores presten especial atencion a
las escalas y su representacion, ya que son fundamentales para una correcta interpretacion
de los distintos graficos. En el proyecto presentado este paso no fue dificil para los
estudiantes, debido a que todas las variables que tenian que representar eran discretas, con
valores enteros.

En esta categoria el grafico en si seria correcto, pero tiene algun error en la escala, sus
etiquetas, o bien no contiene escala. Debido a que estos elementos son parte estructurante
de los distintos graficos y proporcionan informacion fundamental a la hora de leer e
interpretar criticamente los gréaficos, representaciones con este tipo de error son

consideradas como parcialmente correctas. Hemos encontrado las siguientes variantes:

2.1. Escalas no proporcionalegl punto en que los estudiantes encontraron mas
dificultades fue a la hora de representar las escalas con sus etiquetas en los distintos
graficos. En este sentido, hemos encontrado escalas no proporcionales, en las cuales
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distancias que deberian ser iguales entre pares distintos de puntos, no lo ¢
problema ha sido encontrado en dos estudiar analizar ehimero de rachasen tres
estudiantes cuando analizan la longitud de la racha nEn la tablad.£.3 mostramos un

ejemplo y su analisis semioti

Tabla4.t.3, Ejemplo de grafico en la categoria 2.1

Gréfico con escalas no proporcion Configuracion epistémic

Conceptos y proposicior
- Experimento aleatoric

_ lanzar 20 veces ur

=] monede

LR - ey - Variables aleatoria:

' longitud de la racha may:

I al lanzar 20 veces ui

i R moneda  equilibrada

l Lty 't—!‘_L_L},__- longitud de Ia_ ra_lcha may!

E X en la secuencia inveada.

- Variables estadistica
muestra de tamafm de los
resultados de la longitud ¢
la racha mayor al lanzar
veces una monec
equilibrada y longitud de |
racha mayor en la secuen

é\
iy
5l

By
sl s

Lenguaje

- Grafico: puntos, lineas, marcas, rectang

- Verbal: etiqueta “x” para el eje X, sin aclarar que se trata
variable longitud de la racha may En el eje Y la etiqueta “ fi
racha mayor” da informacién de lo que se esta representand:
gréfico. Falta titulo.

- Numérico: etiquetas en las escalas que representan los ni ,
naturales ordenados. (eje X y eje inventadz

- Utiliza distintos colores para diferenciais distintas barras de Distribucion de frecuencie
grafico - Ndmeros naturales y ordi

delos naturale:
- Figuras geométrica
rectangulos
- Escala, proporcionalid.
Correspondencia entre ca
valor de la variable y u
rectdngulo o barra, y ent
la altura de cada una de
barras y la frecuencia d
valor al que representa

Procedimientos

- Recuento de datos, calculo de frecuen

- Representacion de los ejes, es decir representacién de ni
naturales en la recta real: en el eje X representacion de los \| -
de la variable (longitud de la racha mayor) y e eje Y
representacion de las frecuencias asociadas a cada valoi
variable en una de las dos secuencias; real o sim

- Representacion de escalas en los

- Representacion de frecuencias mediante la longitud de dis

barra.
barras. Mod | 3
. - - oda valer mas
- Dar diferentegolores a las distintas bari . (
frecuente

- Conflicta representacion de los numeros naturales en la rect
Escala no proporcional, distancia entre el 6 y el 7 es mayor q!
ejemplo la distancia entre el 7y €

- Conflicta en este caso el estudiante no @ las barras en lgs
valores enteros.

- Valor maximo y minimo di
la variable, rangs
Forma de la distribucio
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2.2. Representacion errénea de numeros naturales en la rectareeabién hemos
encontrado representaciones erréneas de los nimeros naturales en la recta real, error ya
descrito en futuros profesores por Bruno y Espinel (2005). Entre ellas destacamos alumnos
gue omiten determinados valores de la variable, debido a que tienen frecuencia nula. En la

tabla 4.5.4 mostramos un ejemplo y su andlisis semiético.

Tabla 4.5.4, Ejemplo de gréfico en la categoria 2.2

Gréfico con valores faltantes en el eje Configuracion epistémica

Conceptos y proposiciones
- Experimento aleatorio: lanzar

20 veces una moneda.
- Variables aleatorias: niumero de
rachas al lanzar 20 veces una
moneda equilibrada y nimero
de rachas en la secuentia
inventada.

9]

5 3 4 i012d S

N2 2ACHAS - Variables estadisticas: muestra
Lenguaje de tamafio m de los resultados
- Gréfico: puntos, lineas, marcas, rectangulos adosados. del namero de rachas al lanzar
- Verbal: titulo del grafico incompleto y faltan etiquetas en| los 20 veces una  moneda

ejes. equilibrada y nimero de rachas
- Numérico: etiquetas en las escalas que representan los niimer&$! la secuencia inventada.

naturales ordenados. (eje X y eje Y). - Distribucion de frecuencias.
- Figuras geomeétrica

rectangulos.
- Correspondencia entre cada

Uy

Procedimientos
- Recuento de datos, calculo de frecuencias.

- Representacion de los ejes, es decir representacion de niimerydlor de

naturales en la recta real: en el eje X representacion g
valores de la variable (nUmero de rachas) y en el e
representacion de las frecuencias asociadas a cada valg
variable en una de las dos secuencias; real o simulada.
Representacion de escalas en los ejes.

Representacion de frecuencias mediante el area de los di
rectangulos, ya que en un histograma el area de las barra
ser proporcional a la frecuencia.

Conflicta representacion de los nimeros naturales en la
real.

e logectangulo o barra, y entre

ie yarea de cada una de las barr

r de @ frecuencia del valor al q
representa la barra.

- Moda (valor mas frecuente).
stinto¥alor maximo y minimo de |
s ha gariable, rango.

- Forma de la distribucion.

recta

la variable y up

as y
le

Este tipo de errores tienen estrecha relacion con el desarrollo del sentido numérico
de los estudiantes, ya que estos alumnos muestran dificultades al representar los
nameros naturales en la recta real y fallos de razonamiento proporcional. En nuestro

trabajo, son cuatro alumnos los que cometen este error al analizar el nUmero de caras
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(2,2%), 10 al comparar el numero de rachas (6,85%) y cinco en el estudio de la variable
longtud de la racha mayor (3,88%).

Tabla 4.5.5, Ejemplo de gréfico en la categoria 2.3

Gréfico en el que falta el rétulo Corfiguracion epistémica

Conceptos y proposiciones
- Experimento aleatorio: lanzar 20

veces una moneda.
- Variables aleatorias: numero de
rachas al lanzar 20 veces una
moneda equilibrada y nimero de
rachas en la secuencia inventada.
- Variables estadisticas: muestra|de
tamafio m de los resultados del
nimero de rachas al lanzar |20
veces una moneda equilibradg y
nimero de rachas en la secuencia

inventada.
Lenguaje - Distribucion de frecuencias.
- Gréfico: puntos, lineas, marcas, rectangulos. - Figuras geométricas: rectangulps,
- Verbal: etiqueta “x” para el eje X e “y” para el eje Y. Las segmentos, puntos.
etiquetas son insuficientes, ya que no tiene tampoco {itulo.Sistemas de coordenadas

Etiquetas para diferenciar las secuencias real y simulada. cartesianas.
- Numerico: etiquetas en las escalas que representgn lo€orrespondencia entre cada valor
nameros naturales ordenados. (eje Xy eje Y). de la variable y un rectangulo|o
- Utiliza distintos tipos de graficos para diferenciar| 1a barra, y entre el 4rea de cada Lina
distribucion de la variable en las distintas secuencias.de las barras y la frecuencia del
Dibuja el poligono de frecuencias utilizando un boligrafo valor al que representa la barra.

rojo y el histograma utilizando un boligrafo negro. - Correspondencia entre cada valor

de la variable y un punto en |el
Procedimientos plano de coordenadas cartesianas y
- Recuento de datos, calculo de frecuencias. a su vez entre estos puntos y|su

- Representacion de numeros naturales en la recta realf en @oordenada en el eje de ordenddas
eje X representacion de los valores de la variable y en el ejeque representa la frecuencia |de
Y representacion de las frecuencias asociadas a cada valatada valor de la variable.
de la variable en las dos secuencias. - Moda (valor mas frecuente).

- Representacion de escalas en los ejes. - Valor maximo y minimo de una de

- Representacion de frecuencias mediante la longitud delas variables en las secuencias feal
distintas barras y posicion de distintos puntos en el planoy simulada.

cartesiano. - Forma de la distribucion.
- Representacion de dos distribuciones en un mismo mafco.

2.3. Rotulos confusos, valores en las escalas erroneos o falta dsesledtulos y
etiquetas son parte importante de los gréaficos, pues, segun Curcio (1987), un grafico queda
determinado entre otras cosas pomplasbrasque aparecen en el mismo, esto es, el titulo

del grafico, los rétulos de los ejes y las etiquetas de las escalas. Todo ello proporciona las
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claves necesarias para entender las variables representadas, las relaciones existentes entre
los distintos elementos del gréfico y el contexto del mismo.

A pesar de esta importancia, Bruno y Espinel (2005) muestran en su investigacion que
muchos futuros profesores tienen dificultades en incluir un rétulo correcto y significativo.
En nuestro trabajo son muchos los alumnos que incluyen titulos o etiquetas imprecisos,
aunque pocos realizan graficos con titulos o etiquetas totalmente incorrectos o ausentes.
En concreto, en el nimero de caras en las secuencias real y simulada so6lo 6 alumnos
(3,31%) cometen este error; para el par numero de rachas solo 4 alumnos (2,74%) y para la
longitud de la racha més larga también 4 alumnos (3,1%). En la tabla 4.5.5 mostramos un

ejemplo y su analisis semidtico.

2.4. Barras no centradag€omo se ha indicado, las variables estadisticas que tuvieron
gue estudiar los alum nos para realizar el proyecto fueron discretas con valores enteros.
A pesar de ello, muchos alumnos realizaron histogramas que suelen ser mas comunes a
la hora de representar variables continuas y cuando se hace necesario agrupar los
valores de la variable en intervalos. Muchos de estos histogramas son realmente
graficos de barras en los que estas estan unidas unas a otras como si se tratase de una
variable continua.

Tanto en los histogramas como en los gréaficos de barras algunos alumnos no centran
las barras o rectangulos en las marcas de clase, aunque las variables en estudio toman
solamente valores enteros, y la barra deberia estar centrada en dicho valor (marca de
clase). Este tipo de error ya fue detectado en futuros profesores en las investigaciones de
Bruno y Espinel (2005) y Espinel (2007).

No ha sido muy frecuente este error en los graficos construidos por los alumnos;
para el estudio del niumero de caras lo comete un 4,4% (8 estudiantes) de los que
realizaron gréfico, 4,1% (6 estudiantes) del total de los alumnos que construyeron un
gréfico para el nUmero de rachas y para la longitud de la racha mayor, el porcentaje fue
de un 5,4% (7 estudiantes). En la tabla 4.5.6 mostramos un ejemplo y su analisis

semiotico.
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Tabla4.t.6. Ejemplo de gréfico en

la categoria 2.4

Gréfico con barras ncentradas

Configuracién epistémit

[1'“-1;1“ L miite \'l:1-1|I
1
=
|
i |
2
.
*1
!
s .
T 2 e P AR
b A I O YO T S
Lenguaje

Gréfico:rectangulos, lineas rectas, ma.

Verbal: titulo del gréafico y rétulos en los e.

Numérico: etiquetas en las escalas que representa
ndmeros naturales ordenac

El titulo del grafico es incomplet

Procedimientos

Recuento de datos, calculo de frecuen

Representacion de los ejes: en el eje X representacion
valores de la variable agrupados en intervalos (nime
caras) y en el eje Y representacién @s frecuencia
asociadas a cada valor de la variable en las secuenci
Representacion de escalas en los

Representacion de frecuencias mediante rectangulc
diferentes alturas.

Al no usar instrumentos de medida los intervalos
deberian medilo mismo, muestran diferencias significati
visualmente con respecto a su longitud, lo que puede lle
error de interpretacion.

Conflicta no centra los intervalos en el histogre

Conflicta insuficientes divisiones en la escala del
vertical,lo que dificulta la lectura de las frecuencias de «
uno de los valores de la variable, ademas la escala en
eje es demasiado amplia.

Conceptos y proposicior
- Experimento aleatorio: lanzar :

veces una monec

- Variables aleatorias: numero
caras al lanzar 20 veces ur
moneda equilibrada y nimero
caras en la secuencia inventi

- Variables estadisticas: mueg
de tamafio m de los resultac
del ndmero de caras al lanzar
veces una moneda equilibrad:
namero de caras en la secuel
inventada.

- Frecuencias de cada valor de
variable nimero de caras en
secuencia rei

- Correspondencia entre cada v
de la variable y un rectangulo,
entre el area de cada barra
frecuencia del valor al qu
representa la bar

- Numeros naturales y orden los

naturales.

Figuras

rectangulos.

- Distribucion de la variabl
(conjunto de valores con
frecuencia).

- Moda (valor mas frecuent

Minimo, maximo y rang.

Conflicta significado de I

agrupacion de datos y ¢

histograma mas apropiac para
representar variables contint

S- geométricas

2.5. Representacion incorrecta de intervalos val

ores de la variable en el eje

Como se ha indicadouaquelos datos proporcionados so6lo tomaban valores en

algunos estudiantes representan las frecuencias histograma.De estos alumno

algunos encuentran dificultac al representar los intervalos, tratanthtervalos col

extremo comun como si fuesen intervalos disjut

Este error,descrito por Bruno y Espinel (20(, lo cometenres estudiantes en

analisis de los tres pares de varic y otro alumno solamente paraestudio dl nimero
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de caras. bs tres primeros alumnos han utilizado la hoja Excel para realizar sus g
En la tabla 4.5 mostramos un ejemplo y su analisis semic Subyace en los
estudiantes que producen eerroruna confusion entre histograma y diagrama de bi
pues no comprenden sus diferencias, ni los tipos de datos en que pueden aplica
otro. Hay tambiéralta de comprension del significado de un intende valores en la
recta numéricay del proposito del area en un histogra que es representar |
frecuencias en el intervalo base del mismo, de manera que cada barra del histo
proporcional a la frecuencia de los valores representados. Ademasnfusion entre el
significado de los valores extremos de un intervalo en la recta numérica y de la n

clase del intervalo

Tabla4.5.7, Ejemplo de grafico en la categoria

Errores en laepresentacidde intervalos Configuracién epistémis

Conceptos y proposicior
- Experimento aleatorio: lanzar

b7 veces una monec

- Variables aleatorias: nuamero
caras al lanzar 20 veces una mon
equilibrada y nimero de caras er

0

10 secuencia inventac
s : - Variables estadisticasmuestra de¢
l tamafio m de los resultados
d 8) i wsin . psaw numero de caras al lanzar 20 ve
— — una moneda equilibrada y name
N° de caras simuladas de caras en la secuencia invent
Lenguaje - Distribucion de la variabl
- Gréfico: rectangulos, lineas, mar. - Frecuencias asociadas a diferel
- Verbal: titulo del gréafico, aunque incompleto, no p intervalos de valores de la varial
etiquetas a los ejes. - Correspodencia  entre  cac

- Numérico: etiquetas en ambos ejes, en el eje Y repre
los nimeros naturales ordenados y en el eje X repre
los intervalos no disjuntasomo si lo fueral

Procedimientos

intervalo en los que ha agrupado
valores de la variable y
rectangulo o barra, y entre el aree

- Recuento de datos para obtener las distribuciof ~cada una de las barras vy
frecuencias. frecuencia del wvalor al qu

- Introduccién de estos en la hoja Ex representa la longitud de la ba

- Agrupamiento de los valores de la variable enintenn | Ngmeros naturales e interval

- Representacion de los datos en un grafico rras.

- Conflicto: el estudiante no es capaz de criticar
representacion creada con la hoja Excel y explorar |~ )
opciones del software para representar mejor los ¢ |~ Moda (valor mas frecuent

- Conflicta Representacion de nimeros en la reepite Conflicta Significado deintervalo.
valores, situdndolos en dientes puntos del €

numéricos.
Figuras geométricas: rectangu
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2.6. Escala no apropiac, cuando los alumnosealizan escalas con insuficien
divisiones en los ejesudilizan escalas demasiado amplias. Este éa@descrito pc Li y
Shen (1992), quienegncontraron que sus estudiantes cometian diversos e
referentes a las escalas, en particular la eleccion de una escala inadecuad:
objetivo que se pretendia, por ejemplo una escala que no cubriampo de variacio
de la variable representa

Autores como Watson (2006) llaman la atencion de que hay que ser cuiden
este puntoporque muchas vecdos graficospueden ser manipulados eligiendo |
escala apropiada, por ejemplo resalta el ca realizar cortes en la escala vertical [
resaltar diferencias que no son tan importa También Wainer (1997) muest
ejemplostomados de la pren en los que la eleccion de la escala puede lleg
esconder relaciones importantes entre los datos o por el contrario resaltar detel

relaciones entre las variables represente

Tabla4.5.8.Ejemplo de grafico en la categoria

Gréfico con esglas muy amplic Configuracion epistémi

Conceptos y proposicior
- Experimento aleatorio: lanzar

Aoy, veces una monec
' - Variables aleatorias: numero
caras al lanzar 20 veces

[ . moneda equilibrada y nimero

caras en la secuencia inventada

; un estudiante genéric

- Variables estadisticas: muestra

] o) tamafio m de los sultados de|

| . namero de caras al lanzar 20 ve

J A una moneda equilibrada y name

| "] de caras en la secuencia invent
[ _ - Distribucion de la variabl

/ \ - Frecuencias asociadas a diferel
7 : intervalos de valores de la varial

- Numeros natural.

- Figurasgeométricas: segment

- Moda (valor mas frecuent

L= & paes . 5

-
ot o e

Procedimientos

- Recuento de datos para obtenet
distribucion de frecuencic

- Representacion de los datos en

Lenguaje
- Gréfico: lineas, marcasolore..
- Verbal: etiquetapara diferenciar las variab.

- Numérico: etiquetas en ambos ejes, representar gr(?r?;i?:m' La escala es demasic
ndmeros naturales ordena. amplia ' ¢
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A pesar la importancia en la eleccion y representacion de la escala, este
cometido por 13 estudiantes compararel nimero de caras (7,2% del total
estudiantes que realizan grafi en esta variab)e por 8 estudiantes al comparar
namero de rachas (5,48%) y por 8 estudiantes al comparar la longitud de la rach

(6,2%). En la tabla 4.8 mostramos un ejemplo y su analisis semic

3. Grafico incorrecto Incluimos en este punto los gréficapie, o bien so
inadecuados al tipo de variable representadas, o representan variables no rele
dentro del mismo grafico o contienen otros errores importantes. Se han encont

siguientes categorias:

3.1. Altura de la barra, o del punto,angulo no proporcional a la frecuen. Son
pocos los alumnos que al realizar sus graficos cometen este tipo de fallos, norn
debidos a una falta de conocimiento de los convenios de construccion de los
graficos. B otras ocasiones debidda mala calidad de sus representaciones, en las
veces los alumnos no utilizan ningdn instrumento de medida, o0 ni si quiere
cuadriculadas, lo que hace que en ocasiones el grafico construido pueda mostrar

de errores. En la tabla 405rostramos un ejemplo y su analisis semi¢

Tabla4.5.9, Ejemplo de grafico en la categoria

Elementos del grafico no proporcion: Configuracién epistémis

il Conceptos y proposicior

- Experimento aleatorio: lanzar :
veces una monec

1 - Variables aleatorias: nlimero
Abab mtb s 1y o _ caras al lanzar 20 veces

SR LR RA AT |0 A e B moneda equilibrada y nimero

; DA B e caras en la secuencia invent:

i G - variables  estadisticas: mues

| Hil de tamafio m de los wltados

AN N B j 2 BNBAN del nimero de caras al lanzar

Lenguaje veces una moneda equilibradi
- Grafico: rectangulos, marc ndamero de caras en la secuerl
- Verbal: no pone etiquetas a los € inventada.

- Numérico:etiquetas en ambos € - NOmeros natural.

Procedimientos

- Representacion de los datos en un grafico de t

- Conflicto: Aunque la mayoria de los valores de los datc
10, el alumno no tiene en cuenta el valor al representarl
altura de las barras oscila de 4 ¢

- Figuras geométrica
rectangulos.
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3.2. Intercambia frecuencia y valor de la vari¢, no comprendiendo la diferenc

entre los mismos, ni el papel que juegan en la distribucion de frecu Este conflicto ya

fue detectado por Ruiz (2006) en un estudio de comprension de la variable aleatori

consigo una mayor dificultad en latura e interpretacion del gréafico.

Tabla 4.510. Analisis semiotico de un gréfico incorrecto en la categori

Grafico de barras con ejes cambic

Configuracion cognitiv

3; SECACIhTY STMILATA SENERGTh W
"y (¥ sy
1IF £as) ]

IR T -

! i

-]

B
&
- "
M '
. o i
l.nfl | it
£ { i il
o TR EIRT YY" ?5.1 [Fexy. ot )
Lenguaje

- Grafico: rectangulos, lineas, mar.

- Verbal: rétulos de los ejestitulos de ambos graficos.

- Numérico: Escalas en los ejes que representan los nu
naturales ordenados; incluye etiquetas de los va

- Simbdlico: utiliza el simbol x para referirse a los posibl
valores de la variable estadisticaf; para referirse a lg
frecuencias absolutas de los valores que toma la va

- El titulo del eje es incompleto, pues lo que se representa
distribucion &l nimero de caras en ambas secuel

Procedimientos

- Recuento de datos y calculo de frecuer

- Representacion de los ejes: en elY representa el nimero
caras (valores de la variable estadistica) y en ¢ X la
frecuencia asociada a cada valor de la vari

- Representacion de escalas en los

- Representacion de valores de la varimediante barras

- Utiliza la misma escala en ambos graficos lo cual facilit

de

comparacion.

Conceptos y proposicior

- Experimento aleatorio: lanz
20 monede.

- Variables aleatorias: niime
de caras al lanzar 20 vec
una moneda equilibrada
namero de carien la
secuencia inventa.

- Variables estadistica
muestra de tama mde los
resultados del niamero |
caras al lanzar 20 veces L
moneda equilibrada y nime
de caras en la secuen
inventade

- Frecuencias de cada posi
valor de la variabli

- Distribudén de frecuencia

- Paralelismo )
perpendicularida

- Proporcionalidad (altura de

barra con valor de |

variable).

- Ndmeros naturales y orden
los naturale:

- Conflictoal confundir
frecuencia y valor de |
variable.

- Conflictoal confundir la

variable dpendiente e

independiente en |

distribucion de frecuencie

En la tabla 4.30 mostramos un ejemplo y su analisis semiético. El estudiante t

capaz de agrupar los datos obtenidos en el experimento realizado por para el

namero de caras, llegando asi al concepto de variable estadistica, frecuencia a

cada uno de los posibles valores de ésta y distribucl estudiante ha usa un grafico

de barras, en el que cada barra representa la frecuencia asociada lor de la variable
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estadistica y en cuya representacion el alumno utiliza la idea de proporcionali

problema es que se trata de un grafico de barras inusual e incorrecto ya que

intercambiadas las variables independiente (nUmero de carependiente (frecuenci

absolutas asociadas al numero de caras) de la distribucion de frecuencias er

En el ejemplo mostrado no se perciben todos los valores diferentes de la varial

si hay dos valores con la misma frecuencia, se repan sobre la misma barra. Aden

la moda en este caso es mas complicada de detectar visualmente. Esto conlleva t

dificultad en la comparacion de los graficos y extrac de conclusiones para d

respuesta a la pregunta planteada en el proy

3.3. Representaalor de la variable junto con su frecuencia en dos barras ado,

obteniendo un grafico sin sentido al comparar dos objetos matematicos no comj

Este tipo de representaciones hace que sea muy dificil la interpretacion del grafic

por lo tanto se pueda extraer informacion significativa de

Tabla4.5.11, Ejemplo de gréafico en la categoria

Gréfico de barras con valores y frecuer

Configuracion epistémit

Me de Caras

IR

5
20
15
1a
5
[

= M2 Cams
= Rapeticlones

Lut

]

Lelnguaje

Gréfico:rectangulos, lineas rectas, ma

Verbal: titulo del grafico y etiquetas para las distintas s
representadas.

Distintos colores para diferenciar las se

Numérico: etiquetas en las escalas que representan los ni
naturales ordenados.

El titulo del gréafico es incomplet

Procedimientos

Recuento de datos, célculo de frecuen

Introduccion de los datos en la hoja E

Realizacion de un gréfico cdos datos introducidos.
Representacion de frecuencias mediante rectangulo:
diferentes alturas.

Uso acritico de la hoja Exc

Conceptos y proposicior
- Experimento aleatorio: lanz

20 veces una monel

- Variables aleatorias: name
de caras al lanzar veces
una moneda equilibrada
niamero de caras en
secuencia inventac

- Variables estadistica
muestra de tamafio m de |
resultados del ndmero |
caras al lanzar 20 veces L
moneda equilibrada y nime
de caras en la secuen
inventade

- Frecuenciasde cada posibl
valor de la variable nimei
de caras en una de las (
secuencias (real o simulac

- Ndmeros naturales y orden
los naturale:

- Distribucién de la variabl
(conjunto de valores con |
frecuencia

- Moda (valor mas frecuent
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Son tres alumnos los que realizan este tipo de gréficos. Este error denota que el
futuro profesor no discrimina los objetos valor de la variable y frecuencia y no
comprende el significado de una distribuciéon de frecuencias. En la tabla 4.5.11
mostramos un ejemplo y su analisis semidtico.

El problema puede ser debido a una falta de manejo de la hoja Excel debido a que
estos tres alumnos (uno de los cuales sélo realiza gréaficos para el nUmero de caras)
utilizan dicho software para realizar sus graficos. Al trabajar en Excel, se trabaja con
una tabla en la que la primera columna es el valor de la variable y la segunda columna la
frecuencia para los distintos valores de la variable (en la tabla 4.5.11 el alumno lo llama
repeticiones). Si se comete un error al seleccionar los datos, por defecto se obtiene una
representacion como la mostrada en la tabla 4.5.11. Estos alumnos, en la clasificacion
propuesta por Ben-Zvi y Friedlander (1997) realizarlJso Acritico del software, ya
qgue construyen el grafico aceptando las opciones por defecto de la hoja Excel sin

valorar si la representacion es adecuada o no.

3.4. Representan el valor de la variable multiplicado por su frecueri®io dos
alumnos realizan este tipo de graficos, y los construyen para el estudio de los tres pares de
variables propuestos en el proyecto.

Los estudiantes construyen una tabla de frecuencias para todas las variables, en las que
muestran los valores de las variables y sus correspondientes frecuencias, pero en lugar de
representar los graficos con estos datos, los construyen una columna extra en la que
representan el valor de la variable multiplicado por su frecuencia asociada. Observamos de
nuevo la falta de comprension de la distribucion de frecuencias y de la diferencia entre
frecuencia y valor de la variable. En la tabla 4.5.12 mostramos un ejemplo y su analisis
semidtico.

En este ejemplo particular el estudiante muestrasanacriticodel software en la
clasificacion propuesta Ben-Zvi y Friedlander (1997), en este caso el alumno no es capaz
de ser critico con la representacion que esta realizando, representando incluso una
columna etiquetada “total”, en la que representa el sumatorio de todos los valores de la

variable multiplicados por su frecuencia.
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Tabla4.5.12, Ejemplo de grafico en la categoria 3.4

Representa el producto de variable por frecu Configuracién epistémis
o Conceptog y proposicior
- Experimento aleatorio: lanz
e 8 % 20 veces una mone:
0 200 - Variables aleatorias: nimero

caras al lanzar 20 veces
moneda equilibrada y en

secuencia inventac

13 1 1 - Variables estadisticas: mues
de tamafio m de los resulta

de la variable
- Conflicto. No diferencia entr
frecuencia y producto ¢

Tokal 411
del namero de caras al lan:
............... e 20 veces una  mone
as0 ; equilibrada y en la secuenc
e : | § inventada.
. :& H : o - Distribucion de la variabl
g e e e - Frecuencias asociadas
% ! - fotal diferentes intervalos de valor

8 0 12 137 totad | frecuencia por variabl
I Gt Lenguaje

......................... - ; i ) _ GréﬁCO: reCtangUlOS, ”nea
Procedimientos marcas
- Recuento de datos para obtener las distribucion de frecu |- Verbal: titulo del gréfica
- Introduccién de estos en la hoja Ex aunque incompleto, no po
- Representacion de los datos en un grafico de t etiquetas a los eje
- Calculo del producto de valor por frecuel. - Numérico: etiquetas en amb
- Conflicto: el estudiante no es capaz de criticar ejes

representacion creada con la hoja Excel y explorar
opciones del software para representar mej« datos.

3.5. Grafico no apropiac al tipo de variable representadhien debido a quila
naturaleza de la variable es inadecuada para el tipo de grafico (por ejemplo, rej
datos cualitativos en un histograi o a que el numero de valored drafico no permit
una visualizacion correcta de la varial

En la tabla 4.33 mostramos un ejemplo y su andlisis semiolEl estudiante
representa un grafico de barras adosado para ambas secuencias de la variable
namero de carasin haber agrupado previamente los «. EI gran nimero de barras et
grafico difiaulta la lectura y comprension del grafico e incluso impide la visualizacior
variabilidad de los datos por lo cual consideramos que el grafico es incorrecto. Pu
el grafico estd hecho con la hoja E, no es claro que el estudiante haya u:

explicitamente la idea de proporcionali
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Tabla 4.513. Andlisis semidtico de un grafico en la categori

Gréfico de barras ados: de las dos secuencias

Configuracién epistémis

|
d L
!
1

B Secuancia aiﬁuhdai

O Secuencia real
|l
{m

o

i e S S i ]

Lenguaje

- Grafico: lineas, marcas, cuadrados (para represenseries).

- Verbal: rétulo de uno de los ejes, rétulos para las s

- Numérico: en la escala del eje

- No incluye el titulo del gréfic

- No hay rétulos en el eje Y.

- El rétulo del eje X no corresponde a lo representado (ndme
alumno)

Procedimientos

- Repesenta en el Eje X: Nimero de orden de los alumnos
clase, segun su colocacion. El orden es artificial, no corres
a una propiedad del conjunto de alun

- Representa en el eje Y: el valor de la varis

- Ha tenido que introducir los datos en
procedimiento de grabacién de d:

- Representa varias series en el Excel, dos de ellas para dife
los valores de la secuencia real y la simulada, representad
derecha del grafico con cuadraditos de distintos co

laoja Excel,

Conceptos y prcosiciones

Experimento aleatorio: lanz
una moneda 20 vec
Variables aleatorias: name
de caras al lanzar 20 vec
una moneda equilibrada
ndmero de caras en
secuencia inventac
Variables estadistica
ndmero de caras al lanzar
veces una mone(
equilibrada y numero ¢
caras en la secuenc
inventade

Valores de la variable pa
cada alumnt

Hay un conflicto semi6tic
sobre la idea de mediana pt
confunde mediana  c(
ndmero del estudian
Proporcionalidad de la altu
de la barra con valor de
variable. Aunque al ser
grafico realizado con el Exc
no se puede saber si
alumno utiliza este concep
explicitamente

NUmeros naturales y orden
los nimeros naturale

Las etiquetas de los ejes son claramente deficientes, puesY no presenta los

nameros naturales ordenados y los que aparecen en X no corresponden a

representado (estudiantes de la clase). Hay un conflicto semidtico pues el e

confunde al menos a nivel verbal medianacon unidad estadistica (num del

estudiante). En este ejemplo se muestra como el uso del ordenador ha difict

construccion del grafico por parte del estudiante ya que el alumno quiere repres:

valores individuales de las variables en un mismo grafico, pero aceptcciones que

vienen por defecto en la hoja Excelsi, segun la categorizacion dada por-2vi y

Friedlander (1997), este grafico corresponderiaUso acritico,por parte del estudiant

del software para la realizacién del gra
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3.6. Variables no relacionadas en el mismo graficoando la comparacion de las
variables incluidas en el grafico no tiene sentido en el contexto del problema. En la tabla

4.5.14 mostramos un ejemplo y su analisis semiatico.

Tabla 4.5.14. Andlisis semidtico de un gréfico en la categoria 3.6

Gréfico con variables no comparables Corfiguracion epistémica
SECUENCIA SIMULADA Conceptos y proposiciones
- Experimento aleatorio: lanzar upa
moneda

- Sucesos o resultados del experimento,
‘ — ] espacio muestral.

| An*decaras | - Variables aleatorias:

‘ - A: Variable con dos valore
: “Cara” y “Cruz” (Bernoulli).

' I:IrachamayorJ \ - B: Numero de rachas en 20
17. lanzamientos (valores 0-20).
i - C. Longitud de la racha mayor gn
? 20 lanzamientos (valores 0-20).
- Variable estadistica: resultados |de

1*2

| mn* derechas |

Lenguaje_z repetir 20 veces el experimento| y
- Grafico: circulo, segmentos, &ngulos, sectopres contar el nimero de caras.
circulares. _ - No considera las variables estadisticas
- Verbal: titulo del gréfico y rotulos para nombrar las correspondientes a las variables
distintas variables representadas. aleatorias B y C puesto que solo
- Uso de diferentes colores para diferenciar los sectoresconsidera su experimento.
del circulo. o - Frecuencias absolutas de carag y
- Titulo del gréafico incompleto. cruces.

- No queda claro el estadistico representado para cada- Valores numéricos de las tres
variable; parece deducirse que es el valor numerico|de variables en estudio en su experimento

la variable en el experimento particular particular.
. . - Conflicto respecto a la idea de
Procedimientos _ distribucién, no asocia la distribucign
- Recuento de los resultados del experimento. a una variable, pues representa |os
- Introduccion de los datos del experimento en Excel paravalores obtenidos en su experimento
realizar el grafico. en variables diferentes en el mismo
- Seleccion del grafico de sectores en Excel. gréfico.

- Introduccion de datos dentro de la funcion Excel \que Circulo, sector circular, amplitud.
proporciona el grafico de sectores, incluyendo el titylo.y proporcionalidad.
etiquetas.
- Diferenciacién de las frecuencias de las distiptas
variables por medio de la utilizacion de distintos
colores.

Como ya hemos dicho, en el proyecto los alumnos analizaron tres pares de variables
(nimero de caras, numero de rachas y longitud de la racha mas larga en las secuencias real
y simulada). En este ejemplo el alumno construye un gréafico para representar en él el valor
gue obtuvo para las tres variables referentes a la secuencia simulada. El grafico elaborado
es incorrecto, porque en el grafico de sectores lo que se debe representar son las
frecuencias de diferentes valores de una misma variable, es decir, una distribucién de datos

y no valores diferentes de tres variables.
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Por tanto, asumimos que el alumno tiene un conflicto con la idea de distribuci

no asocia a una Unica vaille.

Ademas, estas variables no son comparables entre si, y de este grafico el al

puede sacar ninguna informacion que le permita resolver el problema planteado. E

utiliza la hoja Excel para realizar su gra, por lo que podria desconodes convenios de

construccion del gréafico de secto Por ejemplo no esta claro que sepa que la amplit

cada uno de los sectores debe ser proporcional a la frecuencia. Sin embargo,

implicitamente esta usando las ideas de circulo y sectdlar.

Tabla 4.515 Andlisis semiotico de un gréafico en la categori

Grafico de barras cdas modas de tres pares de varic

Configuraciérepistémica

MODA DE TODOS LOS ELEMENTOS

e
14 4

|12

e — Tt

Lenguaje
- Gréfico: rectangulos, lineas, mar.

- Verbal: titulo del grafico, aunque confuso, ya se representa.|

la moda de los tres pares de variables estudiadas en el pr

- Numérico: etiquetas en ambos ejes que son los n.
naturales ordenados.; valores de las modas encima de cau.

- Las etiquetas del eje X son confusas pues no indic cada
namero natural se corresponde con cada una de las va
estadisticas.

Procedimientos

- Representacion de los ejes: En el eje Y se representa el vi
la moda de cada una de las variables, en el eje X cada n
representa una de las 6 variis del proyecto.

- Representacion de la moda de los tres pares de variable mi
barras y mediante un valor numérico asociado a cada

Conceptos y proposicior

- Experimento aleatoric
lanzamiento de una mone
equilibrada 20 vece

- Variables aleators: niimerqg
de caras al lanzar 20 vec
una moneda equilibrada
ndmero de caras en
secuencia inventac

- Variables estadistica
muestra de tama m de los
resultados del numero |
caras al lanzar 20 veces L
moneda equilibrada y en
secuencia inventa por cada
uno de losm estudiantes.

- Moda.

NuUmeros naturales y orden

los nameros naturale

- Al haber realizado el gréfic
con Excel, no esta claro q
el estudiante haya usa
explicitamente los concept
de paralelismo
perpendicularidad
proporcioneidad.

En la tabla 4.5 se muestrotro ejemplodentro de esta categoria de ¢, pero de

mayor complejidad semiodtica que el mostrado en la fi4.514. Dicho grafico e

incorrecto, ya que en él el alumno representd la moda de los tres pares de variable

en juego en el proyecto que elaboraron (nimero de caras, numero de rachas y lo
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la racha mas larga en ambas secuencias, real y da) y estas no son todas compara
entre si. Pero, a pesar de ser incorrecto, el alumno en dicho ejemplo ha tenido ¢
también de los datos brutos a las variables estadisticas del estudio y su distribu
calcular resimenes estadisticos, ste caso la moda. Otro error que se puede obser
gue no pone rétulos @nguno de los eje Debido al titulo del graficose puede deduc
gue el ejeY representa la moda de determinadas variables esta; sin embargo en «
eje X, se ha de supongue cada uno de los niumeros representa una de las v

estadisticas anteriormente citadademas el orden en este eje es artif
3.7. Representacion de distintos promedios y estadisticos de dispersion en ur
grafico, no diferenciandoel propdsito de unos y otros estadisticos, que no

comparables.

Tabla 4.5.16Andlisis semidtico de un grafico en la categor7

Media, mediana, moda y rango en las tres vari Configuracion epistémi
p Conceptos y proposicion
"{“‘ Mo - M& - Experimento aleatoric
- a Lot lanzamiento de una mone
8 Hedice., -
. leck equ_|I|brada 20 vece )
- Variables aleatorias: numero
20 0 Faege - ,
carasnumero de rachas y longiti
I de la racha mayor al I{;\_nzar
veces una moneda equilibrade
o il ndamero de caras en la secuer
Bt e Racke inventada.
B, Miypoc - Variables estadisticas: muestra
tamafio m de los resultados d
Lenguaje: namero de caras, numero de rac
- Gréfico:rectangulos, lineas, mar. y longitud de la rachamayor al
- Distintos colores para diferenciar los distintos estadis lanzar 20 veces una mone
- Verbal: etiquetas en el eje X que se refieren a las dis equilibrada y en la secuen(
variables en estudio, etiquetas para representar . inventada.
distintos estadisticos. No hay titulo pararafico. - Promedios: moda, mediana
- Numérico: etiquetas eje Y, insuficientes divisiones en d media.
eje. - Rango.
- Conflicto: representacion en
Procedimientos mismo grafico de variables
- Representacion de los ejes: En el eje X represen estadisticos no comparab
distintas variables del proyecto, en el eje Y los narmr - Conflicto: insuficientes divisione
naturales hasta el 20 representados de 10 en la escalael eje Y que impide
- utilizacion de distintos colores para distintas barras, pafa la lectura de los valores de |
diferenciar los distintos estadisticos represent distintos estadisticc

En la tabla 4.516 mostramos un ejemplo y su analisis semio6tico. Observamos
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ejemplo, no sélo que el alumno compara variables no comparables, sino que para cada una
de ellas incluye las medidas de posicién central y el rango, obteniendo un grafico sin
sentido. Por otro lado, las escalas tienen errores, pues claramente el nimero de rachas y la

racha mas larga no pueden tomar valores cercanos a 10.

3.8. Varios errorescuando en un gréafico incorrecto se acumulan varios de los errores
anteriormente citados. Esta categoria abarca diversos tipos de gréaficos y distintos tipos de
errores, ya que aqui hemos reunido a todos los alumnos que realizan graficos con varios de
los errores anteriormente citados.

Del total de los estudiantes que realizan graficos en el andlisis de la variable nUmero de
caras, un 15,47% (28 alumnos) cometen diversos errores; para el caso de la variable
namero de rachas, del total de los estudiantes que realizan gréaficos, un 14,38% (21
alumnos) estarian dentro de esta categoria y por ultimo, para el caso en que los estudiantes
realizan graficos para el estudio de la variable longitud de la racha mayor, el porcentaje de
esta categoria es del 13,95% (18 alujndbinguno de los graficos considerados
pertenecientes a este apartado proporciona informacion que sea de ayuda para la resolucion

del proyecto.

Tabla 4.5.17. Frecuencias (y porcentaje) de estudiantes, segun correccion de los gréaficos

Numero de Numero de Racha mas
caras rachas larga
1.1. Correctos 78 (43,1) 57 (39,04) 53 (41,08)
1.2. Correctos, no estandar 3(1,66) 3(2,05) 3(2,33)
1.3. Correctos, lineas innecesarias 4(2,21) 4(2,74) 3(2,33)
2.1. Escalas no proporcionales 0(0) 2(1,37) 3(2,33)
2.2. Representacion errénea de numeros en la recta 4(2,21) 10(6,85) 5(3,87)
2.3. Rétulos o valores de escala confusos 6(3,31) 4(2,74) 4(3,1)
2.4. Barras no centradas 8(4,42) 6(4,11) 7(5,43)
2.5. Representacion errénea de intervalos 4(2,21) 3(2,05) 3(2,33)
2.6. Escala inapropiada 13(7,18) 8(5,48) 8(6,2)
3.1. Elemento no proporcional a la frecuencia 3(1,66) 4(2,74) 1(0,78)
3.2. Intercambia valores y frecuencias 2(1,1) 1(0,69) 1(0,78)
3.3. Representa valores y frecuencias 3(1,66) 2(1,37) 2(1,55)
3.4. Representa producto de valor por frecuencia 2(1,1) 2(1,37) 2(1,55)
3.5. Gréfico no adecuado 7(3,87) 3(2,05) 1(0,78)
3.6. Variables no relacionadas en el mismo gréfico 14(7,73) 14(9,59) 13(10,07)
3.7. Estadisticos no comparables en el mismo 2(1,1) 2(1,37) 2(1,55)
grafico
3.8. Varios errores 28(15,47) 21(14,38) 18(13,95)

En la tabla 4.5.17 presentamos los resultados de la clasificacion de errores en los

graficos construidos por los futuros profesores para las tres variables consideradas en el
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proyecto. Aunque la mayoria de gréficos son correctos, la proporcion sélo alcanza
drededor del 40%, un poco mayor, sin llegar al 50% si se omiten errores de poca
importancia, como afiadir lineas innecesarias 0 no incluir rotulos.

Hay alrededor de un 20% de errores en escala (escala no proporcional, representacion
erronea de numeros en la recta, etc.), ya encontrados en las investigaciones de Bruno y
Espinel (2005), lo que indica que los errores no son un problema local, sino estan
extendidos entre los futuros profesores de educacion primaria. Otros errores son mas
graves, como el intercambio de frecuencias y valores, que indica que no se comprende el
concepto de distribucién, o la inclusién de variables no relacionadas en los graficos, que
muestra un desconocimiento del proposito de los gréficos. Es preocupante la proporcion de

futuros profesores que tienen errores en graficos tendran que ensefiar a sus estudiantes.

Tabla 4.5.18. Frecuencias (y porcentaje) de estudiantes, segun correccion de los gréaficos

Numero de carasNumero de rachadRacha mas larga

Basicamente correctos 85(46,96) 64(43,84) 59(45.74)
Parcialmente correctos 35(19,34) 33(22,6) 30(23.26)
Incorrectos 61(33,7) 49(33,56) 40(31)

Un resumen se presenta en la tabla 4.5.18. Algo menos de la mitad de los estudiantes
construyen graficos correctos en la comparacion de las distintas variables puestas en juego
en el proyecto: 43,1% (78 estudiantes) los construyen correctamente, pare el nimero de
caras, 39,04% (57 estudiantes) para el numero de rachas y 41,08% (53 estudiantes) para la
racha mayor. El porcentaje de graficos incorrectos es alrededor del 30 % y parcialmente
incorrectos alrededor del 20% por lo que mas de la mitad de los futuros profesores realizan
graficos incorrectos o parcialmente correctos.

Las diferencias entre las variables no fueron estadisticamente significativas en el test
Chi- cuadrado (Chi=1,03, 6 grados de libertad, p=0.9). Ello implica que los errores
producidos en los graficos no dependen de la variable representada en el proyecto; sino
seran debidos a falta de la competencia matematica necesaria en la construccién de
graficos por parte de los futuros profesores.

El andlisis semidtico de un ejemplo, en cada categoria de error ha permitido observar la
existencia de conflictos semiodticos, donde el estudiante y el profesor no asignan el mismo
significado a una correspondencia entre objetos matematicos. Podemos realizar una

clasificacion de estos conflictos en la forma siguiente:
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Relacionados con las convenciones de construccion de los graficos. Se trata de
estudiantes que hacen una interpretacion incorrecta de los procedimientos de
construccion de gréaficos, o de los convenios para aplicarlos. En esta categoria
hemos encontrado los siguientes conflictos:

Union de puntos del grafico de lineas con lineas curvas, en lugar de recta por
desconocimientos de los convenios de construccion del grafico y confusion de las
situaciones de representacion de datos estadisticos con situaciones de ajuste de
funciones en algebra. No hemos encontrado este error descrito en la literatura
previa.

No centrar las barras del histograma en la marca de clase. Este error ya fue
descrito por Bruno y Espinel (2005) en futuros profesores y se debe a una confusion
entre variable continua y discreta, asi como falta de comprension del concepto de
intervalo.

Omitir valores de frecuencia nula en los graficos de barras, poligonos de frecuencia
e histogramasEste error ya fue descrito por Bruno y Espinel (2005) en futuros
profesores y se debe a un insuficiente sentido numérico, que lleva a una
representacion incorrecta de nimeros enteros en la recta numérica, asi como la falta
de comprension de la idea de distribucion.

Eleccidén de escalas demasiado ampbague no cubren el recorrido de la variable,
descrito por Wu (2004) y que se debe a la falta de comprension del papel de las
escalas en el gréfico.

Subdivisién incorrecta de la escala, que no permite la lectura del grafico,
encontrado también por Li y Shen (1992), que se debe a falta de comprensiéon del

papel de las escalas en el grafico.

Conflictos relacionados con la eleccion de un grafico adecualonque,

generalmente un gréfico estadistico puede usarse para diversos fines, también
existen unos convenios por los que algunos graficos son inadecuados en ciertas
situaciones. En general, la adecuacion del grafico dependera del tipo de variable
representada y el numero de valores que toma. En el caso de representar multiples
variables en un gréfico, la adecuacion dependerd de la naturaleza de las variables

representada. Algunos conflictos que aparecen en esta categoria son:
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» Eleccion de un histograma para representar variables discretas con pocos valores
Subyace una confusion entre variable discreta y continua, entre el significado de
histograma y diagrama de barras. Asimismo, hay confusion sobre los convenios de
agrupacion de variables estadisticas, que no tiene sentido si la variable tiene un
numero limitado de valores.

* Representar variables no comparables en el mismo gréfico. En este caso no se
comprende la diferencia entre las distintas variables ni el propdsito de comparar dos
distribuciones asi como la utilidad de representar dos variables en el mismo gréfico.

* Representar estadisticos no comparables en el mismo grafico. Subyace en este caso
una confusion entre los diferentes tipos de estadisticos, por ejemplo, entre tendencia
central y dispersién, asi como su propdsito y el objetivo de comparar varios

estadisticos entre si.

3. Relacionados con la representacion de nameros en la recta real. Estos conflictos
estan relacionados con el sentido numeérico y reproducen los ya descritos en el
capitulo 1 a propdsito de este tema. Algunos ejemplos son los siguientes:

» [Escalas no proporcionales, representando diferencias numeéricas iguales mediante
distancias diferentes. Hay falta de comprension de la idea de proporcionalidad y no
se pone en correspondencia una proporcionalidad numérica con la proporcionalidad
geomeétrica.

« Omitir valores numéricos, al representar los nimeros naturales en la recta real. No
se sabe traducir la secuencia numérica que el estudiante conoce a su representacion
sobre la recta real.

* Representar como disjuntos intervalos que no lo son. Subyace una confusion sobre
el significado de un intervalo y la falta de discriminacion de conjuntos disjuntos y

no disjuntos.

4. Relacionados con la comprension de conceptos. Cuando los estudiantes confunden

conceptos entre si 0 los asocian propiedades inexistentes.
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Confusion del significado de un intervalo numérico. El estudiante no sabe atribuir
un vaor al intervalo que lo contiene, no diferencia entre intervalos abiertos o
cerrados o no diferencia entre intervalos y categoria (que es un valor unitario).
Confusion entre valor de la variable y frecuendim se comprende el concepto de
frecuencia, por lo que a veces se representa la frecuencia junto con la variable o se
realizan operaciones con la frecuencia.

Confusion de la variable dependiente e independiente en la distribucién de
frecuencias. Este conflicto ya fue detectado por Ruiz (2006) en un estudio de
comprension de la variable aleatoria, pero no habia sido descrito para el caso de la
variable estadistica.

Asocia la idea de distribucién a un conjunto de variallegs a una sola variable.
Algunos estudiantes mezclan valores o estadisticos de varias variables en un solo
grafico, no comprendiendo que cada distribucion esta asociada a una sola variable.
Asocia la idea de rango a un conjunto de distribucioesio a una sola
distribucion. Es una variante del anterior, pues se calcula un Unico rango para dos o

mas variables, tomando el minimo y maximo valor de todas ellas.

Relacionados con el uso de la tecnologia. La tecnologia en ocasiones aumenta los
conflictos pues los estudiantes tienen poco dominio de ella, como veremos en el
siguiente punto. Ello es debido a que también la tecnologia tiene sus convenios de
interpretacion (por ejemplo de los iconos o funciones) que el alumno desconoce o
confunde. Hemos llamado uso acritico del software, cuando el estudiante sin variar
opciones por defecto usa unas que pueden ser inadecuadas (Ben-Zvi 2002). Por ello a
veces llegan a representar valores y frecuencias de la variable en un mismo gréfico,

variables no relacionadas o bien intervalos no disjuntos como disjuntos.

4.5.2. USO DE ORDENADORES E INFLUENCIA EN LOS ERRORES

El gran impulso de las nuevas tecnologias ha originado cambios profundos en la

sociedad actual, y la educacion no puede hacer caso omiso a este desarrollo, pues también

se ha visto influenciada por el mismo. Autores como Bakker, Biehler y Konold (2004)

estudian como el software estadistico puede proporcionar herramientas Utiles al trabajar
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con representaciones de datos en la escuela. Por otro lado, son cada vez mas numerosos los
centros de educacién primaria en que se dota a alumnos y profesores de ordenador
personal, o que tienen instalaciones de ordenadores, pues hay un gran interés de la
administracion educativa por la incorporacion de la tecnologia a la ensefianza y
aprendizaje. El campo de la estadistica se presta muy bien al trabajo con tecnologia, e
incluso el uso de la hoja Excel, para la realizacién de tablas y graficos en el ultimo ciclo de
educacion primaria, es recomendado en los decretos curriculares.

En nuestro estudio, los futuros profesores tuvieron que realizar un proyecto de analisis
de datos, metodologia recomendada en la enseflanza y aprendizaje de la estadistica
(Batanero, 2001). Este tipo de metodologia es especialmente adecuada para que los
alumnos desarrollen sus informes finales utilizando paquetes informaticos, ya sea para la
descripcion de los andlisis realizados asi como para el analisis de los datos estadisticos.

En este sentido, los alumnos de nuestro estudio pudieron elegir entre realizar el trabajo
a mano o usando los ordenadores. Al interesarnos en este trabajo por las representaciones
graficas, tendremos en cuenta en este apartado sélo los alumnos que utilizaron alguna
aplicacion informatica a la hora de realizar sus gréaficos. Una observacion es que los
alumnos que utilizasen procesadores de texto a la hora de redactar su informe final, pero
gue no realizasen graficos o estos fuesen hechos a mano, seran considerados como
alumnos que no utilizaron los recursos informaticos.

El problema que ofrecen las nuevas tecnologias a la hora de realizar analisis
estadisticos es que, aparte del conocimiento de los contenidos de estadistica necesarios
para realizar una determinada tarea, es necesario conocer y aprender a manejar las
opciones del software utilizado. Esto ofrece una dificultad afiadida a la tarea propuesta a
los estudiantes. Por otro lado, muchos alumnos se limitan a aceptar la salida que
proporciona el software sin usar las posibilidades de cambiar escala, tipo de gréfico, etc.,
es decir, hacen un uso acritico del software (Ben-Zvi 2002). Esto ha ocurrido en nuestro
estudio, donde, aunque son minoria los estudiantes que usaron ordenador (generalmente la
hoja Excel), en general, estos estudiantes tuvieron mayor niumero de errores que los que
realizaron graficos de papel y lapiz. En la tabla 4.5.19 presentamos la frecuencia de
graficos correctos e incorrectos en cada variable, segun se usa o no el ordenador.

El Unico software usado por los estudiantes para realizar sus representaciones graficas
es la hoja Excel. En total son 50 los estudiantes que realizan sus graficos con ayuda del

ordenador, es decir solo una cuarta parte de la muestra y menos de la tercera parte de los
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gue realizan graficos. Deducimos que el manejo de la hoja Excel es todavia poco familiar a
estos futuros profesores, a pesar de haber realizado, en la asignatura de Mateméticas y su
Didactica en primer afio algunas practicas de uso de la hoja Excel, precisamente en el tema
de estadistica. Todos ellos realizan el grafico para el estudio del nUmero de caras, y en caso
de realizar algun tipo de grafico para las otras dos variables, lo hacen utilizando también el

ordenador.

Tabla 4.5.19. Frecuencias (porcentaje) de estudiantes, segun correccion de los graficos y el

uso o no de ordenador

NUmero de caras Numero de rachas Racha mas larga Total
Ordenador No  Ordenador No Ordenador No Ordenador No
Correctos 18(36)  67(51,15) 16(40) 48(45,28) 17(42,5) 42(47,19)51 (39.23)L57 (48.1F
P. correctos  7(14) 28(21,37) 4(10) 29(27,36) 6(15) 24(26,97) 17 (13,1) 81 (24,74)
Incorrectos 25(50) 36(27,48) 20(50) 29(27,36) 17(42,5) 23(25,84)62 (47,69) 88 (26,99)

Total 50 131 40 106 40 89 130 326

Respecto al imero de caras en las secuencias real y simuldeldps 207 proyectos
disponibles en nuestra investigacion, en 181 de ellos los alumnos realizaron algun tipo de
representacion grafica. Del total de los 50 alumnos (27,52%) que utilizan el ordenador
para realizar los graficos. En relacion con @inero de rachas en las secuencias real y
simulada, 146 estudiantes realizan algun tipo de representacion gréafica y de ellos 40
utilizan el ordenador (27,38%). Finalmente paraolagitud de la racha mayor en las
secuencias real y simuladh29 estudiantes construyen algun grafico y de ellos 40 utilizan
el ordenador (31%). En consecuencia no hay una variacibn muy grande en el porcentaje de
estudiantes que usa el ordenador para las tres variables.

Del total de los 50 estudiantes que realizan al menos un gréafico con la hoja Excel, 20
construyen correctamente al menos un gréfico. Si el estudiante realiza un gréafico correcto
con el ordenador para el nimero de caras, de construir también graficos para alguna de las
otras variables, y, como el proceso a seguir es el mismo, suelen ser correctos también. Solo
dos estudiantes cometen algun tipo de error cuando inicialmente ya habian construido
correctamente un grafico con la hoja Excel para el estudio del nimero de caras.

Del total de los alumnos que en nuestro estudio se sirven de recursos informaticos para
la construccion de los graficos, un 40% utiliza correctamente las opciones del software
para construir al menos uno de sus graficos; el resto comete algun tipo de error. Nueve de

estos estudiantes realizan graficos para los tres pares de variables y cometen en todos el
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error denominadoariables no relacionadas en el mismo gréfico.

Al realizar el contraste Chi cuadrado, la diferencia entre los estudiantes que realizan
graficos con o sin ordenador fue estadisticamente significativa (Chi=19,72; p= 0,0001 con
2 grados de libertad). Mientras que el 48,15 % de graficos realizado a mano fueron
correctos este porcentaje cae al 39,23% en el caso de usar ordenador, subiendo el
porcentaje de graficos incorrectos del 26,99% al 47,69%. Este resultado es un motivo de
preocupacion, puesto que las autoridades educativas tratan de favorecer el uso de
ordenadores en la ensefianza, dotdndose a centros e incluso a estudiantes de ordenadores
personales. Mas aun en los Decretos de Ensefianzas Minimas, se sugiere que los alumnos
de tercer ciclo utilicen la hoja Excel para la realizacion de graficos y calculos estadisticos.

Sera por tanto necesario una formacién especifica de los futuros profesores en esta materia.

4.5.3. ERRORES Y COMPLEJIDAD SEMIOTICA.

El dltimo punto a analizar en relacion con los errores, es el estudio de la posible
relacion entre la correccion de los graficos realizados por los alumnos y los niveles de
complejidad semidtica previamente definidos, cuyos resultados se han publicado en
Arteaga y Batanero (2010). Para abordar este tema, estudiamos, para cada uno de los pares
de variables que analizaron los estudiantes la relacion existente entre dichos niveles de
complejidad y los tres grandes niveles de correccién en los que hemos clasificado los

graficos de los alumnos.

NuUmero de caras en las secuencias real y simulada

En la tabla 4.5.20 se muestra la distribucion de los 181 estudiantes que realizaron
graficos para estas variables, segun la correccion de los gréaficos realizados y los niveles de
complejidad semidtica; ademas en la figura 4.5.1 representamos esta distribucion.

Se puede observar que 135 (74,58%) de los 181 alumnos que realizan algun tipo de
representacion gréafica lo hacen dentro del nivel 3 o 4de complejidad semidtica, adecuado
para la tarea que se les presentaba. Con respecto a la correccion de los distintos gréficos, el
mayor porcentaje de graficos basicamente correctos se da en el nivel 4, siendo este

porcentaje del 65,91%, seguido por el nivel de complejidad semibtica 2 (50%.), aunque en
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este nivel el porcen®@jde graficos incorrectces muy parecid@47,50) En el nivel de
complejidad 3, el porcentaje de graficos correctos es del 37,36%obtient el mayor
porcentaje de graficos parcialmente correctos que es del 3 Son pocos los alumn:

que realizan gficos de nivel 1, pero dos terceras pade ellos construye graficos

incorrectos.

Tabla 4.5.20Distribucion de los estudiantes segun la correccion del gy

complejidad semiotic (nUmero de caras)

Nivel de complejidad semidti Correccion del grafico
Pi€) Correcto P. Correctdncorrecto

N1. Representa solo sus di 2 (33,34) 0 (0) 4 (66,66) 6

N2. Representa resultados individu 20 (50) 1(2,5 19(34,07) 40
N3. Gréficos separados para cada mu 34(37,36) 31 (34,07) 26 (28,57) 91
N4. Gréficos conjuntos 29 (65,91) 3(6,82) 12 (27,27) 44
Total 85 35 61 181

Total en el nive

Figura 4.5.1. Distribuciéde estudiantes segun correccién de los graficos y compl

semibtica (nUmero de caras)
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Si tenemos en cuenta el porcentaje de graficos basicamente correctos y pare
correctos dentro de cada nivel, el mayor porcentaje se sigue dando en el(72,73%
de los graficos al menos parcialmente corri), seguido del nivel de complejide3
(71,43%) En consecuencia la proporcion de graficos basicamente correctos o parc
correctos en los que el estudiante, puede extraer algun tipo de informacion del
realizado y que le sea de utilidad en la realizacion de la tarea profrece con el nivel
de complejidad semidtica.

Numero de rachas en las secuencias real y simul:

En la tabla 4.5.21 n la figuri 4.5.2se muestra la distribucion de los estudia
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segun la correccién de los gréficos realizados para el estudio del nimero de rachas y los
niveles de complejidad semidtica. Se puede ver que 117 de los 146 alumnos que
construyen algun grafico para estas variables lo hacen dentro del nivel 3 o0 4 de
complejidad semidtica. El mayor porcentaje de graficos basicamente correctos se vuelve a
dar dentro del nivel de complejidad superior (70%) y el siguiente en el nivel 2 (52,17%),
observandose también dentro de este nivel un alto porcentaje de graficos incorrectos
(39,13%). En el nivel 3 el 31,17% de los graficos son correctos, pero hay un alto
porcentaje de gréaficos parcialmente correctos (35,06%). Para el nivel de complejidad 1

(sélo 6 alumnos) el 50% de los graficos son parcialmente correctos.

Tabla 4.5.21. Distribucion de los estudiantes segun la correccion del gréafico y

complejidad semiotica (nimero de rachas)

Nivel de complejidad semidtica Carreccion del gréafico Total en el nivel
Correcto P. Correctancorrecto
N1. Representa solo sus datos 0(0) 3 (50) 3 (50) 6
N2. Representa resultados individuales 12 (52,12 (8,7) 9(35,06) 23
N3. Gréficos separados para cada mue@#a31,17) 27 (35,06) 26 (33,77) 77
N4. Gréficos conjuntos 28 (70) 1(2,5) 11 (27,5) 40
Total 64 33 49 146

Figura 4.5.2. Distribucion de los estudiantes segun correccion de los gréaficos y

complejidad semiotica (nimero de rachas)
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Si tenemos en cuenta el porcentaje de graficos basicamente correctos y parcialmente
correctos, el mayor porcentaje se sigue dando en el nivel 4 (72,50% de los gréaficos al
menos parcialmente correctos), seguido del nivel de complejidad 3 en el que un 66,23% de
los graficos son o correctos o parcialmente correctos y se observa en las graficas un

crecimiento, segun niveles.
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Longitud de la racha mayor en las secuencias real y simulada
En la tabla 4.5.22 se muestra la distribucién de los estudiantes segun la correccién de
los gréficos realizados para el estudio de la longitud de la racha mayor en las secuencias

real y simulada y los niveles de complejidad semidtica. Ademas en la figura 4.5.3

representamos esta distribucion.

Tabla 4.5.22. Distribucion de los estudiantes segun la correccion del gréafico y

complejidad semidtica (racha mayor)

Nivel de complejidad semidtica Carreccion del gréafico Total en el nivel
Correcto P. Correctancorrecto
N1. Representa solo sus datos 0(0) 0 (0) 3(100) 3
N2. Representa resultados individuale$ 13(61,9) 2(953) 6(37,31) 21
N3. Gréficos separados para cada mue2232,84) 25 (37,31) 20 (29,85) 67
N4. Gréficos conjuntos 24 (64,86) 2(29,85) 11 (29,73) 37
Total 59 29 40 128

Como ya observamos anteriormente 67 de los 128 alumnos que realizan algun gréafico
en esta variable lo hacen dentro del nivel 3 de complejidad semidtica y afiadiendo los que
lo construyen a nivel 4 obtenemos 104 (81,25%). Por tanto, una vez se representa un

grafico para comparar esta variable, una gran mayoria lo hace a un nivel adecuado.

Figura 4.5.3. Distribucion de los estudiantes segun la correccion del gréafico y

complejidad semidtica (racha mayor)
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Niveles de complejidad

Al igual que en las variables anteriores, el nivel 3 es el nivel con mayor frecuencia de
graficos y presenta el 32,84% de los graficos correctos, con alto porcentaje de graficos
parcialmente correctos (37,31%). Para el caso del nivel de complejidad 1, sélo 3 alumnos

realizan graficos dentro de este nivel y que el 100% de estos son incorrectos.
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Sintesis

Para analizar la tendencia global, presentamos en la tabla 4.5.23 del total de gréaficos en
las tres variables, el nivel de complejidad semidtica y correccion del grafico. Se aplicé el
contraste Chi- cuadrado, para estudiar la posible relacion entre las dos variables,
obteniéndose un valor muy significativo (Chi= 77,48, g.l.=6; p=0,0000). Por tanto se
rechaza la hipétesis de independencia entre las variables y, consecuentemente, se deduce
una relacion entre las mismas, que es visible en las tendencias observadas en las graficas
analizadas anteriormente.

Se observa que el mayor porcentaje de graficos basicamente correctos se vuelve a dar
dentro del nivel de complejidad superior (64,86%), aunque destacar que a diferencia de las
variables discutidas anteriormente, este porcentaje es bastante similar al porcentaje de
graficos correctos dentro del nivel de complejidad 2 (61,90%). También en estos dos
niveles el porcentaje de graficos incorrectos es bastante similar, 29,73% para el nivel 4 y
un 28,57% para el nivel 2. La mayor proporcion de gréficos parcialmente correcto se da
en el nivel de complejidad semiédtica 3 y la suma de correctos y parcialmente correctos

sube con el nivel del gréfico.

Tabla 4.5.23. Distribucién de los estudiantes segun la correccién del gréafico y

complejidad semiotica (variables combinadas)

Nivel de complejidad semidtica Correccion del gréafico Total en el nivel
Correcto P. Correcto Incorrecto
N1. Representa solo sus datos 2 3 10 15
N2. Representa resultados individuales 45 5 34 84
N3. Graficos separados para cada muestra0 83 72 235
N4. Graficos conjuntos 81 6 34 121
Total 208 97 150 455

En resumen podemos decir que nuestros datos apoyan la hipétesis de que el mayor
nivel de complejidad semidtica en la construccion de graficos implica también la
produccion de un menor numero de errores, y los relacionados con caracteristicas
importantes de los graficos o eleccion del mismo parecen concentrarse en el nivel de
complejidad 1. EI mismo patron se observa en las diferentes variables, por lo cual este
resultado no depende de la variable analizada, sino de la competencia adquirida por el

estudiante.
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Figura 4.5.4Distribucién de los estudiantes segun la correccion del gy
complejidad semiétic (variables combinadas)
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Niveles de complejidad

Deducimos que el nivel de complejidad semidtica, que requiere mayor conocir
del estudiante implica tambiimejor comprension del proposito de los graficos e i
errores importantes, tales como la eleccion de un gréafico inadecuado, confu
frecuencias y valores y otros errores relacionados con la coiion de la idea d

distribucion.

4.6. LECTURA DE LOS GRAFICOS.

Una vez que los alumnos han construido los gréaficos que ellos creen convenier
resolucion del proyecto, han de los para poder obtener informacion que les se
utilidad en la obtencion de sus conclusiones finales. En este sentido Friel, Curcio
(2001) resaltan la importancia de que los alumnos desarrollen habilidades para et
comprender los graficos tadisticos, ya sean creados por ellos mismos o por
personas. Pero la lectura e interpretacion de graficos no es tarea facil. Monteiro
(2004) llaman la atencién de que “la interpretacion de graficos no es un procec
técnico, pero si unactividad en la quse movilizanun amplio rango de conocimient
experiencias y sentimiento&. 8).

A continuacién analizamos el nivel de lectura alcanzado, para, seguid

relacionarlos con los niveles de complejidad semidtica del gr
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4.6.1. NIVELES DE LECTURA DE LOS GRAFICOS

L ecturas incorrectas

Elaborados los graficos, algunos futuros profesores leen incorrectamente la
informacion representada, debido a que no alcanzan un nivel de lectura suficiente. Por
ejemplo, confunden elementos del grafico, muestran errores conceptuales que les llevan a
un error de lectura o cometen este tipo de error debido a que construyeron un gréafico
incorrecto. Por ejemplo, un alumno hace la siguiente observacion, provocada por un error

conceptual, que le llevd a elaborar un grafico incorrecto:
“En la secuencia real las frecuencias son mas consecutivas, ya que no se repite la misma cara tantas

veces y se repiten menos veces y distintos nimeros. Por ello las barras estan magAlunass CB).

La confusién entre valores de la variable y frecuencia, hace que el estudiante compare
las frecuencias entre si (que ha representado en el eje X), en lugar de comparar la
frecuencia con que aparecen los diferentes valores. Puesto que en las secuencias reales hay
mas valores diferentes de la variable que en la simulada, las frecuencias de cada valor son
menores y también hay mas frecuencias diferentes.

Al representar los valores que aparecen en secuencia real (como el 13) pero no en la
simulada y también al haber obtenido una frecuencia de 20 alumnos con 10 caras, hay mas
valores diferentes de las frecuencias en este grafico que en la secuencia real. Es lo que
quiere expresar al decir que en un gréafico “las frecuencias son mas consecutivas”. La
interpretacion tiene varios errores, ademas de los sefialados, pues confunde “consecutivo”
con “distante” o “separado”. Por otro lado, para que las variables fueran diferentes
debieran ser diferentes sus valores, o al menos las frecuencias para el mismo valor, no las
frecuencias aisladas. Otro ejemplo de lectura errénea es el siguiente, también debido a
errores conceptuales. Las medias en ambas distribuciones (y en el grafico concreto que
produce el estudiante) son cercanas al valor 10 y no cercanas a cero como argumenta el
estudiante, por lo que el alumno no alcanza un nivel de lectura de extraccion de tendencias
(Curcio, 1989) en los datos. Vemos que también el estudiante esta atribuyendo la idea de
representatividad a la desviacion tipica, cuando esta es una propiedad de las medidas de

posicion central y no de las de dispersion.
“Analizando la variable “nimero de caras” el rango de la secuencia simulada permite apreciar mas la
uniformidad de la media que en la secuencia real donde el rango es 9; a pesar de esto en ambas

desviaciones tipica se ve una gran representatividad ya que ambos valores de las medias estan muy
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proximos a cero’(Alumno ER).

En este otro ejemplo, el alumno hace una lectura incorrecta del minimo (que es 9) en la

grafica producida; el alumno no alcanza el nivel de “lectura de los datos” (Curcio, 1989):

“En la experiencia de la secuencia simulada, el nimero de caras que cada uno de la clase pensabamos

eshban a partir de 8 caras{Alumno TF)

Otros ejemplos de lectura incorrecta se dan en alumnos que realizan graficos
claramente incorrectos que no permiten una visualizacion clara de la informacion. En el
siguiente ejemplo, el alumno construye un gréfico incorrecto porque representa
conjuntamente los valores que él ha obtenido para las distintas variables del proyecto, es
decir, nUmero de caras, numero de rachas y longitud de la racha mayor. Esto es, el alumno
representa variables que no estan relacionadas entre si en un mismo grafico, lo que le lleva

a una lectura incorrecta del grafico.

“En el primer grafico aparece mas compensado que el segundo. En la simulacién aparece que la mitad
de lanzamientos saldra cara, y que el nimero de rachas, asi como el tamafio de la racha mayor sera

proporcional” (Alumno JA)

Lecturas correctas

Como hemos visto en el capitulo 3, son varios los autores que definen distintos niveles
de lectura de los gréaficos estadisticos. En nuestro estudio vamos a utilizar la jerarquia
definida por Bertin (1967), en la que los niveles de comprension y lectura son jerarquicos,
y al pasar de un nivel al inmediatamente superior la persona que interpreta el grafico pone
en juego mayor numero de conocimientos, destrezas y habilidades. En nuestro estudio
hemos observado distintas estrategias a la hora de leer los graficos y cada una de estas
supone uno de los niveles de lectura definidos por Bertin. Dichas estrategias, aunque todas

correctas son mas eficaces cuanto mayor nivel de lectura y comprension permitan.

Nivel 1: Extraccion de datos

Bertin definio este nivel como el que alcanza una persona que se limita a leer
elementos individuales de este. Por ejemplo, en un diagrama de barras, el lector
simplemente pondria en correspondencia cada valor de la variable estadistica
representada con la frecuencia correspondiente. Por lo tanto el lector no tiene una vision

global del grafico y no pone en juego conceptos estadisticos como pueden ser los
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promedios o estadisticos de dispersion, variacion, etc. En la clasificacion realiza por
Curcio (1989), denomina a este nideér entre los datogjue equivaldria a una lectura

literal del grafico. Mostramos a continuacion las distintas estrategias seguidas por los
futuros profesores participantes en nuestro estudio a la hora de leer sus construcciones

graficas y que permiten el nivel de extraccion de datos

« Forma del grafico. Esta estrategia consiste en fijarse unicamente la forma del grafico y
las variaciones visuales que se observan en este. No se trata de interpretaciones
incorrectas, pero si imprecisas, ya que las lecturas realizadas son bésicas, sin relacionar
dicha forma del gréfico con otros estadisticos o el problema que se les planted. En el

siguiente ejemplo mostramos un ejemplo perteneciente a esta categoria:

“Como podemos observar en las graficas, las intuiciones de la secuencia simulada, vemos menos
variedad de nameros y ademas concentrados mas, en un namero del que se destaca facilmente,

mientras que en la secuencia real se da mas variedad de casos y concentrdéilumaisa MCG).

En el ejemplo, la estudiante realiza un grafico de barras adosadas para estudiar la
longitud de la racha mayor en las secuencias real y simulada. El grafico por lo tanto
pertenece al mayor nivel de complejidad semibtica de los que hemos definido
anteriormente (nivel 4). La alumna no estudia promedios o dispersiéon y por lo tanto no
realiza la comparacion entre las dos secuencias, aunque el grafico realizado por esta es
correcto. Implicitamente hace referencia a la dispersion de las variables representadas e
incluso de la moda, pero no hay evidencias de que integre estos conceptos con el grafico.

Su lectura se centra mas en los aspectos visuales del grafico.

» Leen valores aisladodday futuros profesores que, una vez construido el grafico,
realizan una lectura literal de este. En algunos casos, los graficos al ser de niveles de
complejidad semidtica 1 y 2, no permiten niveles superiores de lectura. Pero
encontramos también graficos de complejidad semidtica adecuada que permitirian
niveles de lectura superiores al elgraccion de datgsmostrando que aunque la
construccion del grafico sea adecuada, la interpretacion y lectura de estos requiere una
serie de habilidades que no tienen porgue alcanzarse una vez que se conozcan los
convenios de construccion de los distintos graficos. En el siguiente ejemplo, la alumna

construye un grafico de sectores correcto de nivel de complejidad semidtica 3, que
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permite una mayor interpretacion de la realizada por la alumna, quien se limita a
redlizar una lectura literal del gréafico, leyendo la frecuencia asociada a cada valor de la

variable estadistica numero de caras.

“El grafico nos sirve para ver el porcentaje de los alumnos que piensan que salen x caras y
conparandolo con el grafico siguiente podemos ver que porcentaje sale en la tirada real, y si se
equivocan mucho o no, los porcentajes son los siguientes: el 45% piensan que salen 10 caras, el 21,21%
piensan que sale 12 caras, el 15,15% piensan que sale 11 caras, el 9,09% piensan que sale 9 caras, el

3,03% piensan que sale 7 caras, el 3,03% piensan que sale 8 ¢&dasiina MLA).

La anterior alumna realiza un estudio totalmente analogo para el caso del nimero de
rachas y de la longitud de la racha mayor. Como ya vimos, Bertin (1967) llamaba la
atencion que un grafico serd mas util que otro, si al representar en ambos la misma
informacion, el tiempo de inspeccion del grafico es menor para realizar las interpretaciones
y lecturas. En este caso, seria preferible que la alumna hubiese realizado un grafico de
barras o de lineas del mismo nivel de complejidad semidtica (tercer nivel), ya que estos
permiten visualizar el rango y variabilidad de la variable representada con una simple
inspeccion del grafico, proceso que implicaria una menor abstraccion que al intentar
averiguar el rango o sacar conclusiones sobre la variabilidad a partir de un gréfico de

sectores.

« Valores maximo y minimo de las variablésros futuros profesores proporcionan los
valores maximos y minimos de las distintas variables, comparando estos valores entre
cada par de variables de las que analizan en el proyecto, o simplemente extrayendo
esta informacion a la vista del grafico. No llegan a la idea de rango de la variable
estadistica, por lo tanto estos estudiantes realizan una lectura dentro del primer nivel de

lectura de Bertin, sin llegar a la extraccion de tendencias:
“El nimero de caras de la secuencia simulada esta en torno, de 7 a 14 caras, por lo tanto los 33
alumnos que hemos participado en estos lanzamientos hemos tenido la imaginacion de anotar un

minimo de 7 caras y un maximo de 14 cagAkimna MCB).

En este ejemplo, la estudiante realiz6 un grafico de nivel de complejidad semibtica
2, es decir no lleg6 a representar la distribucion de frecuencias del numero de caras en la
secuencia simulada. En la lectura del grafico, observa cuales son el valor maximo y

minimo de la variable que representa, observando el eje Y, donde representa los
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resultados individuales obtenidos por cada una de las personas que participaron en el
expeaimento en su clase. Este gréfico permitiria sacar conclusiones sobre el rango y
comparar este con el de la secuencia real, pero la alumna se limita a extraer informacion
sobre los valores maximo y minimo de la variable sin realizar ningun tipo de
interpretacion.

La siguiente estudiante realiza un grafico de complejidad semidtica 4 correcto,
adecuado para que obtuviese informacion de utilidad en la realizacion de su tarea. Esta
estudiante por lo tanto muestra conocimiento de los convenios de construccion de los
graficos de barras, pero sin embargo no es capaz de dar utilidad al trabajo que ha
realizado en la sintesis de los datos y organizacién de la informacién disponible para

construir el grafico, limitdndose a la siguiente lectura:

“Mayor nimero de caras~ 14 en la secuencia reallAlumna ME).

Nivel 2: Extraccion de tendencias

Se trata del segundo nivel de lectura entre los definidos por Bertin (1967),
inmediatamente superior al nivel de extraccion de datos. Supone una visidon mas global del
grafico y que el lector sea capaz de encontrar relaciones entre distintos subconjuntos de
datos dentro del gréafico. Por ejemplo, en un diagrama de sectores reconocer el sector de
mayor peso para encontrar la moda de la distribucion, por lo tanto poner en relacion el
sector de mayor amplitud con la moda. Seria andlogo a encontrar la barra de mayor
frecuencia en un diagrama de barras o en un histograma, o analizar el rango por medio de
los valores de la variable representados en uno de los ejes (generalmente eje de abscisas).

Como en el caso anterior, este nivel tiene un equivalente en la categorizacion realizada
por Curcio (1989), que se denomiear dentro de los dato€£omo el de extraccion de
tendencias, supone la interpretacion e integracion de los datos en el grafico; requiere por lo
tanto realizar una interpretacion de los datos que el lector extrae al trabajar en el primer

nivel de lectura. Para este nivel hemos encontrado los siguientes ejemplos:

* PromediosSe trata de estudiantes que estiman los promedios a partir del grafico. Por
ejemplo, visualizan la moda en un gréfico de barras. También pueden tratarse de
alumnos que calculen algin promedio e interpreten o integren estos en relacién con lo
que observan en el grafico. Otros alumnos directamente representaron distintos

promedios en los graficos para realizar comparaciones de estos en las distintas
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secuencias y para las distintas variables.

En esta categoria, los alumnos pasan al nivel inmediatamente superior de lectura al
poner en relacion promedios y los gréaficos. Esto supone un nivel mayor de dificultad,
porque no basta con poner en relacion un elemento de un eje con el del otro, extraer
conclusiones basadas en la forma de los distintos gréaficos o leer valores maximos y
minimos de las variables en los ejes, si no integrar conocimientos estadisticos con los
graficos. El alumno AG, aunque usa un lenguaje impreciso, interpreta correctamente la
forma del grafico (en el diagrama de lineas al ascender la linea aumenta la frecuencia) y

detecta la moda:
“El sistema de representacion de datos utilizado es el diagrama de lineas ya que se pueden ver las
diferencias entre la secuencia simulada y la real; si la linea asciende, la frecuencia aumenta,.. El punto
mas alto del diagrama corresponde al valor de la variable que tiene mayor frecuencia, como ocurre en

(pone un ejemplo){Alumno AG).

« Dispersion En esta categoria incluimos lecturas realizadas por los futuros profesores
de nuestra muestra en los que solo tienen en cuenta la informacién que pueden extraer
de los distintos graficos con respecto a las medidas de dispersion. Aunque algunos
alumnos calculan estadisticos de dispersion como la varianza y la desviacion tipica,
rara vez relacionan estos estadisticos con los gréaficos construidos, por lo que en este
apartado se trata de alumnos que interpretan el rango dentro de los distintos graficos.
Esto supone un nivel superior al nivel de extraccion de datos cuando los estudiantes se

limitaban a leer los valores maximo y minimo de las distintas variables, ya que en este

caso, obtienen previamente dichos valores para concluir sobre el rango de la variable
estadistica, lo que supone el extraer informacion sobre una medida de dispersion a partir
del gréfico construido. En el siguiente ejemplo una futura profesora que habia realizado un
grafico de nivel de complejidad semidtica 2 extrae informacion Unicamente sobre la

dispersion. Se trata de un grafico de lineas que permite ver la mayor variabilidad en una de

las dos series, porque en este caso las oscilaciones del grafico son mas amplias.
“En cuanto al ndmero de caras reales que ha obtenido el grupo es mucho mas variable son mas

homogéneos que en la simulacién. Para poder realizar esta afirmacion he usado el (Ahgoha Jl).

« Forma del grafico y promedio€uado en la lectura de los distintos graficos tienen en
cuenta la forma de estos y también algun promedio. Estas interpretaciones al no

integrar algun elemento de dispersion no permiten llegar al nivel superior de lectura,
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pero como si integra algun promedio con el grafico ya supone un nivel superior del de

extraccion de datas

En el siguiente ejemplo, la alumna EA construye un grafico de lineas adosadas de
complejidad semidtica 2 En la primera parte de su interpretacion, la alumna compara la
forma que tiene la grafica en las dos secuencias. La interpretacion de la moda es mas
imprecisa porque al ser un gréafico de complejidad de construccion 2, resulta mas dificil
evaluarla:

“En la grafica donde se encuentra el nimero de caras podemos ver que no encontramos mucha
diferencia entre el lanzamiento simulado y el lanzamiento real, algunos incluso coinciden, pero en
general hay muy poca diferencia entre una secuencia y otra. La moda del nimero de caras de una

secuencia y de otra son muy parecidas por no decir que son igalagina EA).

En el siguiente ejemplo, la alumna realiza dos graficos de barras de complejidad
semotica 3, para el estudio del nimero de caras en las secuencias real y simulada. Este
grafico facilita la lectura y comparacion de la moda. El lenguaje de la alumna ER es
impreciso y en la primera parte de su explicacion no utiliza lenguaje estadistico, aunque
usa el término frecuencia en la segunda parte de su razonamiento. La alumna utiliza dichos
conceptos estadisticos y realiza una comparacion entre la moda de las distribuciones. En la
segunda parte, se centra en aspectos mas visuales del grafico de la secuencia real,
observando la situacion de las barras en el grafico, pero sin llegar a trabajar con elementos
de dispersién como podria ser el rango.

“El nimero de caras en la secuencia simulada destaca porque el nimero de caras que mas se repite es 9
caras, que llega a repetirse catorce veces. Mientras que en la secuencia real el nimero de caras que mas
se repite esta repartido, es decir, que hay una serie de caras que se repiten las mismas veces, como son el
caso de, nueve, diez, y once caras que se repiten las mismas veces, concretamente nueve. Ademas como
podemos ver en las gréaficas, en la secuencia real las frecuencias mas altas se encuentran concretamente

en el centro de la graficalAlumna ER).

« Forma del grafico y dispersiérPor ultimo, encontramos futuros profesores que
relacionan al menos un estadistico de dispersion y la forma del grafico. Andlogamente
al caso en el que los estudiantes leen los graficos atendiendo a su forma y a algun
promedio, este tipo de lectura permite una lectura dentro del niveltidecion de

tendenciagpero no superior. llustramos esta categoria con el siguiente ejemplo:

“En los diagramas se puede observar la simetria de la que hablamos anteriormente, porque los
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resultados estan en un intervalo entre 7 y 11. En cambio en la secuencia real el nimero de caras esta en
un intervalo comprendido entre 7 y 14 veces. El segundo andlisis puede llevar a pensar que valores

pequefios 0 muy grandes pueden ser improbaldsinno MS).

En dicho ejemplo, la estudiante en principio hace mencion a la simetria de las graficas
redizadas, sin ser muy explicita, ya que habia hablando anteriormente de la misma. Al
igual que muchos de sus comparieros, la alumna utiliza un lenguaje impreciso al referirse
que “los resultados estan en un intervalo entre 7 y 11” cuando lo que trabaja es con el

rango de la variable en estudio.

Nivel 3: Andlisis de la estructura de los datos

Un nivel superior de lectura o andlisis de la estructura, equivaldria a comparar las
tendencias y variabilidad en cada par de variables, que luego han de utilizar para realizar
predicciones o formular hipo6tesis sobre la pregunta de investigacion que se les planted en
el proyecto. Si observamos la clasificacion de los niveles de lectura segun Curcio (1989),
el nivel de lecturdeer mas alla de los datase corresponderia con el dealisis de la
estructura En nuestro estudio, consideramos que los alumnos que realizan lecturas dentro

de este nivel son los que siguen la estrategia mencionada.

Promedios y dispersiérEstos futuros profesores realizan una interpretacion mas
completa que las anteriores, porque relacionan tanto promedios como estadisticos de
dispersién con los graficos estadisticos. En el siguiente ejemplo se muestra como una
estudiante extrae informacion sobre la moda y el rango a partir de los gréaficos que
construyo para el estudio del niumero de rachas en las secuencias real y simulada. Esto le
permite tener informacion comparada sobre diferencias entre las distribuciones en las
secuencias real y simulada, aunque la interpretacion que realiza es escueta. Aun asi le sera
de utilidad para obtener informacion de utilidad para obtener conclusiones sobre las
intuiciones del conjunto de la clase y obtiene dicha informacion realizando la lectura de

sus graficos y tablas.

“Puedo afirmar, basandome en la tabla y grafico realizados que: en la secuencia simulada la moda es
12y 13 (a simple vista creia que era 11 y 12). En la secuencia real es 11. El rango en la primeraes 6 y

en la real 8" (Alumno RC).

209



Capitulo 4

Sintesis de resultados

Una vez clasificadas las estrategias de los futuros profesores de nuestra muestra para
leer los distintos graficos, presentamos en la tabla 4.6.1 para cada par de las variables
estadisticas que trabajaron en la realizacion del proyecto, la frecuencia (y porcentaje dentro

de cada variable) de alumnos dentro de cada una de las categorias definidas anteriormente.

Tabla 4.6.1. Frecuencia (porcentaje) de estrategias en la lectura de los graficos, para las

variables en estudio.

NUmero de carasNumero de rachasRkacha mas larga

No leen 51 (28,18) 45(30,82) 42(32,81)
Leen incorrectamente 21(11,60) 17(11,64) 18(14,06)
Forma del grafico 5(2,76) 7(4,79) 7(5,47)
Leen valores aislados 26(14,36) 19(13,01) 18(14,06)
Valores maximos y minimos de la variable 10(5,52) 8(5,48) 7(5,47)
Promedios 27(14,92) 21(14,38) 16(12,50)
Dispersion 7(3,87) 2(1,37) 1(0,78)
Forma del gréafico y promedios 8(4,42) 8(5,48) 4(3,13)
Forma del grafico y dispersion 2(1,10) 1(0,68) 0(0)
Promedios y dispersion 24(13,26) 18(12,33) 15(11,72)
Total de alumnos que hacen graficos 181 146 128

Podemos observar el alto porcentaje de alumnos que después de construir graficos no
tratan de interpretarlos (28,18% para el nimero de caras; 30,82% para el nimero de rachas
y 32,81% en la longitud de la racha mayor). Estos alumnos, aunque realizan graficos en la
resolucion de la tarea que se les pidio, no saben como obtener informacion de estos. En
otros casos, los graficos son de niveles de complejidad bajos o graficos incorrectos y
dificultan su lectura. El porcentaje de lecturas incorrectas es la mitad del anterior (11,60 a
14,06%) pero todavia importante, en futuros profesores que han de ensefiar este tema.

Las tres estrategias mas seguidas por los estudiantes a la hora de leer los gréaficos son
las deinterpretar los promediogl4,92% para el nimero de caras, 14,38% para el nimero
de rachas y 12,50% para la longitud de la racha mayor), laedevalores aislados
(14,36%, 13,01% vy 14,06%) y la deerpretar promedios y dispersion conjuntamente
(13,26%, 12,33% y 11,72% respectivamente). En consecuencia, podemos observar que
bastantes alumnos integran el valor de algin promedio y los relacionan con el grafico.

En la tabla 4.6.2 agrupamos las estrategias los alumnos en relacion con los niveles de
lectura de Bertin (1967). En las tres variables, el mayor porcentaje es el de los alumnos que
no leen el gréfico, lo que indica que para los futuros profesores interpretar los graficos

estadisticos no es una tarea facil, aunque hayan sido construidos por ellos mismos.
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Tabla 4.6.2. Frecuencia (porcentaje) de interpretaciones dentro de cada uno de los niveles de
lectura para cada par de variables del proyecto

Nivel de lectura (Bertin) Numero de NUmero de Racha mas
caras rachas larga
No leen 51 (28,18) 45(30,82) 42(32,81)
Lectura incorrecta 21(11,60) 17(11,64) 18(14,06)
Extraccion de datos 41(22,65) 34(23,29) 32(25)
Extraccion de tendencias 44(24,31) 32(21,92) 21(16,40)
Andlisis de la estructura 24(13,26) 18(12,33) 15(11,72)
Total alumnos que hacen gréaficos 181 146 128

Otra conclusién es que no es suficiente conocer los convenios de construccion de los
distintos gréaficos para leer correctamente la informacion representada. Se requieren una
serie de habilidades como resaltaron Friel, Curcio y Bright (2001): Se han de reconocer los
distintos elementos que forman el grafico (ejes, escalas, titulos, etiquetas, contenidos
matematicos, etc.) para posteriormente ser capaz de percibir la importancia de cada uno de
dichos elementos en el grafico que se esta leyendo y como variaria la informacion al
cambiar las caracteristicas de alguno de los elementos. Puesto que en algunos casos estos
elementos han sido incorrectos, ello ha dificultado la lectura.

También es necesario poner en relacion las relaciones encontradas en el grafico y los
datos que en él se estan representando y viceversa, para por ultimo ser capaz de criticar el
grafico que se esta leyendo con el fin de ver su utilidad para el problema particular que se
esté trabajando. Respecto a este punto, seria necesario reforzar la ensefianza actual.

Para el estudio del numero de caras, el nivel de lectura que mayor porcentaje de
interpretaciones tiene es el drtraccion de tendencig®4,31%), seguido de cerca del
nivel de extraccion de dato$22,65%). El porcentaje de estudiantes que realizan una
lectura dentro del nivel superioramalisis de la estructutrebaja al 13,26%. Es obvio que
los alumnos tienen dificultad para llegar a este nivel de lectura, pero para la variable
namero de caras, este porcentaje es ligeramente mayor que el de interpretaciones
incorrectas (11,60%).

En el caso del nimero de rachas el nivelegigaccion de datosiene porcentaje
ligeramente superior (23,29%) que el dgtraccion de tendencia21,92%), y el
porcentaje del nivel danalisis de la estructurbaja al 12,33%, ligeramente superior al de
interpretaciones incorrectas (11,64%).

Para la longitud de la racha mayor, el mayor porcentaje (25%) es también de
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extraccion de datgseguido porextraccion de tendencig$6,40%). En este cassigue el
nivel de interpretaciones incorrectas con un 14,06%, siendo el nivel con menor porcentaje
el andlisis de la estructuraon un 11,72% del total.

Aunque en el estudio del numero de caras, los resultados son un poco mejores,
seguidos del numero de rachas, las diferencias en el test Chi cuadrado no fueron
estadisticamente significativa (Chi= 3,56; g.l.= 8; p= 0,8948) lo que indica que la habilidad
de lectura de los estudiantes no depende de la variable analizada y es, consecuentemente,

un indicador de su competencia grafica.

4.6.2. NIVELES DE LECTURA Y COMPLEJIDAD SEMIOTICA

En este apartado estudiamos la posible relacion entre los niveles de lectura de los
graficos realizados por los futuros profesores de nuestra muestra y los niveles de
complejidad semidtica que hemos definido en la construccion de dichos gréficos
estadisticos. Realizamos un analisis separado para cada una de las variables estadisticas
que los futuros profesores tuvieron que analizar en el proyecto que se les propuso. Los

resultados de este analisis se publicaran en Arteaga y Batanero (2011).

Numero de caras

Respecto al numero de caras, del total de alumnos que construyendo graficos no los
interpreta es el 66, 67% en los gréaficos de nivel 1, el 50,0% en los gréaficos de nivel 2, el
20,9% en los de nivel 3y el 18,2% en los de nivel 4. El porcentaje de alumnos que trata de
leer el grafico construido crece con el nivel y por tanto la mayor competencia en
construccion de graficos va paralela con la capacidad de lectura. En total, de los 181
alumnos que realizan un grafico para esta variable, 51 (28,2%) no lo interpretan. Para el
resto, presentamos en la tabla 4.6.3 y la figura 4.6.1 la clasificacion segun los niveles de
complejidad semiética y los niveles de lectura definidos por Bertin (1967).

De los dos alumnos que, construyendo un gréafico del nivel de complejidad 1, tratan de
interpretarlo, uno de ellos (50%) realiza una lectura incorrecta y el otro una lectura de nivel
de extraccion de datos. Como era de esperar, dentro de este nivel no haya lecturas de
mayor nivel pues por las caracteristicas de este tipo de graficos no permiten dichos niveles.
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Tabla 4.63. Clasificacion de los estudiantes segun el nivel de lecturay el n
complejidad semidtica para el nimero de ¢

Niveles de lectura Total en
Nivel de complejidad semidti Lectura Ext. de Ext. Andlisis .
. . el nivel
incorrecta datos tendencias estructur
N1. Representa s6lo sus datos 1 (50) 1 (50) 0 (0) 0(0) 2
N2. Representa resultados individu 2 (10) 8 (40) 8 (40) 20) 20
N3. Graficos separados para ¢
muestra 11 (15,28) 27 (37,5) 25(34,72) @25 72
N4. Gréficos conjuntos en un misi
marco 7(19,45) 5(13,89) 11(30,56) 136,11 36
Total 21 41 44 24 130

De los 20 alumnos que, construyendo graficos del nivel 2 de complejidad sel
tratan de leerlos, 40% llegal nivel de extraccion de datosptro 40% al rvel de
extraccion de tendencias y s6lo (10%) llegn al nivel superior de lectura de Bertin.
este nivel se da el mayor porcentaje de lecturas dentro de los niveles de extra

tendencias y de extreién de dato

Figura 4.6.1Distribucién de estudiantes pniveles de lectura gomplejidac

semibtica para el nUmero de caras
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El porcentaje de interpretaciones incorrectas dentro del nivel 3 (15,28%) es me
en el nivel 2 (10%). Tambiédestacamos que el mayor porcentaje en el nivel 3
dentro del nivel de lectura de extraccion de datos (37,72%), seguido del de extra
tendencias (34,72%) y el menor porcentaje se da en el nivel de analisis de la e
(12,50%). Es decir, ague el grafico de nivel 3 permite el andlisis de la estructur
facilidad, los estudiantes no llegan a este nivel de lectura en su mayoria, lo que [
debido a dificultades con el concepto de distribucion, subyacente en el analis

estructua de los datos (Canada, 2008). Aun asi este porcentaje ya supera al pi
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analogo en los graficos de nivel 2.

Por ultimo en el nivel de complejidad 4, ademas de integrar en el gréafico los elementos
de valor de la variable, frecuencias y distribucion de frecuencias, tienen la dificultad
afadida de representar dos distribuciones en un mismo marco. Por ello es de explicar que
el mayor porcentaje de lecturas incorrectas se dé dentro de este nivel (19,45%), debido al
mayor niumero de objetos matematicos que el alumno ha de usar en dicha interpretacion.
Aun asi, el porcentaje de interpretaciones en el nivel de analisis de la estructura es
notablemente mayor que en el resto de los niveles (36,11%). A este alto porcentaje sigue
gue un 30,56% dentro del nivel de lectura o extraccion de tendencias.

Esta tendencia se observan a partir del analisis combinado de la tabla y gréafico, donde
se observa un crecimiento con el nivel de complejidad semiética del nivel superior de
lectura y una mayor proporcion de los dos niveles superiores de lectura en los niveles de

complejidad 2 y 3 (igualados) y aun mayor en el nivel de complejidad semiética 4.

Numero de rachas

Respecto al numero de rachas, del total de alumnos que construyendo graficos no los
interpreta es el 66, 67% en los graficos de nivel 1, el 52,17% en los graficos de nivel 2, el
25,97% en los de nivel 3 y el 22,50% en los de nivel 4. Como en el caso anterior, el
porcentaje de alumnos que trata de leer el grafico construido crece con el nivel y por tanto

la mayor competencia en construccion de graficos va paralela con la capacidad de lectura.

Tabla 4.6.4. Clasificacion de estudiantes segun nivel de lectura y nivel de complejidad

semidtica para el numero de rachas.

Niveles de lectura
Nivel de complejidad semidtica ._Andlisis Tote}l en
Incorrecta Ext. datos  Ext. tendencias | el nivel
estructura
N1. Representa solo sus di 1 (50) 1(50) 0 (0) 0 (0) 2

N2. Representa resultados individu 2(18,18) 3(27,27) 5(43,86) | 1(16,13) 11
N3. Graficos separados para cadamu | 7 (12,28) 25 (43,86) 18 (31,58)| 7 (12,28) 57
N4. Graficos conjuntos en un mismo me|7 (22,58(j) 5 (16,13) 9 (29,03) | 10 (32,26) 31
Total 17 34 32 18 101

En la tabla 4.6.4, se muestra la frecuencia de las interpretaciones de los graficos
realizados por los estudiantes que pertenecen a los distintos niveles de lectura, segun los
distintos niveles de complejidad semidtica. Los porcentajes de los distintos niveles de

lectura de los graficos para cada uno de los niveles de complejidad semidtica para la
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variable nimero de rachas se presentan en la figure

Figura 4.6.2Distribucion de estudiantes pniveles de lectura gomplejidac

semiotica para el numero de rachas
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Al igual que para el numero de caras, de los dos alumnos que construyen un g
nivel de complejidad ¥ tratan de leerlcel 50% de interpretaciones incorrectas y el !
de interpretaciones dentro del nivel de extraccion de . Dentro del nivel 2 d
complejidad semidtica, el porcentajelecturasal nivel de extraccion de tendencias €
mayor dentro del nivel y en todos los nivelpues como ya dijimosl no represent:
distribuciones de frecuenc, dificultan la lectura @ promedios, pe permiten sacar
conclusiones sobre los rangos de las variables, lo que supone un nivel de extre
tendencias. El porcentaje de lectien el nivel superior de lectura esvés bajo de todc

En el nivel de complejidad 3 predomina la extraccion de datos con un 43,
aumenta ligeramente el porcentaje del nivel superior de lectura (12,28%), analis
estructura, con respecto a dicho porcentaje en el ni

Por dultimo, enel nivel de cmplejidad 4, supone el mayor porcentaje
interpretaciones dentro del nivel de lectura superior (32,2 Como hemos vis cuando
los alumnos consiguen llegar a construir graficos de este nivel se facilita la comg
entre las dos distribuciones resentadas en el graficoe®® al suponer una may
complejidad semidtica con respecto a los tres niveles inferque enque el porcentaje
de interpretaciones incorreci(22,58%), es muy alto.

Longitud de la racha mayor

En esta variable, de ladumnos que realizan graficos de nivel 1, el 66,67 los leen;
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del total de los alumnos que realizan gréafico de nivel 2, un 42,8t los interpretan; en

el nivel 3 el 31,34%o0 los interprety por Ultimo, para el nivel de complejidad semi6

4 el 27,02% e los que lo construyeno realiza ningan analisis de los graficos realizi

Tabla 4.65. Clasificacion de los estudiantes segun el nivel de lecturay el n

complejidad semidtica para la longitud de la racha ir

Niveles de lectura

Nivel de complejidagemiotic: Int. Ext. de Ext. Analisic TO:]"?" :ln el

incorrecta  datos tendencias estructur WV

N1. Representa solo sus datos 1 (100) 0 (0) 0 (0) ©0) 1

N2. Representa resultados

individuales 2 (16,67) 5(41,67) 4 (43,48) 18,33 12

N3. Graficos separados para ¢

muestra 8(17,39) 20 (43,48) 13(28,26)| £.0,87 46

N4. Gréficos conjuntos en un misi

marco 7 (25,93) 7(25,93) 414,81) 933,33 27

Total 18 32 21 15 86

En la tabla 4.6.5se muestra la frecuencia de los distintos niveles de lectura, se

distintos niveles de complejidad semiodtica para el estudio de la longitud de la rache

En la figura 4.6.3. analizamos los porcentajes correspondientes. En este caso, |

nivel de complejidad 1 sélo hay un grafico interpretado y dicha interpretaci

incorrecta.

Figura 4.6.3Distribucién de estudiantes pniveles de lectura gomplejidac

semiotica para la racha mayor
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Dentro del nivel 2 de complejidad semidtica, el mayor porcentaje se da al n

lectura de extraccion de datos (41,67%). El porcentaje de lecturas dentro del nivel :
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es del 8,33%, que representa el porcentaje mas bajo de todos los niveles (sin tener en
cuenta el nivel 1). En el nivel de complejidad 3 predomina la extraccion de datos con un
43,48% y aumenta ligeramente el porcentaje de analisis de la estructura (10,87%) con
respecto al nivel 2.

Por ultimo, en el nivel de complejidad 4, encontramos el mayor porcentaje del nivel de
lectura superior (33,33%). Ademas, al igual que en las variables analizadas anteriormente,
el mayor porcentaje de interpretaciones incorrectas también se da dentro del nivel de
complejidad semidtica 4, debido como en los otros casos a la mayor cantidad de

habilidades necesarias para leer un grafico de esta complejidad.

Sintesis

Por otro lado, al resumir los datos de las tres variables respecto al nivel de complejidad
semidtica y nivel de lectura (tabla 4.6.5) se observa mejor la tendencia ya descrita y al
calcular el contraste Chi cuadrado, las diferencias son muy significativas (Chi=32,56; d.g.=
6; p= 0,0000) con lo que podemos concluir que los graficos de complejidad 4 llevan a un
porcentaje mayor de lectura del grafico en el nivel superior, aunque también a un mayor
namero de errores (salvo los de nivel 1) vy los gréaficos realizados de nivel 3 de
complejidad semidtica proporcionan un mayor porcentaje de lecturas dentro de la

extraccion de tendencias.

Tabla 4.6.5. Clasificacion de los estudiantes segun el nivel de lectura y el nivel de
complejidad semidtica para las tres variables combinadas.

Niveles de lectura Total en
Nivel de complejidad semidtica Int. Ext. de Ext. Andlisis .
. . el nivel
incorrecta datos  tendencias estructura
N1. Representa s6lo sus datos 3 2 0 0 5
N2. Representa resultados individualeés 6 16 17 4 43
N3. Gréficos separados para cada
muestra 26 72 56 21 175
N4. Gréficos conjuntos en un mismo
marco 21 17 24 32 94
Total 56 107 97 57 317
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Figura 4.6.4. Distribucion de estudiantes por niveles de lectura y complejidad semiética

para las variables combinadas
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4.7. CONCLUSIONES DE LOS ESTUDIANTES

Uno de los objetivos del proyecto de andlisis de datos propuesto a los futuros
profesores, era que éstos se viesen envueltos en el proceso de investigacion sobre las
intuiciones que tienen las personas sobre el azar, a partir de la discusion iniciada por el
profesor. Para llevar a cabo esta investigacion, como se ha indicado, los estudiantes
realizaron un experimento aleatorio, recogieron y analizaron los datos, para finalmente
obtener una respuesta a la pregunta que se les planted.

Desafortunadamente, una parte de los estudiantes, a la hora de realizar el informe del
proyecto, se limita a presentar algun tipo de analisis estadistico de los datos disponibles,
sin dar respuesta a la pregunta propuesta, es decir no poniendo en relacion el trabajo
matematico realizado con la pregunta a resolver. Co