La aleatoriedad, sus significados e implicacioneslecativas
Carmen Batanero Bernabeu, Luis Serrano Romero
UNO, 5, 15-28, 1995
Resumen

En este trabajo presentamos un analisis de losatites significados asociados
al término aleatoriedad a lo largo de su evoluchistérica y un resumen de las
investigaciones sobre la percepcion de la aleattate por parte de nifios y
adolescentes. Finalizamos con algunas sugeren@beesla ensefianza de la
probabilidad que posibiliten a los alumnos y alumrm@aadquirir gradualmente

un conocimiento adecuado de las caracteristicalwsléendmenos aleatorios.

Summary

In this article we present an analysis of the dgifie meanings that have been
associated with the term randomness throughout hittorical evolution,
together with a brief account of research into thay children and teenagers
understand this concept. We finish with some suggasfot the teaching of
ptobability which may help students to learn grdtuahe characteristics of
random phenomena.

INTRODUCCION

Las cuestiones epistemoldgicas ocupan un lugarafuedtal en la reflexion de las
personas interesadas por el aprendizaje de lasnatitas. Ello es debido a que los
obstaculos surgidos histéricamente en la formad@tos conceptos se reproducen, con
cierta frecuencia, en los alumnos. Otras veces,etdgdios de tipo epistemoldgico
pueden ayudar a comprender las dificultades dalloenos en el uso de los conceptos
para la resolucion de problemas.

El calculo de probabilidades ocupa una situaciég particular a este respecto, ya que,
a pesar de contar con una axiomatica satisfactonisjguen las controversias sobre la
interpretaciéon de conceptos basicos, como los deapilidad o independencia. Estas
controversias no son de tipo técnico, ya que @ut@lde probabilidades, como tal no
plantea contradicciones ni paradojas, como ocarriem el caso de la teoria de
conjuntos, ni se han propuesto otras axiomatic&s aumpitan con éxito con la de
Kolmogorov. Los problemas que la axiomatizacion h#o resuelto se refieren a la
naturaleza de los objetos que se representan o e la probabilidad. Como indica
Matalén (1 979)de modo més o menos explicito, todos los tedricositan que el
calculo de probabilidades formaliza algo que, eerim sentido »existe» en todas
partes; las divergencias se, refieren a la natuzalale ese »algo», el cual estaria
representado a traveés de la probabilidad matem&éa. 121).

En este trabajo vamos a presentar un reflexiorntezp@odgica -desde una perspectiva
didactica- sobre la nocién de aleatoriedad, la,guato con la idea de probabilidad es
punto de partida del calculo de probabilidadesintdrés y necesidad de este estudio
parece claro, ya que la mayor parte de los nuevagsculos de matematicas de los
niveles de ensefianza obligatoria proponen inteasifel estudio de los fendmenos
aleatorios. Las expresiones "experimento aleatoristiceso aleatorio”, incluso los



sustantivos el "azar", "aleatorio”, aparecen coecudencia, tanto en el lenguaje
cotidiano, como en los manuales escolares. Persigsuficado, al referirse a una
entidad abstracta, no queda univoca y nitidamemterrdinado, lo cual creara
dificultades de comprension en los estudiantes.

Como afirmamos en Godino y Batanero (1994), el ikogwlo de los objetos
matematicos no puede reducirse a su mera definiod@ematica cuando nos
interesamos por los procesos de enseflanza y apagndie los mismos. Las diversas
situaciones problematicas y las practicas que héaempersonas para resolverlas en
distintas instituciones y momentos histéricos aportasgos caracteristicos de las
nociones que en ellas intervienen, los cuales demntenidos en cuenta en la
ensefianza.

En lo que respecta a la nocion de aleatoriedaém@s en este trabajo que en distintos
momentos histéricos se ha interpretado de formaratite y que, incluso en la
actualidad, se resiste a una definicion sencilla germita determinar con nitidez si un
suceso 0 una secuencia de sucesos es 0 no aleRtreste motivo presentaremos una
discusion de estas cuestiones, a partir de lasxrefies realizadas por estadisticos,
filésofos, psicologos e investigadores en Didactieala Matematica preocupados por
este problema.

ALEATORIEDAD Y CAUSALIDAD

Una primera acepcion de lo aleatorio la podemosrénar en el diccionario del uso del
espafol de M. Moliner (1 983), donde encontramssiguiente definicionincierto. Se
dice de aquello que depende de la suerte o del amardo el azar la supuesta causa de
los sucesos no debidos a una necesidad naturalineaintervencién humana o divina.

En esta acepcion lo aleatorio seria contrapueatpallo de lo que se conoce sus causas
y el "azar" estaria personificado como una supussiaa de los fenbmenos aleatorios.
Esta acepcion corresponderia a una primera fag@ibés exploratoria en el desarrollo
de la idea de aleatoriedad que se extenderia, $&gumet (1993) desde la antigliedad
hasta el comienzo de la Edad Media. En esta etapaispositivos aleatorios como
dados o huesos de astralago, se usaron para adi/fiaéuro, tomar decisiones y en los
juegos, cuando se queria impedir dar ventaja analge las partes interesadas, puesto
gue se suponia que lo aleatorio no podia ser dadrdiumanamente.

Se atribuyese a fuerzas sobrenaturales o no, elsapamia la posibilidad de que la
voluntad, inteligencia o conocimiento humano inficiara la decision o el destino.
Poincaré (1936) indicé que los clasicos difereramalios fendmenos que parecian
obedecer a leyes armodnicas, establecidas de ungarazsiempre, y aquellos que
atribuian al azar, que no podian preverse porquebstaban ante toda ley. Segun este
autor, la aleatoriedad tenia, ademas, un sentielcgar, objetivo. Lo que era aleatorio lo
era para cualquier persona.

Una variante de esta acepcion es suponer que &doneno tiene una causdada
sucede por azar sino que todo ocurre por una razgor una necesidalLeucippus,
siglo V a. C., citado por Bennett).Es debido a traeignorancia por lo que existe "el
azar" para nosotros. Incluso lo que es aleatorra paa persona puede no serlo para
otra, por lo que, en esta acepcion, tendria urct@araubjetivoEl azar no es mas que la
medida de nuestra ignorancia. Los fenomenos fadugion, por definicion aquellos



cuyas leyes ignoramog¢Poincaré, 1 936, pag. 69 de la reproduccion elibed de
Newmann).

Poincaré encuentra que esta definicidon no es aetiisfa, ya que ciertos fenbmenos
cuyas leyes no conocemos son, sin embargo, coadaercomo deterministas. No
sabemos con seguridad por qué llegado a un punéondgecimiento morimos, pero la
muerte es considerada un hecho seguro, lo mismdéogera la puesta del sol para un
nifo o una persona primitiva que desconociera redrfeeno de rotacion de la Tierra.
Ademas, ciertas teorias fisicas, como la teorigticem de los gases, tienen causas
conocidas que son explicadas precisamente mediaygs probabilisticas. Las leyes
gue se utilizan para explicar estos fenbmenos regniacho mas complicadas si, en
lugar de emplear la hipétesis de que las particaasmueven aleatoriamente, se
supusiera que siguen una cierta ecuacion de tiperndimista. Por ello, entre los
fendmenos de los cuales ignoramos sus leyes, Péirgerencia los aleatorios o
fortuitos, sobre los cuales el célculo de probdades nos informara provisionalmente
y los que no lo son, sobre los cuales no hay estiipdad de prediccion hasta que
hayamos encontrado las leyes que los rigen.

Para los primeros, incluso el dia que encontremas eglas, el calculo de
probabilidades no perdera su validez. Asi, el tiirede una compafia de seguros de
vida ignora cuando morird un asegurado particukin embargo, sus beneficios
seguiran siendo los mismos, incluso cuando conea@esiempo de vida que queda a
cada uno de estos asegurados, porgue la distribestadistica de esta poblacion seria
la misma, independientemente de este conocimigototanto, estos beneficios no son
fruto de su ignorancia. Como indica Ayer (1974)femdmeno se considera aleatorio si
se comporta de acuerdo al calculo de probabilidades Una causa muy pequefia
determina, a veces, un efecto considerable y decigug el resultado es aleatorio
porque la prediccion resulta imposible. Es el asda meteorologia o del juego de la
ruleta. En otros casos, como en la teoria cinéliickbs gases, al barajar las cartas o en
la teoria de errores, es la complejidad o multdedlas causas lo que determina un
resultado aleatorio.

ALEATORIEDAD Y PROBABILIDAD

Al surgir el calculo de probabilidades se relaciotea aleatoriedad con la
equiprobabilidad, que se basa en el principio dbfarencia. Esto es debido a la
relacion de los primeros desarrollos tedricos ams juegos de azar, en los que el
namero de posibilidades era finito y el principie hdiferencia podia considerarse
razonable. Esta interpretacion se encuentra, on@p, en eLiber de Ludo Aleaele
Cardano. Bennett (I1993) indica que, hacia el faglsiglo XVIII y principios del XIX,
hay un desplazamiento de las situaciones consiaeddatorias, desde el mundo de los
juegos de azar al de los fendbmenos naturales.drarante, se produce un cambio en el
concepto de aleatoriedad, que se hace progresivameas formalizado. Se introduce el
concepto de "independencia", que se considera guoisi® imprescindible para
asegurar la aleatoriedad de un suceso en suceskosrimentos repetidos. Sin
embargo, el resultado de un experimento aleat@ipaga estos autores determinado
pero desconocido, dependiente de la ignorancihaiaebre.

También actualmente la nocién de aleatoriedad gdéicax a veces, en términos de
probabilidades y esta explicacion dependera denaepcion subyacente respecto a la
probabilidad. En un concepto clasico de probalidlidecimos que un objeto (0 un
suceso) es un miembro aleatorio de una cierta,date probabilidad de este objeto es



igual que la de cualquier otro miembro de su clasenque esta definicion, en
principio, es suficiente para los juegos de azamathas en dados, monedas, cartas,
extraccion de bolas en urnas, etc., podemos aplidas mismas criticas que se
atribuyen a la concepcion laplaciana de la prolw#ull Es dificil, a partir de esta
definicion, discriminar un miembro aleatorio o nieadorio en una clase dada. Por
ejemplo, ¢como sabemos que una moneda dada o @n Wadestan ligeramente
sesgados?

Kyburg (1975) sugiere que este método de definaléatoriedad impone restricciones
severas y no naturales a la aplicacion de esta ff#a podriamos decir que un objeto
es un miembro aleatorio de una clase, si la cladeia. Si fuese infinita, entonces la
probabilidad de cada miembro de la clase siempta sala (por tanto idéntica), aunque
el método de seleccion fuese sesgado. ¢Qué oauadémas, en el caso de sucesos
elementales no equiprobables? Sin embargo, la d#eaquiprobabilidad es muy
atrayente para definir la aleatoriedad, como sewe ejemplo, al definir las muestras
aleatorias -todos los elementos tienen la mismabghmiidad de ser elegidos- o la
asignacion aleatoria de sujetos a los experimentasla sujeto tiene la misma
probabilidad de ser asignado al grupo experimenghicontrol-.

Cuando desplazamos la aplicacion de la idea deapiladad a situaciones del mundo
fisico o natural, como por ejemplo, el grupo sangaide un recién nacido o cualquier o
otra caracteristica hereditaria, nos encontramogjoe no podemos aplicar el principio
de equiprobabilidad. Podriamos decir, en estosscapee un objeto es un miembro
aleatorio de una clase si pudiéramos elegirlo nméglian método que proporcionase a
cada miembro de la clase una cierta frecuenciéivelz priori" a la larga. Usariamos,

en estos casos, la concepcion frecuencial, quespscialmente adecuada cuando
disponemos de estadisticas registradas sobre mnngraero de casos, como en los
ejemplos citados. Tendriamos, sin embargo, el pnoaltedrico de decidir el nimero

necesario de experimentos para considerar questia ga este namero, habriamos
probado suficientemente el caracter aleatorio bglto.

En estas dos acepciones la aleatoriedad es unegedp'objetiva” que se asigna al
suceso o elemento de una clase, como podria asgdgém color o un sexo, si se trata
de una persona. Kyburg (1 974) critica esta visgi@gropone una interpretacién de la
aleatoriedad compuesta de cuatro términos, qusaiguientes:

« el objeto que se supone es miembro aleatorio delase;

« el conjunto del cual el objeto es un miembro aléatgoblacion o colectivo);

« la propiedad con respecto a la cual el objeto emiembro aleatorio de la clase
dada;

« el conocimiento de la persona que emite el juiei@i@atoriedad.

Si un objeto es 0 no considerado como miembroaieate una clase, depende, en esta
interpretacion, de nuestro conocimiento sobre shmoi Lo que puede ser aleatorio para
una persona puede no serlo para otra. La aleaaori®@d es una propiedad fisica
"objetiva”, sino que tiene un caracter subjetiv@céhocemos en esta definicion el
paralelismo con la concepcion subjetiva de la frididad, por la que todas las
probabilidades serian condicionales. Esta visidiasaas adecuada en las situaciones
en gue poseemos cierta informacion que puede canmpiestro juicio sobre la
aleatoriedad o la probabilidad de un suceso.



Para Kyburg hay cierta clase de situaciones que @bchundo consideraria aleatorias y
donde el uso de la idea de equiprobabilidad pdiaiden suceso aleatorio parece claro
y no controvertido. Por ejemplo, en el caso de wdodequilibrado, cualquier
lanzamiento es simplemente un ejemplo de cualgqierposible lanzamiento. No hay
nada nuevo que podamos conocer acerca del dadoagigermita predecir otra
probabilidad diferente de I/6 para un resultaddi@aar del dado.

En otros casos la situacion no es tan clara. Cergitbs, por ejemplo, la probabilidad

de que un individuo particular viva mas de 35 afiés. verdad que poseemos
informacion estadistica sobre sus posibilidadesugervivencia a esta edad, pero hay
muchas consideraciones que podrian influenciarambo en esta probabilidad, si

tuviesemos que estimarla. Por ejemplo, el hechoque el sujeto sufriera cierta

enfermedad, como cancer o sida, o que fuese pitotarreras.

En este ejemplo reconocemos la importancia derdieglase de referencia adecuada
para juzgar la probabilidad de un cierto sucesamissno podemos ver aqui la
importancia del cuerpo de conocimiento, puesto guel sujeto en cuestién sufre una
enfermedad muy grave y yo lo supiera, me llevatiacer una estimacion diferente de
sus esperanzas de vida.

PROCESOS Y SECUENCIAS ALEATORIAS

Para Zadell (1 992) la idea de aleatoriedad coatigws aspectos distintos que, a 0
veces, pueden no coincidir, que son:

« el proceso de generacion, que es lo que, matenméite se conoce como
experimento aleatorio;

- el patron de la secuencia aleatoria producida corposecuencia del
experimento.

Hasta ahora hemos considerado que estos dos aspstém ligados entre si, ya que
esperamos que un proceso aleatorio proporcioneatndrpde resultados aleatorios.
Veremos que estos dos aspectos son separables.

En primer lugar, puede haber secuencias que, dparente, parezcan aleatorias,
siendo producidas por un proceso completamenterngieista. Consideremos, por
ejemplo la secuencia 32823066470938446095. Pasctp, parece ser una secuencia
aleatoria de numeros. Pero, en realidad, es laesXjor de los digitos decimales 111 al
130 del numerdPi. Aunque el patrén que sigue esta secuencia parézatorio, el
proceso que la genera no lo es, porque siempradret@os la misma secuencia de
cifras como resultado del "experimento”.

Por otro lado, incluso una secuencia aparentemeagelar y determinista, como
100100 100, puede obtenerse como resultado de pariewento aleatorio. Esta
secuencia particular es tan probable como cualaqirer secuencia de ceros y unos
obtenida en 9 ensayos en que los valores 1 y Oespaprobables. Su probabilidad sera
2°. Si repetimos el experimento un niimero mayor dqueees, cabe esperar que se
obtenga alguna vez la sucesién dada por azar.

No fue hasta finales del siglo XIX cuando el empleda estadistica en la investigacion
aplicada empez6 a basarse en la eleccion de nuestetorias de datos, a partir de los
trabajos de Edgeworth, Galton, Pearson, Fishes\cslaboradores. Anteriormente, los



estudios estadisticos estaban basados en la raatmidtos empiricos masivos, esto es,
tenian un caracter descriptivo de poblaciones cei@pl mas que un caracter

inferencial. En los casos en que se utilizaban tramséstas no se elegian al azar,
porque no se era consciente de la importanciaetgrehuestras aleatorias para poder
realizar inferencias validas y precisas sobre lalgmdn. Cuando los desarrollos

tedricos empiezan a mostrar la importancia de psatdo, empieza el interés por

encontrar modelos de procesos que aseguren laccmn®® de largas secuencias de
digitos aleatorios. Estos serian utilizados pamgiel muestras aleatorias en las
aplicaciones estadisticas.

PROCESOS QUE GENERAN SUCESIONES ALEATORIAS

Hay tres modelos basicos de procesos que se emplaan generar secuencias
aleatorias: dispositivos fisicos; las tablas de enas aleatorios y los generadores de
nameros pseudoaleatorios.

Ciertos procesos fisicos pueden generar resul@datorios, como, por ejemplo, elegir
a ciegas una bola de una urna llena de bolas tetdisolor. Este tipo de dispositivos -
dados; ruletas; bombos con fichas,...- es el sesteras antiguo, familiar y natural de
obtener tales resultados aleatorios. Es el métodotambién empleamos en clase con
nuestros alumnos, aprovechando el interés que ranegor los juegos de azar. Sin
embargo, es muy dificil conseguir construir disfpess que aseguren la aleatoriedad
fisica perfecta, por ejemplo, asegurar que un @atgne exactamente una probabilidad
1/6 a cada una de sus caras. Ademas, es un proeetiriento si queremos obtener una
serie larga de resultados aleatorios.

Debido a la dificultad de disponer con suficiergpidez de secuencias aleatorias largas
con dispositivos fisicos, se crean las tablas aeends aleatorios. Lord Kelvin y Tippet
se encuentran entre los pioneros en la construdgdas mismas. Otras tablas notables
son las de Fisher y Yates publicadas en 1 93& ddd&endall y Babbington- Smith, en
1 939, culminando en la publicacion de la corpdm@adRAND "Un millon de digitos
aleatorios" en 1955. Este tipo de tablas puede itamker usado en clase con los
alumnos de educacion secundaria.

El tercer método importante para generar niUmeest@ios consiste en el uso de una
férmula, es decir, mediante los llamados "niumesmigoaleatorios”. Con ayuda de un
algoritmo de ordenador, se produce una secuencieéna que puede ser empleada
como aleatoria para los propdésitos practicos. Lgomparte de los ordenadores traen
incorporadas este tipo de Ordenes, con lo que pasleadmodamente obtener
sucesiones aleatorias dentro de una magnitud ncengriongitud deseada. Asimismo,
podemos obtener sucesiones aleatorias extraidagdistietos tipos de distribucion
tedrica, como la distribucién normal con una cienedia y varianza.

FORMALIZACION DE LA IDEA DE ALEATORIEDAD

Con las tablas de numeros aleatorios surgio lacppaxion de asegurar la "calidad” de
los mismos. La obtencién de numeros pseudoaleatarom ayuda de algoritmos
deterministas sugiri6 también que debia examinalise sucesion producida,

independientemente del proceso por el cual habiia génerada. En el siglo XX se
llevan a cabo estas discusiones, que llevariarficartealizacion del concepto.



Fine (1973) discute algunas de las aproximacionessg han usado para definir lo que
seria una sucesion aleatoria. La reflexion sobie tegna partio de la idea intuitiva de
gue una sucesion deberia ser considerada comoor@eai nos llevara al
convencimiento de que es imposible inventar un deétpue nos permita ganar en un
juego de azar cuyos resultados fuesen los de &sigucdada; o bien de la vision de la
sucesion aleatoria como altamente irregular o cef@plA continuacién presentamos
estos dos enfoques:

Enfoque de los algoritmos de seleccion

Von Mises introdujo la idea de colectivo, como ferho de masas, suceso repetitivo o
larga serie de observaciones, para las cualesdrmnes suficientes para creer en la
hipotesis de que la frecuencia relativa de un sutieade a un limite fijo. A partir de

esta idea, definio la aleatoriedad en una secueliabservaciones proponiendo una
propiedad para todas sus posibles subsucesionaspiepiedad consiste en exigir que
la frecuencia relativa de cada posible suceso asndasion aleatoria sea invariante en
todas sus posibles subsucesiones. Dicho de otmsafan una secuencia aleatoria no
puedo encontrar un algoritmo por el cual selecciuma subsecuencia en la cual la
frecuencia relativa de uno de los resultados seatexdiada. Supongamos, por ejemplo,
que al elegir todos los elementos pares, 0 cadadlgnentos, o todos los elementos
primos en una sucesion de caras y cruces obtealid@szar una moneda obtuviese una
secuencia en la que la probabilidad de cara fuseCdnsideraria, entonces, que la
secuencia dada no era realmente aleatoria, yaaqlréappbtener ventaja en un juego de
azar apostando a favor de la cara cada dos, @djedds o en las jugadas numero primo.

Esta definicién de aleatoriedad es la base dedogastes por los cuales se prueban las
tablas de numeros aleatorios, antes de ponerlasern la comunidad cientifica. Los
algoritmos que se usan tratan de detectar las Ipssibgularidades de la sucesion;
(propiedades que pudiesen emplearse para obtemijage por parte de un jugador en
un juego de azar). Sin embargo, puesto que todtrast@ de hipotesis siempre lleva
asociado una posible probabilidad de error, nuruchripmos tener total seguridad de
gue una sucesion dada, a pesar de haber pasaddasgmuebas, tuviese algun tipo de
patrén que nos hubiera pasado desapercibido yaptw, no fuese totalmente aleatoria.

Enfoque de la complejidad absoluta

Otro intento, debido a Kolmogorov, de definir l@atbriedad de una sucesion se basa
en su complejidad computacional, que puede dedirpartir de la teoria de autdbmatas
y conmutabilidad. La complejidad de una sucesionaedificultad de describirla (o
almacenarla en un ordenador) mediante un coédigonqaepermita reconstruirla mas
tarde. El minimo nimero de signos necesarios patdicar esta sucesion proporciona
una escala para medir la dificultad de almacenaslaJo que es lo mismo, su
complejidad. En general, puede haber mas de umgmagpara la misma sucesion. La
complejidad debe ser juzgada a partir de la forrha stmple de almacenar la sucesion.
Por ejemplo, si comparamos las secuencias:

CC++C+CC++
C+C+C+C+C+

vemos que puedo codificar mas abreviadamente lamepai como CC+2+CC++,
mientras que la segunda la podriamos codificar cd@#. Por lo tanto la primera



sucesion es mas compleja que la segunda, ya qosgrads signos para codificarse.

Bajo este enfoque, una secuencia seria aleaton@ s¢ puede codificar en forma mas
abreviada, por lo que la ausencia de patronesdieo® seria su caracteristica esencial.
Es decir, una secuencia seria aleatoria si solerpos describirla listando uno tras

otros todos sus componentes, Chaitin sugirié qteedefinicion establece una jerarquia
en los grados de aleatoriedad de diferentes sunessip que la aleatoriedad perfecta
seria vista como un concepto tedrico o limite.

Como resumen, y siguiendo a Steinbring (1991), ipours sefialar que el concepto de
aleatoriedad se refiere a dos dominio diferent@snal e informal. Desde el punto de

vista informal, hablamos del azar, como patréneymica aquellos efectos para los que
no conocemos la causa o que no son predecibleba $sado para tratar relaciones
causa efecto que parecen demasiado complejasgrasaaizadas o en las que no hay
una relacion determinista entre causa y efectoa Hderpretacion refleja muchos

aspectos filosoficos epistemoldgicos sociales g@uales, y es una importante fuente
de confrontacion entre las probabilidades subjstyvabjetivas.

Desde el punto de vista formal (Harten y Steinhring83) el concepto se ha
especializado, siendo la idea central de esta edigacion la de sucesiéon aleatoria o
sucesion de resultados de un mismo experimentoizadal repetida e
independientemente, cuya matematizacion hemositescr

LA ALEATORIEDAD DESDE EL PUNTO DE VISTA PSICOLOGICO
PERCEPCION SUBJETIVA DE LA ALEATORIEDAD

Al introducir un nuevo tema como objeto de enseéianna cuestion fundamental es
conocer la posibilidad de comprension por partdodeestudiantes. ¢ Son capaces los
nifios de diferenciar los fendmenos aleatorios dal&erministas? ¢Qué caracteristicas
atribuyen a las secuencias aleatorias? ¢EXxisteas iggevias que dificulten el
aprendizaje? Este tema ha sido objeto de atencidn parte de numerosos
investigadores, como puede verse en las revisibitdiegraficas de Scholz (1991) y
Shaughnessy (1992).

Piaget e Inhelder (1951) vieron el desarrollo dedea de azar en el nifio como
complementaria a la de la relacion causa-efecta €lbos, sin esta comprension de la
causacion, no hay un marco de referencia paraifidanios fenbmenos aleatorios. En
consecuencia, hasta la etapa de las operacionegetas en la que hay cierta
apreciacion de los factores que caracterizan lednfienos causados, el nifio y la nifia
no pueden comprender la idea de azar.

Segun este autor, el azar se concibe como debldoirderferencia de una serie de
causas independientes y la «no presencia» de lExlasmbinaciones posibles, salvo en
el caso en que hubiera un gran numero de repetidel experimento. Cada caso
aislado es indeterminado o imprevisible, pero abtjutto de posibilidades puede
determinarse mediante un razonamiento de tipo gmatdrio, con lo que se vuelve
previsible. Esta es la via por la que apareceda & probabilidad, como razon entre las
posibilidades de un caso y el conjunto de pos#ulés. Por tanto, la idea de azar, para
Piaget, lo mismo que la de probabilidad, no puedeatalmente comprendida hasta que
se desarrolle el razonamiento combinatorio, edpaede las operaciones formales (12-
14 afos).



Hoeman y Ross (1 982) sefialan que, en las prineéapas de los estadios descritos por
Piaget, hay una falta de diferenciacion entre asgceausados y aleatorios; la natural
inclinacién de la persona a buscar el orden y etra, incluso donde no existe, puede
explicar la incapacidad de los nifios pequefios paraprender apropiadamente la
aleatoriedad.

Algunos autores han documentado la dificultad daeeh los nifios y nifias para
diferenciar los aspectos deterministas de los@ieat Por ello explican sus ganancias
altas o bajas en un juego de azar como el resultad@ habilidad o concentracién. Por
ejemplo, Fischbein y Gazit (1984) estudiaron estagncias y, en Fischbein y cols.
(1991), muestran que algunos estudiantes suponen egu posible controlar un
experimento aleatorio si lo repiten varias veces.

Piaget e Inhelder (1951) investigaron la comprensli® los nifios y nifias patrones que
aparecen en las secuencias de resultados aleaisesiaron un aparato que simulaba
la caida de gotas de lluvia sobre las baldosasig@uvimento. El deseo de regularidad
domind las predicciones de los nifios. Al preguatadonde siguiente gota de lluvia, los
nifios del estadio | (6 a 9 afos) las distribuiammx@dmadamente en igual nimero sobre
cada cuadro de la cuadricula. Si la reticula tenadros con alguna gota, excepto un
cuadro vacio, los nifios colocaban la gota en vdeimmodo que se lograse un patron
uniforme. Al aumentar la edad, y aparece el razogabm proporcional y se acepta la
irregularidad de la distribucion. Piaget e Inhelgelican que los nifios comprenden la
ley de los grandes nameros, que contempla a lalaregularidad global y la
variabilidad particular de cada experimento. Sirbargo, esto es discutido por Green
(1983, 1 989, 1991), quien en sus investigaciorms 2.930 res observd que el
porcentaje de los que reconocian la distribuciéatatia o semi aleatoria descendia al
aumentar la edad.

Green (1991) describe un estudio longitudinal satmeceptos de aleatoriedad con
escolares de 7 a 11 afios en el que pide a los agwibir una sucesion aleatoria de
caras y cruces que represente los resultados dar|&f veces una moneda. Identifica
tres aspectos basicos en las sucesiones genermdas pifios: la frecuencia relativa, la
independencia y la consistencia.

En primer lugar, se pregunto si los alumnos, empidio, producen aproximadamente
el mismo numero de caras que de cruces. El esprdiod que son muy exactos al
reflejar la equiprobabilidad. Ademas producen siooes cuya primera y Gltima mitad
son altamente consistentes; quizas demasiado tanisss para reflejar la variabilidad
aleatoria, sin embargo, los aspectos de indeperadecensayos no son captados por
los nifos, quienes producen series con rachas defoasortas de un mismo resultado,
respecto a lo que cabe esperar en un procesoraeato

En Green (1983) incluye, como parte de su testesaiiuicion probabilistica, una
pregunta en la cual los nifios deben discriminarsutasion cuyo patron es aleatorio de
otra que no cumple esta condicién. Las dos sucesipropuestas simulan el resultado
de lanzar 150 veces una moneda equilibrada. Cosuitado descubre que la mayoria
de los nifios elige precisamente la secuencia mboala y que no mejora la apreciacion
de la aleatoriedad con la edad. Entre las razatheésdas por los nifios y nifias para su
decision encontro las siguientes:

a. Razones correctas:



=

El patron de la sucesion es demasiado regularsear@eatorio.
2. Demasiadas rachas o rachas demasiado cortas.

b, Razones incorrectas:

1. El patron de la sucesion aleatoria es demasiasgular; no se apreciaba
suficientemente la irregularidad de una sucesiéatatia.

2. Se espera que la frecuencia relativa sea exactareeb0% de caras y cruces o
un valor muy proximo; no se admiten fluctuacionggidas en esta proporcion,
es decir, se aplicaria la heuristica de la reptagenlad (Kahneman y cols., 1
982).

3. Rachas demasiado largas; no se admite la posibitidaeste tipo de rachas en
una sucesion aleatoria.

Resultados similares se han obtenido en las igaestines con sujetos adultos en los
gue se observa, en general, que no se reconoceestédmente la irregularidad propia
de las sucesiones aleatorias. Respecto a los ewgeads aleatorios Konold y cols.

(1991) caracterizan las concepciones de los sugetdes siguientes categorias:

« Sujetos para los que un experimento es aleatolinssdos posibles resultados
son igualmente probables; si las probabilidadetoslesucesos implicados son
muy diferentes -como el caso de que llueva un dia @l que se predice un 80%
de posibilidades de lluvia- no seria consideradatatio.

« Aleatoriedad como contrapuesta a la causalidadpneocun tipo especial de
causa.

- Aleatoriedad como incertidumbre; existencia de ipi@é posibilidades en las
mismas condiciones.

« Aleatoriedad como modelo para representar ciegnémenos, dependiente de
nuestra informacion sobre el mismo.

IMPLICACIONES SOBRE LA PRACTICA EDUCATIVA

A pesar de las dificultades filosoficas y psicob@g descritas, las situaciones aleatorias
revisten una gran importancia. El problema de asegiue una sucesion sea aleatoria
sigue teniendo una gran actualidad debido a sisaanes. Los numeros aleatorios se
necesitan hoy para organizar planes de muestrda iewlustria y la experimentacion
médica, sociologica y demogréfica. Gracias a ldemadores, mediante los métodos de
simulacién se resuelven problemas probabilisticog complejos en fisica, ecologia, o
gestion, que estan basados en la obtencién deslaegaencias de resultados aleatorios.
De todo ello se deduce la importancia de desarreliadlos alumnos una comprension
adecuada de los rasgos de los fendmenos y secsiateadorias.

En los nuevos disefios curriculares se sugierezazaéixperimentos de simulacion,
basados en la obtencidn de secuencias aleatooagjéMmplo, en el disefio curricular
del Ministerio de Educacién y Ciencia para la easea secundaria obligatoria, en el
bloque 5, denominado "Tratamiento del azar" enaomds como concepto a presentar a
los alumnos: "Fenémenos aleatorios y terminologiea plescribirlos”. Dentro de los
procedimientos, se hace referencia a la "utilizadi@l vocabulario adecuado para
describir y cuantificar situaciones relacionadas ebazar" y a la "confeccion de tablas
de frecuencias y gréaficas para representar el caamp@nto de fendmenos aleatorios”.
Entre los algoritmos y destrezas a desarrollaruggesen la "obtencion de numeros
aleatorios con diversas técnicas, tales como syrtablas. calculadoras" y la "deteccion



de los errores habituales en la interpretacionadel”. Como estrategias generales
previstas encontramos el "reconocimiento de fen@sateatorios en la vida cotidiana
y en el conocimiento cientifico", la "formulaciércgmprobacion de conjeturas sobre el
comportamiento de fendbmenos aleatorios sencillda"planificacion y realizacion de
experiencias sencillas para estudiar el comport@miedle fendbmenos de azar".
Términos parecidos se emplean respecto a las degitgue conviene fomentar en los
estudiantes. El curriculo del MEC no es una exéepoia que encontramos parecidos
términos o expresiones en los disefos curriculdedas comunidades autbnomas y en
otros paises, como Inglaterra o Estados Unidos hgnepropuesto reformas recientes
sobre el curriculo de Matematicas.

A la vista de la importancia y dificultad del tengadmo hacer asequible a los alumnos
y alumnas los rasgos caracteristicos de estagisitigs? Desde nuestro punto de vista,
esto pasa necesariamente por una aproximacion ajyachmo la que se sugiere en
Godino y cols. (1987), en la que se guie a los atgna partir de sus experiencias con
juegos y simulacion hacia la formalizacion prograsi

Comenzando con materiales manipulativos con pragesl de simetria como dados o
monedas, puede pasarse progresivamente al estidi@agriales que no tengan estas
propiedades -ruletas con areas desiguales; chaszhey, posteriomente, al de
fendmenos demogréaficos o sociales. Al final denlkke@anza secundaria puede iniciarse
el uso de tablas de niumeros aleatorios para sefegainuestras; incluso puede iniciarse
el analisis de propiedades de los numeros aleatogenerados mediante una
calculadora u ordenador.

La experimentacion, registro y analisis de las secias producidas en todas estas
actividades permitira integrar el estudio de labphwlidad con el de la estadistica. La
introducciéon gradual de los conceptos y notaciGbabilistica servird para explicar
matematicamente las regularidades observadas edalos recogidos. Actividades
similares se sugieren en Shaughnessy y Arcidiadd®83) o en el articulo de
Shaughnessy incluido este mismo numero de la ee\ESperamos que, a partir de estas
experiencias, los alumnos adquieran las siguieoéeacteristicas esenciales de los
fendmenos aleatorios:

1. En condiciones fijadas de antemano hay mas desuftado posible.

2. Con los conocimientos que posee el sujeto que eehifaicio, el resultado
concreto que ocurrira es impredecible.

3. Hay posibilidad- al menos imaginada- de repetiefimddamente la observacion
o produccion del fendmeno.

4. Las secuencias de resultados obtenidas en estici@pearecen de un patron
que el sujeto pueda controlar o predecir.

5. En este aparente desorden, pueden descubrirse witiugnde regularidades
globales, comenzando por la estabilizacion derksuéncias relativas de cada
uno de los resultados posibles. Esta regularidaioagles el fundamento que nos
permite estudio de estos fenomenos aleatorios medi@l céalculo de
probabilidades.

Como argumentan Konold y cols. (1991), de hechopreterible ver el término

"aleatoriedad” como una etiqueta a la que van asociadahos conceptos, como 10s
de experimento, suceso, espacio muestral, probabjlietc. En este sentido, la palabra
aleatoriedad nos remite a una coleccién de consgppoocedimientos matematicos que
podemos aplicar en muchas situaciones. Por ellerdéamos pensar en una orientacion



gue tomamos hacia el fendmeno que calificamos ldattio" mas que en una cualidad
del mismo. Aplicamos un modelo matematico a laasitin, porque nos resulta util para
describirla y comprenderla pero no creemos quetlacon sea idéntica al modelo.
Decidir cuando el calculo de probabilidades es m@sveniente o adecuado a la
situacion que otros modelos matematicos es una datttrabajo de modelizacion que
debiera fomentar en nuestros alumnos y alumnas.

Nota: Este trabajo ha sido realizado en el mart®ud®ecto PS93-0196 de la DGICYT
(MEC, Madrid).
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