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INTRODUCCION

El Trabajo Fin de Master que se desarrolla en esta Memoria se centra en las
nociones de correlacion y regresion y se plantea con la finalidad de servir de
fundamentacion tedrica para mi futura tesis doctoral. Dicha tesis se centrard en
investigar el conocimiento profesional del profesor de matemaéticas en torno a estas
nociones, en el sentido propuesto por Ball, Thames y Phelps (2008), en futuros
profesores de Educacion Secundaria y Bachillerato.

La aportacion de conocimiento de este trabajo se refiere, principalmente, al analisis
de investigaciones especificas desarrolladas en torno a la correlacién y regresion, y por
otro lado al analisis de dos libros de texto en que se presentan estas nociones,
basandonos en el Enfoque Ontosemidtico de la cognicién e instruccién matematica,
herramienta desde la cual pretendo desarrollar mi futura tesis. Estas y otras aportaciones
se distribuyen en los siguientes capitulos:

El primer capitulo muestra la importancia de la Educacion estadistica, se analizan la
correlacion y regresion desde diversos puntos de vista (origen historico, importancia en
estadistica, los objetos matematicos relacionados con el tema y su ensefianza). Se
finaliza con los objetivos del trabajo.

El segundo capitulo desarrolla los antecedentes de investigacion, organizada en los
siguientes apartados: el razonamiento covariacional y las tareas covariacionales; las
tareas correlacionales, pasos y estrategia, estimacion de la correlacion a partir de
diferentes representaciones, sesgos Yy concepciones incorrectas, desarrollo del
razonamiento correlacional en la ensefianza, sugerencias para la ensefianza del tema y
estudios sobre libros de texto.

Tras este recorrido tedrico, que proporciona el soporte de nuestra investigacion, se
presenta en el tercer capitulo un andlisis de dos libros de texto posteriores a la
publicacién del Real Decreto de Ensefianzas Minimas en Bachillerato (MEC, 2007b)
para acercarnos un poco mas a la forma en que estos conceptos se introducen en la
ensefianza en este nivel educativo. Utilizando nuestro marco teorico, que se presenta en
el Anexo 1, se describen los diferentes objetos matematicos y la forma en que se

presentan, asi como algunos conflictos semidticos encontrados en los libros.
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La Memoria se completa con las conclusiones, referencias, el marco tedrico (Anexo
1), el significado de la regresion y correlacion en nuestro estudio e importancia en
estadistica (Anexo 2), una lista de términos utilizados en cada libro de texto (Anexo 3),
una tarea covariacional resuelta por uno de los libros de texto analizados (Anexo 4) y el

conjunto de trabajos que he ido realizando en este periodo de Master (Anexo 5).



CAPITULO 1.
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta la problematica de la investigacion, y se justifica su
importancia. En primer lugar se describe la emergencia reciente de la educacion
estadistica como campo propio de investigacion, y se resalta la importancia de la
alfabetizacion estadistica de los ciudadanos. En las siguientes secciones, hacemos una
somera descripcion de la regresion y correlacion, describiendo su origen historico y
resaltando su actual importancia, en particular, en el analisis exploratorio de datos.
Seguidamente se analiza la presencia de la Estadistica en la ensefianza de las
Matematicas, realizando un estudio més detallado de las nociones de regresion y

correlacion. Se finaliza con la presentacion de nuestros objetivos para este trabajo.

1.2. DE LA ESTADISTICA A LA EDUCACION ESTADISTICA

La Estadistica es una disciplina que ha acompafiado al hombre desde su existencia.
Como sefiala Gutiérrez (1994, p.21): “Los origenes de la estadistica se confunden con los
de la humanidad; pero sélo en tiempos recientes ha adquirido la categoria de disciplina
relevante”. El autor aconseja distinguir entre estadisticas en plural y estadistica en
singular. Las estadisticas, son las colecciones de datos obtenidos mediante el proceso
estadistico, mientras que la estadistica, como ciencia, “estudia el comportamiento de los
fendmenos llamados de colectivo.” (Gutiérrez, 1994, p.22). El material de estudio seria
esta informacion recogida, tratada mediante un modo propio de razonamiento “el método
estadistico” que genera previsiones en caso de incertidumbre.

Hace unos afos, pocos investigadores se interesaban por la ensefianza y aprendizaje
de la Estadistica, pero en la actualidad, asistimos a gran interés en este tema (Estrada,
2002). La preocupacion por la educacion estadistica se muestra en los ICOTS
(International Conference on Statistical Education) que se iniciaron en 1982 o las
actividades de sociedades de estadistica 0 de educacion que han dedicado temas
especificos a la educacidn estadistica como por ejemplo: los Congresos Internacionales
de Educacion Matematica (ICME), ASA (American Statistical Association,), AERA
(American Educational Research Association y Sociedad Espafiola de Investigacién en

Educacion Matemética (Batanero, 2002).
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Otro indicador es la fundacion en 1991 de la IASE (International Association for
Statistical Education) y las revistas orientadas a los profesores como Teaching Statistics,
Induzioni o Journal of Statistics Education (Ottaviani, 1998). También aparecen revistas
de investigacion como Statistics Education Research Journal (SERJ), Statistique et
Enseignement y Technology Innovations in Statistics Education. Como indican Batanero
y Godino (2005) el siglo XX fue el siglo de la Estadistica, y su final ha marcado la
emergencia de la Educacion estadistica. La principal razon radica en la presencia que ésta
adquiere en nuestro entorno, como muestra el libro de Tanur et al. (1972) que subraya la
naturaleza humana de la estadistica y su presencia en la sociedad donde se requiere un

pensamiento estadistico, que se resalta en la siguiente seccion.

Necesidad de alfabetizacion estadistica

Es también evidente la presencia de la estadistica en la vida diaria del ciudadano
(prensa, radio, TV, libros y revistas especializadas, etc.). La estadistica puede ser
utilizada como método de investigacion y como vehiculo de transmision de informacién
y asi el ciudadano precisa una terminologia y un tipo de razonamiento que requieren de
una ensefianza y aprendizaje especificos. Esta necesidad ha sido observada por los
organismos productores de estadistica. Las estadisticas elaboradas por el gobierno de un
pais influyen en las vidas profesionales y personales de sus conciudadanos. Es por ello
necesario fortalecer el pensamiento estadistico en todos los sectores de nuestra poblacion
(Wallman, 1993). Ello lleva a diversas perspectivas en torno a la alfabetizacion

estadistica. Por ejemplo, Wallman (1993) nos indica que:

Alfabetizacion estadistica™ es la capacidad de comprender y evaluar criticamente los resultados
estadisticos que impregnan nuestra vida cotidiana - junto con la capacidad de apreciar las
contribuciones que el pensamiento estadistico puede hacer en las decisiones publicas y privadas,
profesionales y personales. (Wallman, 1993, pag. 1)

La cooperacion de los ciudadanos para facilitar informacion en cualquier
investigacion, o la desconfianza ante el trato de la informacion suministrada, se relaciona
con la “alfabetizacion estadistica”. Por ello el consumidor, no sélo debe entender mejor

las estadisticas sino potenciar su pensamiento estadistico (Moore, 1990).

1.3. CORRELACION Y REGRESION
La regresion y correlacion subyacen en multitud de métodos estadisticos, pues
generalizan la idea de dependencia funcional (Batanero, 2001). Disciplinas como la

Psicologia, Sociologia y la Didactica Estadistica aportan conocimiento sobre estos
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topicos, corroborando la dificultad intrinseca del ser humano en la emision de juicios de
asociacion. La importancia de estas investigaciones se debe a que el razonamiento
humano en situaciones de incertidumbre esta regido por valores y creencias del propio
individuo. Por ello, el procesamiento de la informacion difiere de un proceso algoritmico
que produce una solucidn para cualquier problema, dentro de una clase dada (Batanero,
2001). La exigencia de un disefio de ensefianza iddneo para estas nociones, no es banal,
pues observamos su limitada presencia en la normativa que regula el sistema educativo
espafiol®, aunque autores, como King (2000) han tratado de inducir el razonamiento

covariacional desde la Educacién Primaria. Como indica Moritz:

“Una vez que los estudiantes han comenzado a tratar el contexto de las variables, se puede
comenzar a investigar la covariacion existente, discutir los modos de razonamiento acerca de esta
covariacion, y poco a poco, ir presentando las convenciones para expresar sus razonamientos en
los graficos, términos y métodos numéricos.” (Moritz, 2004, p. 253).

A continuacion describimos brevemente los origenes de estas nociones y su

importancia actual en estadistica.

1.3.1. ORIGEN HISTORICO

El dia a dia esta repleto de ejemplos en los que tomamos decisiones atendiendo al
grado de asociacion existente entre las variables que consideramos influyentes. Los
juicios sobre la posible asociacion de variables, acompafian al ser humano desde el
comienzo de su existencia. A modo de ejemplo podemos citar los juicios de asociacion
que en la civilizacion Egipcia se realizaron entre la crecida del rio Nilo y la periodicidad
del ascenso (en igual sentido que el Sol) de la estrella Sirio. Esta observacion y su
andlisis, motivaron cuestiones que dieron un avance considerable al conocimiento
cientifico como es la construccion de calendarios en cuanto a la medicion del tiempo.

Los primeros trabajos cientificos que encontramos sobre el tema proceden de Galton
(1822-1917). Segun Hald (1998), Galton estudié medicina y matematicas en Londres y
Cambridge. En 1844 muri6 su padre, dejandole una inmensa fortuna que le permitio
dedicar su vida a los estudios geograficos y meteoroldgicos. En el periodo 1865-1890, su
principal interés fueron los estudios empiricos de las leyes de la herencia por medio de
métodos estadisticos donde, la labor investigadora desarrollada por investigadores como
Lambert-Adolphe-Jacques Quetelet (1796-1874 fueron de gran apoyo en cuanto al
desarrollo de las nociones de correlacion y regresion (Hald, 1998).

! Los contenidos de regresion y correlacion se contemplan en el primer curso de Bachillerato en las
asignaturas de Matematicas | y Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales | de las modalidades de
Ciencias y Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales respectivamente.
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Quetelet, (nacido en Ghent, Bélgica, obtuvo el doctorado en Matematicas con una
tesis sobre secciones conicas) fue director del observatorio astrondmico de Bruselas. En
relacion con la correlacion sus aportaciones se circunscriben a sus estudios sobre el
hombre medio, estudiando medias y desviaciones de medidas antropométricas,
analizando la influencia de variables independientes como el sexo, edad, profesion o
nivel de educacion. Relaciona dos o mas variables y llega a obtener una ecuacion de una
hipérbola que relaciona la edad vy la altura de las personas entre cero y 30 afios. Introduce
la distribucion normal en Biometria (Hald, 1998). Su originalidad es haber considerado la
dispersion y extender el uso de la ley normal (bien conocida en Astronomia) al ajuste de
medidas antropométricas, (Seal, 1967).

Otro avance consistié en el estudio conjunto de la variacion de dos medias realizado
por Francis Galton, quien no conocia los refinados métodos estadisticos de la época,
debidos a Laplace y Gauss.. Sin embargo, por medio de investigaciones empiricas de las
leyes de la herencia, estudia la variabilidad de caracteristicas humanas y desarrolla sus
propios y rudimentarios métodos para describir observaciones univariadas y bivariadas
normalmente distribuidas, explicando la utilidad y el significado de la regresion y
correlacion no solamente en el contexto de la herencia, sino en forma general. Galton
utiliza el método de Quetelet para ajustar una distribucion normal a sus datos. Este
método era muy simple, ya que, requiere solamente el calculo de frecuencias relativas y
la interpolacion en la tabla de la binomial acumulativa. Como no domina con soltura la
matematica de su tiempo utiliza artificios mecanicos para “probar” las propiedades de la
distribucion binomial como el de la Figura 1.1 que llamé “quincunx” (1889), también

Ilamado aparato de Galton.

Figura 1.1. Versiones del quincux en “Natural Inheritance” (Hald, 1998, p. 605)

Su parentesco con Charles Darwin le interesd por ofrecer un sustento cientifico a la
ley de herencia bioldgica presentada en “El origen de las especies” escrito por Darwin en

1859. Al no disponer de suficientes datos humanos, disefié un experimento con semillas
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de guisantes (Hald, 1998). Motivado por la idea de que ciertos caracteres de los padres y
otros antepasados influian en los hijos, planedé un método de trabajo donde, al observar
que la distribucién de los pesos de las semillas utilizadas se distribuia segin una
distribucion normal, seleccion6 7 grupos conteniendo cada grupo 70 semillas del mismo
peso. El peso de cada semilla de cada grupo era la media mas o menos O, 1, 2y 3,
desviaciones tipicas. Pidié a 7 amigos de diferentes partes del pais que cultivaran un
grupo de semillas y que le enviaran las semillas cosechadas. Sus conclusiones, que ilustra
en dibujos similares a los de un quincunx (Figura 1.2) fueron:

a. Para cada grupo de semillas padres, el peso de las semillas filiales estaba
normalmente distribuido;

b. El peso medio de las semillas filiales es una funcion lineal del peso de las semillas
padres con una pendiente menor que la unidad, es decir, el peso medio de la
progenie se desvia menos de la poblacion media que de los padres, Galton llamo a
esta propiedad reversion (después se llamara correlacion);

c. La desviacion probable del peso de las semillas filiales es la misma para todos los
grupos y mas pequefia que la desviacion probable del peso de las semillas padres.

Los padres de peso M + x producen hijos adultos de peso medio M +r - x, donde

0<r<1. El peso de los hijos llega a ser M +r-x+y=M +z por la variacion aleatoria de
entre hijos del mismo grupo de padres, variacion que se observa en el quincunx. La
identidad estadistica de las dos generaciones significa que o =0’ , en consecuencia,
ci=r?-ol+0;, 0 lo que es lo mismo, o} =o; -(1—r2), que nos da la relacién entre la

varianza condicional (variacion entre grupos), la varianza marginal (la variacion entre el

total de la poblacion) y el coeficiente de reversion (Estepa, 1994).

NECATIVE «—— 0° POSITIVE
PEVIATION

Figura 1.2. llustracion de Galton de la identidad estadistica de dos generaciones (Hald, 1998, p. 606)
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En 1869 Galton publica “Hereditary Genius™, orientado a estudiar la influencia de
los padres y otros antepasados en los hijos. EI método para expresar estas relaciones lo
describe del siguiente modo:

Parecia evidente por observacion, y habia sido completamente confirmado por esta teoria, que
existia un ““indice de correlaciéon™; o sea, una fraccion, que ahora llamamos simplemente r que
relaciona con la mayor aproximacion cada valor de desviacion (de la media) por parte del sujeto
con el promedio de todas las desviaciones asociadas, del pariente, tal como ha sido descrito. Por lo
tanto, la aproximacién de cualquier parentesco especifico puede ser hallada y expresada con un
término Unico. Si un individuo particular se desvia mucho, el promedio de las desviaciones de todos
sus hermanos sera una fraccion definida de esa cantidad; del mismo modo que los hijos, los padres,
primos hermanos, etc. Cuando no hay relacion alguna, r se vuelve igual a 0; cuando es tan cercana
que sujeto y pariente poseen idéntico valor, entonces r = 1. Por lo tanto, el valor de r reside siempre
entre los limites extremos de 0 y 1 (Newman, 1956, pg. 239).

Galton no habia considerado mas que la distribucién de una medida X , tomada
conjuntamente sobre el padre y su descendencia, pero con posterioridad se da cuenta de la
posibilidad de estudiar variaciones conjuntas de medidas biologicas diferentes sobre los
mismos individuos. En su obra, “Natural Inheritance” (1889), propone un formidable
programa de investigacion biométrica: estudiar estadisticamente la variabilidad y la
plasticidad de las formas vivientes, a fin de confirmar matematicamente el mecanismo de
la evolucion descrito por Darwin (Benzecri, 1982). Este programa es continuado por
prestigiosos autores como Edgeworth, Pearson, Yule, Seppard (Hald, 1998) que en
tiempos posteriores desarrollaron estas ideas en profundidad.

1.4. ENSENANZA DE LA CORRELACION Y REGRESION

La seccion anterior justifica la importancia que la estadistica en general y la
correlacion y regresion en particular poseen en la formacion integral de nuestros
escolares. En lo que sigue, primero haremos una breve referencia a los contenidos de
estadistica y su secuenciacion en el sistema educativo andaluz y seguidamente

analizamos con més detalles los contenidos concretos sobre correlacion y regresion.

1.4.1. CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LA ENSENANZA DE LA
ESTADISTICA

La estadistica comienza ya en la Educacion Infantil en Andalucia (Consejeria de
Educacién, 2008a) donde se alude al desarrollo de la capacidad de “comprender y
representar algunas nociones y relaciones ldgicas y matematicas referidas a situaciones
de la vida cotidiana™ y se considera relevante que “los nifios y las nifias constaten la
existencia en nuestras vidas de situaciones con interrogantes o incdgnitas cuya

resolucidon exige la reflexion sobre ellas y la aplicacion de esquemas de pensamiento.”.
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Para ello, y mediante “situaciones siempre vinculadas a su entorno y vivencias
cotidianas” se plantean la necesidad de propuestas educativas que impliquen “la recogida
de datos y la organizacion de los mismos.”, donde con la ayuda del maestro se describan
los datos recogidos, y se pueda discernir desde una terminologia cercana y comprensible,
“si una situacion es probable o improbable.” También la encontramos en el segundo
ciclo de Educacion Infantil, dentro del area de Conocimiento del entorno, concretamente
en el Bloque I: Medio fisico: elementos, relaciones y medidas, en la seccién de Elementos
y relaciones. La representacion matematica (Consejeria de Educacion, 2008a, p. 33).

Una nocion que deben tratarse desde una temprana edad, como sefiala el curriculo
correspondiente a la Educacién Infantil en Andalucia (Consejeria de Educacion, 2008a),
es la de situacion aleatoria, pues los alumnos perciben el mundo que les rodea desde una
concepcion determinista. La interdisciplinariedad de la estadistica debiese hacerse notar,
proporcionando a los nifios ricas experiencias que favorezcan el reconocimiento de los
aspectos aleatorios y deterministas de nuestro entorno.

El caréacter continuo de los procesos de ensefianza en la educacion basica (Educacion
Primaria y Educacion Secundaria Obligatoria), mantienen una formulacion sensiblemente
paralela, considerando los aspectos estadisticos como parte integrante del area de
matematicas, si bien, la formulacion, las ideas y las técnicas estadisticas en la educacion
secundaria obligatoria sera, ldgicamente, mas compleja, respondiendo ademas a la
diferencia de contenidos relativos a la opcionalidad de la asignatura de Matematicas
(opcion A y opcion B) en el cuarto curso de esta etapa. En cuanto a la educacién
secundaria postobligatoria, destacamos la presencia de la Estadistica en dos de las tres
modalidades en que se desarrolla el Bachillerato (MEC, 2007b): Ciencias y Tecnologia
(asignaturas de Matematicas | y 11) y Humanidades y Ciencias Sociales (asignaturas de
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y II).

La introduccion de nuevos temas de contenido estadistico en los curricula supone un
reto para los profesores al tener que preparar, adaptar e impartir los “nuevos contenidos”.
A todas estas consideraciones, hemos de afiadir el aspecto interdisciplinar que podemos
relacionar con las Ciencias Sociales, Biologia, Geografia e Historia. Las orientaciones de
la Ley de Educacion de Andalucia en cuanto a la vision interdisciplinar de los contenidos
en su ensefianza, hace la tarea del profesor ain méas complicada. Se afiaden las
dificultades de tipo filosofico, epistemolégico y didactico, ligadas a la interpretacion y
aplicacion de los conceptos estadisticos en situaciones practicas. Una aproximacion
didactica a esta problematica es la evidenciada por Batanero (2001) cuando sefiala la

importancia del aprendizaje de la estadistica, con una doble funcionalidad:

9
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- Ayudan al alumno a entender su entorno, mucho antes de que tome conciencia de la
complejidad matematica subyacente.

- Preparan el conocimiento analitico posterior. Debido al escaso tiempo de que se
dispone, algunos profesores justifican la necesidad de cefiir la ensefianza de los
contenidos estadisticos a la transmision de una serie de férmulas. Pero, segun nuestro
marco tedrico, los objetos matematicos emergen del conjunto de préacticas
(situaciones-problema) que el alumno realiza. De este modo, cuando el alumno
interacciona con los objetos matematicos involucrados en las diferentes situaciones-
problema, adquieren significado personal en el alumno. Si las nociones estadisticas se
presentan a los alumnos de un modo limitado, les impide adquirir un razonamiento
superior, que permita ser generalizado y no se limite a la practica particular. Pueden
propiciar la impresion de que las técnicas estadisticas son mas importantes que los
resultados obtenidos. En cualquier caso, el alumno se limita a aplicar la estadistica
como un conjunto de formulas (que no entiende), que ofrecen conclusiones que,
tristemente, no saben interpretar.

Por otro lado la idea de que la ensefianza de la Estadistica debe posponerse a los
cursos proximos a la Universidad o la Escuela Politécnica, es totalmente contraria a los
principios que rigen la actual Ley Organica de Educacién, donde se pretende
proporcionar una educacién de calidad a todos los ciudadanos y ciudadanas. Pues ello
implicaria que una parte importante de la poblacion quedaria privada de la adquisicién de
conceptos y técnicas de gran importancia para su vida. Por otra parte, la investigacion en
Educacion Estadistica existente, como por ejemplo los pioneros de Fischbein (1975),
demuestran la posibilidad de iniciar a los nifios en el estudio de la probabilidad desde
edades tempranas.

No vamos a negar la dificultad de ciertas nociones estadisticas, pero como deciamos
anteriormente, existen diferentes niveles de comprension susceptibles de ser adaptados a
cada etapa educativa. Para ello, trabajar las nociones estadisticas basicas desde la
Educacion Infantil, adecuando paulatinamente los niveles de profundidad a la madurez de
los alumnos, permitird construir una idea mas clara de los diferentes contextos de los
datos, del fundamento de las técnicas estadisticas aplicadas, y en definitiva, una vision
més real de la ciencia Estadistica. Ademas la introduccién de la estadistica permite
ampliar la cultura estrictamente determinista comudn en la clase de Matematicas.

Dadas estas consideraciones sobre la ensefianza de los contenidos estadisticos, nos

centramos a continuacion en las nociones de regresion y correlacion.
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1.4.2. LA CORRELACION Y REGRESION EN LAS ORIENTACIONES
CURRICULARES

Emitir juicios de asociacién efectivos en la toma de decisiones, implica en particular,
el dominio de las nociones de correlacion y asociacion. Estas nociones no son tratadas
como contenidos de ensefianza en la educacion basica, aunque por ello no debemos
desligar su presencia implicita en el estudio de las tablas de contingencia. Una breve
mencion a ellas aparece ya en la Educacion Primaria (MEC, 2006, p.43099) donde se
hace mencidn a ““Lectura e interpretacion de tablas de doble entrada de uso habitual en
la vida cotidiana.”.

También implicitamente se presenta en la asignatura de Matemaéticas en cuarto de
ESO (MEC, 2007a), en sus dos opciones: A y B, donde como criterio de evaluacion se
indica que “Se pretende, ademas, que los resultados obtenidos se utilicen para la toma de
decisiones razonables en el contexto de los problemas planteados” (pp. 758 y 760), en
cuanto a la aplicacion de los conceptos y técnicas de célculo de probabilidades para
resolver diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana. Ademas, es presente la
relevancia y el sentido educativo implicito de estas nociones en el curriculo
correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en Andalucia, donde se indica
que: “El estudio de las relaciones entre las variables y su representacion mediante
tablas, graficas y modelos matematicos contribuird a describir, interpretar, predecir y
explicar fendmenos econémicos, sociales o naturales.” (Consejeria de Educacion, 2007,
p.59)

Centrandonos en la ensefianza postobligatoria de Bachillerato, las nociones de
correlacion y regresion se incluyen en los contenidos de las asignaturas Matematicas | y
Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales | de las modalidades de Ciencias y
Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales respectivamente (MEC, 2007b), donde se
concretan estos contenidos en el blogue 4:”Estadistica y Probabilidad: Distribuciones
bidimensionales. Relaciones entre dos variables estadisticas. Regresion lineal” (p.
45449). También se especifican los criterios de evaluacién a seguir, entre los que

destacamos los dedicados concretamente a estas nociones:

6. Asignar probabilidades a sucesos correspondientes a fendmenos aleatorios simples y compuestos
y utilizar técnicas estadisticas elementales para tomar decisiones ante situaciones que se ajusten a
una distribucion de probabilidad binomial o normal.

En este criterio se pretende medir la capacidad para determinar la probabilidad de un suceso,
utilizando diferentes técnicas, analizar una situacion y decidir la opcién mas conveniente. También
se pretende comprobar la capacidad para estimar y asociar los parametros relacionados con la
correlacion y la regresion con las situaciones y relaciones que miden.

En la asignatura de Matemaéticas aplicadas a las Ciencias Sociales I, se concretan

11



12

CapPiTULO 1
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

estos contenidos en el bloque 3 denominado “Probabilidad y estadistica” (MEC, 2007b,
p. 45475):

- Distribuciones bidimensionales. Interpretacion de fenomenos sociales y econdmicos en los que
intervienen dos variables a partir de la representacion grafica de una nube de puntos.
- Grado de relacién entre dos variables estadisticas. Regresion lineal. Extrapolacion de resultados.

Igualmente se especifican los criterios de evaluacion a seguir, entre los que

destacamos los dedicados concretamente a estas nociones:

6. Distinguir si la relacion entre los elementos de un conjunto de datos de una distribucién
bidimensional es de caracter funcional o aleatorio e interpretar la posible relacion entre variables
utilizando el coeficiente de correlacion y la recta de regresion.

Se pretende comprobar la capacidad de apreciar el grado y tipo de relacion existente entre dos
variables, a partir de la informacion grafica aportada por una nube de puntos; asi como la
competencia para extraer conclusiones apropiadas, asociando los parametros relacionados con la
correlacion y la regresién con las situaciones y relaciones que miden. En este sentido, mas
importante que su mero calculo es la interpretacion del coeficiente de correlacién y la recta de
regresién en un contexto determinado.

Al desarrollar los nucleos de contenidos propuestos en dicho Real Decreto (MEC,
2007b) se remite a estos contenidos, que deben desarrollarse teniendo en cuenta cuatro
nucleos transversales: La resolucion de problemas; Aprender de y con la Historia de las
Matematicas; Introduccién a los métodos y fundamentos matematicos y Modelizacién
matematica (Consejeria de Educacion, 2008b).

Como hemos indicado, la relevancia y el sentido educativo de estas nociones es
manifestado ya, en el curriculo correspondiente a la Educacién Secundaria Obligatoria,
aun no contemplandose explicitamente la ensefianza de estas nociones en el desarrollo
curricular de esta etapa educativa. La adquisicion de estas nociones es un Util para todo

ciudadano en su vida en sociedad, y ésta es la motivacion principal de nuestro estudio.

1.4.3. PERSPECTIVA INTERNACIONAL

La asociacion, correlacion y regresion también se incluye en los documentos
curriculares de otros paises en la etapa de secundaria. Como ejemplo, analizamos el
curriculo americano, donde se incluye en los grados 6-8 y 9-12, es decir, en edades
correspondiente a nuestra secundaria y Bachillerato.

NCTM (2000)

Los Estandares del National Council of Teachers of Mathematics justifican el blogque
de Analisis de Datos y Probabilidad por la cantidad de datos disponibles para la toma de
decisiones en los diversos campos profesionales y en la vida diaria.

Indican que con frecuencia la informacion estadistica se utiliza de manera incorrecta
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para orientar la opinion publica en una determinada direccion o dar una imagen sesgada

de la efectividad de algunos productos comerciales. Esto lleva a que es necesario que los

ciudadanos tengan una base suficiente sobre el analisis de datos y algunas nociones

elementales de probabilidad para poder razonar de manera estadistica; destreza necesaria

para convertirse en ciudadanos informados y consumidores inteligentes. Respecto a la

correlacion y la regresion, se mencionan contenidos relacionados en los siguientes

estandares:

1. Formular preguntas que pueden ser atendidas con datos y recolectar, organizar y

mostrar datos relevantes para responderlas:

En los grados 6-8 todos los estudiantes deben formular preguntas, disefiar estudios
y recoger datos acerca de una caracteristica compartida por dos poblaciones o
caracteristicas diferentes dentro de una poblacion; también han de seleccionar,
crear, y usar adecuadamente representaciones graficas de datos, incluyendo
histogramas, diagramas de caja, y diagramas de dispersion;

En los grados 9-12 todos los estudiantes deben comprender el significado de los
datos de medida y categdricos, univariados y bivariados, y el término variable;
asimismo comprender los histogramas, diagramas de caja paralelos y diagramas

de dispersion y utilizarlos para representar los datos;

2. Seleccionar y usar métodos apropiados para analizar los datos:

En los grados 6-8 todos los estudiantes deben discutir y comprender la
correspondencia entre los conjuntos de datos y su representacion gréfica,
especialmente con los histogramas, tallo y hojas de graficos, diagramas de caja, y
diagramas de dispersion.

En los grados 9-12 todos los estudiantes deben ser capaces de representar datos
bivariados en un diagrama de dispersion, describir su forma, y determinar los
coeficientes de regresion, las ecuaciones de regresion y coeficientes de
correlacion con herramientas tecnoldgicas; deben representar y discutir datos de
dos variables, donde al menos una variable es categorica; también identificar las
tendencias en los datos de dos variables y encontrar funciones que el modelo de

datos o transformar los datos para que puedan ser modelados.

3. Desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en los datos:

En los grados 6-8 los estudiantes deben hacer conjeturas sobre las relaciones entre
dos caracteristicas de una muestra en base a un diagrama de dispersion de los
datos y aproximar la recta de mejor ajuste; deben usar estas conjeturas para

plantear nuevas preguntas y disefiar estudios que permitan responderlas.

13



14

CapPiTULO 1
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Proyecto GAISE

Este proyecto (Franklin y cols., 2005) completa en Estados Unidos al anterior y esta

dirigido a dos grupos de estudiantes: para la educacion K-12 y para estudiantes en cursos

preuniversitarios. Fueron elaborados por la Asociacion Americana de Estadistica y el

National Council of Teachers of Mathematics. En relacién al periodo K-12 (desde

preescolar hasta final de la secundaria), se indica que cualquier curso de estadistica debe

tener como principal objetivo ayudar a los estudiantes a aprender los elementos basicos del

razonamiento estadistico, que son los siguientes:

La necesidad de datos. Reconocer la necesidad de basar las decisiones personales en la
evidencia (datos), ademas de reconocer los problemas y peligros que pueden surgir al
actuar sobre supuestos que no estan respaldados por datos.

La importancia de generar buenos datos. Reconocer la dificultad de conseguir datos de
calidad, resaltando que en ocasiones es necesario emplear bastante tiempo en la
obtencion de datos de buena calidad y este tiempo no debe considerarse como perdido.
La presencia de la variabilidad. Reconocer que la variabilidad esta presente en muchos
fendmenos cotidianos. La variabilidad es la esencia de la estadistica como disciplina 'y no
puede ser entendida solamente a traves de su estudio, sino que debe ser experimentada.
La cuantificacion y explicacion de la variabilidad. Reconocer que la variabilidad puede
ser medida y explicada, tomando en consideracion la aceptacion de la idea de
aleatoriedad y variable aleatoria: estudiando y analizando los promedios y estadisticos de
dispersion de dichas variables y por medio de una variedad de modelos matematicos y
estadisticos.

Mas datos y conceptos y menos formulas. Cualquier curso en estadistica puede ser
mejorado poniendo maés énfasis en los datos y conceptos, y menos en los algoritmos. En
la mayor medida de lo posible, se debe dedicar més tiempo a actividades de
interpretacion de calculos estadisticos y gréaficos.

Fomento del aprendizaje activo. Los profesores de estadistica deberian basarse mucho
menos en las lecciones magistrales y mucho mas en otras opciones tales como proyectos
estadisticos, ejercicios de laboratorio y resolucion de problemas en equipo y discusion y
debates sobre las actividades y resultados de las mismas. Unos de los objetivos seria que

los estudiantes tuviesen una participacion mas activa.

A raiz de estudiar dichos documentos, se concluye que el curriculo norteamericano es
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muy avanzado en lo que se refiere a estadistica y se supone que al ingresar en la universidad

los estudiantes comprenden los rudimentos de la estadistica descriptiva y andlisis de datos.

Este curriculo ha tenido mucha influencia en el desarrollo del actual curriculo de Educacion

Primaria en Espafia, por lo que sus recomendaciones debieran tenerse en cuenta en la

formacion de profesores. En este informe se contemplan tres niveles de aprendizaje de los

contenidos. En relacién al tema que nos ocupa, los contenidos sugeridos en cada nivel son
los siguientes:

- Nivel A: Observar la asociacion entre dos variables; estudiar la asociacion a partir de
representaciones. Por ejemplo, estudiar la asociacion entre una variable numerica y otra
cualitativa a partir de diagramas de puntos y entre dos variables cuantitativas a partir de
diagramas de dispersion.

- Nivel B: Cuantificar de algin modo la asociacién con modelos simples; notar diferencias
de intensidad de la asociacion; realizar interpretaciones basicas de modelos de la
asociacion; comenzar a diferenciar entre asociacion y causalidad. Los estudiantes
debieran interpretar la asociacion en tablas de contingencia a partir de la comparacion de
proporciones; la asociacion entre una variable cuantitativa y otra cualitativa a partir de
diagramas de cajas 0 comparando resimenes estadisticos; y entre dos variables
cuantitativas mediante el nimero de puntos que cae en las cuatro zonas determinadas por
los valores medios de las variables, segun sugiere Holmes (2001) y ajustar una linea (en
caso de regresion lineal) en forma aproximada, con ayuda de software.

- Nivel C: Cuantificar la asociacion ajustando modelos a los datos. Interpretar medidas de
intensidad de la asociacion y modelos de asociacion; distinguir las conclusiones que
pueden obtenerse de estudios experimentales y correlacionales. Se sugiere como ejemplo
que los estudiantes calculen la recta de regresion con ayuda de software, dibujen los
residuos para evaluar la bondad de ajuste e incluso determinen los intervalos de confianza
del 95% para la prediccion del valor de la variable dependiente en funcion de la

independiente.

1.5. OBJETIVOS DEL TRABAJO

Nuestro trabajo se inscribe dentro del Proyecto de Investigacion EDU2010-14947
“Evaluacion y desarrollo de conocimientos matematicos y didacticos de profesores.
Aplicacion a los contenidos relacionados con la estadistica y probabilidad”. Mas
concretamente, en una futura tesis doctoral se pretende construir un instrumento valido y
fiable de evaluacion de los conocimientos matematicos para la ensefianza de la

correlacion y regresion segun el modelo de Ball, Thames y Phelps (2008), apoyado en
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el Enfoque Onto-semiotico para la didactica de la matematica (Ver Anexo 1) utilizando la
metodologia propuesta por Godino (2009).

Un primer paso para la construccion de este cuestionario es construir los
fundamentos adecuados para definir de una forma valida “el conocimiento matematico
para la ensefianza de la correlacion y regresion”, que es un constructo inobservable (Ledn
y Montero, 2003). Dichos fundamentos estan constituidos por el marco tedrico del
estudio (Anexo 1), la revision de las investigaciones sobre correlacion y regresion
(Capitulo 2) y por el estudio curricular y matematico de estos objetos que se ha llevado a
cabo en este capitulo. Asimismo se complementa con el estudio del tema en dos libros de
texto (Capitulo 3). Consecuentemente, los objetivos de esta Memoria de Méster son los

siguientes:

O1. Analizar los contenidos sobre correlacién y regresion desde el punto de vista
elemental y descriptivo para identificar los objetos matematicos especificos en los
que se enfocara la evaluacion del conocimiento matematico para la ensefianza de los
futuros profesores. Este objetivo se aborda en este Capitulo 1.

02. Analizar asimismo los contenidos curriculares del tema en el Bachillerato, que
también se desarrolla en este capitulo, donde ademas se extiende el analisis curricular
a los estandares del NCTM vy el proyecto GAISE.

03. Profundizar en el marco tedrico que sera fundamento del trabajo de tesis futuro. En
el Anexo 1 se realiza un resumen extenso de los principales documentos producidos
en el Enfoque Onto-semiotico.

O4. Realizar una revision bibliografica y clasificacion sobre la investigacion especifica
relacionada con el tema. Este estudio se recoge en el Capitulo 2 y permitird
familiarizarse con el campo de investigacion, y recoger items que podrian ser Utiles
en la construccion de los que se incorporen al cuestionario de profesores. También
permitira recoger ejemplos de respuestas correctas e incorrectas dadas por los
estudiantes a items de evaluacion, que pudieran usarse en la construccion de items
dirigidos a la evaluacion de los profesores.

O5. Realizar un analisis del contenido que sobre correlacion y regresion se incluye en
dos libros de texto del Bachillerato de Ciencias Sociales. Este estudio se desarrolla
en el Capitulo 3 en que, utilizando elementos de nuestro marco tedrico se analizan
los campos de problemas, lenguaje, propiedades, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos presentados. Todo ello con la finalidad de completar el
significado de referencia de la correlacion y regresion para nuestra futura tesis.



CAPITULO 2.
ANTECEDENTES

2.1. INTRODUCCION

El presente capitulo, constituye una sintesis de las investigaciones més relevantes
sobre la regresion y correlacion. Aunque nos restringimos al estudio de la asociacién
entre variables cuantitativas, para enmarcar el estudio, se comienza con una
introduccidn al razonamiento covariacional y los pasos en tipo de tareas. Seguidamente,
se describen las estrategias intuitivas de los estudiantes en la deteccidn de la correlacion,
a partir de diagramas de dispersion, los sesgos en estas tareas, las concepciones,
precision en la estimacion del coeficiente de correlacion desde diversas
representaciones, y desarrollo del razonamiento correlacional con la ensefianza. Un
segundo bloque es el andlisis de la libros de texto, donde comenzamos con unas
consideraciones sobre la transposicion didactica y se describen algunas investigaciones

sobre la presentacion de la estadistica en los textos de secundaria.

2.2. INVESTIGACIONES SOBRE LA CORRELACION Y REGRESION
2.2.1. RAZONAMIENTO COVARIACIONAL

Explicar, controlar y predecir los sucesos que se presentan en nuestro dia a dia,
depende de habilidades para detectar covariaciones (Alloy y Tabachnik, 1984). El
razonamiento covariacional como actividad cognitiva fundamental no esta exento de

dificultades (Moritz, 2004; Zieffler, 2006; McKenzie y Mikkelsen, 2007). Alloy y

Tabachnik (1984) plantean la cuestion: “¢Bajo qué condiciones son los organismos

precisos en la deteccion de la covariacién entre sucesos?” (p. 113), reduciendo a dos

las fuentes de informacion relevantes para percibir la covariacion entre dos eventos:

- Las expectativas previas o creencias. El “individuo” posee ideas o juicios sobre la
asociacion de los fenomenos tratados, debidas a la experiencia previa en situaciones
similares o bien a otras fuentes por ejemplo, la transmisién cultural o bioldgica.

- La informacion objetiva de la situacion aleatoria o informacion acerca de las
relaciones de los fendmenos en el entorno, que puede ser débil debida a la poca
experiencia con los fendmenos de la situacion, o una informacion ambigua.

Atendiendo a esta caracterizacion, McKenzie y Mikkelsen (2007) aportan un punto
de vista bayesiano al razonamiento covariacional, indicando que nuestro sistema

cognitivo se aproxima a la tarea de covariacion desde un marco inferencial. Sugieren
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que el ser humano utiliza el procedimiento bayesiano para evaluar la covariacion, dado
que las personas son sensibles a las creencias previas y a la rareza de los datos. También

indican que las condiciones en el laboratorio influyen en el razonamiento de los sujetos.

2.2.2. PASOS EN UNA TAREA COVARIACIONAL
Diversos autores como Crocker (1981) o Moritz (2004) distinguen subtareas en que
se puede descomponer un estudio covariacional, desde recoger datos para estudiar la
asociacion estadistica hasta para producir juicios y predicciones de interés para el
investigador. Crocker (1981), presenta esta subdivision de tareas del siguiente modo:
1. Decidir los tipos de datos a recolectar;
Elegir la muestra de la poblacion de estudio;
Diferenciar o interpretar los casos, (codificar los datos recolectados);
Recodificar y estimar las frecuencias de los casos determinados;

Integrar resultados; y por ultimo,

o g~ N

Utilizar las estimaciones como fundamente para hacer predicciones o emitir juicios.
Moritz (2004) describe una secuenciacion resumida en cuatro pasos, donde el
inicial es la generacion de hipotesis sobre la asociacion de las variables de estudio,
precisando, ademads, la representacion grafica de los datos recolectados. Una
implicacion didactica es la importancia de considerar la construccion de gréaficas
estadisticas en el proceso de ensefianza. Por ejemplo, las graficas de series temporales
sirven para introducir la asociacion de un modo natural.

Zieffler (2006) indica que la mayoria de los estudios se centran en el paso (6)
anterior, es decir, determinar si existe relacion entre dos variables y justificar esta

decision. En las tablas de contingencia abarca de cuatro categorias de respuestas:

Covariacion minima. Los sujetos utilizan la informacién de una sola celda.

Covariacion inadecuada. Los sujetos utilizan la informacion de dos celdas.

Covariacion adecuada. Los sujetos utilizan las cuatro celdas, inadecuadamente.

Covariacion avanzada. Los juicios usan adecuadamente las cuatro celdas.

Los principales resultados de estas investigaciones son los siguientes (Ver

exposicion mas detallada en Estepa, 1994 y Cafiadas, 2010):

- Las creencias o teorias previas de los individuos sobre la relacion entre las variables
de estudio, tienen una gran influencia en sus juicios de covariacion; fenémeno
conocido como correlacion ilusoria (Chapman y Chapman, 1967);

- Los juicios de asociacion parecen estar mas influenciados por la presencia conjunta

de las variables de estudio que por la ausencia conjunta de éstas;
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- Hay gran dificultad para el razonamiento covariacional negativo, esto es, para
identificar la asociacion inversa (Estepa, 1994);

- Los juicios de asociacion tienden a evidenciar una asociacion inferior a la que
realmente presentan las variables de estudio; y

- Existe una tendencia a establecer relaciones de causalidad en el estudio de la

asociacion de entre variables (también descrito por Estepa, 1994),

2.2.3. LAS TAREAS DE CORRELACION

En el desarrollo del razonamiento covariacional, se requieren objetos matematicos
relacionados con el andlisis de datos bivariados. Los mas importantes son los referidos a
la correlacion y regresion entre variables numeéricas, donde nos centramos para
fundamentar el disefio del proceso de ensefianza y la evaluacion de la capacidad de
nuestro alumnado en el desempefio de las nociones tratadas ya que:

“Junto con el desarrollo del curriculum para promover el razonamiento del estudiante en
estadistica se debe proceder a la evaluacién de este razonamiento.” (Zieffler, 2006, p. 3).

La investigacion en Psicologia llevada a cabo en un amplio rango de edad (desde
primaria hasta estudiantes universitarios), ha producido resultados sélidos (Zieffler,
2006). Y aunque las investigaciones didacticas se interesen mas por como los
estudiantes razonan en un contexto educativo las tareas dadas son similares a las
descritas en Psicologia. La mayor parte de esta investigacion ha sido enfocada al estudio
de la evaluacion de la covariacion de variables binarias (presencia-ausencia de cierto
caracter en la poblacion), evidenciandose la pobreza de razonamiento del ser humano en
tareas relativas a su resolucion (Zieffler, 2006; McKenzie y Mikkelsen, 2007). En las

siguientes secciones, se recogen los resultados mas relevantes.

2.2.4. ESTRATEGIAS EN LA DETECCION DE LA CORRELACION A
PARTIR DE DIAGRAMAS DE DISPERSION
Diversas investigaciones (Sanchez Cobo, 1998; Sanchez Cobo, Estepa y Batanero,
2000; Cafadas, 2010; Cafadas, Batanero, Contreras y Arteaga, 2011) llevan a cabo un
estudio pormenorizado de la resolucién de las tareas de covariacion propuestas a los
alumnos, clasificandose los tipos de problemas en tres tipos (Sanchez Cobo, 1998):
a. Juicios de asociacion en tablas de contingencia. Se trata de analizar la asociacion
entre dos variables cualitativas y el sujeto debe utilizar las frecuencias de dicha tabla.
b. Juicios de asociacion en diagramas de dispersion. Donde se trata de analizar la

asociacion entre dos variables numéricas.
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c. Juicios de asociacion en la comparacion de muestras. Se estudia la relacion entre

una variable cuantitativa y otra variable cualitativa.

En los estudios llevados a cabo en torno a cada uno de estos bloques de tareas, se

presentan diferentes estrategias de resolucion por parte de los estudiantes (Estepa, 1994;
Batanero, Estepa, Godino y Green, 1996; Sanchez- Cobo, 1998; Cafadas, 2010).
Nosotros nos restringimos al estudio de las estrategias empleadas en la deteccién de la

covariacion entre dos variables numéricas, es decir, a partir de diagrama de dispersion.

Estrategias empleadas en diagramas de dispersion

Estepa y Batanero (1996) estudian las estrategias en los juicios de asociacion en

una muestra de 213 estudiantes del curso preuniversitario, entre ellas cuando los datos

se dan en un diagrama de dispersion, donde puede determinarse visualmente la

asociacion entre las dos variables. Clasifican las estrategias encontradas en tres tipos:

- Estrategias correctas:

1.

Comparacion global. Cuando el alumno da un juicio global correcto de la
relacion entre las dos variables.
Crecimiento. Se usa como argumento el crecimiento, decrecimiento o constancia

de la forma de la nube de puntos para justificar el tipo de dependencia.

- Estrategias parcialmente correctas:

3.

Comparacion con un patrén. Se compara la forma de la nube de punto con una
funcién conocida, por ejemplo, lineal o cuadratica.
Interpretacion correcta de puntos aislados que cumplen el tipo de relacion

existente entre las variables.

- Estrategias incorrectas:

5.

Interpretacion incorrecta de puntos aislados. El alumno emplea pares aislados
de valores para interpretar, de forma incorrecta, la relacion entre las variables.
Teorias previas. Se usan las teorias previas sobre el contexto para argumentar la
asociacion, es decir, se manifiesta explicitamente la correlacion ilusoria.

Otras variables. Cuando la existencia de otras variables que puedan influir en la
dependiente es considerada como motivo para la no existencia de asociacion.
Uniformidad. Se argumenta que no existe dependencia porque a un solo valor de
la variable dependiente pueden corresponder varios de la dependiente.
Causalidad. A pesar de la asociacion empirica, se argumenta que no existe

asociacion entre las variables, ya que no existe relacion causa-efecto.
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A modo de réplica, Sdnchez Cobo (1998), corrobora la existencia de tres ejes que
explican las relaciones existentes entre las tareas planteadas y las estrategias empleadas:
- En primer lugar, encuentra una oposicion entre el razonamiento numérico y grafico:

“Los alumnos recurren a la representacion gréafica para estimar el coeficiente de
correlacion cuando ésta no aparece en el enunciado del problema” (Sanchez Cobo,
1998, p. 252).

- También se muestra un empleo de argumentaciones conjuntas (numéricas, graficas,
y teorias previas) donde tan solo se requiere un argumento grafico, principalmente en
situaciones cercanas al alumno donde “le es menos necesario el recurso a
estrategias complementarias.” (Sanchez Cobo, 1998, p. 253).

- En tercer lugar, existe un conflicto semi6tico entre el crecimiento/decrecimiento no
uniforme de las dos variables mostradas mediante una tabla de datos y el
crecimiento/decrecimiento uniforme de la dependencia funcional. En este caso el

alumno tiende a responder segun sus teorias previas o con argumentos incorrectos.

2.2.5. ESTIMACION DE LA CORRELACION A PARTIR DE DIFERENTES
REPRESENTACIONES
Sanchez Cobo (1998) hizo notar que los alumnos comprenden con facilidad la
adimensionalidad del coeficiente de correlacion, asi como la relacion entre el signo de la
correlacion vy el sentido en que covarian los valores de una variable bidimensional, no
obstante, presentan dificultades en la concepcion de una covariacion negativa. La
estimacion es mas precisa al estimar el coeficiente de correlacion a partir de un

diagrama de dispersion, asi como la tarea inversa y cuando la es mas intensa:

“Es pertinente manifestar que los estudiantes tienen mas facilidad en conectar la dispersion de la
nube de puntos con la intensidad de la dependencia que con el coeficiente de correlacion. Ademas,
parece mas sencillo de comprender la correspondencia entre la intensidad de la dependencia y la
dispersion de la nube de puntos que la existencia entre el signo de la correlacion y la pendiente de
la recta de regresion.” (Sanchez Cobo, 1998, p.210).

Los errores son mayores al construir una nube de puntos a partir de una descripcion
verbal y estimar el coeficiente de correlacion desde una tabla de valores numéricos. En
cuanto a la capacidad de proponer situaciones factibles a un coeficiente de correlacién
dado, los alumnos en su mayoria proponen variables bidimensionales consistentes. El
63,5% de los alumnos propone variables cuya correlacion tiene el mismo signo que el
dado en el problema y se observan dificultades en la identificacion de la dependencia
funcional y, en menor medida, de la independencia. Otros resultados de este estudio

son.
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- Aunque los alumnos tienen presente que la intensidad de la dependencia se obtiene a
partir del coeficiente de correlacion, presentan dificultades al comparar diferentes
valores del coeficiente de correlacion distintos de: -1, 0y 1.

- La dificultad en diferenciar la variable explicativa de la explicada en el calculo de la
recta de regresion. Dos de cada cinco estudiantes, aproximadamente, relacionan que
ambas rectas de regresion son perpendiculares cuando el coeficiente de correlacion
es nulo, evidencidndose que se considera casi en exclusiva, la modelizacion de ajuste
lineal. En concreto, casi la mitad de los sujetos del estudio consideran que si existe
correlacion positiva, ésta se deduce en una dependencia lineal.

El razonamiento sobre la covariacion implica procesos de traduccion entre los datos,
sus representaciones gréficas y descripciones verbales, asi como procesos tales como el
calculo estadistico, uso de modelos matematicos para el ajuste de datos y traduccion
desde y hacia las expresiones algebraicas y graficas utilizadas, asi como juicio sobre
posible existencia de relaciones causales. Moritz (2004), presenta un resumen (Figura

2.2.5.1) donde se reflejan estas destrezas o habilidades requeridas.

Figura 2.2.5.1. Representaciones y destrezas de la covariacion estadistica (Moritz, 2004, p. 230).

El estudio de Sanchez Cobo y cols. (2000), nos acerca un poco mas a comprender el
modo en que los alumnos universitarios adquieren la nocion de correlacién, todo ello
cimentado en estudios previos (Batanero, Estepa y Godino, 1997; Batanero y Godino,
1998; Batanero, Godino y Estepa, 1998; Estepa 1994; Estepa y Batanero, 1996; Estepa
y Sanchez Cobo, 1998). Sanchez Cobo y cols. (2000), abordan una investigaciéon que

considera cuatro formas de representar la correlacién entre dos variables cuantitativas:
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b. Descripcion verbal, cuando describimos una distribucion bivariada mediante el
lenguaje natural

c. Tabla de valores, o presentacion de un conjunto de pares de valores numéricos de
una distribucion bivariada,

d. Diagrama de dispersion, cuando el conjunto de pares de valores de una distribucién
bivariada se presentan mediante un diagrama cartesiano, y

e. Coeficiente de correlacién, cuando se da el coeficiente de correlacion existente entre
dos modalidades de una distribucion bivariada.

Con las seis tareas, con cinco apartados (subtareas) cada una, se presentan

diferentes tipos de covariacion (Barbancho, 1973):
Dependencia causal unilateral: Cuando la ocurrencia de una variable X (causa)
influye en la ocurrencia de Y (efecto), y no al contrario, (subtarea t2d).
Interdependencia: Cuando la ocurrencia de una variable X influye en la ocurrencia
de una variable Y, y viceversa (como por ejemplo en la subtarea t1a).
Dependencia indirecta: Dos variables pueden mostrar cierta covariacion debido a la
variacion de una tercera variable que esta correlacionada con ambas, produciendo
una asociacion aparente (como en la subtarea t2e).
Concordancia: Correlacion producida por la ordenacion de un conjunto de datos por
dos personas de forma independiente (por ejemplo, la subtarea t4b).
Covariacion casual: Cuando parece que en la covariacion de dos variables hay cierta
sincronia, lo cual podria interpretarse como la existencia de asociacion entre ambas;
sin embargo, ésta es casual o accidental (como en la subtarea tle).

Se atiende igualmente a la intensidad y direccion de la correlacién, a la posible
linealidad, las teorias previas de los alumnos, la precision de las estimaciones, las
estrategias empleadas, y la identificacion de situaciones reales en que se presente un
valor dado del coeficiente de correlacion. Los alumnos muestran una buena capacidad
de estimacion de la correlacidon, mejorando cuando mayor es la intensidad de ésta.

Moritz (2004) se estudia tres destrezas importantes: (a) generar datos especulativos,
mediante el desarrollo de graficos que reflejen los juicios de asociacion textuales, (b)
interpretar graficos tales como diagramas de dispersion con la correspondiente emision
de juicios de asociacion, (c) e interpretar tablas de frecuencias de datos covariados.
Destaca las siguientes dificultades:

- Considerar tan solo la correspondencia de datos bidimensionales aislados, en lugar

de considerar la tendencia global de éstos;
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- Considerar las correspondencia de las dos variables implicadas en el estudio de modo
conjunto, en lugar de considerar cada una de las variables de modo aislado;

- Las teorias o creencias previas en cuanto a las variables de estudio y su asociacion.

Algunas sugerencias para solventar estas dificultades son:

- La lectura progresiva punto a punto hasta una posterior generalizacién con los datos
disponibles;

- La utilizacién de un enfoque de variacién temporal que permita a los estudiantes
centrarse en el cambio de una variable mediante la variacion implicita de la variable
tiempo para una posterior correspondencia entre variables no temporales;

- Alentar la aparicion de las creencias y teorias previas que serian poco a poco
equilibradas mediante la informacion proporcionada por el estudio. Afiadir tareas que
impliquen un razonamiento covariacional contraintuitivo donde, se cuestione de
modo natural, la fiabilidad del conjunto de datos de que se dispone.

McKenzie y Mikkelsen, (2007 indican que, aunque las creencias y teorias previas
son imprecisas e inexactas, son de interés, dado que cuestionan como debiese ser la
relacién de dichas teorias y la informacion de la tarea desde una perspectiva bayesiana,
categorizando éstas creencias previas no como un error, sino como Util de ensefianza.
Una actividad curiosa que Moritz (2004) propone, es el uso de graficos manuales

desarrollados de modo andnimo por los estudiantes, para su estudio en el aula.

2.2.6. SESGOS EN EL RAZONAMIENTO CORRELACIONAL

Otro punto en que se ha centrado la investigacion es la presencia de errores o
sesgos en los juicios de correlacion o en la estimacion de su signo e intensidad. Son
debidas a existir en los sujetos expectativas o esquemas referidos a los estimulos
presentes en la situacion a que se enfrentan (Crocker, 1981; Alloy y Tabachnik, 1984).
El sesgo que mas interés ha suscitado es la correlacion ilusoria (Chapman y Chapman,

1967). Se define del siguiente modo:

”Correlacion ilusoria” es un error sistematico en el informe de tales relaciones. Es definida
segln el informe dado por un observador de una correlacion entre dos clases de eventos que en
realidad (a) no estan correlacionados, o (b) estan correlacionados en menor medida que lo
manifestado, o (c) estan correlacionados en sentido contrario del que se manifiesta en el informe.”
(Chapman y Chapman, 1967, p. 194).

Es clara la vulnerabilidad del ser humano a creer lo que ve o siente frente a lo que
cualquier informe le pueda proporcionar (Chapman y Chapman, 1967). Por ello muchos
autores proponen advertir a nuestros estudiantes de la dificultad que conlleva un

razonamiento covariacional correcto, con el fin de sensibilizar ante el peligro que
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acarrean sus sesgos (Chapman y Chapman, 1967,1969; Moritz, 2004). En concreto,

Chapman y Chapman defienden la necesidad de incluir, en el periodo de formacion de

los futuros profesionales de la medicina, la evidencia manifiesta de estos sesgos y en la

toma de decisiones dada su responsabilidad (Chapman y Chapman, 1967, 1969). Engel

y Sdelmeir (2011), describen los siguientes sesgos complementarios:

No tener en cuenta las variables extrafias. La paradoja de Simpson ocurre cuando se
olvida una variable extrafia que influye en la correlacion entre otras dos. Dicha
variable podria hacer cambiar el sentido de la correlacion o su intensidad.

El efecto de regresion. Es habitual en una situacion de test- retest que los sujetos con
puntuaciones atipicas en la primera prueba vuelvan hacia el valor medio en la
segunda. Esto se considera por algunas personas indicativo de un cambio debido al

tratamiento, cuando es una propiedad de la regresion.

2.2.7. CONCEPCIONES SOBRE LA CORRELACION

En su estudio Estepa (1994) observar que, en algunos estudiantes, una estrategia

correcta o parcialmente correcta no se corresponde con una decision correcta. Considera

que ello se debe a que el estudiante tiene concepciones erréneas sobre la asociacion,

superpuestas con otras correctas. A lo largo de sus trabajos describe las siguientes
(Estepa, 1994; Estepa y Batanero, 1996; Batanero, Estepa y Godino, 1997):

La concepcién determinista de la asociacion. Los alumnos tienden a asignar un
unico valor de la variable independiente a cada uno de los valores considerados de la
variable dependiente. Esto es, la relacion de las variables s6lo es considerada desde
un punto de vista funcional. En casos extremos, exigen la existencia de una formula
que ligue las dos variables (concepcion algebraica de la asociacion).

La concepcion local de la asociacion. Los alumnos se limitan a confirmar la
asociacion segun un subconjunto de éstos que de algin modo justifique algun tipo de
patron, obviando la tendencia global de los datos.

Concepcion unidireccional: En este caso del estudiante que no admite la asociacion
inversa, considerandose la intensidad de la asociacion, pero no su signo y
considerando la dependencia inversa como independencia.

Concepcion causal: Cuando sélo considera la dependencia entre variables si puede
adjudicarse a la presencia de una relacion causal entre las mismas.

Transitividad. El coeficiente de correlacion no tiene propiedad transitiva; es decir,

dos variables A y B pueden estar correlacionadas, asi como By C sin estarlos Ay C.
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Esta propiedad no se comprende por parte de los estudiantes (Castro-Sotos, Van
Hoof, Van den Noortgate, & Onghena, 2009).

2.2.8. DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO CORRELACIONAL EN LA
ENSENANZA
Algunos autores han analizado el aprendizaje de la correlacion y regresion con
experiencias especificas docentes. A continuacion describimos los principales.

Estudio de Estepa

Estepa (1994) realiza también un estudio del efecto de la ensefianza basada en un
uso intensivo de ordenadores en un curso de andlisis exploratorio de datos con 22
futuros maestros. Batanero, Estepa y Godino (1997) estudian los cambios después de la
instruccion, mediante un cuestionario, observandose que en los items relacionados con
los juicios de correlacion en diagramas de dispersion hubo un aumento fuerte en el
namero de estrategias correctas (casi el doble), aunque el cambio no fue homogéneo,
pues en un diagrama en que la correlacion se debia a concordancia (y no a relacion
causa-efecto) no mejoraron las estrategias. Los autores indican que gran parte de los
estudiantes de su muestra superaron la concepcién determinista y la concepcion local de
la asociacion, pero, en general, no se observa mejora respecto a la concepcién causal de
la correlacion. Por consiguiente, creen que hay una necesidad de encontrar las nuevas
actividades practicas que ayuden a los estudiantes a reflexionar sobre este tema.

Estepa (1994) también propuso a los alumnos una prueba final para ser resuelta con
ayuda del ordenador. Esta evaluacion era abierta (en el sentido que el alumno podia usar
cualquier programa del software proporcionado) e incluyé una pregunta sobre la
correlacion numérica. Aungue algunos alumnos lo resolvieron correctamente mediante
el estudio del coeficiente de correlacion o a partir del diagrama de dispersion, otros lo
trataron incorrectamente como un problema de comparacién de las dos variables (y no
de asociacién) aplicando procedimientos inapropiados, por ejemplo, comparar
promedios de las dos variables. En consecuencia,se deduce que el ordenador por si s6lo

no es suficiente para que los estudiantes adquieran competencia en el anélisis de datos.

Actos de comprensién de la asociacion
Los autores analizaron, mediante grabaciones, entrevistas y anélisis de las tareas
escritas y resueltas por ordenador, el proceso de ensefianza para dos estudiantes, y

describieron los siguientes actos de comprension (Sierpinska, 1994) de la correlacién:
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1. Para estudiar la correlacién se ha de tener en cuenta la distribucion completa.
Encontrar las diferencias locales no es suficiente, puesto que la asociacién debe ser
deducida de los datos completos.

2. De la misma frecuencia absoluta se pueden ser calculadas dos frecuencias relativas
condicionales diferentes, dependiendo de cual es la variable condicionada, pues el
papel de la condicién y lo que se condiciona no es intercambiable. Falk (1986) y
otros autores han sefialado que los estudiantes no discriminan entre la probabilidades
P(A/B) y P(B/A). Muchos estudiantes en el estudio mostraron una confusion similar,
aunque lo solucionaron con ayuda del profesor.

3. Dos variables son independientes si la distribucion de una de estas variables no
cambia cuando la condicionamos por valores de la otra variable. Hasta sesion 5, los
estudiantes no descubrieron esta propiedad.

4. Cuando se estudia la asociacion (correlacion) ambas variables juegan un papel
simétrico. Sin embargo, cuando investigamos la regresion el papel jugado por las
variables no es simétrico. El hecho es que esa correlacion ignora la distincion entre
explicativas y variables de respuesta, mientras en la regresion esta diferencia es
esencial y causa mucha confusion para los estudiantes.

5. Una correlacion positiva sefiala a una asociacion directa entre las variables.
Aunque, en la sesion 6, los estudiantes podian interpretar el tamafio del coeficiente
de correlacion, no hablaron del tipo de la asociacion (directa o inversa). Al final de la
sesion, notaban que cuando el coeficiente de correlacion es positivo, y hay una
relacion lineal, las variables son asociadas positivamente.

6. Una correlacion negativa sefiala a una asociacién inversa entre las variables.
Cuando, en la sesion 6, los estudiantes encontraron un coeficiente de correlacion
negativo por primera vez, se extrafiaron tanto que preguntaron a su profesor si esto
era posible. También tenian problema cuando comparaban dos coeficientes de
correlacion negativos. No usaron el término "asociacion inversa™ explicitamente, ni
diferenciaron entre los dos tipos de la relacion al final de su aprendizaje.

7. El valor total del coeficiente de correlacion indica la intensidad de la asociacion.
Aunque los estudiantes relacionaron el valor total del coeficiente de correlacion con

la intensidad de la relacion, no relacionaron esta idea con la dispersion de los datos.

Investigacion de Sanchez Cobo
El estudio descriptivo del razonamiento covariacional, es objeto de interés de varios

investigadores, como la desarrollada por Sanchez Cobo (1998) quien intenta
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caracterizar el significado personal que los alumnos universitarios dan a la correlacion y
regresion al finalizar un curso de introduccién de Estadistica en la Universidad,
mediante la descripcion de los errores conceptuales y procedimentales de los alumnos,
la estimacion que hacen del coeficiente de correlacion a través de diferentes
representaciones de la correlacion (verbal, tabla y grafico) y la capacidad de traduccion
entre dichas representaciones.

Su muestra estuvo compuesta de 193 estudiantes de las carreras de la Diplomatura
de Empresariales (104) y de la Diplomatura de Enfermeria (89) de la Universidad de
Jaén. Sus resultados indican que la mayoria de los alumnos conocen que el signo de la
covarianza denota la direccion de la correlacion existente entre las componentes de la
variable bidimensional. Asi mismo, un pequefio porcentaje de alumnos no toma en
consideracién el decrecimiento de la intensidad de dependencia al disminuir el valor
absoluto de la covarianza, ademas de la posibilidad de que la relacién entre las variables
sea no lineal (aunque se presente una covarianza positiva).

Sanchez Cobo (1998) hizo notar que los alumnos, al finalizar la ensefianza
comprenden con facilidad la adimensionalidad del coeficiente de correlacion, asi como
la relacion entre el signo de la correlacion y el sentido en que covarian los valores de
una variable bidimensional. No obstante, presentan dificultades en la concepcion de una
covariacion negativa, captada por menos del cincuenta por ciento de los sujetos. La
estimacion es méas precisa al estimar el coeficiente de correlacion a partir de un
diagrama de dispersion, asi como la tarea inversa, haciéndose mayor esta precision

cuando la correlacién es mas intensa:

““es pertinente manifestar que los estudiantes tienen mas facilidad en conectar la dispersion de la
nube de puntos con la intensidad de la dependencia que con el coeficiente de correlacion. Ademas,
parece mas sencillo de comprender la correspondencia entre la intensidad de la dependencia y la
dispersién de la nube de puntos que la existencia entre el signo de la correlacion y la pendiente de
la recta de regresion.” (Sanchez Cobo, 1998, p.210).

El autor sugiere que esto puede ser debido, a que los diagramas de dispersion son
una de las representaciones que los alumnos han usado con frecuencia en la ensefianza.
Los errores son mayores al construir una nube de puntos a partir de una descripcion
verbal y estimar el coeficiente de correlacion desde una tabla de valores numéricos. En
cuanto a la capacidad de proponer situaciones factibles a un coeficiente de correlacién
dado, los alumnos en su mayoria proponen variables bidimensionales consistentes. El
63,5% de los alumnos propone variables cuya correlacion tiene el mismo signo que el
dado en el problema y se observan dificultades en la identificacion de la dependencia
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funcional y, en menor medida, de la independencia. Otros resultados de este estudio

son:

- Aunque los alumnos tienen presente que la intensidad de la dependencia se obtiene a
partir del coeficiente de correlacion, presentan dificultades al comparar diferentes
valores del coeficiente de correlacion distintos de: -1, 0y 1.

- La dificultad de diferenciar la variable explicativa de la explicada en cuanto al
calculo de la recta de regresion. Dos de cada cinco estudiantes, aproximadamente,
relacionan que ambas rectas de regresion son perpendiculares cuando el coeficiente
de correlacion es nulo, evidencidndose que se considera casi en exclusiva, la
modelizacion de ajuste lineal. Casi la mitad de los sujetos del estudio consideran que

si existe correlacion positiva, esta se deduce en una dependencia lineal.

Investigacion de Zieffler

Algunos factores que podrian explicar el razonamiento covariacional de nuestros
estudiantes son la secuenciacion de los temas en un curso de estadistica, o el desarrollo
del razonamiento de los estudiantes sobre temas anteriores. La investigacion de Zieffler
(2006) pretende, caracterizar el desarrollo del razonamiento covariacional de los
estudiantes en cuanto a datos bivariados cuantitativos y en un segundo nivel, estudiar
los factores explicativos del razonamiento covariacional. El autor realiza una
investigacion en un curso universitario de introduccion con 113 estudiantes y parte de
evaluaciones del razonamiento de los estudiantes sobre las nociones referidas a la
distribucion de una variable estadistica, previo analisis de disefio de muestras
(muestreo) y AED. Dos profesores ordenaron al azar los temas referentes al andlisis
bidimensional. Uno comenzé con este tema y concluyd con los temas relacionados con
distribuciones muestrales, probabilidad e inferencia y el otro invirtio el orden, dejando
el tema de variables bidimensionales se ensefi¢ al final de curso.

Zieffler observé un desarrollo del razonamiento covariacional marcado por la
idiosincrasia de cada individuo. Lo describe con la metafora de “modelo cuadrético”
porque, aunque los alumnos muestran inicialmente un gran avance en su razonamiento
covariacional, con el tiempo decrece su intensidad, incluso retrocediendo. Un hallazgo
interesante es que la mayor parte del cambio ocurre al inicio de la instruccién, previa a
la ensefianza formal de este tema, evidenciando la existencia del significado personal de
este objeto matematico en si mismo, mas que ser producto de una instruccion formal,
aunque es posible que la brevedad de la unidad en el curso de introduccion a la

estadistica, afecte al desarrollo posterior de este razonamiento.
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No se observo una influencia en el desarrollo del razonamiento covariacional
marcada por la secuenciacion del tema. De cualquier modo, Zieffler remarca la
influencia, obvia, de la ensefianza de este tema, previa a otros temas, como por ejemplo
la inferencia, dadas las anécdotas a que se enfrentd con los estudiantes. Por ultimo, en
cuanto a la tercera cuestion planteada, se encuentra una marcada influencia del estudio
de la variable estadistica unidimensional en el desarrollo del razonamiento

covariacional. Respecto a estas dos ultimas cuestiones, Sanchez Cobo advierte que:

“Aunque a toda nube de puntos podamos hacerle corresponder una curva de regresion, careceria
de interés hallarla si las caracteristicas de la variable estadistica no estuvieran correlacionadas o
si nos diera predicciones poco fiables e informacién de escasa trascendencia” (Sanchez Cobo,
1998, p. 291).

luego se defiende la secuenciacion de trabajar en primer lugar la correlacion y luego
abordar la regresion. Ademas, este autor aboga por

““que no se haga una aproximacion al concepto de variable estadistica bidimensional a partir de
dos variables estadisticas unidimensionales, como se efectuaba en algunos manuales de
bachillerato, ya que podria favorecer el que los alumnos sean poco conscientes de que dichas
variables unidimensionales tienen que estar referidas a la misma unidad estadistica, como ha
puesto de manifiesto los resultados de esta investigacion” (Sanchez Cobo, 1998, p. 291).

2.3. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO
2.3.1. INTRODUCCION

El estudio del proceso de ensefianza y aprendizaje del saber matematico debe ser
concebido desde un enfoque sistémico, cuya base o esquema de investigacion se

fundamenta en la nocién de sistema didactico:

“El didacta de las matematicas se interesa en el juego que se realiza -tal como lo puede observar,
y luego reconstruir, en nuestras clases concretas- entre un docente, los alumnos y un saber
matematico. Tres lugares, pues: es el sistema didactico. Una relacion ternaria: es la relacion
didactica.” (Chevallard, 1991, p.15).

El saber matematico (conjunto de resultados admitidos como verdaderos por la
comunidad cientifica de referencia) o saber sabio, se encuentra sometido a un proyecto
social de enseflanza y aprendizaje y requiere de ciertas modificaciones para poder ser
ensefiado (constituyendose asi en saber a ensefiar), y la nocion de transposicién
didactica supone una poderosa herramienta que da respuesta a las restricciones

(anteriormente expuestas) que pesan sobre el sistema de ensefianza. Segun Chevallard:

“Para que la ensefianza de un determinado elemento de saber sea meramente posible, ese
elemento debera haber sufrido ciertas deformaciones, que lo haran apto para ser ensefiado. El
saber-tal-como-es-ensefiado, el saber ensefiado, es necesariamente distinto del saber-
inicialmente-designado-como-el-que-debe-ser-ensefiado, el saber a ensefiar (...). El saber
ensefiado debe aparecer conforme al saber a ensefiar.” (Chevallard, 1991, pp.16-17).
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Asi, cuando se construye el saber sabio, este se encuentra personalizado por el
investigador y contextualizado por las situaciones y problemas que se han estudiado
(unas veces son de la vida real y otras veces surgen del propio saber matematico y sus
relaciones). Sin embargo, el productor del saber, el investigador, cuando lo comunica, lo
despersonaliza y lo descontextualiza, quedando oculto todo este proceso de generacion.
Este se comunica de manera limpia, secuenciada.

Cuando el saber se encuentra constituido, las transformaciones, reformulaciones,
generalizaciones y aplicaciones que sufre, algunas veces pueden hasta hacer que pierda
su identidad. Algunas veces, los saberes son destruidos sea porque se identifican con
otros saberes ya conocidos, o bien, porque se incluyen en saberes mas fuertes, o, porque
simplemente se olvidan. El trabajo del profesor es, en cierta medida, inverso al del
productor del saber, debe producir una recontextualizacion y una repersonalizacion de

los conocimientos. Al respecto, cabe sefialar la siguiente reflexion de Chevallard:

“Es muy necesario que el proceso de aprendizaje sea secuencial: pero el orden de aprendizaje no
es isomorfo en relacion con el orden de exposicion del saber; el aprendizaje del saber no es el
calco del texto del saber” (Chevallard, 1991, p.74).

Tengamos en cuenta que estos conocimientos van a ser los conocimientos del
alumno, es decir, una respuesta natural a las condiciones particulares y personales que
son indispensables para que los nuevos conocimientos tengan sentido para el estudiante.
Cuando el estudiante se ha apropiado de los nuevos conocimientos con sentido y ha
adquirido un cierto dominio de ellos, debe re-descontextualizar y re-despersonalizar sus
nuevos conocimientos e identificarlos con los existentes en la comunidad matematica
cientifica. Es por ello necesaria la transformacion/adaptacion de los contenidos de saber
para constituirse en objetos de ensefianza, evitando, de algun modo, la ilusion de
transparencia en la ensefianza de los objetos matematicos, implicando en ciertos casos la
creacion de diversos objetos a exigencia de este proceso, como fue el caso de los
diagramas de Venn en cuanto a la ensefianza de la teoria de conjuntos en la escuela
primaria (Chevallard, 1991).

En consecuencia, se hace necesario el estudio del resultado de la transposicion
didactica, que se plasma en los libros de texto, para asegurar que el proceso de
transposicion no lleva a desajustes entre el significado institucional de los objetos
matematicos y el plasmado en dichos textos.

Son varios los autores que, en nuestro grupo de investigacion han analizado los
libros de texto, utilizando elementos del enfoque ontosemiotico, con la finalidad de

establecer un significado de referencia en su trabajo, bien para la construccion de
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cuestionarios de evaluacion, o para el disefio de procesos de estudio. A nivel
universitario, destacamos los trabajos de Alvarado (2007) sobre el teorema central del
limite, Cobo (2003) y Mayén (2009) sobre las medidas de tendencia central, Ortiz
(1999) sobre conceptos probabilisticos y Olivo (2008) sobre intervalos de confianza.
Debido a la restriccion de longitud de la Memoria, no nos es posible describir con

detalle los anteriores trabajos.

2.3.2. ESTUDIO SOBRE LA PRESENTACION DE LA CORRELACION Y

REGRESION EN LOS LIBROS DE TEXTO

Una primera investigacion sobre el tema es la de Sanchez Cobo (1998), quien
analiza 11 libros de texto de tercer curso de Bachillerato, nivel en que en aquella fecha
se ensefiaba el tema. Para el analisis de la presentacidn tedrica se tiene en cuenta los
objetivos de los libros, la metodologia usada en la exposicion del tema, contenidos
matematicos presentados, numero de ejercicios y ejemplos y presencia de
consideraciones historicas. Se ofrece una taxonomia de definiciones y un analisis de las
demostraciones, tanto desde el punto de vista de la funcion que realizan como de las
componentes que la integran.

So6lo dos de los libros analizados presentan los objetivos; dos de ellos comienzan el
tema con exposiciones teoricas y el resto con ejemplos. Existe una presentacion basada
en el esquema teoria-practica, reforzada por la ubicacion de los ejemplos con relacion al
concepto que ejemplifican. Las definiciones son principalmente de tipo instrumental,
que pudieran transmitir la vision de las matematicas como conjunto de reglas y hechos a
ser recordados. Ademas, las demostraciones se presentan con una marcada funcién
explicativa y de conviccidn, obviando la necesidad de desarrollar en nuestros alumnos
la capacidad de argumentar de un modo légico.

Otra conclusion es que “apenas se presentan definiciones de tipo instrumental-
relacional” (Sanchez Cobo, 1998, p. 287) en los libros de texto, siendo en su mayoria
de tipo instrumental, pudiéndose con ello “transmitir una vision de las matemaéticas
como disciplina conformada por una coleccion de reglas y hechos que deben ser
recordados y que se refieren sobre todo al calculo” (Sanchez Cobo, 1998, p. 287).

Analiza con detalle los contenidos expuestos, indicando que so6lo tres libros
incluyen la diferenciacion entre dependencia funcional, aleatoria e independencia y solo
uno aborda el tema de la covariacion. La mayoria de los textos incluye la correlacion y
la covarianza pero hay cuatro que no diferencian entre correlacion positiva y negativa.

La mayoria de los textos incluye la diferenciacion de las dos rectas de regresion.
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Respecto al andlisis de ejercicios se estudia la distribucion de las siguientes
variables de tarea: Contextos utilizados, contenido matematicos, tipo de dependencia y
valor absoluto del coeficiente de correlacion. Entre los tipos de tarea se diferencia:
Célculo, interpretacion, representacion grafica, prediccion, comprobacién de
propiedades, comparacion de grados de asociacion y recogida y analisis de datos. Hay
un fuerte sesgo en estos ejercicios y diagramas de dispersion hacia la asociacién directa
y de fuerte intensidad. Se destaca la vertiente del ajuste de la recta de regresion
olvidando la problematica de la prediccion a partir de la misma. Asimismo es escasa la
discusion de los diferentes tipos de covariacion, falta de contextualizacion en los
gjercicios que, ademads, parecen pensados para ser resueltos con papel y lapiz y no
mediante el uso de las nuevas tecnologias.

Sanchez Cobo (1998) concluye que es de gran importancia ofrecer a nuestros
alumnos situaciones de aprendizaje que muestren la diversidad de tipos de covariacion
(dependencia, intensidad, signo), y que de algin modo contribuyan a eliminar las
concepciones erréneas que manifiestan nuestros estudiantes. De ello se deduce el
interés de presentar a los alumnos contextos y datos reales.

Como complemento a la investigacion desarrollada por Sanchez Cobo y cols.

(2000) encontramos la desarrollada por Lavalle y cols. (2006). Los autores muestran la

“necesidad de investigar acerca de cuales son los procesos de ensefianza que favorecen un
aprendizaje significativo para los alumnos.” [Su estudio supone] ““‘un punto de partida para el
analisis de como funcionan las actividades propuestas en la practica aulica y sus consecuencias
didacticas™ (Lavalle y cols., 2006, p. 404).

Las autoras analizan del contenido, precisando las nociones “que necesitan ser
incorporados al tratamiento de la regresion y la correlacion lineal para favorecer la
comprension” (Lavalle y cols., 2006), asi como los procedimientos con los que se
vincula, y sus relaciones entre ellos. Estos son:

Variable estadistica, tanto unidimensional como bidimensional: variable explicativa
(X) y variable explicada/respuesta (Y); Identificar las variables en estudio; Distinguir
entre una variable respuesta y una variable explicativa; Identificar las unidades de
medida; Calcular la media y la desviacion.

Datos bidimensionales que se tratan para ser comparados, analizados e interpretados,
es decir, pares ordenados que pueden ser representados mediante puntos del plano
cartesiano; Identificar los valores de las variables como pares ordenados; Graficar la
nube de puntos/diagrama de dispersion; Identificar si hay relacion entre las variables

a partir del gréafico (existe o no relacion, es lineal o no, etc.); Observando el grafico
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de dispersion de una relacion lineal, indicar aproximadamente qué tipo y grado de
relacién lineal existe (directa, inversa)

Gréfico de dispersidon o nube de puntos, representacion en un sistema cartesiano de
los datos.

Coeficiente de correlacion lineal, el coeficiente de correlacion lineal cuantifica la
asociacion o relacion lineal de dos variables; los procedimientos son: Calcular la
covarianza. Calcular el coeficiente de correlacion. Interpretar valores del coeficiente
de correlacion.

Recta de regresion, para obtener una relacion funcional entre las variables que
contemple la componente aleatoria y determinista del fendmeno de estudio. En
particular, el propdésito del andlisis de regresion lineal, es obtener un ajuste de la
variable respuesta/explicada (YY) mediante una funcién lineal;Verificar a partir del
gréfico la conjetura de relacion lineal entre las variables de estudio. Calcular los
coeficientes de la recta de regresion. Graficar la recta Interpretar los coeficientes de
la recta Observando la nube de puntos y la recta, indicar aproximadamente el grado
de relacion lineal existente.

Estimacion de los valores: una vez hallada la recta de ajuste minimo cuadratica,
seran estimados mediante la sustitucion en la recta de regresion obtenida de sus
correspondientes valores asociados en la variable explicativa (X). Si el valor de X
que serd sustituido en la recta de ajuste minimo cuadratica se encuentra en el rango
de valores observados de dicha variable, ocurre una interpolacion. Si el valor de X se
encuentra fuera del rango de valores, ocurre una extrapolacion; Calcular valores
estimados de y. Indicar graficamente el error de estimacion Interpretar el error como
desviacion

Las autoras analizan siete libros de texto, centrandose en: el enfoque con que se

presentan las nociones tratadas, el nivel de profundidad, si se deducen las formulas
referentes a las nociones del apartado anterior, el tipo de situaciones problematicas y si
se utiliza 6 se sugiere el uso de herramientas tecnoldgicas. Seis de los siete manuales

analizados introducen las nociones mediante problemas:

“Muestran una intencién explicita por desarrollar los conceptos, haciendo énfasis en la
construccion critica de las habilidades del pensamiento, no en el enfoque tradicional de la
ensefianza de la estadistica, donde se pone de manifiesto el interés por el manejo de formulas y
ecuaciones” (Lavalle y cols., 2006, pp.390-391).

Las situaciones problematicas que proponen los textos analizados presentan mayor

cantidad de actividades donde se utiliza la relacion lineal directa que la inversa. Y en
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cuanto al uso de los ordenadores como herramienta de trabajo, ningun texto propone

actividades para el uso de ordenadores. En cuanto al nivel de profundidad, se distinguen

cinco niveles:

1. Se trabaja de modo intuitivo sin formalizar ningdn concepto ni célculo. La
aproximacion se realiza mediante graficos y tablas de datos.

2. Se lleva a cabo un desarrollo profundo del tema, realzando los aspectos significativos
para la comprension

3. lgual profundidad que el nivel anterior, pero solo utilizando ejemplos y formulas.

4. Desarrolla el concepto de correlacion y de modo intuitivo la regresion lineal

5. Desarrollan los conceptos de correlacion, regresion lineal y coeficiente de
correlacion con buena seleccién de problemas y enfocados a la comprension.

En cuanto a la deduccion de formulas, sélo uno de los textos deduce la formula de
calculo de la covarianza aplicando propiedades de sumatoria, explicando que el método
para obtener la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de regresion tiene como
premisa minimizar la expresion del error del modelo. La deduccion de la formula de
calculo no se desarrolla, sino que el método se sustenta en un desarrollo gréfico.

Las autoras proponen realizar un nivel de ensefianza de tipo descriptivo, donde no
se pretende tratar las nociones de modelo ni de inferencia estadistica. Con un marcado
cuidado por disponer de informacion previa a la secuencia de ensefianza relativa a los
conocimientos matematicos y estadisticos de los alumnos (funcidén, ecuacion lineal,
variacion, etc.), y haciendo presente en su ensefianza los resultados de la literatura en
torno a los errores y dificultades del aprendizaje de los alumnos en cuanto a las
nociones de regresion y correlacion, sugieren una serie de actividades referidas al
tratamiento de datos bivariados, la relacion entre las variables y la nocién de correlacién
y la nocion de regresion basado en tres pasos fundamentales: (1) tratamiento intuitivo,

(2) aproximacion grafica y (3) analisis numérico.

2.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado un resumen de las principales investigaciones
relacionadas con las ideas previas y el aprendizaje de la correlacion y regresion y un
breve resumen de algunas investigaciones sobre libros de texto.

Aungue el estudio de la covariacién no ha tenido mucha relevancia en didactica de
la matematica, encontramos una amplia literatura en psicologia, que describe, en
general, el razonamiento covariacional, como una competencia fundamental para la

toma de decisiones. El analisis de las estrategias intuitivas de los estudiantes en la

35



36

CAPITULO 2
ANTECEDENTES

deteccion de la correlacion a partir de diversas representaciones muestra, por un lado, la
existencia de numerosas estrategias incorrectas; por otro, la de concepciones incorrectas
y sesgos en la deteccion de la correlacion.
Algunas de estas concepciones y sesgos son resistentes a experimentos de
ensefianza tradicionales e incluso a otros basados en el uso de tecnologia, por lo que
varios autores realizan sugerencias para una mejor ensefianza del tema. Podemos
destacar, entre otras, las aportaciones que varios autores han sugerido en cuanto a la
ensefianza de los conceptos de regresion y correlacién, como son la negociacion de
significados (Ballman, 1997; McClain y Cobb, 2001), el uso de proyectos de
investigacion (Groth y Powell, 2004), la inclusién en la ensefianza del AED

(Batanero, Estepa y Godino, 1991; Estepa, 1994; Batanero, Godino y Estepa,

1998), la simulacion (Ballman, 1997) y la utilizacion del desarrollo histérico de

estas nociones (Estepa y Sanchez Cobo, 1994).

Son pocos los estudios especificamente centrados en la presentacion del tema en los
libros de texto y ninguno de los encontrados hace un uso sistematico del enfoque onto-
semiético. De ello deducimos el interés de realizar un trabajo en que se profundice
sobre los tipos de problemas, lenguaje, conceptos, propiedades, procedimientos y tipos
de argumentos en el estudio de la correlacion y regresion, que es el objeto de nuestra

investigacion.



CAPITULO 3.

LA CORRELACION Y REGRESION
EN LOS LIBROS DE TEXTO

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analiza la presentacion de las nociones de regresion y
correlacion en dos libros de texto de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I, de
primer curso de Bachillerato. Se pretende que sus resultados, junto con el estudio
curricular expuesto en el Capitulo 1, y los antecedentes (Capitulo 2) aporten al profesor
informacién para el disefio del significado institucional pretendido. La importancia del
analisis de los libros de texto se debe a que nos permiten observar algunos resultados de
la transposicion didactica (Chevallard, 1991), es decir de los cambios que experimenta

el conocimiento matematico, cuando es adaptado para pasar a ser objeto de ensefianza:

“Para que la ensefianza de un determinado elemento de saber sea meramente posible, ese
elemento deberd haber sufrido ciertas deformaciones, que lo haran apto para ser ensefiado. El
saber-tal-como-es-ensefiado, el saber ensefiado, es necesariamente distinto del saber-
inicialmente-designado-como-el-que-debe-ser-ensefiado, el saber a ensefar (...). El saber
ensefiado debe aparecer conforme al saber a ensefiar.” (Chevallard, 1991, pp.16-17).

Cuando se construye el saber matematico, este se encuentra personalizado y
contextualizado por las situaciones y problemas que se han estudiado, pero el productor
del saber, al comunicarlo, lo despersonaliza y lo descontextualiza, quedando oculto este
proceso de generacion. Este se comunica de manera limpia, secuenciada y a veces, las

transformaciones que sufre, pueden hacer que pierda su identidad (Chevallard, 1991).

3.2. METODOLOGIA DEL ANALISIS

Se trata de una investigacién cualitativa, pues segun Kirk y Miller (1986), en ella se
incluyen ““la induccion analitica, el andlisis de contenido, la semidtica y ciertas
manipulaciones de archivos, informaticas y estadisticas” (pg. 10). Se mantiene una
concepcion global fenomenoldgica, que trata de identificar la naturaleza profunda de las
realidades (en este caso, el libro de texto) (Cook. y Reichardt, 2000). Segun las
clasificaciones recogidas en Bisquerra (1989), el proceso de investigacion seguido es
inductivo, pues partimos del examen de casos particulares y el objetivo es descubrir
generalizaciones a partir de observaciones sistematicas de la realidad. Es una
investigacion aplicada ya que esta encaminada a obtener criterios para el desarrollo

curricular. Es descriptiva, puesto que no se manipula ninguna variable, sino que se
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limita a observar y describir los fendmenos.

La muestra utilizada (Tabla 3.2.1) es intencional, por tanto no se aspira a
generalizar sino que se busca la comparabilidad y traducibilidad (Goetz y Lecompte,
1998), con lo que la responsabilidad de la generalizacion no esta en el investigador, sino
en el lector del informe resultante.

- La comparabilidad exige que el investigador use una terminologia y un marco
analitico normalizado. Las caracteristicas de la muestra y de los constructos
generados han de estar definidas con todo detalle para hacer posible la comparacion
de resultados con los de otros estudios relacionados.

- La traducibilidad es el grado en que los marcos tedricos y técnicas de investigacion
resultan comprensibles para otros investigadores de la misma disciplina o de otras

relacionadas.

Tabla 3.2.1. Libros de texto utilizados en el analisis

Cadigo Referencia

T1 Colera, J., Oliveira, M.J., Garcia, R. y Santaella, E. (2008). Mateméticas aplicadas a las
Ciencias Sociales I. Madrid: Grupo Anaya.
T2 Anguera, J., Biosca, A., Espinet, M. J., Fandos, M.J., Gimeno, M. y Rey, J. (2008).

Matematicas | aplicadas a las Ciencias Sociales. Barcelona: Guadiel.

Se ha realizado un analisis de contenido, que asume que un texto puede dividirse en
unidades que pueden clasificarse en un nimero reducido de categorias en funcion de
variables subyacentes y que permiten realizar inferencias sobre su contenido
(Krippendorff, 1997). De acuerdo a Ghiglione y Matalon (1989), se trata de un analisis
de contenido tematico, donde se recurre a la logica, y al conocimiento del investigador
sobre el tema para resumir el contenido del texto, definir categorias y verificar su
validez. Este conocimiento en nuestro caso lo hemos adquirido a través de la revisién
bibliografica y el estudio historico y matematico previo. El “enfoque ontosemidtico”
nos proporciona ademas una categorizacion de entidades matematicas que aportan
orientacion y concrecion al anélisis de contenido. Seguimos el mismo método utilizado
en la investigacion de Cobo (2003), el cual consiste en los siguientes pasos:

1. Seleccionados los libros, y el capitulo correspondiente a la correlacion y regresion, se
efectuaron varias lecturas cuidadosamente, para determinar los parrafos que
constituirian la primera unidad de analisis.

2. Mediante un proceso ciclico e inductivo se comparé el contenido de dichos parrafos

con los elementos de significado identificados en el significado de referencia, para
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determinar su presencia en los libros de texto. Estos elementos constituirian nuestras
unidades secundarias de anélisis.

3. Una vez que se llegd a una lista de los principales campos de problemas,
definiciones, propiedades, representaciones, procedimientos y argumentos presentes
en los libros, se procedid a analizar la forma en que se presentan y a buscar y
describir el ejemplo mas caracteristico, para cada posible presentacion,
seleccionando iméagenes para ejemplificar cada elemento de significado hallado.

4. Elaboracion de tablas que resuman los resultados y permitan obtener conclusiones
sobre el significado de referencia en los libros analizados.

Finalmente, se realiza una discusién de los resultados del andlisis en cada uno de

los elementos de significado, para contrastarlos con el analisis matematico llevado a

cabo en el Anexo 2. Con estos elementos podemos determinar el significado

institucional que servird posteriormente, junto con el andlisis de las investigaciones
previas (Capitulo 2), para construir un cuestionario de evaluacién del conocimiento

matematico para la ensefianza de la correlacion y regresion en futuros profesores.

3.3. SITUACIONES-PROBLEMAS

Como se expone en Godino (2002), los objetos matematicos emergen para dar
solucion a problemas compartidos en el seno de instituciones especificas. Por tanto, el
primer elemento analizado son las situaciones que dotan de sentido a estos objetos
matematicos y que se pueden presentar, bien como ejercicios 0 como ejemplos a lo
largo del texto. En su estudio, Sanchez Cobo (1998) estudia el contenido matematico,
centrandose en los aspectos procedimentales (construccion de la tabla de frecuencias,
calculo distribuciones marginales o condicionales, calculo de momentos, calculo del
coeficiente de correlacion, representacion grafica y célculo de los coeficientes de
regresion). No clasifica especificamente los campos de problemas, por lo que este sera
un punto original de nuestro trabajo.

Al analizar el significado de la correlacion y regresion en nuestro estudio (Anexo
2), se indico que, al estudiar la posible relacion entre dos variables estadisticas, las
principales preguntas del investigador son las siguientes: ¢Hay alguna relacion entre las
variables? ¢Es intensa o moderada? ¢Directa o inversa? ¢Puedo usar una variable para
predecir la otra? (Batanero, Diaz y Gea, 2011).

De las anteriores preguntas se derivan los campos de problemas que se proponen en

los libros de texto, aunque se suele facilitar la solucion o guiarla, de modo, que,
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generalmente, estos problemas se convierten en ejercicios. Nosotros no hemos
diferenciado entre problemas y ejercicios, pues al ser nueva la situacién para el alumno,
puede para él, constituir un verdadero problema. Se afiade el que denominamos PO,
relacionado con la organizaciéon de los datos. A continuacién se describen, haciendo

finalmente alusion a la diversidad de contextos expuestos en ellos.

Situaciones-problemas

P0. Organizacién de datos bidimensionales y representacion en el registro grafico
y tabular. Este campo de problemas incluye ejercicios o ejemplos que conducen al
alumno a representar los datos, asi como a la lectura de dichas representaciones (Figura
3.3.1). La organizacion y representacion de datos es un primer requisito para el estudio
de la correlacion y constituye en si mismo una situacion problematica, ya que hay mas
de una solucién posible. Esta categoria se puede relacionar con los contenidos
“construir la tabla de frecuencias de la distribucion bidimensional” y “representacion
gréfica del diagrama de dispersion” de Sanchez Cobo (1998), quien no considera otros
tipos de representaciones tenidas en cuenta por nosotros.

En los textos analizados hemos advertido una intencion de ejercitacion del alumno
en la representacion de los datos, desde el punto de vista grafico y tabular. Aunque el
texto [T1] describe a grandes rasgos como es una tabla de doble entrada, asi como su
representacion en un diagrama de dispersion, el texto [T2] se detiene mucho mas en este

aspecto, destacamos, a modo de ejemplo, en la Figura 3.3.1 esta intencionalidad.

5, Esbo histograma tridimonsio-
nal reprosenta loa dalos que
50 han oblenido al obsorvas
on 50 nifice menores da wn

4. Organiza la siguients dEstribuciin en una tabla de doble entrada: L
: ; " o fom) o Y= posc kgl
0.0, 10,09, (2,5, 9.2), (5.2, 8.1), (7.4, 6.8), (10,2, 5.9), (13,2, 5.8), (152 58 Chsarva dicho grafics y res
(175, 48), (202, 4.4), (219, 4.2), (248, 39), (280, 35), (30,0, &1} ponicky @ i SHpuspnios cuss-
(33,1, 3,00, (35,1, 2.7, (38,1, 2.8), (40,3, 2.5), (423, 2.0) bonad
— Representa o histograma tridimensional y la nube de punios delagisy. @ 25wl o8 la talla mis fre-
ribuscitn CLsn Gl ks Fas Gue

posan Mmends de 4 kgt
B iCuidl &5 ol peso mis

frocuente pars koS nifkos

G miden entre 55 om y |

63 cm? ¥ and
ol LHay algun nifio que mida 72 om ¥ Qub DeSe mencs de 4 kg?

Figura 3.3.1. Ejercicios de representacion tabular y gréfica de datos bidimensionales ([T2], p. 220)

P1. Analizar la existencia de relacion entre variables. Como se expuso en el
estudio historico, la correlacion y regresion surgen del trabajo de Galton para tratar de
medir la relacion entre caracteristicas fisicas de sucesivas generaciones de la misma
especie, problema que se extiende poco a poco al analisis de relacion entre diversas
variables estadisticas (Hald, 1998). Este campo de problemas aparece con frecuencia en
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los textos analizados, fue también considerado por Lavalle y cols. (2006) y podemos
asimilarlo al tipo de tarea “interpretacion” en Sanchez Cobo (1998). Las tareas que
principalmente se plantean siguen un proposito comun y es que una vez organizados los
datos y representados (grafica o tabularmente), en algunos casos se acompafie de una
reflexion sobre la dependencia funcional o estadistica de dichos datos, enfocado al
estudio de la dependencia lineal entre las variables, asi como sobre la intensidad de ésta.
Podemos subdividir este problema en los que se exponen a continuacion.

P1.1. Definir las variables que aparecen en un estudio estadistico bidimensional.
Este problema fue considerado en el estudio de Lavalle y cols. (2006) pero no por
Sanchez Cobo (1998). En el texto [T2] se propone una coleccion de ejercicios en que se
describe un supuesto estudio y se pide a los estudiantes indicar cuéles son las variables
estadisticas consideradas. Por ejemplo, “Duracion e importe de las llamadas telefonicas
urbanas efectuadas en una ciudad durante 24 horas” ([T2], p. 216).

P1.2. Deducir la existencia de una dependencia funcional o estadistica. Otro
problema es estudiar la existencia de una dependencia funcional o aleatoria, es decir,
diferenciar si existe 0 no relacion entre las variables (o bien hay independencia) y en
caso de relacién, decidir si a cada valor de la variable independientes corresponde un
unico valor de la variable dependiente (relacion determinista o funcional) o varios
(relacion estadistica o aleatoria). Por ejemplo, en el texto [T1] encontramos un problema
donde se pide, ademas de distinguir las variables de estudio, su posible dependencia, y
que se reflexione sobre si conforman una distribucion bidimensional ([T1], p.234).

P1.3. Determinar la intensidad de la relacién entre variables. Un segundo paso,
una vez detectada la relacion, es estudiar su intensidad, que variard desde el caso de
independencia hasta la dependencia funcional. ElI objeto matematico que permitird
deducir esta intensidad puede ser el diagrama de dispersion, y de forma mas precisa, la
covarianza y el coeficiente de correlacion lineal (Batanero y Diaz, 2008).

Las tareas planteadas sobre este punto se orientan preferentemente en determinar la
intensidad de la correlacion a partir del coeficiente de correlacion y se expone también
un procedimiento detallado para calcular el coeficiente de correlacion mediante una
calculadora. En ocasiones se trata de estimar dicho coeficiente a través de varios
registros como el grafico o tabular (Figura 3.3.2).
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10. Considera la distribucion de la siguiente tabla:
a) Dibuja el diagrama de dis-

- 2 2 2 |-
persion de la distribucion y o 2 2 2
describe el grado, el sentido ¥ 2 0 2 2 o 2
y el tipo de la comelacién
que se observa. X | 1 1 0 1 0 1
b) Calcula el coeficiente de ¥ 1 q 21779 P e |

Pearson.
¢) Relaciona los resultados obtenidos en los apariades anteriores.

Figura 3.3.2. Ejercicio de estimacién de la intensidad de la dependencia estadistica ([T2], p. 225)

P1.4. Determinar la direccion de la relacion entre variables. Un tercer problema,
para el caso de relacion lineal consistiria en estudiar el signo, determinando si la
relacién es directa (al crecer una variable crece la otra) o inversa (al crecer una la otra
disminuye). Hacemos notar que, en caso de relacion curvilinea (exponencial o

cuadratica, por ejemplo), este problema no tendria sentido.

P2. Predecir una variable en funcion de otra. Una vez detectada la existencia de
una relacion entre dos variables (problema de correlacion), interesa encontrar alguna
ecuacion gque nos permita obtener una de las variables en funcion de la otra (problema
de regresion), problema que tambien aparece en los libros de texto y se puede asimilar a
la categoria “prediccion” del tipo de tarea de Sanchez Cobo (1998). En los textos
analizados se plantean estos ejercicios. Se expresa la ventaja de disponer de las rectas de
regresion para obtener estimaciones, mediante el ajuste lineal a la distribucion
bidimensional, se introduce la nomenclatura y propiedades de las rectas de regresion y
los coeficientes de regresion. También este problema se suele descomponer en varios
subproblemas en los libros de texto en la forma que sigue.

P2.1. Analizar el ajuste lineal entre variables. En primer lugar es necesario decidir
si una recta seria un buen modelo matematico para describir los datos, punto que sélo se
considera el texto [T2], donde ademéas se proponen ejercicios al respecto. En ambos
textos, las tareas que inicialmente se plantean piden trazar a ojo las rectas, o
representarlas una vez calculadas. Se persigue generar una idea intuitiva del trazo de la
recta como “mejor” ajuste a los datos del diagrama de dispersion, sin detenerse
demasiado en la deduccion matematica de dicha recta, dado que aplicar el criterio de
minimos cuadrados requeriria del uso de derivadas parciales, que los estudiantes de este
nivel educativo no conocen. Sanchez Cobo (1998) no menciona esta actividad.

Los libros analizados presentan diferentes casos con correlacion positiva y
negativa, mas o menos intensa, asi como correlacion nula. Aun asi, destacamos algunas
diferencias: el texto [T2] presenta ejercicios de asignacion de una recta de regresion a
un diagrama de dispersion (Figura 3.3.3), que no se hace en el texto [T1]; y existe una
mayor cantidad de ejercicios puramente algebraicos (Figura 3.3.4) en el texto [T2] (2
ejercicios resueltos y 8 propuestos) que en el texto [T1] (2 ejercicios).
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15. Asocia razonadamente las |
siguientes rectas de regre- i
sién con las nubes de pun- e FEEEHITe
tos de las figuras. . e

- L
Bl EXLE . 0 0 0 e 0 - ... i
b) y=-x+4

.
c) y=2

al X bl X ¢ X

Figura 3.3.3. Ejercicio de analisis de regresién lineal, ([T2], p. 229)

16. Las rectas de regresion de Y sobre Xy de X sobre Y
de una distribucidn bidimensional son las siguientes:

y¥=091x -588 18. Las rectas de regresion de una distribuci6n bidimen-
x =085y +13 24 sional son las siguientes:

r: 0,83x-y=-097 s: x-0,58y=-0,28
Demuestra que res la recta de regresion de Y sobre
X'y que 5 es la recta de regresion de X sobre Y.

Calcula el coeficiente de Pearson de la distribucion.
Sal.; r=0879

Figura 3.3.4. Ejercicios de analisis de regresién lineal, ([T2], p. 230)

P2.2. Hacer estimaciones mediante el ajuste lineal entre variables. Una vez
calculada la recta de regresion, se plantean ejercicios de estimacion (Figura 3.3.5). Al
igual que es sugerido en Lavalle y cols. (2006), el céalculo de la estimacion lleva
asociado una reflexién en torno al valor esperado o promedio y el valor real, ya que
puede haber diferentes valores observados ([T1], pp. 231y 236).

EJERCICIOS RESUELTOS La recta de regresién es y = 0,06 + 0,119

1. la tabla adjunta da los Caln -
Calcdlala utilizando las formulas de la pdgina anterior),
Estimamos y - $(55) = 55

2 S Y para x=235 — y(55)=0,06 +0,119:-55=6.6
i (A 55 °C se alarga 6,6 mm).
o a
"I:""‘:l'l‘:“rq ARG, (mm) Estimamos x para y=4 — X(4) = (4-006): 0 119 = 33,1

0 0 | .

0 de 4 mm, hace falta una temperatura de 33,1 °C),

Las estimaciones son buenas porque la correlacién » = 0,9994 es muy

fuerte. Ademas, x;, =55 °C esta entre los valores manejados (entre 0 °C

¥ 75 °C) y lo mismo le ocurre a Yp = 4 mm

6 7 io se
‘ | No seria buena la estimacion para x, = 100 °C, y mucho menos para
9 X9 = 200 °C ‘ o

Figura 3.3.5. Estimacién mediante el ajuste lineal ([T1], p. 231)

En la Tabla 3.3.1 se clasifica el modo en que las situaciones problematicas se
presentan al alumno. El porcentaje de ejercicios para resolver es similar; y aunque el
primer texto ofrece mas ejercicios resueltos que ejemplos, las diferencias son pequefias.
Sanchez Cobo (1998) no realiza esta clasificacion en su estudio. En la Tabla 3.3.2 se
muestran los resultados del andlisis de los campos de problemas en los libros
analizados,. Los dos textos (aunque con diferente frecuencia) tratan todos los campos
descritos. Cabe advertir una diferencia ya que en el texto [T2] no se incluyen ejemplos o

ejercicios resueltos relacionados con la calculadora.

Tabla 3.3.1. Frecuencias y (porcentajes) de categorias de problemas en los libros de texto

T1 T2
Ejemplos 21 (17,5) 31 (26,3)
Ejercicios 82 (68,3) 81 (68,6)
Ejercicios resueltos 12 (10) 6 (5)
Ejercicios/Ejemplos resueltos con calculadora 5 4,2) 0 0)

120 118
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Tabla 3.3.2. Campos de problemas en los libros de texto

T1

T2

P0. Organizacién de datos bidimensionales en el registro grafico y tabular.

Ejemplos p. 226, 233 p. 216, 217, 218, 219(3),
220(2),

Ejemplo con p. 233

calculadora

Ejercicios® p.225(2), 227, 239(4), |p. 220(3), 225, 228, 232(2),

240

233(6), 234(4)

P1. Analizar la existencia de relacién entre variables.

P1.1. Definir las variables estadisticas | Ejemplos p. 216(2)

que aparecen en un estudio .

bidimensional. Ejercicios p. 238 p. 216(2)

P1.2. Deducir la existencia de una Ejemplos p.225(3), 226(3), p. 221(4), 222(3)
dependencia funcional o Ejercicios p. 225(2), 238(2) p. 221, 232(2), 233(2), 235
estadistica. Ejercicios resueltos |p. 234

P1.3. Determinar la intensidad de la Ejemplos p.226(2), 227 p. 222(2), 225
relacion entre variables. Ejercicios p.227, 229, 238 (5), p. 223(2), 225(2), 228, 229,

239(6), 240(7), 241(5)

230(2), 232(2), 233(6),
234(3), 235 (3)

Ejercicios resueltos

p.229, 234, 235, 237

p. 229, 230

Ejercicios resueltos
con calculadora

p.229, 235

P1.4. Determinar la direccion de la
relacién entre variables.

Ejemplo

p. 225, 226, 227

p. 223(2), 225,

Ejercicios

p. 225, 227, 238 (4),
239, 240(3), 241(2)

p. 223(2), 225(2), 229, 233

Ejercicios resueltos

p. 234

p. 229

P2. Predecir una variable en funcion de

otra.

P2.1. Analizar el ajuste lineal entre
variables

Ejemplos

p.226(3), 227, 232(3)

p. 223(2), 224(4), 227

Ejercicios

p. 225, 227, 238(2),
239(6),240(6), 241(4)

p. 223(2), 228(3), 229,
230(2), 232(6), 234, 235

Ejercicios resueltos

p.230, 231, 235, 236

p. 229, 230

Ejercicios resueltos
con calculadora

p.230, 235

P2.2. Hacer estimaciones mediante el
ajuste lineal entre variables.

Ejemplos p. 227

Ejercicios p. 239(4), 240(4), p. 228(3), 231, 233(4),
241(4) 234(3), 235

Ejercicios resueltos |p.231, 236 p. 231

Contextos

Chevallard (1991) indica que en el proceso de transposicion didactica, una vez
introducido un tema en el sistema de ensefianza, el dispositivo didactico pretende,
progresivamente, buscarle aplicaciones, que pueden no tener relacion con aquellas en
que originariamente se inicio el concepto. La funcidn que tienen es permitir finalmente
la recontextualizacion del saber.

Con objeto de analizar este punto, también tenido en cuenta por Sanchez Cobo
(1998), se han estudiado los contextos de aplicacion, encontrando una gran variedad,
tanto para el desarrollo del tema como para el planteamiento de ejercicios. Los hemos
clasificado en seis categorias: fendmenos bioldgicos (como la estatura de hijos —
estatura de padres, precisamente el problema que histéricamente dio origen a la idea de

regresion), educativos (notas de examenes: fisica-matematicas; matematicas-filosofia),

! Ejercicio = ejercicio, problema o cuestion con fines de ejercitacion.



TRABAJO FIN DE MASTER
MARIA MAGDALENA GEA SERRANO

deportivos (distancia del jugador — numero de encestes al jugar al baloncesto),
experimentacion en ciencias (aumento de peso de un animal — mg diarios de un
farmaco; alargamiento de una barra metélica — temperatura a la que se expone; altura
que alcanza una piedra y la fuerza con que se lanza), demografia-sociologia (renta per
capita — indice de natalidad) y economia (consumo de energia per capita y renta per
capita; kg de capturas de pescado y precio de subasta en la lonja). Hemos encontrado

también una séptima categoria “descontextualizados”.

Tabla 3.3.3. Contextos encontrados en el texto T1

Contextos Ejemplos Ejercicios en el Ejercicios resueltos Ejercicios propuestos al

desarrollo del tema finalizar el tema
Bioldgico p.225(1) p.225(2) p.238(2), 239(1), 240(1)
Ciencias p. 225(1), 227(1) p.225(3) p. 231(1), 234(1)  p.238(2), 239(2),
Demografia-sociologia p.225(1), 227(1) p.239(1), 241 (1)
Deportes p.226(1) p.225(2), 229(1) p.237(1)
Economia p.225(3) p.235(2), p.236(1) p.238(3), 240(3), 241 (2)
Educativos p.226(2) p.229(1) p.229(1), 230(1),

p.234(1)

Descontextualizados p.233(1) p.238(4), 239(4), 240(6),

241 (3)

Tabla 3.3.4. Contextos encontrados en el texto T2

Contextos Ejemplos Ejercicios en el Ejercicios Ejercicios propuestos al
desarrollo del tema resueltos finalizar el tema
Bioldgico p.216(2), 221 p.216, 220, 221(3), 228 p.232
Ciencias p.228 p.231 p.232(5), 233(3), 234(2)
Demografia-sociologia p.221 p.233
Deportes p.217, 220 p.216 p.232, 235(2)
Economia p.219, 221, 225, p.216(3), p.231, 233(2), 234
227
Educativos p.218, 219, 220 p.216(2), 221(2)
Descontextualizados p.219, 222(5), p.220(2), 223(2), p.229(2), p.229(2), 230(4), 232(7),
223(4), 224(4), 225(2), 228 230(2) 234, 235(2)

En las tablas 3.3.3 y 3.3.4 presentamos los resultados. La principal diferencia es que
el nimero de ejercicios descontextualizado es mayor en el [T2] (44,7%), mientras en el
[T1] es el 27,6%. En el estudio de Sdnchez Cobo (1998), el 31,7% de los ejercicios

estaba descontextualizado.

3.4. DEFINICIONES (CONCEPTOS)

De acuerdo a Godino (2003), las definiciones de conceptos son evocadas por el
alumno cuando realiza cualquier accion para resolver las cuestiones planteadas. Es por
ello importante tener en cuenta los conceptos que permiten caracterizar el objeto de
estudio en el sistema de practicas planteadas. Sanchez Cobo (1998) no diferencia entre
conceptos y propiedades, sino que engloba las dos categorias como “contenidos”. Antes

de exponer nuestros resultados, indicamos que el texto [T2] introduce la unidad
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recordando definiciones bésicas como: estadistica, poblacion, individuo, variable

estadistica (cualitativa, cuantitativa, continua, discreta) y sumatorio.

Variable estadistica bidimensional

El trabajo con la correlacion y regresion parte de la definicion de variable
estadistica bidimensional, pieza angular de todo estudio bivariado. Sdnchez Cobo indica
que algunos textos presentan dos variables estadisticas unidimensionales
separadamente, mientras otros incluyen la variable estadistica bidimensional pero no lo
estudia especificamente como contenido. En nuestro estudio, el texto [T1] prescinde de
esta nocidn, y tan solo incluye el uso de la distribucion bidimensional desde un enfoque
funcional, con fin utilitario. Por el contrario, el texto [T2] expone la finalidad de un
estudio bidimensional de modo claro y conciso al comienzo del tema y ofrece una

definicién mas formal (Figura 3.4.1):

ne al considerar conjuntamente dos variables estadisticas unidi-
mensionales X e Y, relativas a una misma poblacidn. Se repre-
senta por el par (X, Y).

_ﬁ Se llama variable estadistica bidimensional a la que se obtie-

Figura 3.4.1. Definicion de variables estadistica bidimensional, ([T2], p. 216)

Tabla de doble entrada

Sanchez Cobo indica que estas tablas se presentan asociadas a la definicion de la
variable estadistica bidimensional y su tratamiento es diferente en los libros analizados.
El texto [T1] da una definicion de la tabla de doble entrada y da sentido a las
frecuencias de ésta al finalizar el tema. Se presentan sélo cuatro (1 ejemplo a modo de
definicion, 1 ejercicio resuelto y 2 ejercicios propuestos) de un total de 24 tablas
expuestas en el tema (4 ejemplos, 6 ejercicios resueltos y 14 ejercicios propuestos).
Mayoritariamente se presentan tablas donde cada una de las variables que conforman la
variable estadistica bidimensional aparecen en una columna o fila y s6lo el 17% de las
tablas en el tema son propiamente de doble entrada.

En el texto [T2] se presentan 5 tablas de doble entrada (2 ejemplos de construccién
y 3 ejercicios propuestos) de un total de 20 tablas en el tema (1 a modo de ejemplo, 1
como ejemplo/ejercicio resuelto, 1 ejercicio resuelto y 12 ejercicios propuestos) lo que
supone 25% de las tablas. El texto [T2] ofrece un tratamiento méas apropiado de la tabla
de doble entrada como se puede observar en el planteamiento de ejercicios, en la
descripcion de los procedimientos de las diferentes representaciones graficas (véase la
seccion 3.7), o en el tratamiento de otros conceptos.
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Distribucion bidimensional

El texto [T1] define la distribucion bidimensional a traves de ejemplos, sefialando
que es el “conjunto de pares de valores (xl,yl),(xz,yz),..., (x,,y,)” (véase el ejemplo

presentado en la seccion 3.9). Por el contrario, el texto [T2] realiza una definicion mas
completa, indicando que se refiere al “conjunto de todos los datos procedentes de la
observacion de una variable estadistica bidimensional” ([T2], p.216).

Frecuencia marginal

Sanchez Cobo (1998) indica que este concepto se asocia a la distribucion
bidimensional, aunque en nuestro andlisis solo es tratado en el texto [T2] en la
construccion de la tabla de doble entrada, indicando que corresponde a la frecuencia

absoluta de las celdas de la ultima fila 6 columna de dicha tabla ([T2], p.217).

Distribucion marginal

El texto [T1] usa esta nocion sin una definicidn previa, a modo de etiquetado en una
tabla de frecuencias, potenciando el conflicto semidtico que se destacara en la seccion
3.9. Por su parte, el texto [T2] la define al margen y como complemento a la definicién
de frecuencia marginal del siguiente modo: “Cuando se estudian por separado las
variables unidimensionales X e Y que forman la variable bidimensional (X,Y), se habla
de distribuciones marginales.” ([T2], p. 217). Sanchez Cobo indica que este concepto se
asocia a la distribucion bidimensional para mostrar la forma en que se puede deducir

aquella, de variables estadisticas unidimensionales.

Dependencia funcional / aleatoria o estadistica/ independencia

De acuerdo a Sanchez Cobo (1998) este es un concepto fundamental, que permite
integrar la correlacion y regresion. Al contrario que en su estudio, los textos analizados
describen la relacion funcional, diferencidndola de la aleatoria o estadistica. En el texto
[T1], y a partir de un ejemplo, se asemeja la relacion funcional a la existencia de una

formula de célculo exacto de la variable dependiente y el caso contrario a la estadistica:

“Si lanzamos una piedra hacia arriba, llegara tanto mas alto cuanto mas fuerte la lancemos. Y hay
una formula que nos permite calcular, exactamente, la altura alcanzada en funcién de la velocidad
con que se lanza. Es una relacion funcional.

Las personas, en general, pesan mas cuanto mas altas son. Pero no se podria dar una formula que
permitiera obtener el peso de cualquier persona conociendo su estatura. La relacion entre las
variables estatura-peso es estadistica. Se dice que hay una correlacién entre ellas.” ([T1], p.225).
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En el texto [T2] se da una definicion mas formal (Figuras 3.4.2 y 3.4.3), haciéndose
mencion explicita a la nocion de independencia de variables estadisticas (véase la
Seccion 3.9, donde se hace también referencia a la nocion incorreladas).

s Entre dos variables estadisticas existe dependencia funcional . Enire dos variables estadisticas existe dependencia estadistica

'@ si estdn relacionadas de forma que sea posible determinar con ‘@ o correlacién cuando los valores que foma una de ellas estdn

B exactitud los valores que toma una de ellas a partir de los que B8 relacionados con los valores que torna la ofra, pero no de mane-
toma la otra. ra exacla.

Figura 3.4.2. Definicién de dependencia funcional y estadistica ([T2], p. 221)

% Dos variables estadisticas son independientes si no puede es-
W= tablecerse ninguna relacion entre los valores que toma una de
W allas y los que toma la otra.

Figura 3.4.3. Definicion de independencia ([T2], p. 221)

Coeficiente de correlacion de Pearson

El texto [T1] emplea esta nocion sin definirla (generando el conflicto que se
destacara en la seccién 3.9), no especifica su origen y utiliza la denominacién
“coeficiente de correlacion” (Figura 3.6.1). En la Figura 3.4.4 se presenta el modo en
que el texto [T1] introduce el coeficiente de correlacion a través de su formula, a partir
la cual serd sencillo posteriormente razonar que el signo de la correlacion y la
covarianza son iguales, puesto que las desviaciones tipicas siempre tienen signo
positivo. El texto [T2] se detiene mas en precisar la diferencia de medir
cuantitativamente la correlacién entre dos variables estadisticas y el caso en que
Unicamente se considere la correlacion lineal.

RECUERDA Correlacion

Lo desviacién tipica de una vorioble x se

i El valor de la correlacitn enire las dos vaniables de una distribucion
caloyia axl;

bidimensional viene dado por la expresion:

Ex? a &, esla covarianza
G = ‘J"_n_l_ =& rm—- o i o i
o, 0, o,, @, son las desviaciones tipicas de cada variable

Figura 3.4.4. Férmula del indice de correlacion, ([T1], p. 228)

Correlacion

Esta nocion se incluye en todos los textos del estudio de Sanchez Cobo (1998), asi
como en los textos que hemos analizado. En nuestro analisis observamos que la
correlacion es utilizada como sindnimo de dependencia estadistica, sin diferenciar que
las variables sean 0 no numéricas. Sin embargo, desde el punto de vista matematico, se
precisa que el término “correlacion” se aplica solo a variables cuantitativas. Solo el
texto [T2] hace mencion a la correlacion esplrea, a modo de anotacion al margen del
texto:

“Se dice que existe correlacién espuria entre dos variables estadisticas cuando éstas aumentan o
disminuyen de manera conjunta sin que exista una relacién causa-efecto entre ellas. Por ejemplo, es
muy posible que exista una cierta correlacion entre el nimero de restaurantes de una ciudad y el
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namero de profesores que trabajan en ella. Esto se debe a que ambas variables estan relacionadas
con el nimero total de habitantes de la ciudad.” ([T2], p.221)

Covarianza
La covarianza proporciona un primer coeficiente de asociacion para variables
cuantitativas y es presentado en los dos textos analizados de modo formal, al igual que

en la mayoria de textos del estudio de Sanchez Cobo (1998):

“La covarianza es la media aritmética de los productos de las desviaciones de cada par de datos
respecto de sus medias” ([T2], p.235)

Cx, ¥

Figura 3.4.5. Posicién relativa de los datos bidimensionales a las medias de cada variable
unidimensional que dividen el eje cartesiano en cuatro cuadrantes ([T1], p. 228)

Desde nuestro punto de vista, es necesario ofrecer al alumnado una formula clara,
ademas de exponer todas las expresiones equivalentes, al menos aquellas que se
pretendan utilizar a lo largo del texto (en la seccion 3.9 se sefialard un conflicto
semiotico relacionado con este aspecto). Destacamos el tratamiento que el texto [T1]
ofrece a la construccion de esta nocion, mediante la division en cuatro cuadrantes de la
nube de puntos por las rectas correspondientes a las medias de cada variable (Figura
3.4.5), ya que permite al alumnado desarrollar una comprension mas significativa.
Recordemos que este es el modo en que se razona el signo de la correlaciéon y la

covarianza en la propuesta didactica de Holmes (2001) (véase Anexo 2).

Regresion
Ademas de la definicién se introducen la recta y sus coeficientes. A diferencia de
los textos de Sanchez Cobo (1998), en el texto [T2] se define la nocidn de regresion y se

precisa con ello la finalidad del estudio de la regresion lineal:

“Al andlisis que pretende determinar la curva que mejor aproxima un diagrama de dispersion se le
llama regresion. En este libro estudiaremos el caso de la regresion lineal, es decir, la determinacion
de la recta que mejor aproxima una nube de puntos.” ([T2], p. 226)

Recta de regresion. Sanchez Cobo (1998) indica que en su estudio, el apartado
sobre la regresion se conforma principalmente alrededor de la determinacion de las dos

rectas. En nuestro caso, los libros analizados describen la recta de regresion de una

49



50

CAPiTULO 3
LA CORRELACION Y REGRESION EN LOS LIBROS DE TEXTO

manera practica, utilizando graficos en los que se representan conjuntos de datos
bivariantes, con ejemplos que muestran la distancia de los puntos de la nube a la recta
(Figura 3.4.6) asi como la tendencia de la variacion conjunta. Se destaca la diferencia
entre el valor observado o dato real (ordenadas del punto) y el predicho o dato tedrico
(punto sobre la recta). Se concluye mostrando la definicion de la recta de regresion de
modo formal, y su justificacion a través del método de los minimos cuadrados.
Coeficiente de regresion / pendiente de la recta de regresion. En los textos

analizados se presenta la definicién de la pendiente de la recta de regresién mediante su

formula m,, :G_xzv. En el caso del texto [T2] pasa muy desapercibida, como una
O

X

anotacion al margen con el fin de remarcar la propiedad de los productos de las
pendientes, pero en el texto [T1] si ocupa un lugar relevante. Hacemos notar la
imprecision en dicha definicion, dado que si disponemos de dos rectas de regresion (Y
sobre X y X sobre Y) el texto define a la pendiente de la recta de regresion de X sobre Y
como coeficiente de regresion de X sobre Y mientras que no guarda el mismo cuidado a
la hora de definir la pendiente de la recta de regresion de Y sobre X denominandolo tan
solo como coeficiente de regresion. En el estudio de Sanchez Cobo (1998) el coeficiente
de regresién sélo se incluye en la cuarta parte de los libros analizados.

o La recta que hace minima la suma L:J’r‘ tiene por ecuacion:

G\
7 T — )
F . ¥ i gz - e

5¢ llama recta de regresion de Y sobre X

|

| o o ¥ v

A la pendiente, ==, se la llama coeficiente de regresion.
Gl

i = diferencia entre las ordenadas
del punto v de la recta

Figura 3.4.6. Férmula de la recta de regresion de Y sobre X ([T1], p. 230)

Centro de gravedad de la distribucion bidimensional

La recta de regresion tiene la propiedad de pasar por el punto cuyas coordenadas
son las medias de las dos variables y que se es el centro de gravedad de la distribucion.
En los textos analizados esta nocion aparece como anotacion al margen, y el texto [T2]

lo denomina punto medio de la distribucion. Sanchez Cobo no analiza este concepto.

Diagrama de barras tridimensional
El texto [T1] realiza una aproximacion a este grafico desde un tratamiento
impreciso que se relatard en la seccion 3.9. En el texto [T2] se define propiamente un

diagrama de barras tridimensional como un grafico tridimensional utilizado para
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representar datos bidimensionales no agrupados en intervalos donde para cada dato se
levanta una barra de altura proporcional a su frecuencia absoluta (Figura 3.7.5). Snchez

Cobo (1998) no hace referencia a este diagrama.

Pictograma tridimensional
Soélo el texto [T2] define este grafico, que no aparece en el estudio de Sanchez
Cobo (1998) y es tratado como una variante del diagrama de barras donde cada barra es

sustituida por dibujos que representen las variables de estudio (Figura 3.7.6).

Histograma tridimensional

Con esta nocidn ocurre algo parecido que con el diagrama de barras tridimensional,
tampoco descrito por Sanchez Cobo (1998). El texto [T1] realiza una aproximacion a
esta nocién desde un tratamiento impreciso que se relatara en la secciéon 3.9. El texto
[T2] define propiamente un histograma tridimensional como un gréfico tridimensional
utilizado para representar datos bidimensionales agrupados en intervalos donde para
cada par de intervalos de clase se levanta un prisma de volumen proporcional a su

frecuencia absoluta (Figura 3.7.7).

Nube de puntos / Diagrama de dispersion

La nube de puntos o diagrama de dispersion es la representacion grafica mas
utilizada en el desarrollo de los temas de los textos analizados, siendo la representacion
en coordenadas cartesianas de una variable estadistica bidimensional (Sanchez Cobo,
1998). El texto [T1] (p. 226) la introduce con ejemplos en que se distingue la intensidad
y la direccionalidad de la dependencia entre las variables y se define como el conjunto
de datos de una distribucion bidimensional representados en un eje cartesiano. Esta
definicién se completa al final del tema cuando se introduce la tabla de doble entrada,
donde se advierte que la frecuencia absoluta de cada dato no tiene que ser
necesariamente uno. Asi, la representacion de cada dato debe “hincharse”
proporcionalmente a su frecuencia absoluta (Figura 3.9.3). La definicion que ofrece el
texto [T2] es més concisa dado que su construccion parte directamente de una tabla de
doble entrada en que las frecuencias absolutas de los datos no necesariamente son la
unidad. Sefialamos que en los textos analizados no se hace mencién a los diagramas de
burbuja por considerarse una extension de los diagramas de dispersion ([T1]) o bien

como diagrama de dispersion propiamente dicho ( [T2]) (Figura 3.7.8).
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En la Tabla 3.4.1 se presentan los conceptos incluidos en los libros analizados,
observandose unas definiciones mas precisas y completas en el texto [T2], mientras que
el [T1] suele usar los conceptos a partir de ejemplos Se observa alguna confusion, que

se detallara en el analisis de conflictos semioticos (seccion 3.9).

Tabla 3.4.1. Conceptos de los libros analizados

Conceptos T1 T2
Variable estadistica Usa sin definicion previa Define desde el comienzo
bidimensional
Tabla de doble entrada Presencia anecddtica; uso preferente  Mayoria de tablas de doble entrada

tabla dos columnas /filas
Distribucion bidimensional A través de ejemplos; posteriormente Definicidn mas precisa
como conjunto de puntos

Frecuencia marginal A partir de un ejemplo No define
Distribucion marginal Usa sin definicion previa Complemento de la definicion de
frecuencia marginal
Dep. funcional / estadistica Mediante ejemplo Mas formal
/ independencia Define independencia
Correlacién Sinénimo de dependencia y mediante Define incorreladas
férmula Correlacién espurea
Coeficiente de correlacion Usa sin definir Diferencia la correlacion lineal
No especifica su origen Referencia al origen histdrico
Covarianza Formalmente Formalmente
Mediante division del plano en
cuadrantes
Regresion Recta de regresion mediante ejemplos Recta de regresion mediante férmula
y férmula. Se precisa la finalidad
Coeficiente de regresion mediante Coeficiente de regresion como
férmula y de modo impreciso anotacién al margen.
Centro gravedad Anotacion al margen Anotacion al margen
Diagrama barras Definicidn imprecisa Define correctamente
tridimensional
Pictograma tridimensional Variante del diagrama de barras
Histograma tridimensional Definicién imprecisa Define correctamente
Diagrama de dispersion A través de ejemplos; diferencia Mas concisa
intensidad y signo Incluye el diagrama de burbujas

Incluye el diagrama de burbujas

3.5. LENGUAJE
Otro elemento de significado que analizamos es el lenguaje. Los estudiantes se
deben familiarizar con él dado que sirve para enunciar las definiciones y propiedades de

dicho objeto, asi como para representar los problemas y datos.

Términos

Encontramos una variedad de términos asociados a la correlacion y regresion, que
hemos dividido en dos grupos; por un lado los términos basicos que debe conocer el
alumno al iniciar el tema y por otro lado los términos especificos del tema. Ademas,

hemos considerado una clasificacion de términos coloquiales utilizados en los textos,
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gue aluden a términos especificos y que se utilizan como sinénimos de aquellos.
Presentamos a continuacion los términos que hemos encontrado.

Términos basicos: amplitud de intervalo, angulo entre dos rectas, area de un
rectangulo, area de un punto, bisectriz de dos rectas, coordenadas de un punto, dato,
datos no agrupados, datos agrupados, desviacion tipica, distancia, distribucion,
ecuacion, ejes cartesianos, estimacion, fiabilidad, frecuencia, frecuencia absoluta,
individuo, intervalo de clase, marca de clase, maximo, media aritmética, método de
reduccion al absurdo, minimo, muestra, ordenada de un punto, ordenada en el origen,
parametro, pendiente de una recta, poblacion, prisma, probabilidad, proporcionalidad,
recta, rectas coincidentes, rectas perpendiculares, subindice, sumatorio, tabla de datos,
tabla de frecuencias, tendencia, valor absoluto, valor de la variable, variable estadistica,
variable cualitativa, variable cuantitativa, variable cuantitativa continua, variable
cuantitativa discreta, variable unidimensional, varianza, volumen.

Términos especificos: centro de gravedad/punto medio de la distribucién
bidimensional; coeficiente de correlacion de Pearson; coeficiente de regresion;
correlacion; correlacion espuria; correlacion curvilinea; correlacion fuerte, débil o nula;
correlacion lineal; correlacion perfecta; correlacién positiva o negativa; covarianza;
diagrama de dispersion; diagrama de barras tridimensional; distribucion bidimensional;
distribucion marginal; frecuencia marginal; histograma tridimensional; incorrelada;
independencia; método de minimos cuadrados; nube de puntos; pictograma
tridimensional; recta de regresion; recta de regresion de Y sobre X; recta de regresion de
X sobre Y; regresion; regresion lineal; relacion/dependencia  estadistica;
relacién/dependencia funcional; tabla de doble entrada; valor esperado/prediccion;
variacion conjunta; variable bidimensional.

Términos coloquiales con significado matematico. En la Tabla 3.5.1 se presentan

los utilizados en los textos, junto al término matemaético al que hacen alusion.

Notacion simbolica

Las notaciones simbdlicas se utilizan para referirse a conceptos o propiedades. Tal
es su relevancia en la matemaética, que el simbolismo permite una comunicacion
comprimida entre individuos pudiendo trabajar a un alto nivel de complejidad dando
significado a los simbolos. En la Tabla 3 (Anexo 3) exponemos la simbologia utilizada
en los libros analizados. Al igual que Ortiz (1999) hemos encontrado notacién funcional

y el uso de subindices y superindices, que con frecuencia son variables.
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Tabla 3.5.1. Términos coloquiales con significado matematico en los textos

Tl Término coloquial Término matematico al que alude
Estatura normalita ([T1], p.225) Estatura media
Grosso modo ([T1], p. 226 y p. 231) Relacion estadistica y correlacion

Segun lo apretados que estén los puntos ([T1], p. 227)  Dispersion
Grado de "apretura” ([T1], p. 228)

A ojo ([T1], p. 230, p. 232, p. 238) Por aproximacion o ajuste

Rectas que "se acoplan bien" a la nube de punto ([T1], Ajuste lineal a la nube de puntos casi
p. 230) perfecto

La recta de regresion se amolda a la nube de puntos Ajuste lineal a la nube de puntos

([T1], p. 231)
Hinchar los puntos proporcionalmente a su frecuencia  Representar circunferencias con diametro

([T1], p. 233) proporcional a la frecuencia
"Buenas" estimaciones Estimaciones fiables

T2 Los puntos de la nube (...), estan completamente en Estan muy dispersos, (o bien) se aprecia
desorden. ([T2], p.222) gran dispersion en los puntos.

Expresiones algebraicas

En los textos analizados se incluyen numerosas expresiones algebraicas, es decir,
combinaciones de letras, numeros y signos de operaciones que permiten traducir al
lenguaje matematico expresiones del lenguaje habitual. Las letras suelen representar
cantidades desconocidas, que pueden ser variables o incognitas. Son frecuentes para dar
la férmula de la covarianza, los coeficientes de correlacion y regresion o la expresion de

la recta de regresion. En la Tabla 4 (Anexo 3) presentamos las méas destacadas.

Representacion tabular

De acuerdo a Ortiz (1999), las tablas estadisticas se usan con frecuencia para
presentar a los alumnos datos empiricos. Ofrecen una estructuracion particular del
espacio, una estructura soporte de relaciones, presentando una parrilla no de nimeros en
si mismos, sino de las relaciones entre las diferentes entradas en la tabla. En los libros
analizados la representacion tabular mas utilizada es aquella en la que cada fila/columna
de la tabla representa los datos relativos a cada uno de los individuos de la muestra.
Ademas es comun, avanzado el tema, que se vayan afiadiendo columnas segun la

necesidad de los célculos (calculo de la covarianza, correlacion lineal, etc.).

En cuanto a las tablas de doble entrada, el [T1] hace una breve descripcion de qué
son al finalizar el tema (ver Figura 3.7.1), pero no hace una descripcion o definicion
precisa y son pocas las actividades donde el alumno trate con tablas de doble entrada.
En concreto, dedica un ejercicio (resuelto) a estas tablas y propone dos ejercicios al
final del tema con la etiqueta “PARA PROFUNDIZAR”.
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Representaciones gréficas

La representacion gréfica alcanza un estatus privilegiado en el estudio de las
nociones de correlacion y regresion. Tal es su importancia que el modo habitual de
definir la correlacion es mostrarla mediante un diagrama de dispersion y a partir de €l
exhibir sus propiedades (intensidad y signo) y el modo habitual de tratar la regresion es
mostrarla mediante el trazado de la recta que mejor se ajuste a dicha nube de puntos. Se
presentan a continuacion las diferentes representaciones graficas que hemos encontrado:

Diagramas de dispersion o nube de puntos. Este objeto matematico se definio en la
seccién 3.4 y es la representacion mas comun, al permitir observar la intensidad de la
relacion (mayor o menor dispersion de la nube de puntos), si la relacion es o no lineal
(por medio de su tendencia) asi como el signo de la correlacién, en caso de relacion
lineal (ver Figuras 3.6.3 y 3.8.3).

Nube de puntos con recta de regresion afiadida: En general, los diagramas de
dispersion que se presentan vienen acompafiados de la recta de regresion, reflejando la
tendencia de variacion conjunta de las variables que conforman la distribucion
bidimensional (ver Figura 3.8.5).

Otros: Con menor frecuencia se presentan diagramas de barras o histogramas
tridimensionales, o graficos de burbuja (ver Figura 3.7.4, 3.7.5y 3.7.6).

3.6. PROPOSICIONES

Los libros suelen presentar proposiciones, que se refieren a atributos o
propiedades; son los enunciados que se realizan sobre un objeto matematico que
marcan las acciones que se realizan sobre él. Regulan las relaciones de este objeto con
otros y con ello se produce un enriguecimiento en su significado (Godino, Font,

Contreras y Wilhelmi, 2006). A continuacién describimos las mas importantes:

Organizacion de datos en representacion tabular

La suma de las frecuencias absolutas de una columna es la frecuencia absoluta del
valor de X correspondiente a esa columna. Esta proposicién junto con su analoga en la
variable Y permiten al estudiante comprender los conceptos de frecuencia marginal y
distribucion marginal. Esta proposicion se presenta Unicamente en el texto [T2] aunque
se utilice en el texto [T1] (ver seccion 3.9).

Los extremos de cada intervalo de clase sélo pueden pertenecer a uno de ellos.
Esta proposicion se presenta Unicamente en el texto [T2] en el procedimiento de
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agrupacion de datos en intervalos de clase (Figura 3.7.4).

Distribucion bidimensional

El centro de gravedad no tiene por qué ser un punto de la distribucion. Esta
propiedad de la media aritmética (que no es una operacion interna en el conjunto de
datos), supone una dificultad para algunos estudiantes (Cobo, 2003) y se encuentra en
los libros analizados.

Correlacion
Signo y rango de variacion de la correlacion. Para poder usar correctamente el

coeficiente de correlacion, se requieren una serie de propiedades sefialadas en la
mayoria de manuales del estudio de Sanchez Cobo (1998). En nuestro estudio, por
medio de ejemplos, los dos textos exponen el hecho de que la relacion entre las
variables puede ser funcional o estadistica (“Entre los casos extremos de dependencia
funcional e independencia existe una amplia gama de situaciones en que se da
dependencia estadistica o correlacion” ([T2], p.222)); positiva 0 negativa, atendiendo a
si un aumento de una variable implica un menor crecimiento de la otra variable
(correlacion negativa), y viceversa; asi como los casos de independencia y correlacion
perfecta (véase ademas la seccion 3.9). En ambos textos se ofrece el rango de valores de
dicho coeficiente para una intensidad alta o baja de la correlacion, pero sélo el texto
[T1] ofrece una formalizacion (Figura 3.6.1).

El coeficiente de correlacién, r, tiene las siguientes propiedades

| No tiene dimensiones. Es decir, no depende de las unidades en las

que S¢ EXpresen los valores de las dos vanables, Por mnto, si se nea

liza un cambio de unidades, el valor de F no vara

® El valor de r estd comprendido entre =1 vy 1

* 5i la comrelacion es perfecta (puntos de la nube alincados), enton

ces || 1, o= decir, r 1 o r=-]
= 5i la comelacion es fuerte, |r] es proximo a |

= Si la correlacion es débil, |r] es proximo a O

Figura 3.6.1. Propiedades del coeficiente de correlacion ([T1], p. 228)

Intensidad de la correlacion. Se suele poner ejemplos donde se enfatiza el hecho de
que diversas variables pueden tener correlacion mas o menos fuerte, siendo anecddtico
el texto [T1] cuando indica: “(...) Puede ser mas o menos fuerte segun lo apretados que
estén los puntos de la nube en torno a una recta” ([T1], p.227). Por el contrario el

tratamiento de esta propiedad es mas apropiado en el texto [T2] indicandose:

“Si tenemos en cuenta Unicamente el caso de la correlacién lineal, se suele considerar el Ilamado
coeficiente de Pearson.
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Para llegar a la expresion de este coeficiente debemos definir antes un nuevo parametro estadistico,
llamado covarianza,” ([T2], p.224).

Adimensionalidad del coeficiente de correlacion. Sanchez Cobo (1998) encontré en
su investigacion, estudiantes que pensaban que al realizar un cambio de origen o escala
en las variables, el coeficiente de correlacién podria cambiar. Es importante resaltar la

adimensionalidad de este coeficiente (Figura 3.6.1) algo que sefiala solo el texto [T1].

Regresion

La recta de regresion es aquella que hace minima la suma de los cuadrados de las
distancias de los puntos de la distribucion bidimensional. Una vez avanzado el tema, y
tras definir la covarianza y la correlacion, solemos encontrar la propiedad de que la
recta de regresion minimiza las distancias de dicha recta a la nube de puntos. En cierto
modo esta propiedad generaliza la equivalente de la media (la media es el valor que
minimiza la suma de distancias de los datos), puesto que, en realidad, para cada valor de
la variable independiente la recta de regresion proporciona el valor medio tedrico de los
valores de la variable dependiente. En ambos textos, y por medio del soporte gréafico, se
relaciona la distancia de cada punto de la distribucion bidimensional a una recta
cualquiera (Figura 3.6.3), evidenciandose el interés de hacer minima esta distancia,
sefialando el criterio de minimos cuadrados.

Las estimaciones obtenidas con la recta de regresion son aproximaciones. Ello es
debido a que, al contrario del caso de la dependencia funcional, para cada valor de la
variable independiente, en la dependencia aleatoria corresponden varios valores de la
dependiente, y el valor proporcionado por la recta de regresion es el promedio de todos
ellos. Sefialamos la advertencia que al respecto realiza el texto [T1] donde se indica que:

“Las estimaciones siempre se realizan aproximadamente y en términos de probabilidad: es probable

que si x = x, entonces y valga, aproximadamente, g/(xo) 7 ([T1], P.230).

Las estimaciones llevadas a cabo con la recta de regresion solo deben hacerse
dentro del intervalo de valores utilizados o muy cerca de ellos. La aplicaciéon mas
directa de las nociones de correlacion y regresion es la prediccion de una variable
respecto de otra. En ambos textos se advierte la importancia de esta propiedad, pues los
estudiantes podrian tratar de usar la recta para extrapolar, lo cual no es valido
matematicamente. El texto [T2] sefiala al respecto: “Las predicciones obtenidas para
valores proximos al punto medio de la distribucion son mas fiables que las obtenidas

para valores muy alejados” ([T2], p.227).
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La estimacion de cada una de las variables se realiza con su correspondiente recta
de regresion, es decir, las rectas no se obtienen despejando una de otra; aunque son
muchos los estudiantes que cometen este error. En ambos textos se incluye esta

advertencia (Figura 3.6.2).

ATENCION

La estimacién nyol se suele realizar,
como verds en la pégina siguiente, sobre
lo otra recta de regresién,

Figura 3.6.2. Advertencia sobre la existencia de dos rectas de regresion ([T1], p. 231)

Relaciones entre conceptos

Relacion entre el coeficiente de Pearson y la correlacion. Como se sefialé en la
secciéon 3.4, el texto [T2] distingue las nociones de coeficiente de correlacion de
Pearson y correlacion. Afiade a este tratamiento los enunciados de la Figura 3.6.3,

donde se ejemplifica tal relacion.

¥| i |
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Figura 3.6.3. Relacion entre el coeficiente de Pearson y la correlacion ([T2], p. 224)

Relacion entre signo de la correlacion y pendiente de la recta. Debido a su
expresion matematica, el coeficiente de correlacion tiene el mismo signo que los
coeficientes de regresion de las dos rectas. Ademas, intuitivamente es sencillo razonar
que si la relacion es directa (inversa), como se deduce del signo de la correlacion, la
recta ha de ser creciente (decreciente), por lo que su pendiente ha de ser positiva
(negativa).

El angulo formado por las rectas de regresion X sobre Y e Y sobre X informa sobre
la intensidad de la correlacion. Esta es una propiedad de interés porque relaciona
propiedades geométricas con la regresion y correlacion, ya que el coseno del angulo de
las dos rectas es el coeficiente de correlacion. Sanchez Cobo (1998) indicé que los
estudiantes tienen dificultad para comprender esta propiedad. Es por medio de ejemplos
como el texto [T1] relaciona la posicion de las rectas de regresion en cuanto a la
amplitud del &ngulo que éstas forman y la intensidad de la correlacion (véase Figura

3.8.3). El texto [T2] no explicita tal relacion.
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Relacion entre centro de gravedad y recta de regresion. En ambos textos se sefiala
que el centro de gravedad de la distribucion es un punto de cada recta de regresion. Se
remarca la representacion de este punto en el diagrama de dispersion, y se evidencia que
el centro de gravedad es la interseccion de las dos rectas de regresion graficamente,
aungue no se llega a demostrar.

Relacion entre dispersion de la nube de puntos e intensidad de la correlacion.
Cuanto mayor es la dispersion menor es el valor del coeficiente de correlacion y
viceversa. Esta propiedad se incluye en el texto ([T1], p.226) mediante ejemplos.

Relacion entre dispersion en la nube de puntos, recta de regresion y covarianza.
Los libros analizados relacionan la dispersién de la nube de puntos y la covarianza
mediante el uso de un grafico auxiliar en que se representa el area de cada uno de los
rectangulos que se pueden formar para cualquier dato bidimensional (ver Figura 3.8.2)
haciéndose indicar que atendiendo a la posicion de cada dato bidimensional, el area
resultara positiva o negativa siendo cada uno de éstos valores un sumando de la formula
de la covarianza. Continuando con la lectura del grafico, se indica que si los datos
bidimensionales se ajustan a una recta de pendiente positiva, los sumandos en la
férmula de la covarianza corresponderan a calculos de areas positivas pertenecientes a

datos en el primer y tercer cuadrante (cuadrantes formados a partir de las rectas

perpendicularesX=X e y :§) y por tanto la covarianza sera grande.

El producto de los dos coeficientes de regresion es r’. Este enunciado lo
encontramos en ambos textos y es demostrado mediante una igualdad algebraica.
Relacion entre las estimaciones realizadas mediante la recta de regresion y el
coeficiente de correlacion. En ambos textos se sefiala que las estimaciones que se
realicen con la recta de regresion seran mejores cuanto mayor sea el valor absoluto del
coeficiente de correlacion. A esta propiedad, el texto [T2] afiade la importancia del
tamafo de la muestra dado que: “La fiabilidad de una recta de regresién es mayor

cuanto mayor sea el niumero de datos considerados para calcularla.” ([T2], p.227).

En la Tabla 3.6.1 presentamos las proposiciones encontradas en los textos
analizados. Observamos en los dos textos gran cantidad de proposiciones y relaciones,
aunque el primer texto no incluye las relacionadas con el resumen de los datos. Las

propiedades presentadas en los dos textos son muy similares.
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Tabla 3.6.1. Proposiciones en los libros analizados

Conceptos Propiedades/relaciones T1

Organizacién de datos ~ Suma de frecuencias absolutas fila o columna y frecuencia
(tabular) marginal.
Extremos de intervalo de clase.
Distribucion Centro de gravedad puede no ser punto de la distribucion
bidimensional
Correlacién Signo y rango de variacion.
Intensidad.
Adimensionalidad.
Regresion Recta minimos cuadrados.
Las estimaciones son aproximaciones.
Las estimaciones deben hacerse en el rango de la variable.
Las estimaciones deben hacerse proximas al punto medio.
Dos rectas diferentes.
Relaciones Coeficiente de Pearson y correlacion.
Signo de correlacion y pendiente rectas.
Angulo de rectas e intensidad de correlacion.
Centro de gravedad y recta de regresion.
Dispersion de la nube e intensidad de la correlacion.
Dispersion, rectas y covarianza.
Producto de coeficientes de regresion
Estimaciones y coeficiente correlacion
Importancia del tamafio de la muestra.

XX XXXXX XX xXx Xd

Sin precisar

XXXXXXX X XXXXXX X

XX X X XX

3.7. PROCEDIMIENTOS

También hemos analizado los procedimientos, es decir, el conjunto de algoritmos,
técnicas de calculo, planificaciones de ejecucion, etc., que se presentan en los textos y
facilitan la resolucion de los campos de problemas analizados (seccion 3.3) ya que es
habitual proporcionar al alumnado modos de actuar ante las situaciones-problemas que
se pueden plantear. En los textos analizados encontramos los siguientes.

Representacion tabular de datos. Un primer paso en el estudio bidimensional seria
construir una representacion en la que se organicen los datos recogidos. El texto [T1]
plantea la ensefianza de la correlacion y regresion con el tratamiento de tablas en que las
variables se apilan en filas o columnas y se limita a describir la tabla de doble entrada,
propiamente dicha, al final del tema (Figura 3.7.1), Por el contrario, el texto [T2]
describe los pasos para construir una tabla de doble entrada, tanto para datos discretos

como continuos (Figura 3.7.2 y 3.7.3) y desarrolla el tema bajo su tratamiento.

e una varable, cuando el ndmero

!,[ e, enumerando los

== e J | E e daty T OF da. Pero cuando el namero de datos os grande,

wies bidimensionales, cuando hay

3 % 0 pocos pares de valores se procede como hemos hecho hasta ahora

s pone dos veces

enumerandaolos, Sialglin par esti repetic
Pero cuando el namero de datos es grande, se recurre a las tablas de
doble entrada

En cada casilla se pone ka frecuencia correspondiente al par de valores

a 2 i 5 que definen esa casilla, Por ejemplo, hay 11 individuos para o5 cuales

=0, p=1. Esdecr el par (0, 1) esth 11 veces

Figura 3.7.1. Representacidn tabular de distribucion bidimensional ([T1], p. 233)



TRABAJO FIN DE MASTER
MARIA MAGDALENA GEA SERRANO

Tablas de doble entrada para datos no agrupados i e

Los datos obtenidos al estudiar las variables X = numero de goles mar- KARL PEARSON
cados e Y = numero de goles recibidos, en 40 partidos jugados por el fico britdnico (1857-1836).

equipo campedn de la liga de fitbol sala, son:
quipe pe: iga Fue profescr de Ia Universidad de x 0,30 (2.4 (46 [68) (8 20) X Elaboramos a continuacidn la tabla de doble entrads
(5. 4), (4, 2), (6, 3), (4, 4), (3, 2), (6, 4), (3, 1), (4, 2), (4, 2), (6, 4, mmﬂ"mmﬁﬂ" L4 ! . 1 W0 | (tabla 3) siguiendo estos pasos:
on oy
4, 4,
(4.2). (5.3, @3 1, (2.2) (4, 3. 3. 1), (4.2, (6,9, 5.3, (1. 2. 5oty e tacaninmstignaisn %3 | 2 | 0 0 [ 0| 0| 2 — Consiimos una tabla con tanias columnas comd
(3. 3). (1. 1), (4, 2), (5. 3). (3, 2). (5. 3). (6. 4), (4, 2), (5, 3), (2, 1), sobre la aphicacion de los metodos. intervalos de clase hayamos tomado para X, y tanias
(3. 2). (6. 4). (5. 3), (4,2), @4, 2), (3,3). (3, 1), (2, 2), (6, 4), (5, 3) | sstadissoos enlabiologle. 5 R AT T filas como intervalos e clase hayamos lomado pa
Elaboramos Ia tabla de doble entrada (tabla 2) SIQUIENTO eSIOS PASOS: o geie e o e e o : ’“ ¥. En este caso, la labla constard de 5 filas y 5
importar G 4 1 ; ' codumnas,

— Construimos una tabla con tantas columnas como valores tome X :,[,m, SR e 5 0 4 i y 4

y con tantas filas como valores tome Y en la distribucion. 6.8 A continuacion, anotames, debajo de cada intervalo,

o 1 1 8 s

Si observamos los datos, X toma los valores 1, 2, 3, e = 3 & 5 € | Total 7 e 3 ° N o TR T o

4,5y 6, & Ytoma los valores 1, 2, 3y 4.En este caso, ¥ 810 : Contamos los datos de la distribucidn cuyos valores

la tabla constara de 6 columnas y 4 filas. 1 1 * 4 oo (@ s 9 0.].0 f0.f.2 | 8 5 de Xe Y pertenezcan, respectivamente, a cada inter:
e = lo considerade (frecuencia absoluta) y anotamos

Hallamos la frecuencia absoluta de cada par de o 2 a A6 o 0 15 Total 3 5 ] 8 4 25 k7

valores de la variable (X, Y). Para ello contamos el b @l nimera oblenido en la casilla corespondiente

numero de veces que se repite ese par de valores 3 o o 2 1 8 1 12 Whbel

en la distribucién y lo anotamos en la casilla corres-

pondiente 4 (I B 1@y s 7

Asi. por ejemplo, observa gue el par (5, 4) aparece una g g 3 9 12 9 ] 40

sola vez; el (4, 2), diez veces; y el (6, 1), ninguna.
W Tabia 2.

Figura 3.7.2. Construccidn de tabla de doble entrada (datos agrupados/no agrupados) ([T2], pp. 217-218)

Como anexo a la representacion tabular, aunque tan solo aparece en el texto [T2],
encontramos el procedimiento para agrupar los datos de la distribucion en intervalos de

clase (Figura 3.7.3).

Intervales de clase pars la vartable X Tomamaos coma ongen del primer intervalo un valor infe-
Buscamos el valer miskima (X, v of minime (x)que 1Or al manor de los valores que toma la variable X en la
toma X an la distribucidn, y calculamos su diferencia distribucion, por ajemplo el 0, y escribimos, de menor 8

mayor, los intervalos de clase.

Deciimos el numero de inervalos de clase an gue [0, 2). [2. 4). [4, 6), [6, 8). [8, 10)

Sgruparemas los datos (58 sulen tomar oalre 5 ¥ 101 Opgarva que los extremos de cada intervalo s6l0 pue-
4 .
En osi0 casc tomaremos, por egemplo, 5 intervalos. n perten s i -

9.9-05=04

Determinamaos ka amplitud de cada imenaio. Pars ello dai
oS U HISAERGEE Ky — K @0bre of nOmano de intena-  Calculamos el punto medio de cada intervalo de clase:

Io8 de clase y aproximamos of resultado Por eXCess: 15670
94 _1g8—2 ey
5 p Estos punios son ks marcas de clase.

Figura 3.7.3. Proceso de construccion de intervalos de clase para la variable X ([T2], p.218)

Representacion grafica de datos. Los graficos adquieren gran relevancia en la
ensefianza y aprendizaje de las nociones de correlacion y regresion. Se utilizan como
nociones en si mismas (seccion 3.4) y como medio de expresion para informar sobre el
grado, sentido y tipo de la correlacion asi como para el ajuste lineal entre las variables
de estudio. En cuanto a su construccién, el texto [T1] describe brevemente como se
construye el diagrama de dispersion para datos de frecuencia uno, indicando que cada
dato se corresponde con las coordenadas de un punto en el eje cartesiano, y alude, al
final del tema al modo de representar un diagrama de dispersion para datos de
frecuencia distinta de uno (Figura 3.9.3). Presentamos a continuacion (Figuras 3.7.4,

3.7.5, 3.7.6) los procedimientos que presenta el texto [T2].
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skt APEN B 1 CORRNS i wendal b siguler ln varabis
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Figura 3.7.4. Construccién de un diagrama de barras tridimensional y pictograma ([T2], p.219)
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o

Se suslen utilizar para representar datos agrupados en infarvalos. A modo
de sjemplo, cbsana los pasos que hemos seguide para elaborar al histo-
grama tridimensional correspondiente & oS datos de la tabla 3

— Represantamos unos ajes cartesianod an al aspacio.

— Marcamos én un oje |08 segmenios representativos de los intenalos
de clase en que hemos agrupado los valores que toma la variable X
Andlogamenta, efectuamos el mismo proceso en el olro oje para la
wariable Y.

— Sobre cada uno de los rectinguios determinados por Un par 36 intar-
o e valos de clase, uno de X y ofro de ¥, v levantamos un prisma de volu-
Matsmitions min proporcional a la frecuencia absoluta de dicho par.

mumu-'

Figura 3.7.5. Construccion de un histograma tridimensional ([T2], p.219)

Diagramas de dispersiGn o nubes de puntos

Su_las variables X' e Y son cuantitativas, cada valor de |a variable bidimensional (X, ¥) 58 COMEsSpOnde CON un par de
numeros. Asi, los datos de una distribucidn bidimensional puaden representarse en UNos ejes cartesianos en ef plana,

¥
¥
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En el caso de datos no agrupados, suelen dibujarse En el caso de datos agrupados, se represantan en cada
puntos de drea proporcional a la frecuencia absoluta casilla determinada por un par de intervalos de clase,
u_e_cada par de valores que puede tomar la variable uno de X y uno de ¥, tantos puntos como indique la
bidimensional (X, ¥). frecuencia de dicho par de intervalos.

La gréfica muestra el diagrama de dispersién o nube  La gréfica muestra el diagrama de dispersicn o nube de
de puntos corespondiente a los dalos de la tabla 2. punios correspondients a kos datos de la tabla 3.

Figura 3.7.6. Construccién de una nube de puntos/diagrama de dispersion ([T2], p.220)

Uso de herramientas tecnoldgicas para el tratamiento de la correlaciéon vy
regresion. En los libros analizados se presentan los pasos necesarios para calcular
pardmetros estadisticos, el coeficiente de correlacion lineal y las rectas de regresion
mediante el uso de la calculadora. En la clasificacién de los campos de problemas de las
Tablas 3.3.1 y 3.3.2 se informa sobre la presencia de las actividades referidas
especificamente con el uso de la calculadora. En la Figura 3.7.7 se puede observar este

tratamiento en el calculo del coeficiente de correlacién lineal.

CON CALCULADORA
de la calculadora para tratamiento bidimensiona

* Preparacion

« Se borra todo lo que pueda haber en la memoria de cllen

res — = &

« Introduccion de un punto (X, ¥) = X L)

nds puntos tienen la misma se pueden introducin con

nente sin volver a repetir la a

amaoslo:

& SCION D DATOR EECOGIRA DE RESULTADOS
‘5 . (s (L [
3 3 3
o DU = <
1 - 1
' SwT 2.494
50 i -
6 i ! ST 258
= -
® ) ) (O ) 699
) 5.51
FRCIENTL I CE53)

Figura 3.7.7. Calculo del coeficiente de correlacién con calculadora ([T1], p. 229)

Ambos textos hacen alusion a la hoja de calculo, como herramienta para la
representacion grafica, y el tratamiento de la distribucion bidimensional y las tablas de

doble entrada. Ademas, en el texto [T2] se ofrece un enlace a la aplicacién Descartes:
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http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Variables_estadisticas_bidimensiona
les_regresion_correlacion/Indice.htm, (desarrollado por Leoncio Santos Cuervo para el
Ministerio de Educacion en el afio 2001), como unidad didactica con actividades y
aplicaciones interactivas.

Calculo de covarianza y /o correlacién. De modo informal se indica coémo puede
apreciarse la correlacion entre dos variables: “... la correlacion entre dos variables
(mas o menos fuerte, positiva 0 negativa) se aprecia mediante el grado de *““apretura”
de los puntos de la nube” ([T1], p.228). Aunque se utilizan mayoritariamente calculos
mediante formulas. En ambos textos se presentan ejercicios resuelto como modelo de
resolucion, contemplando ademas el texto [T1] el uso de la calculadora.

Calculo analitico de la recta de regresion. El procedimiento de calculo analitico
varia de un texto a otro. En el texto [T2] se utiliza mayoritariamente la sustitucion de la

pendiente y la ordenada en el origen en la expresion: y=A+B-x (Figura 3.7.8).

En el caso del texto [T1], se sustituyen los valores en la expresion de la recta punto-

pendiente: y = §+G—*§(x ~x).
O-X

En el ejemplo 2 ya calculamos los parametros x = 6,833; y = 4,833, Oy, = 0,559, 6,= 1,060 y o, = 0,626. Asi pues,
sustituyendo en las expresiones de los coeficientes A y B se obtiene la recta de regresion de Y sobre X:

o
A=y-—L¥=4833 0'559., 6,833=1491 B= 2% . 0559
a,” 06

{1,089 a2 (tosep A8 ¥ ha30,400%

Figura 3.7.8. Célculo de la recta de regresion de Y sobre X ([T1], p. 227)

Cabe hacer mencidn al procedimiento que sugiere el texto [T1] para el calculo de la
recta de regresion de X sobre Y (Figura 3.7.9).

La ecuacidn de la recta de regresion de X sobre ¥ es
G'\

=+ —= -7

O bien, despejando 3
: t‘j'|l
El niimeno 5z llaima coeficiente de regresion de X sobre ¥

Observa en la segunda ecuacion que este coeficiente no es la pen-
diente de la recta, sino su inversa.

Figura 3.7.9. Recta de regresion de X sobre Y ([T1], p. 232)

Resolucion de una tarea. Aungue no se trata propiamente de un procedimiento, en
el texto [T2] se resuelve una tarea en forma algoritmica, que hemos considerado de
interés incluirla como Anexo 4 por el modo en que se asemeja a la resolucién de un
proyecto que incluye el tratamiento de la correlacion y regresion.

Estimacién/Prediccion a través de la recta de regresion. En ambos textos se indica
el procedimiento para realizar estimaciones (Figuras 3.7.10 y 3.7.11).
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@} Sustituyendo x = B en la recta de rogresstn da ¥ sobre X, oblenemos s = 1,491 + 0480 . O = 5 BED s =6

b} Sustiuyendo = 35 on la rectn de regresidn do X sobro Y oblenemos § = -0,081 + 1,457 . 3.5 = 4,994 w8 =5

Figura 3.7.10. Prediccion de valores a partir de las correspondientes rectas de regresion ([T2], p. 227)

Estimamos y para x= 5% = §(55) = 0,06 + 0,119 - 55

Figura 3.7.11. Prediccion de valores a partir de las correspondientes rectas de regresion ([T1], p. 231)

Tabla 3.7.1. Procedimientos en los libros analizados

Procedimientos Tl T2

Representacion tabular  Ejemplo Ejemplos, Datos agrupados y no agrupados

Representacion grafica  Diagrama de dispersion Diagrama de barras tridimensional
Histograma tridimensional Pictograma tridimensional

Histograma tridimensional
Diagrama de dispersion bi y tridimensional

Herramientas Uso de calculadora en ejemplos  Procedimientos de calculo con calculadora.

tecnoldgicas 0 ejercicios resueltos. Hoja de Alusion a la hoja de calculo y unidad
calculo en un CD didactica en Internet.

Calculo covarianzay/o A mano y con calculadora A mano y con calculadora

correlacion

Caélculo recta de Férmula punto- pendiente Sustituyendo la pendiente y ordenada en el

regresion origen

Prediccion a través de  Sustituyendo en la Sustituyendo en la correspondiente recta

la recta de regresion correspondiente recta

Resolucién de un Planteamiento y resolucién de los pasos a

“mini” proyecto seguir en la resolucién de un proyecto sobre

correlacion y regresion.

En la Tabla 3.7.1 se presentan los procedimientos encontrados. Observamos que se
incluyen procedimientos relacionados con los diferentes conceptos y también el uso de

la tecnologia, e incluso en el texto [T2] un mini-proyecto.

3.8. ARGUMENTOS

Una caracteristica de los libros de texto, no sélo universitarios sino también de
bachillerato o secundaria, es la presencia de justificaciones, que se usan con fines de
verificacion, conviccion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento o comunicacion
(Sanchez Cobo, 1998). Los argumentos son utiles para validar y hacer comprensibles a
los estudiantes los procedimientos, propiedades, definiciones, asi como las
representaciones que se enlazan en la resolucion de problemas sobre las nociones de
correlacion y regresion. En el trabajo de Sanchez Cobo (1998) se recogen en todos los
textos al igual que en nuestra revision, y a continuacion los presentamos.

Al. Justificacion con ejemplos o contraejemplos. Es frecuente encontrar ejemplos
acomparfiados de argumentos que justifique su resultado y/o su aplicacidon. Destacamos a

continuacion algunos de éstos:
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Al.1. Justificacion de la representacion del diagrama de dispersion. Tan sélo el
texto [T2] se refiere a la tipologia de la variable en cuanto al diagrama de dispersion e
indica que: “Si las variables X e Y son cuantitativas, cada valor de la variable
bidimensional (X,Y) se corresponde con un par de numeros. Asi, los datos de una
distribucion bidimensional pueden representarse en unos ejes cartesianos en el plano”
([T2], p.220) afiadiendo posteriormente un ejemplo (ver Figura 3.7.7).

Al.2. Justificacion de la relacion entre la pendiente de la recta de regresion y
signo del coeficiente de correlacion. Por lo general, este tipo de argumentaciones
aparecen en ejemplos o ejercicios resueltos (Figura 3.3.4).

Al.3. Justificacion de la relacion entre dispersion de los puntos e intensidad de la
correlacion. Por medio de ejemplos de soporte grafico se justifica que cuanto mas
juntos estan los puntos en la nube de puntos, mas intensa es la correlacion en el ajuste
lineal ([T1], p.226). Sefalamos al respecto un ejercicio resuelto del texto [T2] (Figura
3.8.1) donde se pide asignar los coeficientes de correlacion a las nubes de puntos
representadas. En dicha resolucion, cada una de las asignaciones implica el uso de estos

argumentos.

il Gush el B (SIS CORTREICROEY O we O G PuDEE S8 purion 7 espical p gt
Al r= o R g r=a i = =R

Figura 3.8.1. Relacion entre la nube de puntos y el coeficiente de correlacion lineal ([T2], p. 229)

A2. Uso de propiedades de graficos auxiliares para apoyar una argumentacion
verbal o simbolica. También en el estudio de Sanchez Cobo (1998) se indica que los
gréficos se utilizan con frecuencia como ejemplos en la argumentacion, mas que como
gjercicios de representacion de datos. Suelen emplearse para el desarrollo de
explicaciones y “demostraciones” relativas a la correlacion y regresion, como son:

A2.1. Uso de la division del plano en cuatro cuadrantes mostrando graficamente la
relacion entre el signo de la covarianza, la forma de la nube, asi como la dispersion de
los puntos respecto a la recta de regresion. El texto [T1] relacionan estos tres conceptos
por medio del soporte grafico de forma similar a la realizada en Holmes (2001):
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Figura 3.8.2. Relacion covarianza, nube de puntos y recta de regresion ([T1], p. 228)

A2.2. Justificacion grafica de dependencia funcional o estadistica. En ambos textos
se utilizan representaciones graficas que facilitan la interpretacion de la dependencia

estadistica. El texto [T2] considera ademas la relacion curvilinea (Figura 3.8.3).
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Figura 3.8.3. Interpretacién grafica de la relacién entre variables ([T2], p. 222)

A2.3. Justificacion grafica de la intensidad, sentido y tipo de correlacion. En
ambos textos se utiliza una representacion gréafica que facilite la interpretacion de la
intensidad y sentido de la correlacion entre variables destacando el texto [T2] ya que

ademas presenta la correlacion curvilinea (Figura 3.8.4).

La rube de puntos se disiribuye  La nube de punios S0 distnibuye on
an oot i@ und Enaa recta BTG A Una curva no insal

Decimos que edste cormelackén  Decimos que oosie COMPElBcian
linpal oritr las varkables X g Y ourvilinss ontre las vanabses X o Y

Figura 3.8.4. Tipo de correlacion entre variables ([T2], p. 223)
A2.4. Justificacion grafica del significado del angulo que forman las rectas de
regresion X sobre Y e Y sobre X. Destacamos el texto [T1] donde por medio del soporte

gréafico se relaciona el significado de dicho angulo y su relacion con la intensidad del
coeficiente de correlacion (Figura 3.8.5).
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Posiciones de las dos rectas de regresion

» la cormelacidn es casi nula,

eclas forman un angulo moy

(Proxinme a S0

®m Si la correlacion es fuerne, el dngulo
que forman las dos recias s pegue
Py

Figura 3.8.5. Recta de regresién de X sobre Y ([T1], p. 232)

A3. Razonamientos verbales deductivos. Son la mayoria, como en el trabajo de
Sanchez Cobo (1998). Se trata, generalmente, de razonamientos no excesivamente
formalizados, que de forma deductiva justifican una propiedad. Se destacan:

A3.1. Justificacion de la intensidad de la correlacion. Se encuentran en el texto
[T2] vy se realizan desde el calculo del coeficiente de correlacién y en menor medida
con soporte grafico. En la Figura 3.8.6 mostramos un ejemplo, entre otros.
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Este resultado concuerda con la observacion del dia-
grama de dispersién de la distribucion

Figura 3.8.6. Justificacién e interpretacion del coeficiente de correlacion ([T2], p. 225)

A3.2. Justificacion de la distribucion marginal. Solo el texto [T2], y tras explicar la
construccion de una tabla de doble entrada (seccién 3.7), concluye que en la tltima fila
(o columna) se encuentran las frecuencias absolutas de la variable Y (o X).

A3.3. Justificacion de la prediccion mediante la recta de regresion. En el texto
[T2], y como motivacion al estudio de la regresion lineal, encontramos argumentos
como: “(...) es logico pensar que, si hay una curva en torno a la cual se agrupan los
puntos de un diagrama de dispersion, ésta ha de dar una aproximacién de los valores
reales (...)” ([T2], p. 226) (véase ademas Anexo 4).

A3.4. Justificacion del uso del método de minimos cuadrados. En el texto [T2] se
menciona la necesidad de utilizar un método alejado del subjetivismo de un trazado por
ajuste manual. Se justifica asi la ventaja de su uso ([T2], p. 226).

A3.5. Justificacion de la relacion entre la intensidad de la correlacién y bondad de
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las estimaciones realizadas con la recta de regresion. En los textos analizados es
habitual justificar la bondad de las estimaciones recurriendo a la intensidad de la

correlacion entre las variables de estudio (Figura 3.8.7).

Las estimaciones son buenas porque la correlacion r= 09994 es muy
fuente. Ademis, x, =55 °C estd entre los valores manejados (entre 0 °C

¥ 75 °C) y lo mismo le ocurre a ¥, = 4 mm.
No seria buena la estimacién para x, = 100 °C, y mucho menos para
x, = 200 °C,

Figura 3.8.7. Justificacién de la estimacion ([T1], p.231)

A4. Demostracion por reduccion al absurdo. En el texto [T2] se plantean y

resuelven tareas aplicando el método de reduccidn al absurdo (Figura 3.8.8).
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Figura 3.8.8. Resolucion de una tarea por el método de reduccion al absurdo. ([T2], p. 230)

En la Tabla 3.8.1 se presentan los argumentos encontrados, la mayoria de los cuales
se tratan de ejemplos y contraejemplos o bien graficos como soporte de argumentacion,
resultado también encontrado en otros trabajos sobre libros de texto, como los de
Alvarado (2007) sobre el teorema central del limite y Olivo (2008), sobre intervalos de
confianza. El texto [T2] incluye también argumentos deductivos e incluso presenta el
método de reduccién al absurdo a modo de procedimiento de un modo general. Es por

tanto mas formalizado en sus argumentos.

Tabla 3.8.1. Argumentos en los libros analizados

[Ey

XXXXXXX XX XXX

Argumentos

Ejemplos/ contragjemplos  Relacion dispersion-intensidad.
Relacion pendiente-signo correlacion.
Representacion diagrama de dispersion.

Graficos auxiliares Covarianza-diagrama dispersion-recta.
Dependencia funcional o estadistica.
Intensidad y sentido de correlacion.
Angulo entre rectas de regresion.
Tipo de correlacion

Verbales deductivos Intensidad de correlacién y estimacion
Distribucion marginal.
Recta de regresion para la prediccion.
Uso del método de minimos cuadrados.
Intensidad de la correlacion.

Reduccién al absurdo Como método general

X XX XX XX/
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3.9. CONFLICTOS SEMIOTICOS

En el analisis realizado hemos encontrado asignaciones imprecisas de significado,
susceptibles de provocar en el alumno un conflicto semidtico si el profesor no esta
atento al uso que de ellas pueda llevarse a cabo. A continuacion presentamos algunos.

Confusion de un concepto con su representacion tabular y/o gréafica. El texto [T1]
plantea la definicién de una distribucién bidimensional en dos momentos diferentes. En
primer lugar se le atribuye el significado a traves de una representacion grafica y tabular
(Figura 3.9.1), incitando al alumno a confundir su representacion (grafica o tabla) con el
propio objeto (distribucion). Mas adelante, se da una definicion verbal (Figura 3.9.2).
Desde nuestro punto de vista hubiese sido preferible completar la definicion inicial.

is de 12 estudiantes en Matemditicas ¥ en Fisica

Figura 3.9.1. (Texto T1, p. 226)

El conjunto de pares de valores (x. 1) (% 3)
ma distribucion bidimensional Si lr::L_'r;)l et it !',B:IL'. de valo-
res como las coordenadas de un punio, ¢l conjunto de 1ados elle :
liama nube de puntos o diagrama de dispersicn

Figura 3.9.2. (Texto T1, p. 226)

¥ ) ose lla-

5 S

Algo parecido ocurre con el uso de la nocién de distribucion marginal de X e Y,
donde se utiliza dicha nocién como simple etiquetado de una tabla de frecuencias y a
diferencia del caso anterior ni se define dicha nocion ([T1], p.237).

Aplicar inapropiadamente las diferentes representaciones graficas. Histogramas y
diagramas de barras tridimensionales. El texto [T1] describe cdémo representar
graficamente los datos de una tabla de doble entrada, pero no asigna un nombre que
permita identificar cada una de estas representaciones (Figura 3.9.3). Esto puede
confundir al alumno en el uso del histograma y del diagrama de barras tridimensional.
Suponemos que se esta graficando un histograma tridimensional, por la distancia que
deja entre las barras, pero la variable que se representa es cuantitativa discreta, y se
debiese haber dejado espacio entre éstas tal como corresponde a un diagrama de barras

tridimensional.
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La representacion grifica de estas distribuciones s hace

® Hinchando los puntos proporcional
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| O bien le
nales a la
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Figura 3.9.3. Representacion grafica de una distribucion bidimensional ([T1], p. 233)

Interpretacion demasiado generalizada del concepto de correlacion. En los textos
analizados se suele utilizar la nocion de correlacion como sinénimo de relacién
estadistica entre variables (véase la Seccion 4.4). En realidad, este término solo se aplica
a variables numéricas y el problema radica con el tratamiento de la correlacion lineal. El
texto [T1] no precisa la distincion entre correlacion y correlacién lineal y cuando las
variables no se encuentran relacionadas indica: “...Ia nube de puntos es amorfa y no
sugiere ninguna recta: no hay correlacion entre las variables (se dice que son
incorreladas)”. Se deja a cargo del alumno, como algo transparente, la diferencia entre
dependencia lineal y correlacion significativa. Todo esto nos hace pensar que la
confusion no proviene de un tratamiento generalizado de la nocion de correlacién sino
mas bien de una falta de significacion de esta nocion.

Imprecision en la definicion de los términos correlacion y regresion. En la
introduccién al tema en el texto [T1] se presenta brevemente el estudio que motivo la
creacion de las nociones de correlacion y regresion debido a Galton. La cuestion es que
no se hace alusién alguna al término correlacion, generando pues una imprecision en el

tratamiento de estas nociones como exponemaos a continuacion:

“Segln Galton, la estatura de los hijos regresa hacia la media de la poblacién. De ahi el término
regresion, que, desde entonces, se utiliza para designar una relacion estadistica cualquiera.” ([T1],
p.224)

Confusién en el tratamiento de la formula de la covarianza. Cuando se introduce la
covarianza de modo formal seria recomendable utilizar una formulacion clara, que si es
posible venga acompafiada de todas las expresiones equivalentes que se pretendan

utilizar en el texto. El texto [T2] utiliza la siguiente formulacion:

Z(Xi _;)'(yi —g)-nij ;Xi Yihy

i
o = _
v N N

_X-y

acompanada, tanto al margen como en el texto y al inicio de la unidad, de unas
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anotaciones para hacerla més entendible. EI problema radica en el texto [T1] porque al
rehusar del formalismo del sumatorio, se potencia un conflicto en el alumno en cuanto
al tratamiento de la formula de la covarianza. Se presenta asi un problema resuelto

(Figura 3.9.4) donde la notacion no clarifica el procedimiento.

EDBEE
_»., B B e o)

= (L6

Figura 3.9.4. Calculo del coeficiente de correlacion lineal ([T2], p. 224)

No se precisa la diferencia entre las dos rectas de regresion en cuanto a su uso en
la estimacion. Es de destacar el riesgo que conlleva realizar estimaciones de las
variables de estudio mediante una misma recta de regresion. Destacamos el
planteamiento que se lleva a cabo en un ejercicio en el texto [T1] donde se estima un
valor de y mediante la recta de regresion de Y sobre X y un valor de x con la inversa de
dicha recta. Es cierto que se lleva a cabo bajo una correlacion casi perfecta (r = 0°9994)
y que se advierte que las estimaciones de la variable independiente se suelen realizar
sobre “la otra recta de regresion” ([T1], p. 231), pero pensamos que la ingenuidad del
alumno traspasa las fronteras de estas advertencias incurriendo en los errores detectados

en las investigaciones detalladas en el Capitulo 2.

3.10. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

En este capitulo se ha llevado a cabo un estudio detallado de la presentacion de la
correlacion y la regresion en dos libros de texto publicados el afio siguiente a la
publicacién del Real Decreto de Ensefianzas Minimas (MEC, 2007b), los dos dirigidos
a la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales. Se parte de las premisas de que un
objeto matematico adquiere significado en el sujeto por medio de las practicas
significativas (operativas y discursivas) que realiza de modo activo y de que estas
practicas podrian estar relacionadas con las propuestas en los libros de texto. EI marco
tedrico EOS nos ha permitido describir la presentacion de estas nociones en los libros
de texto analizados de manera precisa utilizando para ello la clasificacion de elementos
basicos de significado (Anexo 1). A continuacion exponemos nuestras principales

conclusiones, todas ellas provisionales, y podrian interpretarse como hipétesis para un
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futuro estudio ampliado ya que la muestra de textos analizados es muy pequefia.

— Se puede valorar en los libros analizados una alta idoneidad epistémica ya que se
incluyen los principales objetos matematicos ligados a la correlacion y regresion; por
ejemplo, todos los campos de problemas identificados en el Capitulo 1, los conceptos
fundamentales y una amplia lista de propiedades, procedimientos y argumentos.

— Los conceptos se suelen presentar de forma préactica, tanto a partir de su formula,
como indicando su utilidad que se trataria de una definicion instrumento-relacional
segun Sanchez Cobo (1998), que en su estudio aparecia s6lo en una minoria de los
textos, por lo que pensamos que podria haberse dado una evolucion en el tipo de
definiciones presentadas en los Gltimos afos.

— La presentacion de los temas de estadistica bidimensional en los libros de texto, en
que tratan la correlacion y regresion, ofrecen una vision sesgada de sus diferentes
representaciones tratando mayoritariamente el registro grafico. Respecto al cambio
de representacion, generalmente se pide al estudiante pasar de un listado a un gréfico,
haciendo pocas actividades de traduccion de otros tipos de representaciones
consideradas por Sanchez Cobo (1998) o Lavalle y otros (2006).

— Hay una proporcién importante de ejercicios descontextualizados propuestos en los
libros de texto, que en uno de los libros se acerca al 40%. Se ignora asi la
recomendacion desde la educacion estadistica de dotar de sentido a los contextos y
no presentar la estadistica como una coleccion de recetas o formulas de célculo.

— La presentacion de algunas propiedades (o la ausencia de dicha presentacién) podria
inducir conflictos semi6ticos en los estudiantes. Algunos ejemplos de los mismos
seria confundir un objeto con su representacion grafica, confusion entre diagrama de
barra e histograma, o el diagrama de dispersion y el grafico de burbujas,
generalizacién demasiado amplia del concepto de correlacion o no diferenciar
convenientemente las dos rectas de regresion.

— Hay una preferencia por argumentos informales, basados en el uso de ejemplos-
contraejemplos y leguaje gréafico, igual que en otras investigaciones descritas

(Capitulo 2), lo que nos parece adecuado, dado el nivel de ensefianza.



CAPITULO 4.
CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

4.1. INTRODUCCION

Como punto final de este trabajo de Master, en este capitulo exponemos las
conclusiones sobre cada uno de los objetivos fijados y algunas ideas para continuar
nuestra investigacion y realizar la tesis doctoral.

4.2. CONCLUSIONES RESPECTO A LOS OBJETIVOS

En el primer capitulo de la Memoria se fijaron sus objetivos, indicando también
los capitulos en los que se trataba de lograrlos. A continuacion incluimos de nuevo estos
objetivos, para exponer las principales conclusiones alcanzadas sobre cada uno de ellos.

- O1. Analizar los contenidos sobre correlacion y regresion desde el punto de vista
elemental y descriptivo para identificar los objetos matematicos especificos en los
que se enfocara la evaluacion del conocimiento matematico para la ensefianza de los
futuros profesores.

Puesto que nuestro marco tedrico reconoce la diferencia y mutua relacion entre los
significados personales e institucionales de los objetos matematicos, y la relatividad de
dichos significados a las instituciones de ensefianza (Godino y Batanero, 1994; Godino,
2003) una tarea inicial en la investigacion es fijar el significado institucional de
referencia. Por esto motivo se realizé un andlisis detallado de los diferentes tipos de
objetos matematicos que se consideran en este enfoque, ligados a la correlacion y
regresion.

La principal conclusion obtenida es que, incluso desde el punto de vista elemental
y descriptivo, el estudio de la correlacion y regresion es complejo, debido a la
diversidad de objetos matematicos involucrados, que, ademas estan interrelacionados
entre ellos y con muchos otros objetos estadisticos y matematicos. Por un lado, la
correlacion y regresion se apoyan en el conocimiento previo de muchos objetos, como
los de variable estadistica, frecuencias y sus tipos, medidas de posicion central y
dispersion y gréficos estadisticos. Por otro servira de base al estudio futuro de una
amplia variedad de objetos estadisticos de amplia utilidad en la investigacion y la vida
profesional, entre los que destacan la correlacion mdaltiple y no lineal, el andlisis de
varianza y el andlisis multivariante. Estas conclusiones confirman el interés de un
estudio didactico del tema.

- 02. Analizar asimismo los contenidos curriculares del tema en el Bachillerato, que
también se desarrolla en el capitulo 1, donde ademas se extiende el analisis curricular
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a los estandares del NCTM vy el proyecto GAISE.

Respecto a este objetivo, hemos podido observar la similitud de contenidos en los
curriculos esparioles, respecto a los americanos, concretizados en los estandares del
NCTM(2000) y el proyecto GAISE (Franklin et al., 2007). Sin embargo, en estos
ultimos el tema se inicia en la educacion secundaria, aunque en Espafia se restringe al
Bachillerato. Ademas el analisis permitio delimitar la extension y nivel de profundidad
con que los objetos se presentan en el Bachillerato.

- 03. Profundizar en el marco tedrico que sera fundamento del trabajo de tesis futuro.
En el Anexo 1 se realiza un resumen extenso de los principales documentos
producidos en el Enfoque Onto-semiotico.

El marco teorico es potencialmente Util para nuestro futuro trabajo, como ya se ha
empezado a mostrar en esta Memoria. Por ejemplo, la tipologia de objetos se ha usado
para analizar los libros de texto y podra ampliarse, considerando los procesos
matematicos, asi como sus facetas duales. Ello nos permitira profundizar en el analisis
de los libros de texto presentado en esta Memoria, asi como en el disefio de
instrumentos de evaluacién y en el andlisis de respuestas con los mismos. Los
constructos “conflicto semidtico” e “idoneidad didactica” se han utilizado, aunque muy
someramente en la valoracion de los libros de texto. En el futuro el primero se utilizara
en la tesis para analizar las respuestas de los futuros profesores y el segundo, con mucho
mas detalle para analizar la idoneidad del cuestionario de evaluacion.

- O4.Realizar una revision bibliografica y clasificar la investigacion especifica
relacionada con el tema.

La principal conclusion obtenida de este estudio, que se recoge en el Capitulo 2,
es que apenas existen investigaciones centradas en el conocimiento de futuros
profesores sobre la correlacion y regresion (en ninguno de los componentes de dicho
conocimiento). Por ello pensamos enfocar la investigacion futura en este punto; en
particular analizando los componentes y facetas del conocimiento del profesor para
ensefiar el tema. Otras conclusiones se refieren a la diversidad de conflictos semioticos
ligados al tema y las variables didacticas de las posibles tareas en las situaciones-
problemas relacionadas que nos ayudaran a construir items para el cuestionario,
teniendo en cuenta estos resultados.

- O4. Realizar un andlisis del contenido que sobre correlacion y regresion se incluye
en dos libros de texto del Bachillerato de Ciencias Sociales.
Aunque muy limitado, debido al nimero de textos analizados, este estudio nos
permite aventurar algunas conjeturas, que deberan estudiarse en una muestra mas
amplia de libros. En primer lugar, al menos en los libros analizados, la presentacion del
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tema no es homogénea, por lo que, para el mismo curriculo, los estudiantes podrian
recibir una formacion diferente en funcion del texto utilizado.

Por otro lado, se han observados conflictos semioticos en los libros, en relacion a
algunas propiedades y representaciones graficas, que podrian extenderse a otros textos.
Es también demasiado alto el porcentaje de ejercicios y problemas contextualizado, lo
que no favorece la adquisicion de un razonamiento estadistico completo en los
estudiantes, al suprimir la parte interpretativa, que es la mas importante en modelos de
razonamiento estadistico, como por ejemplo, los de Wild y Pfannkuch (1999). Todo
ello nos da criterio para la mejora de los libros de texto y de la ensefianza del tema.

4.3. LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Puesto que la principal carencia observada en los antecedentes del tema es la
relacionada con los conocimientos y formacion de profesores, nuestra intencion es
continuar la linea de investigacion emprendida con un estudio sobre los conocimientos
del profesor en relacion con la correlacion y regresion.

Maés concretamente, como este tema se incluye actualmente en el curriculo de
Bachillerato nos interesaremos por los diversos componentes del conocimiento
matematico de los futuros profesores de este nivel educativo para la ensefianza de la
correlacion y regresion. La poblacion potencial seran los alumnos del Master de
Educacién Secundaria y Bachillerato, especialidad de Matematicas. Utilizaremos para
analizar y evaluar los componentes de dicho conocimiento, tanto el enfoque onto-
semidtico, y en particular, las categorias de componentes y facetas en el conocimiento
del profesor descrita por Godino (2009), como el modelo propuesto por Ball, Thames y
Phelps (2008).

El estudio realizado en esta Memoria de Master proporciona las bases de dicho
trabajo, en el que realizaremos, en primer lugar un estudio tedrico sobre las
componentes que deseamos evaluar. Seguidamente construiremos un cuestionario
valido y fiable que nos permite obtener la informacion necesaria. Dicho cuestionario
partira del significado de referencia pretendido, delimitado a partir del estudio
matematico, el estudio curricular y de libros de texto y las investigaciones previas.

Las investigaciones analizadas en esta Memoria de Master proporcionan,
asimismo, items que podrian adaptarse para el futuro cuestionario, que estara basado en
el conocimiento matematico especializado y ampliado del contenido, asi como en el
conocimiento del contenido matematico y los estudiantes.
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