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RESUMEN

En este trabajo presentamos algunos resultadosidtsedel analisis de un cuestionario pasado a
una muestra de estudiantes de secundaria, cor g@rgtendiamos estudiar el significado personal
que éstos asignan a los promedios. El cuestiopatibcompuesto por 9 preguntas abiertas (con 26
apartados en total) que los estudiantes debiarestant razonando sus respuestas. Mediante un
analisis multivariante se comparan los resultadoksl dos muestras, 168 estudiantes de 13 afios y

168 de 16 afos, asi como del conjunto formado Igota de los participantes en el estudio
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1.Introduccioén

Cuando queremos reflexionar sobre la dificultad ejueprendizaje de ciertos conceptos
tiene para los alumnos, es necesario comenzargoer lun analisis epistemoldgico de
su significado. Como indica Godino (1996§l 'problema de la comprension esta
intimamente ligado a cémo se concibe el propio con@nto matematico. Esta
explicitacion requiere responder a preguntas tatesno: ¢Cual es la estructura del
objeto a comprender? ¢ Qué formas o modos posikleshprension existen para cada
concepto? ¢Qué aspectos o componentes de los tosaeptematicos es posible y
deseable que aprendan los estudiantes en un momaemtcunstancias dadas? ¢ Cémo
se desarrollan estos component@sg. 418).

El propésitode nuestro trabajo es continuar nuestras investiges sobre las medidas
de posicion central (Batanero, 2000; Cobo, 198812Cobo y Batanero, 2000, Navas,
Batanero y Godino, 1997). Nos centraremos en ka ddemedia aritmética, que, aunque
aparentemente simple, tienen significadocomplejo. Siguiendo a Batanero y Godino
(2001; 2002) vamos a considerar las siguientedamhds primarias como constituyentes
del significado de la media:

1. Problemas y situacioneque inducen actividades matematicas y definen el
campo de problemas de donde surge el objeto. Unp&jeseria repartir una
cantidad en forma equitativa, que es el tipo délproa que hemos planteado en
este trabajo.



2. Procedimientos, algoritmos, operaciongsuando un sujeto se enfrenta a un
problema y trata de resolverlo, realiza distinipeg depracticas que llega a
convertir en rutinas con el tiempo. Practicas dar&ticas en la solucion de
problemas de promedios serian sumar una serie ldeesvay dividir por el
namero de sumandos.

3. Representacionemateriales utilizadas en la actividad matematiéan(inos,
expresiones, simbolos, tablas, gréaficos).

4. Conceptos y proposicionekas definiciones y propiedades caracteristicagsy
relaciones con otros conceptos.

5. Demostracionegjue empleamos para probar las propiedades detjpting que
llegan a formar parte de su significado.

2. Investigaciones previas

A pesar de ser uno de los principales concept@slisttos, este concepto no es bien
comprendido por los estudiantes. Por ejemplo, Beka Lima y Well (1981)
encontraron que las situaciones en las cualesksea#dcular una media ponderada y la
seleccién de los correspondientes pesos no soiméide identificados por los
estudiantes. Li y Shen (1992) indican que cuandal&ios se agrupan en intervalos, los
estudiantes olvidan con frecuencia que cada uresties grupos deberia ponderarse de
modo distinto al calcular la media, error que tambes encontrado por Carvalho
(1998). Cai (1995) encontr6 que mientras la mayddéaalumnos de 12-13 afios son
capaces de aplicar adecuadamente el algoritmo gadecalar la media, solo algunos
saben determinar un valor desconocido en un canjp@uefio de datos para obtener
un valor medio dado. Mevarech (1983) sugiere gaesgiudiantes suelen creer que un
conjunto de numeros, junto con la operacion medimética satisface los cuatro
axiomas de clausura, asociatividad, elemento neytedemento inverso. Batanero,
Godino y Navas (1997), observaron que los profssale primaria en formacion,
encuentran dificultades en el tratamiento de losscg valores atipicos en el calculo de
promedios, en identificar las posiciones relativls media, mediana y moda en
distribuciones asimétricas. Watson y Moritz (2008)alizan el significado intuitivo
dado por los nifios al término "promedio” y hallan gran nimero de nifios para los
cuales el promedio es simplemente un valor enrgt@ele la distribucion (es una idea
préxima al concepto de mediana). Estas investigasicse han centrado en puntos
aislados de la comprension, por ejemplo el calodbbcomprension de propiedades. En
nuestro trabajo estamos considerando los cince tipacomprension de nuestro modelo
tedrico.



3. El estudio

Nos basamos en los resultados de un cuestionasedpaa una muestra formada de
alumnos y alumnas de primer curso de Ensefianzan@amta Obligatoria, cuyas
respuestas se clasificaron teniendo en cuentadoseatos de significado de la media
que usaron los alumnos, Una vez recogidos los deg¢agalizé un analisis de contenido
de las respuestas dadas por los alumnos a caddeuaa preguntas planteadas en los
diferentes items de la prueba. Puesto que lasestgsueran abiertas, estas respuestas
no se limitan a dos opciones (correctas/incorrg¢ctia® que se pidid a los alumnos, al
justificarlas tenian libertad para emplear los reifides elementos de significado
previstos en el andlisis a priori de los items.

Definicibn de media XX |X[X[X]|X]|X]|X
De Definicion de mediana X
Definicibn de moda X
La media no conserva el conjunto numérico X
La media puede no coincidir con ningln dato X X
Todos los datos son relevantes al calcular la media X| X
La media no es una operacion interna X X
Los ceros afectan a la media X
Media de la suma X
La media es conmutativa X
La media no es asociacitva X
La media es un valor representativo X X
Suma de desviaciones a la media XX
La media y mediana sélo coinciden en distribucisiggtricas X
La mediana es robusta, la media no X
Hallar un valor representativo X X
Hacer un reparto equitativo X [ X X
Adivinar un valor probable

Estimar un valor desconocido a partir de variasidaesd
Calcular la media de datos aislados X X[X[X|[X|X
Calcular medias ponderadas X
Estimar la media de un gréafico X
Estimar la moda de un grafico X
Invertir el algoritmo de la media X X X
Construir unos datos de media dada X
Calcular la mediana de datos aislados X
Estimar la mediana de un gréfico X

Tabla 1. Significado evaluado en el cuestionario

La parte que presentamos del cuestionario conslasdg items que fueron comunes a
los dos grupos y que se presentan como apéndietigigzon en base a nuestro andlisis



tedrico previo del concepto y del estudio de lbsok de texto de secundaria (Cobo,
1998, 2001). Los items 1 y 2 se adaptaron de Waysbtoritz (2000); los 3, 4 de
Tormo (1993); el 6 de Gattusso (1996); el 7 de Kebramd Garfield (1992) y el 8 de
Zawojeswki (1986); el item 5 fue nuevo en esta stigacion. Los estudiantes
respondieron individualmente al cuestionario yesednimé a que diesen explicaciones
detalladas de sus respuestas. Presentaremos aguoalisis cuantitativo, dejando el
andlisis cualitativo para trabajos posteriores.

4. Resultados y discusion

En la Tabla 2 presentamos los resiultados porogu@btuvimos un coeficientes de
fiabilidad Alfa=0.78, que coincide con el coefidende generalizabilidad por item
(G=0.78) y un coeficiente de generalizabilidad patadiantes &0.98. Esto sugiere
gue nuestros resultados son mas generalizablesos ettudiantes (con los mismos
items) que a otros items (con los mismos estudgante

Edad 13 (n=168) | Edad 16 (n=144) |
Item| Porcentajé Desviacion tipicgPorcentaj¢ Desviacion tipica
Pla .63 48 .69 .46
P1l.b 27 A4 37 .48
P2.4 .14 .34 .34 .48
P2.b .12 .32 .38 .49
P2.c .36 .48 .33 A7
P3 .46 .50 49 .50
P4 .45 .50 .66 .48
P5.4] .38 .49 .38 .49
P5.b .22 42 .32 A7
P5.c .09 .29 .33 A7
P6.4 48 .50 .67 A7
P6.b 51 .50 .68 A7
P6.c .53 .50 .61 .49
P7 .39 .49 .67 A7
P8.4a .50 .50 .67 A7
P8.b 21 A1 .26 44
P8.c .04 21 .20 .40

Tabla 2. Porcentaje de respuestas correctas yad@aves tipicas por curso

Una prueba de Anova multivariantes (variable defgene: vector de respuestas en los
items) fue estadisticamente significativa ( LambdaNilk’s = .731; F=6.258; p-value
<.001) respecto a los factores curso y centrddfaaeatorio; Wilk's Lambda= .510;
F=3.127; p-value <.001) pero no respecto al géodas interacciones. Esto sugiere que
la comprension de los promedios crece con la edastriccion, aunque los resultados
no son homogéneos en los diferentes centros cespecto a los diferentes items.



La mayor diferencia se produjo en el item 7, quee§iere a propiedades abstractas de
los promedios (La media puede no coincidir con iamgalor de los datos; la media no
es una operacion interna; la media es un valoresgptativo), Item 4 (Suma de
desviaciones a la media; encontrar un reparto aoquot invertir el algoritmo de la
media), Item 6.a (invertir el algoritmo de la medianstruir una distribucion de media
dada) y 6.b (La media es commutativa), Item 8.dirftés la media a partir de un
gréfico), para el que un gran porcentaje de alundimsespuestas correctas después de
la enseflanza. Hubo también una mejora signifigaivlos items 2.b y 2.a (La media
no es asociativa; célculo de medias ponderada&s) T.c (La mediana es robusta; la
media no) 5.b (Calculo de la media a partir deslatslados), y 8.c (Estimar la moda de
un gréfico), aunque estos items todavia son dificdespués de la instruccion.

No hubo diferencias en 2.c (Media de la suma devdasbles), 5.a (Hallar el mejor
valor representante), e Item 3 (Hallar el mejorowakpresentante; Hallar un reparto
equitativo; Suma de deviaciones a la media), aueguestos dos items mas de la mitad
de los estudiantes de ambos grupos dieron respuast@ctas. Los resultadfos fueron
bastante pobres en los items 6.c (Al calcular ldien®dos los datos son relevantes; un
valor cero afecta a la media), Iltem 8.b (Estimamladia de un grafico) que no
mejoraron con la instruccion.
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Figura 1. Dendograma en el andlisis cluster



Hicimos un analisis cluster de las respuestas dtémss (correcta=1, incorrecta=0),
usando el coeficiente de correlacion como medidsimdditude y el método del vecino
mas préximo como método de aglomeracion (ver largi@). Los resultados sugieren
una estructura multidimensional, que coincide cone$perado en nuestro modelo
tedrico, segun el cual los estudiantes podrian cenger un componente del
significado de los promedios y no otros. Hay varbssters, generalmente soélo se
agrupan los subitems de un mismo item (e.g. 20a,22c; 1.a, 1.b; 6.a, 6.b, 6.c, 5.4,
5.b). Otros items permanecen aislados, inclus@ea de subitems del mismo item (e.qg.
en el item 7).

5. Conclusiones

Algunas investigaciones recientes tratan de desarifeeles de comprension de los
conceptos estadistico, en particular los promeWwatson & Moritz, 2000). Esta
investigacién se apoya en los marcos neopiagetianmrso el de Biggs and Collis
(1982, 1991), que usan las respuestas de los asteslipara clasificarlos en estados
discretos, dentro de un continuo unidimensionalndie reconocemos la importancia
de este tipo de investigacion, que usa muestrasampjias, y el interés que tienen al
proporcional al profesor criterios para organizairistruccion de un tema (como los
promedios) en los diversos niveles curricularesehms notar que los items usados por
Watson y Moritz no se basaron en un estudio epatagito previo y no evaluaron el
significado completo de los promedios.

Nuestros resultados se basan en un tipo mas valmadems que los usados en dicha
investigacion y sugieren una estructura mas compiejo lineal en la comprension de
los estudiantes. Incluso con una muestra modesatiabastante generalizables a otros
alumnos y el analisis multivariantes (no usado @wos investigadores) sugiere la
posibilidad de una estructura multifactorial enclamprension. Estos resultados se
confirmaron también en el analisis factorial y earélisis cualitativo de las respuestas,
gue muestra como diferentes alumnos usan una wdrideé elementos correcta e
incorrectamente para resolver la misma tarea. Eestrm modelo, comprender un
concepto es un proceso constructivo continuo en gueestudiante adquiere
progresivamente los diferentes elementos de sigwifi del concepto y los pone en
relacion. Esta comprension emerge de las pracsicgsficativas del estudiante en la
resolucion reiterada de problemas especificos dekeapto. Finalmente, nuestros
resultados sugieren el interés de continuar lastiy&cion sobre el significado y la
comprension de los conceptos estadisticos con ragesiayores de estudiante y con
diferentes items que tengan en cuenta la naturatenpleja de la estadistica y de la
actividad estadistica.

ANEXO. CUESTIONARIO



ftem 1. Un periodico dice que el nimero medio de hijosfporilia en Andalucia es 1.2
hijos por familia. a)Explicanos qué significa pdiraesta frase. b)Se han elegido 10
familias andaluzas y el nimero medio de hijos elasel0 familias es 1.2 hijos por
familia. Los Garcia tienen 4 hijos y los Pérezeied hijo, ¢ cuantos hijos podrian tener
las otras 8 familias para que la media de hijotasriez familias sea 1.2? Justifica tu
respuesta.

ftem 2. Maria y Pedro dedican una media de 8 horas cadadisemana a hacer

deporte. Otros 8 estudiantes dedican cada semanaeutia de 4 horas a hacer deporte.
a)¢,Cual es el nuimero medio de horas que hacentdemta fin de semana los 10
estudiantes? b) Maria y Pedro dedican ademas ldadia fin de semana a escuchar
musica y los otros 8 estudiantes, 3 horas. ¢Cud@l esimero medio de horas que

escuchan musica los 10 estudiantes? c)¢ Cudl $enianero medio de horas que estos
10 estudiantes dedican, cada fin de semana, estook actividades?

ftem 3. Cuatro amigos se retinen para preparar una cena.u@adde ellos trajo harina

para hacer la masa de las pizzas. Como querian ¢tw@ateo pizzas del mismo tamarnio,
los que habian traido mas harina regalaron a ledlguaban menos. ¢ La cantidad de
harina regalada por los que habian traido muchanfy®r, menor o igual a la recibida

por los que habian traido poca? ¢ Por qué piensas es

ftem 4. Tenemos seis nimeros y el mas grande es el 5. SeBnestos ndmeros y
dividimos la suma por seis. El resultado es 4.garece posible? ¢Por qué?

ftem 5. El peso en kilos de 9 nifios es 15, 25, 17, 1926618, 19, 24. a) ¢Cual es el
peso del nifio mediano? b) ¢Cudl es la medianalsiinmos el peso de otro nifio que
pesa 43 Kg.? c) En este caso, ¢ seria la mediaétddamun buen representante de los 10
datos? Razona la respuesta.

ftem 6. Lucia, Juan y Pablo van a una fiesta. Cada una lien cierto nimero de
caramelos. Entre todos llevan una media de 11 eoanpor persona. a) ¢ Cuantos
caramelos ha llevado cada uno? Lucia _ Juan _ Pd)IgEs la Unica posibilidad?
Explica cdmo has obtenido tus resultados, c¢) Umtowzhico llega a la fiesta y no lleva
ningun caramelo. ¢ Cual es ahora la media de cavarmet chico? Explica tu resultado.

ftem 7. Nueve estudiantes han pesado un objeto en la disgencias, usando la

misma escala. Los pesos registrados por cada astedien gramos) se muestran a
continuacion: 6.2 6.3 6.0 15.2 6.2 6.1 6.5 6.2 6.2. Los estudiantes quieren

determinar con la mayor precision posible el pesd del objeto. ¢ Qué harias para
calcularlo?

ftem 8. Observa este diagrama de barras que 5o -
muestra las ventas de bocadillos de la empresacoo
bocattadurante los Ultimos 6 meses del afio  so000
pasado: a) Da un valor aproximado del nUmer@coco

0




medio de bocadillos que se vende al mes; b) Dalor aproximado de la moda; ¢) Da
un valor aproximado de la mediana.
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