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RESUMEN

En este trabajo se trata de proporcionar algunasprgestas a las siguientes
preguntas: ¢Qué papel juega la Combinatoria en Rlolidad y en Matematica
Discreta? ¢Es la capacidad combinatoria sélo untrumeento matematico o es un
componente fundamental del razonamiento l6gico?yatdaiables de tarea que afectan
a los procedimiento y errores de los alumnos ables los problemas combinatorios?
¢ Como deberiamos considerar estas variables ennkefanza y evaluacion? Se
presenta, asimismo, un cuestionaro para evaluamekznamiento combinatorio y los
resultados obtenidos al aplicarlo a una muestrar@® alumnos de 14 y 15 afos. Esta
informacion puede ser util a profesores e investiggas en Educacion Mateméatica
interesados por el andlisis combinatorio.

La Combinatoria es un componente esencial de lemkica discreta, y, como tal,

tiene un papel importante en las matematicas eesolgn 1970, Kapur, para justificar

la enseflanza de la Combinatoria en la escuelaenitesas razones siguientes, que
todavia son validas:

« Puesto que no depende del Calculo, permite plaptediemas apropiados para
diferentes niveles; pueden discutirse con los absnproblemas aun no
resueltos, de modo que descubran la necesidagaentrevas matematicas.

+ Puede emplearse para entrenar a los alumnos emaeeacion, la realizacion
de conjeturas, la generalizacion, la optimizaci@h yensamiento sistematico.

+ Puede ayudar a desarrollar muchos conceptos, camodé aplicacion,
relaciones de orden y equivalencia, funcion, maestonjunto, subconjunto,
producto cartesiano, etc.

« Pueden presentarse muchas aplicaciones en difereantgpos, como: Quimica,
Biologia, Fisica, Comunicacion, Probabilidad, Tea& numeros, Grafos, etc.

La Combinatoria no es simplemente una herramieataattulo para la Probabilidad.
Segun Piaget e Inhelder (1951), si el sujeto ne@ampacidad combinatoria, no es
capaz de usar la idea de Probabilidad salvo ers as@xperimentos aleatorios muy
elementales. Mas aun, estos autores relaciongraléciedn del concepto de azar con la
idea depermutaciony la estimacion correcta de probabilidades codeslarrollo del
concepto deombinacién Si analizamos el uso del diagrama en arbol ebdbitidad y
Combinatoria, podemos también observar que hay retecion entre el espacio
muestral de un experimento compuesto y las oper@sicombinatorias. El inventario
de todos los posibles sucesos en dicho espaciotmraluesquiere un proceso de
construccion combinatorio, a partir de los suceslesnentales en los experimentos
simples.

Ademas de su importancia en el desarrollo de la gk Probabilidad, la capacidad
combinatoria es un componente fundamental del paesto formal. De acuerdo con
Inhelder y Piaget (1955), el razonamiento hipotétleductivo opera con las
posibilidades que el sujeto descubre y evallajio de operaciones combinatorias.
Esta capacidad puede relacionarse con los estddr®itos en la teoria de Piaget:



después del periodo de las operaciones formales,adellescente descubre
procedimientos sistematicos de construccion comniiga aunque para las
permutaciones es necesario esperar hasta la edaf déos. Para estos autores, la
combinacion supone la coordinacion de la seriacjoria correspondencia, la
permutacién implica una reordenacion respecto ssistema de referencia movil y
reversible; por tanto, las operaciones combinat®a@n operaciones sobre operaciones,
caracteristicas del nivel del pensamiento formal.

En resumen, como Fischbein (1975) sefiald, las ojp&es combinatorias suponen
algo mas una simple parcela de las MatematicageRBepman un esquema tan general
como la proporcionalidad y la correlacién, que egarrsimultaneamente a partir de la
edad de 12 o 13 afios. Sin embargo, los resultagléssdhbein (1975) muestran que la
capacidad de resolver problemas combinatoriosiemymse se alcanza en el nivel de las
operaciones formales, si no hay una ensefanzaigspe€ischbein y Gazit (1988)
estudiaron el efecto de la instruccién sobre laacaad combinatoria, descubriendo
que, incluso niflos de 10 afios, pueden aprendenadgigleas combinatorias con la
ayuda del diagrama en arbol. También analizardiifilzultad relativa de los problemas
combinatorios, en funcion de la naturaleza y el enande elementos que debian ser
combinados, identificando algunos errores tipicas l& resolucion de problemas
combinatorios simples.

En Espafa, la ensefianza de la Combinatoria en IBaatio ha estado separada del
resto de los contenidos curriculares, excepto ereseion con la Probabilidad. Esta
ensefianza ha estado centrada en el aprendizages dkefiniciones y formulas de las
operaciones combinatorias y en hacer ejercicios cdieulo con expresiones
combinatorias. La Combinatoria se considera difioil los profesores quienes, a veces,
han preferido omitir su ensefianza. En el nuevoiauum, la Combinatoria esta
practicamente eliminada, aunque se hace una timéheion al recuento y al diagrama
en arbol, en el bloque de Probabilidad.

Esta propuesta contrasta con los estandares del.NIC(1989), que presentan el
razonamiento combinatorio como una herramienta ptiesto que es la base de la
Matematica discreta, cuya ensefianza se pide cisteinsia (ver por ejemplo, Kenney y
Hirsch, 1991). Como consecuencia de las razonsgmalas, estamos convencidos del
interés de continuar e incluso ampliar la ensefiamza la Combinatoria.
Consecuentemente, comenzamos en 1991 un proyeatoaftigacion para evaluar la
capacidad combinatoria de los alumnos espafiolesogtran su mejora con la
instruccion. En este articulo presentamos un resuteenuestros resultados, haciendo
un énfasis especial en el analisis del cuestiormarédhemos construido, que podria ser
util a los profesores. Este cuestionario se prasemino apéndice, y serd empleado en
las discusiones y ejemplos de este articulo.

CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS COMBINATORIOS E
IMPLICACIONES EN LA EVALUACION

El papel de la resolucion de problemas en la evalida

De acuerdo con las tendencias recientes en Educkl@tematica, la Matematica no es
s6lo un lenguaje simbdlico y un sistema conceptsiah una actividad humana que
implica la resolucién de problemas socialmente @aigons. En Godino y Batanero
(1994) analizamos estos tres aspectos y, consecoente, enfatizamos el papel de la
Resolucion de Problemas en la ensefianza, apremdizajaluacion del conocimiento



matematico de los alumnos. De acuerdo con nuessitanyel sistema cognitivo de los
sujetos es una totalidad organizada y compleja. Mags a causa de la naturaleza
inobservable del conocimiento, la caracterizaciénlal capacidad de los alumnos,
respecto a un campo conceptual matematico, tal dar@@mbinatoria, debe realizarse
a través de un proceso de inferencia, a partisidetma de respuestas observables de
los alumnos a los problemas planteados.

Ademas de puntuar la correccion de la solucion.edaimos también evaluar las
estrategias de los alumnos, sus argumentos yplos tie error que manifiestan. El éxito
o fracaso en los diferentes items de una prueldrjgroestar relacionados entre si, ya
que se refieren a competencias similares. Por ddloemos concluir que las respuestas
de los alumnos tienen un caracter cualitativo, idioiensional e interdependiente. Esto
requiere enfocar el problema de la evaluacion debcimiento mateméatico desde una
nueva perspectiva, como indica Webb (1992) : "Hbrme comprehensivo del
funcionamiento de un individuo o grupo en la Mateoado en la aplicacion de la
Matematica." (pg. 662).

Mas aun, los items de los instrumentos de evalodoiiman una muestra del universo

de posibles problemas relacionados con los congafgointerés. Para minimizar los

errores incluidos en todo proceso de muestreoges, ara asegurar la fiabilidad y

validez de los instrumentos de prueba, la mueskgida de items ha de ser

representativa. Consecuentemente, el primer pas®d qEnstruir un instrumento es

caracterizar las principales variables de taredodeitems, de modo que podamos
seleccionar una muestra representativa, usandoicaonines adecuadas de los valores
de esas variables de tarea.

En los sucesivo vamos a considerar Unicamentertidgmas combinatorios simples de
enumeracion y recuento, en los que pedimos a loarals el inventario de todos los
casos posibles producidos por una cierta operacginbinatoria o el calculo, sin
enumeracion, del nimero de estas configuraciomesste Ultimo caso, si el alumno ha
estudiado Combinatoria, puede identificar la opéracombinatoria del enunciado, que
es una de las principales dificultades de los probs combinatorios, segun Hadar y
Hadass (1981). Si el alumno no estudié Combinafmeaiamente, podria encontrar la
solucion aplicando las tres reglas combinatoriasichd de lasuma, productoy
cociente Usualmente, la resolucion de los problemas regu#anbién un razonamiento
recursivo

Modelo combinatorio implicito en el enunciado deslgroblemas combinatorios
simples

Segun Dubois (1984), podemos clasificar las cordigiones combinatorias simples en
tres modelos diferentesSeleccion,que enfatiza la idea de muestremlocacion,
relacionado con el concepto de aplicaciGpayticion o division de un conjunto en
subconjuntos.

En el modelo deseleccidnse considera un conjunto da objetos (generalmente
distintos), de los cuales se extrae una muestraaliementos, como por ejemplo, en el
item 11 del Apéndice. La palabra clave "elegirtluida en el enunciado del problema,
sugiere al alumno la idea de extraer bolas de ap.cSi sustituimos las bolas por
personas, podriamos interpretar los items 8 y 13admisma forma . Otros verbos
claves que generalmente se refieren a la idea @streo son "seleccionar”, "coger",

"extraer", "sacar", "tomar", etc.



Tabla 1: Diferentes posibilidades en el modelsa@leccion

Muestra Muestra no
ordenada ordenada

Reemplazamienfo VRy , CRn ¢

No hay Vi, n Cmn
reemplazamient

|

Al seleccionar una muestra, a veces se puede reetio mas elementos, como en el
item 11 y otras veces no es posible, como enml &eSegun esta caracteristica y si el
orden en que la muestra es extraida es relevame abtenemos las cuatro operaciones
combinatorias basicas, que se muestran en la Tafls permutaciones son un caso
particular de las variaciones). En esta tabla usdmeiguiente notacion/R , para las
variaciones sin repeticion de elementos tomados deenn, V., para las variaciones
sin repeticion, CR,, para las combinaciones con repeticion Gy, para las
combinaciones ordinarias.

Otro tipo de problemas se refiere atdocacionde una serie de objetos erm celdas,
como en el item 3, donde cada una de tres cadategydeben introducirse en uno de
los cuatro sobres diferentes. Otros verbos clawes mueden considerarse en este
modelo son: "colocar"”, "aparcar”, "introducir”, iggar", "guardar”, etc. La solucién a
este problema es;@ , pero hay muchas posibilidades diferentes en esidelo.

dependiendo de las siguientes caracteristicas:

« Silos objetos a colocar son idénticos o no.

« Silas celdas son idénticas o no.

+ Sidebemos ordenar los objetos colocados dentiasd=eldas.

« Las condiciones que se afladan a la colocacios, ¢aleo el maximo numero de
objetos en cada celda, o la posibilidad de tendaseracias, etc.

No hay una operacion combinatoria distinta paraadditerente posible colocacién, y
mas aun, se puede obtener la misma operacion catoba con diferentes problemas
de colocacion. Por ejemplo, podemos definir lagacanes como el nimero de formas
de colocam objetos diferentes em celdas distintas (es irrelevante si la coloca@én
ordenada o0 no). En el caso de objetos indistingsjbbbtenemos las combinaciones.
Pero podemos también obtener algunos tipos deamtoes que no pueden expresarse
con una operacion combinatoria basica. Por ejengplopnsideramos las colocaciones
no ordenadas de objetos diferentes em celdas idénticas,obtenemos los nimeros de
Stirling de segundo génefy . En consecuencia, no es posible traducir cadagrabl
de colocacidén en un problema de muestreo. El leéateresado puede encontrar un
estudio mas completo de los nimeros de StirlinGemaldi (1989) y de las diferentes
posibilidades del modelo de colocacion en Dubd#84).

Asignar losn objetos a lasn celdas es, desde un punto de vista matematicosaguie

a establecer una aplicacion desde el conjunto sl& labjetos al conjunto de la®m
celdas. Para las aplicaciones inyectivas obtendéassosriaciones ordinarias; en caso de
una biyeccion obtenemos las permutaciones. Sin rigopao hay definicion directa
para las combinaciones ordinarias usando la ideaagleacion. Mas aun, si
consideramos una aplicacion no inyectiva podriaotiiener un problema para el cual
la solucién no es una de las operaciones combiaatbésicas.



Finalmente, podriamos estar interesados en divdirconjunto den objetos enm
subconjuntos, es decir, en efectuar paaticion de un conjunto, como en el item 10
Podriamos visualizar la colocacion deobjetos erm celdas como la particion de un
conjunto den elementos enm subconjuntos (las celdas). Por tanto, hay una
correspondencia biyectiva entre los modelos decaarty colocacion, aunque para el
alumno esto podria no ser tan evidente. Otros getlaves asociados con la particion
son: "dividir", "partir", "descomponer"”, "separagtc. Consecuentemente, no podemos
suponer que los tres tipos de problemas descigeocion, colocacion y particion)
sean equivalentes en dificultad, incluso aunquedguecorresponder a la misma
operacion combinatoria. Por esta razon, hemos toneldmodelo combinatorio
implicito en el problema como una variable de tarea fundeh@ara evaluar la
capacidad combinatoria de los alumnos.

DESCRIPCION DEL CUESTIONARIO Y RESUMEN DE LOS DATOS

Para elaborar el cuestionario, se construyo undoamcial de items, traduciendo varios
items tomados de diferentes investigaciones, cavalé Green (1981) y Fischbein y
Gazit (1988). Se efectuaron algunas modificaciop@s obtener una muestra mas
representativa de problemas y hacer los items w@edeneos. También se tuvieron en
cuenta las sugerencias de algunos profesores ynakigobre la comprension de los
enunciados y la dificultad de los problemas. Skzaton dos muestras piloto de 106 y
37 alumnos, respectivamente, para estimar el tiemapgesario para completar el test y
revisar los valores de los parametros en algunolslgmas.También se calcularon los
indices de generalizabilidad, que tomaron los eal@=0.73 para la generalizabilidad a
la poblacién de items, es decir, la posibilidad g#meralizar los resultados a otra
muestra diferente de problemas con valores sirsilkdedas variables de tarea, y G=0.99
para la generalizabilidad a la poblacion de alumnos

La version final del cuestionario tiene 13 item&n® podemos ver en el Apéndice,
cada item es un problema combinatorio simple y lamao puede explicar su
razonamiento con detalle. Las variables de tareahg@mos considerado al escoger los
problemas son las siguientes:

a. Modelo combinatorio implicito: hemos elegido sitoaes de seleccion,
colocacion y particion, como contexto del problema.

b. Tipo de operacion combinatoria: variaciones y péationes con y sin
repeticion y combinaciones ordinarias.

c. Tipo de elementos que se combina: letras 0 nUmeensonas y objetos.

d. Valor dado a los parametrasy n.

Como se observa en la Tabla 2, se ha usado uneaéuarecida al disefio factorial
greco-latino para permitir un balance de las diftae variables de tarea del
cuestionario.

La muestra final incluia 720 alumnos (14-15 afios) «d Institutos de Granada y
Cordoba: 352 alumnos habian recibido instrucciol€embinatoria y el resto (368) no
habian tenido ensefianza de la Combinatoria. EaliéaT3 se presentan los porcentajes
de soluciones correctas en ambos grupos de alumnos.

En general, podemos observar en la Tabla 3 que sagupos de alumnos tuvieron
gran dificultad en resolver los problemas, aunggteséimplicaban una sola operacion
combinatoria. Incluso para valores pequefios deplyametros, el niumero total de



configuraciones combinatorias se incrementaba aapétite, como en el item 4, en el
que hay un total de 81 particiones posibles. Lasnabs mostraron una falta de
razonamiento recursivo, el cual les hubiese peadmigiscribir todas las configuraciones
o calcular su

namero sin enumerarlas. En el grupo de alumno#struccién previa no hubo gran
diferencia de dificultad entre los tres tipos dedelos (seleccion, colocacién y
particion) con la excepcion del problema 5, que rfugy facil, porque los alumnos
fueron capaces de hallar su solucibn mediante ensayerror, incluso con
procedimientos de enumeracion no sistematicos.

Tabla 2: Disefo del cuestionario

Modelo combinatorio

Operacion
Combinatoria | coiocacion | Seleccion Particion
Combinaciones Objetos;Cy3 | Personas; Numeros;
1 Item 3 Cssltem 8 | Cyzltem 10
Letras;PRs, | Objetos;PRy. Personas;
Permutaciones 1,1,3 1,12 PRy, 2,2
con repeticion
Item 12 Item 2 ltem 7
Personas; NUmeros; Objetos;
Variaciones VR 4 VR 3 VRs 4
con repeticion
Item 6 ltem 11 Item 4
. Personasy, NUmeros;Pz
Permutaciones
Item 5
ltem 1
Objetos;Vs 3 Pe{/s onas,
Variaciones 4.3
ftem 9 Item 13

Encontramos una mejora en las soluciones de losinalsi que habian recibido

ensefianza de Combinatoria en un subconjunto ds.itdabo una reduccion general de
la dificultad en los problemas de seleccion y es fwoblemas de variaciones,
permutaciones y permutaciones con repeticion. Bnplmblemas de colocacion, la
mejora no fué general, y en los problemas de pamtico hubo ninguna mejora. Esto
podria explicarse por las definiciones usadas pateoducir las operaciones

combinatorias, que estan basadas principalmentdaeillea de muestra (modelo
seleccién), a la cual se afiade en algunos liblosjoelelo de colocacion para las
variaciones y permutaciones. En consecuencia,ieafads la necesidad de considerar
los tres tipos de modelos en los futuros desaga@llwriculares en Combinatoria.



Tabla 3: Porcentaje de soluciones correctas en ldss grupos de alumnos

Item | Operacion| Modelo Porcentaje Porcentaje
correcto (Grupo | correcto (Grupo
con instruccién) [ sin instruccién)

1 P4 Distribucién 71.0 23.9

2 PRy11: Seleccion 27.5 16.3

3 Cyz Distribucién 26.7 26.9

4 VR 4 Particion 6.0 3.0

5 Ps Seleccion 80.7 77.2

6 VR 4 Distribucién 7.4 13.0

7 PRy 2 Particion 39.2 32.3

8 Cs: Seleccion 46.0 22.5

9 Vs 2 Distribucién 41.8 3.8

10 | Cayz Particion 37.2 31.0

11 | VRy: Seleccion 59.1 12.5

12 | PRs11; Distribucion 29.5 10.6

13 | Vacz Seleccion 59.6 9.5

Empleo del cuestionario para diferentes fines

Como nuestra intencidn al construir el cuestionargprobar el efecto de las diferentes
variables de tarea sobre la respuesta de los akjnfine necesario incluir los trece
items. Esto suponia bastante tiempo para commetarestionario (alrededor de 60-70
minutos). Sin embargo, si el profesor o investigado tiene suficiente tiempo,
sugerimos usar parte del cuestionario para difesdiries, en la forma siguiente:

« Aplicar el test en dos sesiones (del item 1 akbjtdm 7 al 13).

« Elegir items correspondientes a una sola operamdnmbinatoria o a un Unico
modelo especifico, para explorar la capacidad gelueion de un subconjunto
de problemas combinatorios; por ejemplo, de loblproas de permutaciones
antes de la ensefanza.

« Aplicar una versién reducida usando solo los iteBns5, 7, 9, 10 y 11
(reduciendo los valores de los parametros s ®h el item 9 antes de la
instrucciéon). Esta combinacion incluye todas lasrapiones combinatorias y
modelos, y un rango de dificultad moderada entéras.

Finalmente, el profesor puede construir otros itectn fines educativos o de
evaluacion, cambiando los valores s6lo en alguaeahles de tarea. Por ejemplo, en el
item namero 9, podriamos cambiar el contexto (asretransportando personas a
diferentes pisos, enviar postales de Navidad aeifes amigos, etc.).



DESCRIPCION DE LOS PRINCIPALES TIPOS DE ERRORES

Un punto clave en la evaluacion del razonamientobioatorio es identificar el tipo de
error en las soluciones de los alumnos. Una vezlgsiealumnos completaron los
cuestionarios, analizamos sus soluciones clasdwaados los errores de acuerdo con
la siguiente categorizacion:

Errores comunes a los diferentes modelos de sefetaiolocacion y particion

E1l: Cambiar el tipo de modelo matematico en el erado del problemaPor ejemplo,
cambiar un problema de seleccion por un problemzadeion.

E2: Error de orden:Este tipo de error, descrito por Fischbein y G@Ai88), consiste
en confundir los criterios de combinaciones y \@oiaes; es decir, considerar el orden
de los elementos cuando es irrelevante o, al gamtreo considerar el orden cuando es
esencial. Este es un ejemplo tomado de la solul#dm alumno al item 8 (seleccion de
tres alumnos para borrar la pizarrdg=Elisa, F=Fernando, G=German, J=Jorge,
M=Maria, EFM, EMF, EGJ, EJF, EFG, EMG, EGF, EIJM, EFEMJ, EGM, EJG; 12
X 5 =60 Hay 60 formas distintas".

E3: Error de repeticionEl alumno no considera la posibilidad de repesrelementos
cuando ésto es posible o repite los elementos ocuands posible hacerlo. Este es un
ejemplo en el item 5 (seleccion de tres nUumerosesmplazamiento):724-742-722-
T72-T44-472-427-477-444-422 -  422-274-247-277-222-2 quince numeros
diferentes"”.

E4: Confundir el tipo de objeto€onsiderar objetos idénticos cuando son distingaibl
0 que objetos diferentes son indistinguibles. Remplo, en el item 3 (introducir cartas
en sobres) algunos alumnos creen que es posikilegdis entre las tres cartas iguales.

E5: Enumeracion no sistematicEste tipo de error fué descrito por FischbeinaziG
(1988), y consiste en resolver el problema por earanion, mediante ensayo y error,
sin un procedimiento recursivo que lleve a la faritia de todas las posibilidades.

E6: Respuesta intuitiva erronebos alumnos sélo dan una solucion numérica eapne
sin justificar la respuesta.

E7: No recordar la formula correcta de la operaci@@mbinatoria que ha sido
identificada correctamentéor ejemplo datC, 3 = 4x3 = 12" como solucion al item 3.

E8: No recordar el significado de los valores des I[parametros en la formula
combinatoria Por ejemplo, dar la siguiente respuesta en el #e(distribuir cuatro

coches entre tres chicosEs' una variacion con repeticion de 4 elementos toeale 3

en 3".

E9: Interpretacion errénea del diagrama en arbél pesar de su importancia como
herramienta para producir la solucion, muy pocasabs usaron el diagrama en arbol,
incluso en el grupo que habia recibido instruc&@GnCombinatoria, prefiriendo buscar
una formula conveniente. M&s aun, algunos de lomm@bs que intentaron construir un
diagrama en arbol para resolver el problema, coyeston un diagrama inadecuado, o
interpretaron el diagrama producido incorrectamente



Errores adicionales, especificos de los problemasdlocacion y particion

E10: Confusion en el tipo de celdas (tipo de supouns) Es decir, creer que
podriamos distinguir celdas (subconjuntos) idéstmaue no es posible diferenciar las
celdas (subconjuntos) distinguibles. Por ejemplo,ek item 7 (asignar dos tareas
diferentes a 4 chicos), algunos alumnos solo ceraidlas tres maneras diferentes en
qgue el conjunto de cuatro alumnos puede dividirselas grupos. Asi, no diferencian
qué grupo realizara el trabajo de Matematicas yalutéabajo de Lengua.

E11: Error en las particioneformadas. Esto puede ocurrir en los dos siguieraess.
a) La union de todos los subconjuntos en una pamtioo contiene a todos los

elementos del conjunto total. Por ejemplo, enezhié (distribucion de cuatro coches
entre tres chicos):

"1. Azul, Blanco, Verde, Rojo------- Fernando

2. Azul, Blanco, Verde, Rojo------- Luis

3. Azul, Blanco, Verde, Rojo------- Teresa

4. Azul------ Fernando 5. Azul-----Luis 6. Azul---Feresa

7. Blanco--Fernando 8. Blanco--Luis 9. Blanco---@&a

10. Verde----Fernando 11. Verde----Luis 12. Verd&eresa

13. Rojo-----Fernando 14. Rojo------ Luis 15. Roje—Teresa".

b) Olvidar algunos tipos posibles de particion. Bj@mplo, en el item 6, necesitamos
dividir un grupo de cuatro chicos en dos subgrug®ata resolver el problema
necesitamos considerar todas las siguientes dessicignes del nimero 4.

4=4+0=3+1=2+2=1+3=0+4.

No obstante, como en el siguiente ejemplo, algusasanos soélo consideran un
subconjunto de todas las posibles particiones.

"10 formas
A B, C,D=S
A B, C,D=B

A, B,C=S5S;D=8B
A, B,D=S;C=8B
A,D,C=S5;B=8B

B,D,C=S;A=8B



A, B,C=B;D=S
A, B,D=B;C=S
A,D,C=B;B=B
B,C,D,=B;A=S".

En la Tabla 4 presentamos la frecuencia de cadaem®stos tipos de errores, en ambos
grupos de alumnos. Podemos observar que antesragrleccion, la principal dificultad
para resolver los problemas fue la ausencia de emondn sistematica. También fue
usual, en este grupo de alumnos, la confusién ¢ipelde objetos, tipo de casillas y
tipo de particion. En lo referente al grupo de alom con instruccion, los dos
principales errores fueron los de orden y repeaiigidaparecen nuevos errores tales
como los de "férmula” e "incorrecta interpretacael diagrama en arbol”, en algunos
alumnos.

Tabla 4: Frecuencia y numero medio de errores porlamno en los dos grupos

Errores Grupo con Crupo sin Items en los que
instruccioén instruccion este error tuvo
incidencia
NUumero Media |[NUmero| Media
por por
de de
errores |alumno |errores |alumno
Cambio de 88 0.25 26 0.07 ltems 4; 6
modelo
Orden 787 2.24 153 0.44 Iltems 3; 6; 7; 8;
9:10; 12
Repeticion 563 1.6 145 0.42 Items 2, 4, 6, 12
Tipo de objetos | 26 0.07 241 0.69 ltems 2, 3,4
Enumeracién no|50 0.14 1678 4.82 |Todos, excepto ¢
sistematica 5
Respuesta 29 .08 220 0.63 ltems 1,9, 13
intuitiva errénea
Formula 156 0.44 No hay
diferencia
Parametros 458 1.3 30 0.08 ltems 4, 6
Diagrama en 36 0.1
arbol
Tipo de celdas 42 0.12 280 0.8 Items 4, 6, 7,10
Particiéon 36 0.1 272 0.78 Iltems 4, 6
No da soluciéon | 549 1.6 648 1.86 No hay
differencia




No hay gran diferencia en lo referente al nUmerdimde problemas para el cual los
alumnos no proporcionan solucion en ambos grupambién el nimero medio de
errores por item y alumno fué 0.78 para los alunsinsinstruccion y 0.6 para los
alumnos con instruccién. Esto muestra el efectatiposde la instruccion, aunque es
obvio que muchos alumnos no han comprendido elifgigdo de la operacion

combinatoria, ya que aparecen nuevos tipos deesr@spués de la instruccion.

Finalmente, notamos que los tipos de error no stilaliyen al azar en los diferentes
items. Es notable la mayor incidencia de variogres en los items 4 y 6, de variaciones
con repeticion, en los que el parametroes mas pequefio que y el modelo
combinatorio es particion y colocacion, respectigata. El error de orden esta
principalmente ligado a las combinaciones, auncamabién aparece en algunos
problemas de variaciones. Los errores de repetigidipo de objetos estan mas
asociados a los problemas de variaciones con cepell permutaciones con repeticion.
La significancia estadistica de estas asociacidneson confirmadas mediante el
analisis de datos y presentado en Navarro-Pel®@1{1

CONCLUSIONES

En este articulo hemos resumido nuestros halladgomvestigacion referentes a la
estructura de los problemas combinatorios simplésl yazonamiento combinatorio en
dos grupos dealumnos de 14-15 afios, uno que halsihido instruccién en
Combinatoria y otro sin instruccion. Finalmente,adiinos algunas reflexiones
referentes a las consecuencias de estos resutadagpractica educativa.

Algunas de las variables de tarea que hemos des@&@specialmente emodelo
combinatorio implicitphan mostrado sus fuertes efectos en la dificad&groblema y
en los tipos de error. Asi, estas variables neuesitonsiderarse para evaluar el
razonamiento combinatorio de los alumnos, si queseconseguir una evaluacion mas
comprensiva de las capacidades y concepcionessdalimnos. También deben ser
tenidas en cuenta para organizar la ensefianzaetpaeeia tambien hacer hincapié en el
razonamiento recursivo y en los procedimientosiaticos de enumeraciéon, en lugar
de meramente centrarse en aspectos algoritmicosdefeiciones combinatorias. El
lector puede encontrar en Batanero, Godino y Nex@elayo (1994) una propuesta de
desarrollo del curriculo de Combinatoria para egade edades de 10 a 18 afos, que
tiene en cuenta de modo sistematico las ideasujtades experimentales descritos en
este trabajo.

APENDICE. CUESTIONARIO PARA LA EVALUACION DEL
RAZONAMIENTO COMBINATORIO

1. Cuatro chicos son enviados al director del dolggralborotar en la clase. Para
esperar su castigo, tienen gue alinearse en ftl lanpuerta del despacho. INinguno
quiere ser el primero, desde luego!

Supongamos gque los nifios se llaman Andrés, Be@adps y Daniel (los llamaremos

A, B, C y D). Queremos escribir todos los ordenesiljes en que podrian alinearse.
Por ejemplo: para el orden A B C D°2f 3° 4° escribiremos ABCD, ¢ Cuantas formas
diferentes hay en total?



2. En una caja hay cuatro fichas de colores: dokszuna blanca y una roja. Se toma
una ficha al azar y se anota su color. Sin devd&vécha a la caja, se toma una segunda
ficha, y se anota su color. Se continta de estaddrasta que se han seleccionado, una
detrds de otra, las cuatro fichas. ¢De cuantasa®rdiferentes se puede hacer la
seleccién de las fichas? Ejemplo: se pueden selwcen el siguiente orden, Blanca,
Azul, Roja y Azul.

3. Disponemos de tres cartas iguales. Deseamogatiale en cuatro sobres de

diferentes colores: amarillo, blanco, crema y dor&i cada sobre sélo puede contener,
a lo sumo, una carta. ¢De cuantas formas podentmsacdas tres cartas en los cuatro
sobres diferentes? Ejemplo: podemos colocar urta earel sobre amarillo, otra en el

blanco y otra en el crema.

4. Un nifio tiene cuatro coches de colores difesef@eul, blanco, verde y rojo) y decide
regalarselos a sus hermanos Fernando, Luis y Teg&ma cuantas formas diferentes
puede regalar los coches a sus hermanos? Ejenqaoapdar los cuatro coches a su
hermano Luis.

5. En una urna hay tres bolas numeradas con lgsgiffj 4 y 7. Extraemos una bola de
la urna y anotamos su namero. Sin devolver la bxlaida, se elige una segunda bola
y se anota su numero; y sin devolverla, se sacatema&ra bola y se anota su
namero.¢;,Cuantos nameros de tres cifras diferenteéenpos obtener? Ejemplo: el
namero 724.

6. Cuatro nifios Alicia, Berta, Carlos y Diana, \&apasar la noche a casa de su abuela.
Esta tiene dos habitaciones diferentes (salon grdlilla) donde poder colocar los nifios
para dormir. ¢ De cuantas formas diferentes puedbuala colocar los cuatro nifios en
las dos habitaciones? (puede quedar alguna hahitaecia). Ejemplo: Alicia, Berta y
Carlos pueden dormir en el salén y Diana en |a talilkea

7. Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Claianiel, tienen que realizar dos
trabajos diferentes: uno de Matematicas y otro dagua. Para realizarlo deciden
dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno.cgBetas formas pueden dividirse
para realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Berpieeden hacer el trabajo de
Matematicas y Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

8. Una maestra tiene que elegir tres estudianteshmarar la pizarra. Para ello dispone
de cinco voluntarios: Elisa, Fernando, German, elorgMaria. ¢De cuantas formas
puede elegir tres de estos alumnos? Ejemplo: Hesamando y Maria.

9. El garaje de Angel tiene cinco plazas. Comoakaces nueva, hasta ahora sélo hay
tres coches; el de Angel, Beatriz y Carmen que guetlocar cada dia el coche en el
lugar que prefieran, si no esta ocupado. Este esgeiema de la cochera:

ENENENERE

Por ejemplo, Angel puede aparcar su coche en etap#&Ento niumero 1, Beatriz en el
namero 2 y Carmen en el nimero 4. ¢ De cuantas $goosbles pueden Angel, Beatriz
y Carmen aparcar sus coches en la cochera?



10. Maria y Carmen tienen cuatro cromos numeraéo$ d 4. Deciden repartirselos
entre las dos (dos cromos para cada una). ¢Deasufininas se pueden repartir los
cromos? Ejemplo: Maria puede quedarse con los @ong 2, y Carmen con los
cromos 3y 4.

11. En un bombo hay cuatro bolas numeradas codigites 2, 4, 7 y 9. Elegimos una
bola del bombo y anotamos su nimero. La bola ektrag¢ introduce en el bombo. Se
elige una segunda bola y se anota su numero. laagxtlaida se vuelve a introducir en
el bombo. Finalmente se elige una tercera bolagneta su numero. ¢ Cuantos nimeros
de tres cifras podemos obtener? Ejemplo: se pusdaer el nUmero 222.

12. Disponemos de cinco cartas, cada una de @las grabada una letra: A, B, C,Cy
C. [De cuéantas formas diferentes se pueden colocar ees$a las cinco cartas, una al
lado de la otra formando una hilera? Ejemplo: poegsar colocadas de la siguiente
forma ACBCC.

13. Se quiere elegir un comité formado por tresmbi@s, presidente, tesorero y
secretario. Para seleccionarlo disponemos de coatrdidatos: Arturo, Basilio, Carlos
y David. ¢Cuantos comités diferentes se puederir eédatye los cuatro candidatos?
Ejemplo: que Arturo sea presidente, Carlos seadesy David sea secretario.
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