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RESUMEN
La deduccion por Bayes en 1763 de su famoso teorema llevé a una conclusion inesperada: Las
probabilidades de las causas podrian revisarse en funcién de las consecuencias observadas y perderian su
caracter objetivo. Una nueva vision de la probabilidades como grados de creencia personal, basadas en el
conocimiento previo y los nuevos datos, hace innecesaria la repeticion del experimento en las mismas
condiciones. El teorema de Bayes, aplicado sucesivamente, permite formalizar el proceso de aprendizaje
a partir de la experiencia y unificar la metodologia de la inferencia.

En este trabajo analizamos la vision subjetiva de la probabilidad y las consecuencias que se deducen para
la inferencia estadistica. Presentamos, asimismo, algunas situaciones cotidianas que permiten introducir
esta vision en los ultimos cursos de educacion secundaria, junto con algunos recursos didacticos (tablas,
diagramas en arbol y recursos en Internet) que facilitan a los estudiantes la comprension del teorema de
Bayes y el aprendizaje de técnicas de resolucién de problemas.

ABSTRACT
The publication by Bayes in 1763 of its famous theorem lead to an unexpected conclusion: The
probabilities of causes might be revised as a function of observed consequences and would loss their
objective character. A new vision of probability as personal degree of belief, based on the previous
knowledge and new data make unnecessary the repetition of an experiments in the same conditions. The
Bayes’ theorem, successively applied allow to formalize the process of learning from experience and to
unify the inference methodology.

In this work we analyze the subjective vision of probability and its consequences for statistical inference.
We also present some everyday situations useful to introduce this vision in the last courses of secondary
education. Some didactic resources (tables, tree diagrams and Internet tools) can facilitate students’
understanding of Bayes’ theorem and the learning of new problem solving techniques.
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1. Introduccion

Mas allad de su comprension intuitiva, la probabilidad puede contemplarse como razon de
posibilidades a favor y en contra, evidencia proporcionada por los datos, grado de creencia
I6gico o personal, propension y modelo matematico que nos ayuda a comprender la realidad. El
analisis de los diferentes significados histéricos de la probabilidad: intuitivo, clasico,
frecuencial, subjetivo, l6gico, propension y axiomatico (Batanero, 2005; Batanero, Henry y
Parzysz, 2005; Batanero y Diaz, en prensa) sugiere que su ensefianza no puede limitarse a una
de estas diferentes perspectivas, ya que estan ligadas dialécticamente.

Un andlisis del curriculo de matematicas en la educacién secundaria muestra que la ensefianza
ha dado primacia a uno u otro significado, de acuerdo a las tendencias pedagdgicas del
momento, ya que las controversias que acompafiaron la historia de la probabilidad, también han
influido las tendencias educativas. Hasta 1970, la vision clasica, basada en calculo combinatorio
fue la dominante y muchos profesores vieron la probabilidad como una parte secundaria de las
matematicas, que s6lo se interesaba por los juegos de azar, quedando ocultas sus aplicaciones a
diferentes ciencias, donde la equiprobabilidad se encuentra raramente. Puesto que el
razonamiento combinatorio es complejo, ademas muchos estudiantes encontraron dificil este
enfoque. En la década de los 70, el auge de la teoria de conjuntos aumenté el interés de los
matematicos por la probabilidad, al ser una parte privilegiada para mostrar su aplicabilidad,
tanto por su simplicidad, como por su conexién con la realidad. El enfoque axiomatico, sin
embargo, llevo a una abstraccidn excesiva para los alumnos de secundaria, puesto que se centrd
mas en la formalizacién de la idea de probabilidad y el estudio de sus propiedades matematicas
que en su aplicabilidad a temas de interés para los estudiantes (Henry, 1997).

El desarrollo progresivo de los ordenadores y su introduccién en la ensefianza ha elevado el
interés por la introduccion frecuencial de la probabilidad, con un enfoque experimental, donde
los estudiantes recogen datos y estiman la probabilidad como limite de la frecuencia
estabilizada. Las simulaciones y los experimentos ayudan a los estudiantes a resolver las
paradojas que se presentan incluso en problemas de probabilidad aparentemente sencillos. Pero
un enfoque experimental puro de la ensefianza de la probabilidad no es suficiente. Incluso
cuando la simulacién nos ayuda a encontrar las solucién de problemas de probabilidad que
surgen de la vida real, no permite probar que esta solucién es la mas adecuada, porque la
simulacion depende de las hipotesis establecidas de antemano y del modelo teérico que
implementamos en el ordenador. Un conocimiento genuino de probabilidad solo se alcanza con
el estudio de alguna probabilidad formal, aunque este estudio debe ser gradual y apoyado en la
experiencia estocastica de los estudiantes, lo que ha llevado a combinar los enfoques clésico,
axiomético y frecuencial, en mayor o menor medida en la ensefianza secundaria actual.

En lo que sigue, nos interesamos por la vision subjetiva de la probabilidad, que ha recibido una
atencion menor en la ensefianza secundaria, a pesar de su creciente incorporacion en las
aplicaciones de la estadistica en todos los campos del conocimiento. Ademas, puesto que la
situaciones en que la informacion previa incide en el calculo de probabilidades de los sucesos
son frecuentes en la vida cotidiana, pensamos que seria posible utilizar algunas de dichas
situaciones para iniciar un acercamiento al significado subjetivo de la probabilidad en esta etapa
educativa. La introduccion podria facilitarse con ayuda de tablas, diagramas en arbol y recursos
en Internet.

2. Probabilidad como grado de creencia

Las situaciones en que deseamos calcular una probabilidad, pero es dificil concebir un
experimento realizado siempre en las mismas condiciones, son frecuentes. Consideremos, el
ejemplo siguiente (Diaz, 2005).



Ejemplo 1. La narcolepsia es un trastorno primario del suefio, cuya sintomatologia principal es
la aparicion recurrente e irresistible de ataques de suefio reparador. Las personas que tienen este
trastorno no descansan bien; por tanto se vuelven irritables y no rinden lo que quisieran. En una
gran ciudad una de cada 1000 personas sufre narcolepsia. Supongamos que el test es positivo en
99 de cada 100 personas enfermas y también en 2 de cada 100 personas sanas. ¢Cual seria la
probabilidad de que la persona sufra narcolepsia?

La situacion anterior se puede visualizar mediante un diagrama en arbol como el representado

en la Figura 1, donde observamos que la poblacion se divide en dos grupos (enfermos y sanos) y
en cada uno de estos grupos la probabilidad de que la prueba sea positiva es diferente.

Figura 1. Particion de la poblacion supuesta

__— 0,99 + P(N n+)=0,001x0,99=0,00099
Narcolepsia
001 T~ 001 —
P(+)

9 __— 002 + P(S n+) =0,001x0,99=0,000

Como vemos en el arbol:
P(+)=P(N)XP(+/N)+P(S)xP(+/S)=0,001x0,009+0,999x0,002 =0,00099+0,01998=0,02097

Aplicando la férmula de la probabilidad condicional, obtenemos la probabilidad pedida:
P(Nn+) 0,00099
P(+)  0,02097

P(N/+)= =0,04721

El ejemplo muestra como, al obtener nueva informacién (el resultado de la prueba médica),
podemos revisar las probabilidades iniciales de un suceso (sufrir narcolepsia). Para ello,
utilizamos la regla de Bayes, publicada en 1763, que permite transformar las probabilidades
iniciales (antes de realizar un experimento, en este caso la prueba médica) de varias causas, una
vez se observan sus consecuencias. Las probabilidades finales incorporan la informacion de los
datos observados (el resultado de la prueba. Para el caso general, si A; representa un conjunto de
posibles sucesos que pueden dar lugar a unos datos D, y queremos calcular las probabilidades
finales de los sucesos P(Ai/D), conocidas sus probabilidades iniciales P(A;) y verosimilitudes de
obtener estos datos segin vengan causados por los diferentes sucesos P(D/A;), el teorema se
puede expresar con la formulacion siguiente:

_ P(A) x P(D/A)
P(A)xP(D/ A)+P(A)xP(D/ A)+...+P(A)xP(D/ A)

1)  PAID)

El resultado del problema 1 no deja de sorprender a primera vista, dando la impresion de que las
pruebas médicas son poco fiables. La explicacion es que el nimero de personas que tienen la
enfermedad, en el total de la poblacion es muy pequefio. La probabilidad P (+/N) de que el test
de positivo si la persona esta enferma es muy alta, ya que casi todas las personas enfermas son
detectadas en el test (el test tiene mucha sensibilidad). Por otro lado, la probabilidad P(+/S) de
un resultado positivo si se estd sano (falso positivo) es muy pequefia, pero un suceso con
probabilidad pequefia no es un suceso imposible y puede ocurrir. Més adn, si el numero de
personas que pasan la prueba es muy grande, pueden aparecer mas falsos positivos que



enfermos reales. Si, en vez de la narcolepsia, consideramos una enfermedad frecuente (como
gripe) los resultados serian muy diferentes. Con una probabilidad inicial P(N)=0,15 y los
mismos datos se llegaria a una probabilidad inicial P (N/+)=0,8973.

Ejemplo 2. Supongamos ahora que la persona a la que el test dio positivo se repite la prueba y
vuelve a obtener un resultado positivo, ¢Cual es ahora la probabilidad de que realmente esté
enferma?

Para responder esta pregunta hay que tener en cuenta que la persona, en cuestion ya no es una
persona cualquiera tomada al azar de la poblacion, sino tomada al azar entre aquellos que
tuvieron la prueba positiva. Esta poblacién restringida se divide a la vez en enfermos de
narcolepsia y sanos, pero las probabilidades iniciales son ahora P (N)=0,04772 y P(S)=0,9528,
puesto que, en el paso anterior, hemos obtenido que la probabilidad de narcolepsia entre los que
tuvieron el test positivo es 0,04772. Repitiendo los calculos con estas nuevas probabilidades
iniciales (probabilidades finales obtenidas en la primera aplicacion del test), resulta
P(+)=P(N)XP(+/N)+P(S)xP(+/S)=0,04772x0,009+0,9528x0,002= 0,0658 y P(N/+)=0,7103.

Como se muestra en estos ejemplos de diagnéstico médico, las probabilidades de los sucesos de
interés (estar o no enfermo) pueden revisarse (pasar de probabilidades iniciales a probabilidades
finales) y pierden de este modo el caracter objetivo que les asigna la concepcion frecuencial.
Mas aun, al realizar un diagndstico, un médico tendria en cuenta otros factores, ademas de la
prueba médica (edad del paciente, antecedentes familiares, etc.). Incluso diferentes médicos
podrian asignar a la persona una probabilidad mayor o menor de tener una enfermedad,
dependiendo del conocimiento del historial de la persona o de su propia experiencia con otros
pacientes. Otros muchos ejemplos muestran que diferentes personas (dependiendo de su
conocimiento) podrian considerar mas o menos verosimil la ocurrencia de un suceso y aplicarle
distintas probabilidades, concebidas éstas como su grado de creencia personal. El azar esta
presente en la vida cotidiana en muchos contextos en los que aparecen nociones de
incertidumbre, riesgo y probabilidad, por ejemplo, el prondstico del tiempo, estudio de la
posibilidad de tomar un seguro de vida o efectuar una inversion, evaluacion de un estudiante,
etc. No solo los profesionales, sino cualquier persona ha de reaccionar a mensajes en que
aparecen estos elementos, tomar decisiones que le pueden afectar, emitir juicios sobre relacion
entre sucesos o efectuar inferencias y predicciones (Gigerenzer, 2002).

3. La visién subjetiva de la probabilidad

En estas situaciones la probabilidad no es una propiedad fisica tangible- por tanto objetiva de
los sucesos que nos afectan (como seria el peso, color, superficie, temperatura) sino una
percepcion o grado de creencia en la verosimilitud de la persona que asigna la probabilidad
sobre la plausibilidad de ocurrencia del suceso (que ocurrird 0 no). La constatacion de estas
aplicaciones lleva a matematicos como Keynes (1921), Ramsey (1931), y de Finetti (1974) a
describir las probabilidades como grados de creencia personal, basadas en el conocimiento y
experiencia de la persona que las asigna sobre el suceso dado. Emile Borel indica que “la
probabilidad de un suceso siempre se relaciona con un cierto sistema de conocimiento y no es
necesariamente la misma para todas las personas” (Borel, 1930/1991, pp. 70-71). De Finetti
Ilega a decir que la “probabilidad no existe”, al considerar absurdo asumir un valor objetivo de
la misma; la probabilidad seria para él un objeto tedrico y su estimacién dependeria de muchas
circunstancias, como el conocimiento del observador, las condiciones de observacion o los
datos que se pueden recoger. Identificar la probabilidad con su estimacion —como se hace en el
enfoque frecuencial seria tanto como confundir los datos que queremos modelizar (frecuencias
obtenidas) con el modelo que utilizamos para modelizarlo (probabilidades).

Una dificultad inicial del enfoque subjetivo fue hallar una regla para asignar valores huméricos
a las probabilidades, de forma que expresen los grados de creencia personal. Esta dificultad se



supera cuando Ramsey (1931) y de Finetti (1974) deducen una teoria de decision consistente,
que permite separar las creencias de las preferencias, a partir de un sistema de apuestas, e inferir
los valores de las probabilidades subjetivas.

La vision subjetiva, amplia también las aplicaciones de la probabilidad, no siendo ya un
requisito la repeticion de una experiencia en las mismas condiciones. Gradualmente, se
desarrolla la distincién entre probabilidad frecuencial, empiricamente accesible a través de la
frecuencia y probabilidad epistémica o grado de creencia en la ocurrencia de un suceso en un
experimento Unico (Rouanet, 1998), mientras se conforman dos escuelas de inferencia. Mientras
que en inferencia clasica un parametro @ se considera constante, en inferencia bayesiana un
pardmetro @ es una variable aleatoria con una distribucion inicial de probabilidades p(6), de
caracter epistémico, que indica el conocimiento (o falta de conocimiento) sobre #antes de tomar
los datos. Si se considera y = (yi,..., Yn) Un conjunto de datos, cuya funcién de verosimilitud
p(y/6) depende del pardmetro, entonces la distribucion final de & dados los datos observados y
viene dada por el teorema de Bayes (Lee, 2004):

) __Py70)p(0)
PO =Ty Toyp@)

La aplicacién sistematica del teorema de Bayes constituye el método principal de la inferencia
bayesiana, cuyo objetivo basico es actualizar la distribucion inicial de los pardmetros. La
distribucion final es la esencia de la estimacion bayesiana. A la pregunta, una vez visto los
datos, ¢qué sabemos del pardmetro?, la respuesta es la distribucion final, puesto que esta
distribucién sintetiza toda la informacion sobre el pardmetro, recogido los datos y contiene
todas las inferencias que puedan hacerse del mismo (O’Hagan y Forster, 2004). El estimador
puntual 6ptimo del pardmetro sera su valor esperado (promedio) en la distribucion final, puesto
gue minimiza el error cuadratico esperado. La distribucion final también permitira calcular
probabilidades de que los parametros se encuentren en intervalos de valores dados (intervalos de
credibilidad), asi como calcular probabilidades de que ciertas hipotesis sean verdaderas o falsas.

4. Recursos didacticos para la ensefianza de la probabilidad subjetiva

Como vemos, la vision subjetiva de la probabilidad amplia notablemente el campo de
aplicaciones. A pesar de ello, no se hace suficiente énfasis en la ensefianza de este tipo de
razonamiento, incluso cuando las investigaciones recientes sugieren problemas en la
comprension y aplicacién del teorema de Bayes (Diaz y de la Fuente, en prensa). La
competencia en resolucion de problemas bayesianos ha sido investigada, ampliamente por
psicologos (e.g., Tversky y Kahneman, 1982; Falk, 1986). La conclusion es gque estos problemas
son dificiles y contraintuitivos y que los sujetos no tienen en cuenta las probabilidades iniciales
en el calculo de la probabilidad inversa (falacia de las tasas bases). También los educadores
matematicos (e.g., Gras y Totohasina, 1995; Ojeda, 1995) analizan los procedimientos de los
estudiantes, sugiriendo la dificultad en construir correctamente un diagrama en arbol (similar al
de la Figura 1) o en identificar los datos del problema. Junto a esto se presentan algunas
concepciones erroneas, como por ejemplo, pensar que no se puede condicionar un suceso por
otro que ha ocurrido con posterioridad a aquél cuya probabilidad calculamos (falacia del eje de
tiempos).

Por otro lado, ciertas teorias recientes (ver resumen en Sedlemeier, 1999) sugieren que se puede
facilitar la resolucién de los problemas bayesianos y llegar a una ensefianza efectiva si los datos
del problema se presentan en frecuencias absolutas, en lugar de en porcentajes o por medio de
probabilidades. Todo ello nos indica la necesidad de replantear la ensefianza y nos ha sugerido
el uso de algunos recursos que analizamos a continuacion.



Tablas de doble entrada

Permiten visualizar mejor los datos de los problemas. Por ejemplo, otro modo de resolver el
problema 1 es imaginar que tenemos 100.000 personas elegidas al azar y usar la Tabla 1 para
representar los datos que conocemos en la situacién:

Tabla 1. Representacion de datos en un problema Bayes

Test+ | Test- | Total
Sufren narcolepsia 99 1 100
No sufren narcolepsia | 1998 | 97902 | 99900
Total 2097 | 97903 | 100.000

De la tabla 1 se deducen las siguientes probabilidades:

e P(N)=0,001: probabilidad inicial de sufrir narcolepsia en una persona tomada al azar de la
poblacién.

e P(+/N):0,99 probabilidad de que el test sea positivo si se tiene narcolepsia (verosimilitud de
que el test sea positivo si se tiene narcolepsia).

e P(N/+): probabilidad final de sufrir narcolepsia si el test es positivo. Aplicando
simplemente la regla de Laplace, como cociente de casos favorables y posibles, obtenemos

N
N/+)=
AN 99+198

=0,0472

Organizacién de los calculos

El teorema de Bayes se puede también expresar simplificadamente en la forma (3) donde la
constante de proporcionalidad K es la inversa del denominador de la formula (1). La expresion
(3) lleva facilmente a los estudiantes a comprender la organizacién de los calculos en una tabla
Bayes como la tabla 2, en la que es sencillo generaliza a un numero cualquiera de sucesos.
Identificadas las probabilidades iniciales y verosimilitudes (segunda y tercera columnas), solo
se necesita multiplicar dichas columnas y dividir cada fila de la misma por la suma.

@) P(A/B)=KxP(A)xP(B/A)

1
= P(A)xP(B/A)+P(A)xP(B/A)+...+P(A,))xP(BIA,)

(4)

Tabla 2. Organizacion del calculo de la probabilidad final
Sucesos Probabilidad inicial Verosimilitud Producto Probabilidad final

A P(A,) P(B/A,) P(A.)XP(B/A,) P(A,)XP(B/A,)/S
A, P(A) P(BIA)  P(A)P(BIA) P(AIXP(BIAL/S
Suma 1 S 1

Es también sencillo preparar un programa de calculo con la hoja excel (Ver Figura 2) para
calcular las probabilidades finales P(Ai/D) de un conjunto de sucesos A;, dadas sus
probabilidades iniciales P(Ai) y las verosimilitudes P(D/A;) de unos ciertos datos D. Con ello
se libera tiempo de célculo, dedicandolo a la identificacién de los datos en los problemas y la
interpretacién de las soluciones.



Figura 2. Programa Bayes
CALCULD DE PROBABILIDADES FINALESI MEDIANTE TEOREMA DE BAYES

—DATOS—
Sucescs  Probabilidad  Vercsinilind = Prodocio  Probabilided
i~ fmal
A1 0,1 0.5 1kl 7.1]

na n.a

cceocofE

JFREEEE

| | 1l [ o[

Recursos en Internet

En la actualidad encontramos un gran nimero de recursos en Internet que pueden utilizarse para
facilitar la ensefianza del teorema de Bayes (Diaz y de la Fuente, 2005). Por ejemplo, en la
figura 3 mostramos un calculador que permite realizar todos los calculos para aplicar el
teorema. En la direccion http://www.stat.sc.edu/~west/applets/bayesdemo.html encontramos un
applet que permite explorar este teorema. El recurso muestra un diagrama de rectangulo
con cuatro particiones del espacio muestral (A1, Az, Az y As) y un suceso B. Las probabilidades
de los sucesos de la particion se pueden modificar moviendo un cursor, modificando también las
probabilidades condicionales P(B/A;). Este programa calcula automaticamente las
probabilidades PAi/B), aunque no muestra como se hace el calculo sino tan solo el resultado.

Figura 3. Calculador Bayes

Bayes Demonstration Applet
NumberofAevents:[2  Make Calculator |

P{Al)=|0.0472 P{BlA1)= |0.98 P{A1|8)=0.7103
P{AZ)=[0.9528 Fi{BIAZ)= |0.02 PiAZ|B)=0.2897
Calculate | PiB)=0.0658

Ya hemos indicado que el diagrama en &rbol facilita la resolucion de estros problemas. Bayes
tree (http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html) estd pensado para
facilitar la construccién de los mismos. Presenta un diagrama de arbol y unas casillas donde se
pueden introducir las probabilidades iniciales P(A) y las probabilidades condicionales P(C/A) y
P(C/B). Una vez introducidos los datos, el programa calcula las probabilidades conjuntas
P(ANC), P(AND), etc. El applet también incluye el arbol inverso que permite calcular la
probabilidad condicional inversa P(A/C). Otro enlace donde se incluye applets para la
construccion de diagramas de arbol es: http://www.stat.sc.edu/~west/applets/tree.html. Tras
introducir los datos en una tabla de contingencia, el programa muestra el diagrama de arbol
correspondiente y calcula las probabilidades conjuntas.

5. Conclusiones

El estudio histérico muestra los maltiples significados de la probabilidad y sugiere que la
ensefianza no debe olvidar estas diferentes perspectivas porque estdn ligadas, tanto
dialécticamente, como en la experiencia cotidiana. La probabilidad puede verse como
proporcion de casos favorables /posibles, como limite al que tienen las frecuencias y modelo



matematico. Pero también como grado personal de creencia que nos guia en la toma de
decisiones. Reconocer este punto de vista es también reconocer el alcance (y limitaciones) de la
matematica y que la solucion de los problemas no es siempre Unica o inmediata.

Afortunadamente la variedad de recursos didacticos disponibles permite introducir este punto de
vista sobre la probabilidad ya desde la educacion secundaria. Con ello podremos también
conseguir el paso de los estudiantes desde la modelizacion implicita (cuando no son conscientes
del proceso de modelizacion que llevan a cabo) a la modelizacion explicita e incluso desarrollar
sus competencias para la modelizacidn critica, en que el estudiante somete a juicio el alcance de
la modelizacion en matematicas y sociedad y que incluye la meta- reflexion sobre la
modelizacion (Greer y Verschaffel, 2007).
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