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Resumen
Se presenta un analisis conceptual y didactico de la mediana, incluyendo sus
definiciones métodos de calculo y propiedades. El interés del analisis de justifica por
la inclusiéon en los curriculo de la ESO del analisis exploratorio de datos donde la
mediana y estadisticos de orden cobran un papel significativo.

Introduccion

En la actualidad nos encontramos en un proceso de reforma de la ensefianza, en el que
observamos como se pretende dar mas importancia a la formacion estocastica de los alumnos.
Este fendbmeno no ocurre sélo en Espafia; también en otros paises se han dedicado grandes
esfuerzos a disefiar materiales didacticos para la ensefianza de la estadistica en los niveles no
universitarios.

En particular los nuevos disefios curriculares recomiendan la introduccion del analisis
exploratorio de datos en la ensefianza secundaria, porque esta nueva filosofia de aplicacién de la
estadistica es muy apropiada para conseguir algunos de los nuevos objetivos para la ensefianza
de las matematicas, como la resolucion de problemas abiertos, el trabajo interdisciplinar y con
datos reales, el uso de sistemas de representacion multiple y el trabajo con ordenadores o
calculadoras graficas.

Por otro lado, en el analisis exploratorio de datos se da mas peso a los estadisticos de
orden, que consideran la posiciéon relativa de ciertos elementos dentro del conjunto de datos.
Entre ellos se encuentran la mediana, cuartiles, percentiles y rangos de percentiles. También se
introducen ideas nuevas como la de "valor atipico" y representaciones gréaficas basadas en los
estadisticos de orden, como el gréafico de la caja.

En este contexto hemos iniciado una investigacion relacionada con los estadisticos de
orden, dirigida a evaluar la posible dificultad que puede tener el implantar el analisis exploratorio
de datos en la ensefianza secundaria (Cobo, 1998). Aunque el estudio de la mediana y percentiles
ya se incluia en los curriculos anteriores, su uso era mas limitado que el que se propone ahora.
Por otro lado, aunque existen bastante investigaciones sobre la comprension que los alumnos
tienen de la media aritmética (que se describen, por ejemplo, en Batanero, 2000; Batanero y
cols., 1994, Tormo, 1995, Batanero, Godino y Estepa, 1998), las posibles dificultades de
comprension de la mediana y otros estadisticos de orden no han sido investigadas.

Nuestra hipétesis es que estos temas podrian resultar excesivamente dificiles para los
alumnos de secundaria, por estar relacionados con el razonamiento proporcional y la ideas de
orden y distribucion que con frecuencia causan dificultad a los alumnos. Por otro lado, cuando se
analiza el tema con detalle, observamos multiples definiciones, propiedades e incluso algoritmos
de calculo para un mismo concepto.

En este trabajo presentamos un analisis detallado desde el punto de vista matematico y
didactico de uno de los estadisticos de orden citados: la mediana, llevado a cabo a partir de los
textos de Calot (1974) y Batanero y cols. (1988) y apoyandonos también en analisis similares
realizados en relacién a la media aritmética (Tormo, 1995). Este estudio nos parece necesario
para identificar dificultades especificas que los estudiantes de Ensefianza Secundaria pueden
encontrar en su comprensién conceptual y en su uso en la resolucién de problemas de andlisis
exploratorio de datos.



La mediana ¢,una definicion sencilla?

Cuando preguntamos a los alumnos que es la mediana nos suelen contestar que "el punto
medio” o el "centro de la distribucién”. Los alumnos parecen comprender que la mediana es el
centro de "algo”, pero con frecuencia la identifican como el centro del recorrido de la variable o
el valor que ocupa la posicion central, incluso aungue el conjunto de datos no esté ordenado. Sin
embargo, no es sencillo darles una definicion clara y concisa, que no les lleve a confusion.

En primer lugar los alumnos deben comprende que, como cualquier resumen estadistico,
la mediana se refiere a todo el conjunto de datos, y no a ninguno de los individuos particulares.
Comprender esto requiere un cambio de perspectiva (pasar a la perspectiva estadistica), que
consiste en atender a las caracteristicas de los agregados y no a las de los individuos. Decir que
un colectivo tiene una cierta tendencia o referirse a uno de sus resumenes estadisticos implica
gue el colectivo es una coleccidon de individuos idénticos que varian respecto a la propiedad de
interés. La comprension de dicho estadistico implicara también la de la variabilidad de los datos
respecto a su valor.

Existen diferentes definiciones equivalentes de la mediana, usadas en los textos de
secundaria, que reproducimos a continuacion:

D1. Si suponemos ordenados de menor a mayor todos los valores de una variable
estadistica, se llama mediana al valor de la variable tal que existen tantos datos con valores de
la variable superiores o iguales como inferiores o iguales a.@l.esencial para hallar la
mediana no es el valor numérico de la variable, sino la posicion relativa u ordenacion de los
datos. Es, por tanto, un estadistico aplicable a datos ordinales, como por ejemplo, el orden de
llegada a una meta y no s6lo a medidas numéricas como peso o tiempo. La definicion es,
asimismo, ambigua puesto que se basa en una desigualdad no estricta (mitad de los datos menor
o igual que la mediana). Por ello, los estudiantes podrian tener dificultades en saber cual de las
dos mitades (inferior o superior) engloban los casos centrales cuando aquellos tienen el mismo
valor de la variable.

D2. La mediana es el valor de la variable estadistica que divide en dos efectivos iguales
a los individuos de la poblacion supuestos ordenados por valor creciente del caracter. Esta
definicion incorpora el término de efectivo y es un puente hacia la tercera definicion basada en la
nocion de frecuencia relativa acumulada y curva de distribucién (empirica).

D3. La mediana es el valor de la variable estadistica tal que la ordenada del diagrama
acumulativo de frecuencias absolutas es igual a n/2, siendo n el nimero de datos. Se hace
referencia aqui al diagrama acumulativo de frecuencias absolutas que se debe conocer
previamente. Esta es la definicibn mas abstracta, al presentarla como raiz de una ecuacion. Esta
raiz es Unica cuando la funcién de distribucién es estrictamente creciente (caso de variables
continuas) pero puede no ser Unica si el diagrama presenta escalones (lo que ocurre para las
variables discretas).

D4. La mediana es el valor de la variable estadistica tal que la ordenada de la
representacion grafica de las frecuencias relativas acumuladas es igual &4t definicion
se deduce directamente de D3 y tiene la ventaja de no depender del nimero de datos. Utiliza la
idea de frecuencia relativa y su representacion grafica. Tanto en el caso D3 como en el D4 hay
gue tener en cuenta que la representacion de las frecuencias acumuladas es diferente segun se
agrupen o no los datos en intervalos de clase.

Como se deduce de estas definiciones, la mediana es un valor central. Sin embargo cada
una de las definiciones presenta dificultades y ambigledades. Veremos que estas persisten al
tratar de calcular la mediana.

¢, Como calcular la mediana?
La principal dificultad que nos encontramos es que algoritmo de calculo de la mediana
no es unico, sino que depende del tipo de datos, de la forma de presentacion de los mismos, e



incluso del niamero de ellos. Los alumnos deben aprender diversos algoritmos y cuando
aplicarlos. El valor obtenido no siempre es unico, lo que provoca problemas de comprension a
los estudiantes. Describimos los diferentes casos que podemos encontrar.

Para el calculo de la mediana, distinguiremos entre datos no agrupados y agrupados en
clases. Como indica Schuyten (1991) hay un gran namero de pasos, no siempre bien
comprendidos, desde la definicion de la mediana hasta su método de calculo.

Datos no agrupados en clases

Si el nimero de datos es impala mediana es el valor de la variable, individuo u
observacion que ocupa el centro de la tabla, supuestos éstos ordenados por valores crecientes 0
decrecientes de la variable. Para aplicar este método, que se deduce directamente de la definicion
D1, el alumno ha de ser capaz de ordenar los datos y hallar el valor central de los mismos.

Por ejemplo, la mediana de los valores 1, 7, 3, 5, 5 esigual a 5.

Si elnimero de valores es pda mediana es la media aritmética de los dos valores que
se encuentren en el centro de la tabla. Al método anterior se afiade ahora la dificultad de que
existen dos valores que cumplen la definicibn de mediana. Esta dificultad se soslaya tomando
como mediana el valor medio de los dos valores, practica que no queda directamente justificada
a partir de ninguna definicibn. Como contrapartida se obtiene como mediana un valor que no
coincide con ninguno de los datos, a menos que los dos datos centrales tengan el mismo valor.
Asi lamedianade 1, 7, 3, 5, 5, 4 esigual a 4.5.

Si los valores se presentan en una tabla de frecuenemgitil calcular las frecuencias
acumuladas para hallar la mediana, lo que podria servir para introducir este nuevo concepto. El
calculo de la mediana se puede hacer en este caso graficamente a partir del diagrama
acumulativo de frecuencias, que el alumno debe ser capaz de representar correctamente. Esto
entrafia una serie de dificultades, que analizaremos separadamente para los datos agrupados y no
agrupados en intervalos.

Datos no agrupados en intervalos

Las frecuencias no acumuladas, tanto absolutas como relativas se definen sélo en un
conjunto de valores discretos, que es el conjunto de valores de la variable. Las frecuencias
acumuladas, por el contrario, se definen en un conjunto continuo de valores que es el conjunto de
numeros reales. Por ello, mientras que la representacion grafica de las frecuencias no acumuladas
es una grafica discreta, ahora nos encontramos con la grafica de una funcién de variable real.

La funcion obtenida presenta discontinuidades de salto para cada valor de la variable. Es,
en consecuencia, un tipo de grafica que los alumnos pueden no haber trabajado en el tema de las
funciones.

Para la construccion de la grafica, se consideran constantes los valores de esta funcién
entre un valor y otro de la variable estadistica. Este es un punto bastante dificil de comprender
por parte de los estudiantes.

Una vez realizada la gréfica, procedemos al calculo de la mediana. Para ello basta tener
en cuenta que la frecuencia acumulada que corresponde a la mediana ha de seviagual a
bien, que la frecuencia relativa acumulada es igual a 1/2. Es decir, hemos de partir de las
definiciones D3 o D4, que son mas complejas.

En general, la ecuacion F(M) = 1/2 no tiene solucion, puesto que la funcion F(x) varia por
saltos y es posible que nos encontremos en uno de los dos casos siguientes:

1. Si ningun valor posible;xorresponde en la grafica a una frecuencia relativa acumulada
F(x)=1/2 (situacion que se presenta en la Figura 1) se considera como valor de la mediana el
valor x tal que:



F(x - 0)<1/2<F(x + 0),
esdecirtalqueny +na+ ...+ N1 <n/2<m+..+n;

Figura 1. Calculo de la mediana en variables no agrupadas (caso 1)
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El valor 1/2 corta a la grafica precisamente en el salto que tiene la curva de distribucion
para uno de los valores de la variable. Ello es debido a que, en este caso todos los valores de la
variable comprendidos entre el lugar; y nj son iguales aix y uno de ellos ocupa
exactamente el lugar/2. Por tanto este valor xcumple la definicion de mediana y es el Unico
valor que la cumple.

Si uno de los valores xcorresponde a F(x= 1/2 -lo que ocurre solamente si el total
de la poblacion es par- la mediana esta indeterminada entre los valosesix , ya que
cualquiera de los valores de x incluidos en el interval@i{x) cumple la definicibn de mediana
(Figura 2).

Figura 2. Calculo de la mediana en variables no agrupadas (caso 2)
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El intervalo (X, x+1) se denomina mediano y suele tomarse como mediana la media
aritmética de estos dos valores, lo que tampoco queda justificado en ninguna de las definiciones.

En la tabla estadistica, la mediana se determina a partir de la columna que da las
frecuencias (o las frecuencias absolutas) acumuladas, repitiendo el proceso que hemos descrito y
finalizando, por tanto, en uno de los casos anteriores. El proceso seria mas complejo al no contar
con el apoyo de la representacion grafica.

Datos agrupados en intervalos

La agrupacién de los datos implica el trabajo con valores aproximados, en lugar de con
los datos originales. Por ello, los valores obtenidos para los diferentes estadisticos, como la
mediana, son soélo valores aproximados. Ademas, esta aproximacion cambia con la amplitud
elegida de los intervalos de clase, lo que también es fuente de dificultades para el alumno
acostumbrado a que un procedimiento matematico conduzca siempre a una solucién Unica.

Es preciso también interpretar el significado de las frecuencias, que ahora se refieren a
intervalos de valores y no a valores aislados. Si los datos estan agrupados en clases, se calculan
las frecuencias acumuladas de las clases, comenzando el proceso obteniendo la clase mediana.
Una vez calculadas estas frecuencias, se representa el poligono acumulativo de frecuencias v,



mediante éste, se determina, grafica o analiticamente, el valor de la variable cuya frecuencia
acumulada es n/2. Dicho valor es la mediana.

Se debe construir correctamente esta representacion grafica y esto causa en ocasiones
problemas al no comprender con claridad por qué se usa una representacion grafica diferente que
en el caso de las variables no agrupadas. Otro problema frecuente es recordar que la frecuencia
acumulada en un intervalo se refiere al extremo superior de dicho intervalo. La grafica se
construye uniendo mediante segmentos lineales los valores de las frecuencias acumuladas
correspondientes al extremo superior de cada uno de los intervalos de clase. En consecuencia, se
obtiene la grafica de una funcion continua, lineal, a trozos (Figura 3).

La ecuacion F(M)=1/2 tiene siempre en este caso una raiz Unica que, en general, se sitla
entre dos extremos de clase, o bien coincide con uno de ellos. La determinacion de su valor no
es, sin embargo, sencilla, puesto que se trata de resolver una ecuacion que no esta dada mediante
una expresion algebraica. ElI alumno debe recurrir a un procedimiento grafico o numérico. La
clase numero i es la clase mediana si:

F(e1) <1/2 <F(e),
es decir si:
mM+..+n<1l/2<m+..+n.

Se determina la clase mediana a partir de las frecuencias absolutas acumuladas o de las
frecuencias acumuladas y por interpolacién lineal se obtiene la mediana. Aparece aqui un nuevo
concepto que el alumno no suele conocer y que se soslaya haciendo uso del razonamiento
proporcional, que es siempre conflictivo para un porcentaje de alumnos, siguiendo la siguiente
regla de célculo basada en el Teorema de Thales.

Figura 3. Calculo de la mediana con datos agrupados
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Puesto que;x; - X; es la amplitud del intervalo, CE la frecuencia en el intervalo mediano
y BF la diferencia entre 1/2 y la frecuencia relativa acumulada en el intervalo mediano,
obtenemos la cantidad que hay que sumar al extremo inferior del intervalo mediano para calcular
la mediana.

Este método de calculo, aparentemente sencillo, se basa en la comprension del
significado de poligono de frecuencias acumuladas y en el correcto razonamiento proporcional
del alumno, asi como en su comprension del concepto de semejanza de triangulos.



Datos presentados en un diagrama de tallo y hojas

Si los datos se encuentran representados en un diagrama de tallo y hojas se efectia un
recuento desde el tallo menor (arriba), anotando el nimero de hojas de cada tallo y acumulandolo
a los anteriores, hasta que se supere el valovdjesiendo n el nimero total de datos; en ese
momento se comienza el mismo recuento empezando por el tallo mayor (abajo) hasta llegar al
tallo en que nos detuvimos antes. La mediana se encontrara en el tallo cuyo recuento supera el
valor den/2, y so6lo habra que buscar el dato central de los valores de la distribuciébn que se
encuentra en este tallo. Si el nimero de datos el impar, la mediana sera el valor que ocupa
exactamente la posicidn central; mientras que si el nUmero de datos es par, la mediana seré la
media aritmética de los dos valores que se encuentren exactamente en el centro de los datos.

Este método tiene la ventaja de que se visualiza con bastante la claridad el significado
de mediana como medida de posicion de un conjunto de datos. Esta basado en la busqueda, entre
todos los datos ordenados, de aquel que ocupa la posicién central, como mostramos en el
ejemplo siguiente:

n/2=12'5 recuento
1 223455789 9
2 56678 14 Me =27
3 556779 11
4 12446 5

Propiedades caracteristicas de la mediana
Ademas de la definicion y algoritmos de calculo, es importante el estudio de las
propiedades de la mediana, que puede ser contemplada desde diversos puntos de vista: como el
resultado de un calculo (el valor obtenido en el calculo de la mediana), como operador que a una
distribucién asigna un niamero y como un resumen estadistico o parametro que caracteriza una
distribucion. Para cada uno de estos puntos de vista podemos analizaremos las propiedades mas
relevantes de la mediana.

Propiedades numéricasSon las que se deducen cuando consideramos la mediana como un
numero, el valor obtenido al calcular la mediana.

N1. La mediana esta comprendida entre el valor minimo y el valor maximo de los
datos Nunca podemos obtener un valor fuera del rango de la variable. Aunque esta propiedad
parece ftrivial, sin embargo, Tormo (1993) ha indicado que los alumnos de primaria tienen a
veces dificultades en reconocer esta misma propiedad para el caso de la media.

N2. La mediana puede no coincidir con ninguno de los valores de los datos, cuando
ocurre el caso de indeterminacion. Esto hace que incluso pueda obtenerse un nimero que no
tenga un sentido real, como obtener 1.5 como niamero mediano de nifios por familia.

N3. La mediana no contempla todos los valores de los d&®sina operacion extrafia
ya que los valores concretos no influyen en el calculo, sino tan solo el valor tomado como
mediana.

N4. La mediana es invariante si se disminuye una observacion inferior a ella o si se
aumenta una superior Es consecuencia de la propiedad anterior y ocurre que podemos variar el
valor de algunos datos sin que cambie la mediana, lo que no ocurre con la media.

Propiedades algebraicasSon las que se deducen cuando consideramos la mediana como una
operacion, la operacion de calcular la mediana.

Al. No es una operacion interna en el conjunto numérico empleado, ya que pueden
obtenerse valores en otro sistema numérico diferente al dado.



A2. Conserva los cambios de origen y de escala. Ello hace que ésta se exprese en la
misma unidad de medida que los datos.

A3. No tiene elemento neutro ni elemento simétrico. Cualquier dato que afiadamos al
conjunto hace variar (potencialmente, al menos) el valor de la mediana.

A4. No tiene la propiedad asociativa: Por ejemplo: Me (1, 2, 3) =2 ; Me ((1,2), 3) =
2'25

A5. Es conmutativa. No se ve afectada por el orden de aparicion de los datos.

Propiedades estadisticasson las que aparecen cuando consideramos la mediana como una
medida de posicion central

El. Es una medida de tendencia central, aunque puede no coincidir con el centro del
recorrido.

E2. La mediana es un representante o valor tipico de un colegtiyawoporciona
informacion global sobre la muestra.

E3. Es un estadistico resistent®n pequefas fluctuaciones de la muestra no cambia su
valor. E4. En una distribucion simétrica la mediana coincide con la media y la nfeda
distribuciones unimodales).

E5. Si la distribucion es asimétrica a la derecha el orden en que aparecen es
moda-mediana-medig, si es asimétrica a la izquierda el orden es media-mediana-moda (para
distribuciones unimodales).

E6. Si la distribucion es asimétrica es preferible la mediana a la media como medida de
tendencia central.

E7. Existe mediana en distribuciones en las que los datos son ordinales.

E8. Es preferible la mediana en distribuciones con datos agrupados en intervalos en los
gue al menos uno es abierto.

Conclusiones

El anadlisis realizado revela la complejidad semiotica (Godino y Batanero, 1998) del tema,
gue también aparece si cambiamos la mediana por los percentiles o sus rangos. Hemos visto que
hay distintas definiciones y métodos de célculo, numerosas propiedades tanto numéricas, como
algebraicas y estadisticas, asi como relaciones con otros conceptos estadisticos, que hacen que su
estudio sea mas complejo de lo que pueda parecer a simple vista.

Pensamos por ello que es necesario analizar con detenimiento la ubicacion de este tema
dentro del curriculo, atendiendo a la dificultad que presenta para los alumnos en el tramo de edad
en el que esta previsto. Por nuestra parte hemos iniciado una investigaciéon orientada a evaluar la
dificultad real de comprension del tema por parte de estos alumnos. Asimismo, pensamos que se
necesita mucha labor de disefio curricular para secuenciar convenientemente este contenido,
incluyendo las componentes conceptuales, computacionales e interpretativas analizadas en este
trabajo.
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